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ی با يکی از مهمترين مشکلات در علوم مهندسی تخمين متغيرهاي کم•
.استفاده از اندازه گيري ها است

:تخمين شامل موارد زير می گردد•

.تخمين سيگنال بر اساس اندازه گيري هاي نويزي–
.هاتخمين حالت هاي سيستم بر اساس اندازه گيري هاي نويزي خروجی و حالت–
.تخمين پارامترهاي يک تابع–

مقدمه
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:کاربرد تئوري تخمين•

فضا-سيستم هاي هوا•
مخابرات•
صنايع توليدي•
مهندسی پزشکی•

:مثالهايی از کاربرد عملی تخمين•

وسط تخمين موقعيت يا سرعت واقعی هواپيما بر اساس موقعيت اندازه گيري شده ت•
.رادار

.تخمين پارامترهاي يک فرآيند در يک سيستم توليدي•
.ECGتخمين ضربان قلب يک فرد با استفاده از سيگنال •

مقدمه
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Introduction to 
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• Jonathan Su

Springer (1999)
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tتابعی حقيقی از متغير پيوسته زمان 

تخمين سيگنال
:  Sig( l ) nas t

 ( )) ,)( ,(s tz vg tt t
z(t) سيگنال توليد شده ازs(t) که بيان رياضی آن عبارت

:است از

:  noise or disturb( ) ancev t

توسط s(t)می توان سيگنال يا مقادير اندازه گيري شده از سيگنال z(t)به عنوان مثال
.سنسور باشد
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نويز در بسياري از کاربردها فرم ساده تري از مقدار اندازه گيري شده بر حسب سيگنال و
:ارائه می گردد که عبارت است از

تخمين سيگنال

)( )) ((s tz t v t 

. در اين حالت نويز به صورت جمع شونده با سيگنال ترکيب می شود
ز يک منبع يا ناشی ا/اين نويز می تواند ناشی از تغييرات فيزيکی سنسور مانند گرما و

.خارجی باشد
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 Target)يکی از مثال هاي مهم در مدل نويز حمع شونده مساله تعقيب هدف 

Tracking )که سيگنال اندزه گيري شده از روي رادار کاملا نويزي است و . است
يف از ديگر مثال هاي اين نوع توص. نويز ان از نوع جمع شونده در نظر گرفته می شود

.استEEGو ECGسيگنال هاي 

تخمين سيگنال

)( )) ((s tz t v t 

لت آن اگر چه نويز جمع شونده مهمترين روش توصيف اثر نويز بر سيگنال است که ع
ويز ها وليکن تنها روش نبوده و اثرات تمامی ن. را ميتوان سهولت در تحليل دانست

.را نيز به اين روش نمی توان توصيف نمود
:از ديگر روشهاي توصيف اثر نويز بر سيگنال، می توان نويز ضربی را نام برد

)( )) (.(s tz vt t
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با استفاده از  s(t)يکی از مسائل مهم در علوم و مهندسی باز سازي سيگنال واقعی 
يا /وتخمينکه اين مساله را يک نوع مساله . استz(t)سيگنال اندازه گيري 

.  استفيلترينگ
ه می را توليد مينمايد نيز تخمينگر يا فيلتر ناميد s(t)ابزاري را نيز که تخمين سيگنال 

. شود

تخمين سيگنال

Estimation Theory                                      

by: Dr B. Moaveni

10

اميکی همانطور که در رويتگرها نيز مشخص بود، بطور کلی تخمينگر يک سيستم دين
tدر زمان z(t)به صورت يک تابع ساده از tمقدار تخمين زده شده        در زمان . است

.قابل بيان نيست

(Estimator)تخمينگر

ˆ( )s t

  ˆ                                

Causal Estimato

(

r: 

) ( ) : ,s t z t t     

.در يک بازه خاص      می باشدمقادير بلکه مقدار تخمينی تابعی از ( )z 

  ˆ                                ( ) ( ) : ,

                                Wher

Non-Causal Estim

e, 

ator  

0

:

s t z t a t

a

      


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در اين. تخمينگر هاي علی ارائه شده خطی است اگر و فقط اگر تابع        خطی باشد
.حالت مقدار تخمينی         به صورت زير قابل بيان خواهد بود

Linear)تخمينگر خطی  Estimator)


ˆ( )s t

ˆ                                ( ) ( , ) ( )

                                

Non-Causal Estimator:

Where, 0

 

t a

s t h t z d

a

  










ˆ                                           

Causal Linear Est

 ( ) ( , ) (

imat : 

)

or

t

s t h t z d  


 

.پاسخ ضربه تابع تخيمينگر می باشدکه     ( , )h t 

real timeتخمينگرهاي غير علی به صورت 

ات قابل استفاده نيستند و فقط در محاسب
off-lineکاربرد دارند.
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.  تخمينگر هاي خطی ارائه شده در اسلايد قبلی متغير با زمان هستند
خواهند بود اگر و فقط اگر تابع ( LTI)در صورتی اين تخمينگرها خطی نامتغير با زمان 

.تخمينگر            به صورت تابعی از تفاضل             قابل بيان باشد
به عبارت ديگر

LTI)تخمينگر خطی نامتغير با زمان  Estimator)

ˆ                                                  

Linear Causal Time-invaria

  ( ) ( ) ( ) ( )*

nt Estimato

( )

r: 

t

convolution
s t h t z d h t z t  



  

t=0.در به ازاي اعمال تابع ضربه tپاسخ ضربه تخيمينگر است در زمان که ( )h t

( , )h t t 

( , ) ( )h t h t  

( )t
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:با استفاده از تبديل فوريه

ا زمانتوصيف فرکانسی تخمينگر خطی نامتغير ب

:در نتيجه

( ) ( ) j tS s t e dt






 

.که        متغير فرکانس برحسب راديان بر ثانيه است 

ˆ( ) ( ) ( )S H Z  

.پاسخ فرکانسی تابع تبديل تخمينگر می باشدکه         ( )H 
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بود از با توجه به معادلات ارائه شده براي تخمينگر، طراحی تخمينگر خطی عبارت خواهد
.  تعيين تابع             

ايت اگر تخمينگر خطی نامتغير با زمان درنظر گرفته شود تعيين         يا             کف
.خواهد کرد

خروجی تخمينگر خطی به صورت-با فرض اينکه                              است رابطه ورودي
زير خواهد بود

طراحی تخمينگر

( , )h t 

( )h t( )H 

( ) ( ) ( )z t s t v t 

 ˆ( ) ( , ) ( ) ( )

     ( , ) ( ) ( , ) ( )

s t h t s v d

h t s d h t v d

   

     





 

 

 

 



 
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کانس به اگر تخمينگر خطی نامتغير با زمان درنظر گرفته شود معادلات قبلی در حوزه فر
:صورت زير قابل بيان خواهد بود

طراحی تخمينگر

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S H S H V     

ه اين معادلات نشان می دهد که طراحی تخمينگر لازم است به گونه اي انجام پذيرد ک
م به عبارت ديگر تخمينگر لاز. نويز         را دفع کرده و سيگنال        را عبور دهد
:است در حوزه فرکانس به گونه اي طراحی شود که

( )s t ( )v t

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

H S S

H V

  

 





نال معادلات فوق در صورتی کاملا برآورده می گردند که پاسخ فرکانسی نويز و سيگ
.اشتراکی نداشته باشند
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ی به هر حال موارد  زيادي وجود دارد که طراحی تخمينگر  بر اساس ايده پاسخ فرکانس
زم است در اين حالت روشهاي پيشرفته تخمين لا. سيگنال  و نويز امکان پذير نيست 

.که ما را به سمت طراحی فيلتر وينر و کالمن هدايت می نمايد

ستفاده از ايده که فيلتر وينر با استفاده از ايده حوزه فرکانسی سيگنال و فيلتر کالمن با ا
.هاي حوزه زمان عمل خواهد نمود

طراحی تخمينگر
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ذيرد و با توجه به اينکه بيشتر اندازه گيري ها به صورت گسسته در زمان صورت می پ
م است پردازش سيگنال نيز با استفاده از کامپيوترهاي ديجيتال انجام می شود لاز

ي مساله تخمين در حوزه گسسته در زمان نيز بررسی شده و در اين حوزه پيگير
. شود

به اين منظور

تخمين بر اساس اندازه گيري هاي گسسته در زمان

   ( ) ( ), ( ),    ( ) ( ), ( ),z nT g s nT v nT nT z n g s n v n nT  

.عبارت است از زمان نمونه برداريTکه 
ن       در اين حالت مساله مورد نظر ما به عنوان تخمين عبارت خواهد بود از توليد تخمي

. iاز           با استفاده از         در بازه اي از مقادير صحيح 
:که به عنوان يک تخمينگر علی ميتوان فرم کلی زير را  معرفی نمود

ˆ( )s n

( )s n( )z i

  ˆ( ) ( ) : ,s n z i i n n   
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تخمينگر هاي خطی گسسته در زمان

ختاري به مشابه حالت پيوسته در زمان نيز يک تخمينگر علی خطی گسسته در زمان سا
:صورت زير دا

n

ˆ( ) ( , ) ( )                           (1.15)
n

i

s n h n i z i


 

که                عبارت است از خروجی تخمينگر در مرحله     ام وقتی که ورودي ضربه 
.به آن اعمال شده استiواحد در زمان 

( , )h n i

The  discrete-time counterpart esnoncausa timal tor:

ˆ( ) ( , ) ( )              (1.16)

         :  positive integer

n q

i

s n h n i z i

q





 
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گسسته در زمان LTIتخمينگر هاي 

باشد  n-iاست اگر و فقط اگر تابع              تابعی از LTIيک تخمينگر ( 1.15)تخمينگر 
و 

( , ) ( )h n i h n i 

:در اين حالت معادلات تخمينگر به صورت زير در خواهد آمد

ˆ( ) ( ) ( ) ( )* ( )              (1.18)
n

i

s n h n i z i h n z n


  

( , )h n i
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مثالی از يک تخمينگر ساده

:فيلتر ميانگين

   
1 1

ˆ( ) (1) (2) ( ) (1) (2) ( )s n z z z n s v v v n
n n

        

:با استفاده از فيلتر ميانگين

( )

( ) ( ),   1,2,

s n s

z n s v n n



  

1

ˆ( ) ( , ) ( )
n

i

s n h n i z i


 1
( , )h n i

n
 طی فيلتر ميانگين فيلتر خ

.است

.تفيلتر ميانگين متغير با زمان اس
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توصيف حوزه فرکانس تخمينگر گسسته در زمان

:تخمين پارمترهاي سيگنال

: ( ) ( )

ˆ  ( ) ( )(1.18 () )  

j j n

n

DTFT S e s n e
j j jS e H e Z e

 

  







  

:تدر بسياري از کاربردها، يک سيگنال گسسته قابل بيان به صورت زير اس

1

( ) ( )                (1.20)
q

j j

j

s n n 



1 2, , , :   constant as parameters of signalq  

1 2( ), ( ), , ( ) :   known function of qn n n n  
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تخمين پارامترهاي سيگنال

يري مساله اصلی در اينجا تخمين پارمترهاي                          بر اساس مقادير اندازه گ
شده 

( ) 1

s

n









1 2, , , q  

 ( ) ( ), ( ),z n g s n v n nT

If    ( )s n s

1If    ( ) j

j n n 
1

1

( )                    (1.20)
q

j

j

j

s n n 





(Least Square)روش کوچکترين مربعات خطا :راه حل
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تخمين حالت
يکی از محل هاي استفاده تخمينگر ها مدل هاي فضاي حالت و تخمين متغيرهاي

.حالت است

( ) :    process noise

( ) :     measurement noise

t

v t



1 1

1 1

( ) ( ) ( )            (1.21)       State model

( ) ( ) ( )                (1.22)        Measurement equation

N m

p p

x t Ax t B t

z t Cx t v t

 

 

 

 

تفاده مساله اصلی در اين کاربرد توليد          به عنوان تخمينی از حالت ها است با اس
.از اندازه گيري هاي  انجام شده            براي                   

ˆ( )x t
( )z 0 t 

 Kalman-Bucy filter:
ˆ( )

ˆ ˆ   ( ) ( ) ( ) ( )
dx t

Ax t K t z t Cx t
dt

  
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(Tracking an Object)مثال 

ت مساله تعقيب يک شیء که شامل دنبال کنندگی موقعيت و سرعت آن شیء اس
.  ميتواند يکی از مثال هاي عملی در تخمين محسوب گردد

ه با فرض اينکه شیء داراي سرعت ثابت باشد  حرکت آن در سه محور را ميتوان ب
را مدل نماييم xاگر بخواهيم حرکت در محور . صورت جداگانه در نظر گرفت

.ميتوان آن را بصورت معادله حالت زير توصيف نمود

1

1

( )0 1( )
( )        where: ( )

( )0 0

x tdx t
x t x t

x tdt

  
    
   

ه در اين حالت رادار موقعيت شیء را به صورت يک متغير داراي نويز اندازه گيري ب
.صورت زير ارائه می نمايد

 1( ) ( ) 1( 0 ( ) ( )) x t v t x vz t t    

Estimator
1

1

ˆ ( )

ˆ ( )

x t

x t

 
 
 
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(Tracking an Object)مثال 

دلات اغلب تخمينگر ها به صورت گسسته در زمان عمل می نمايند، لذا لازم است معا
:حالت به صورت گسسته در زمان ارائه شود

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x n x n n

z n Cx n v n

   


 

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N m

p p

x t Ax t B t

z t Cx t v t

 

 

 


 
0

AT

T

A

e

e Bd 







 

:در نتيجه براي اين مثال
1

( 1) ( )
0 1

( ) ( ) ( )

T
x n x n

z n Cx n v n

  
   

  


 
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استفاده از مدل حالت در تخمين سيگنال
. را برآوررده می نمايندNدسته بزرگی از سيگنال ها معادلات ديفرانسيل از مرتبه 

.داين دسته از سيگنال ها را با استفاده از مدل فضاي حالت می توان تخمين ز

1

(1)

2

( 1)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )N

n

x t s t

x t s t

x t s t







( ) ( 1) (1)

1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0N N

Ns t a s t a s t a s t

    

( )
( )

( ) ( )

dx t
Ax t

dt

s t Cx t





 

 

0 1 1

0 1 0

0
,   1 0 0

0 0 1

N

A C

a a a 

 
 
  
 
 
   

( ) ( ) ( )z t Cx t v t 
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استفاده از مدل حالت در تخمين پارامترهاي سيگنال
مساله تخمين پارمترها که پيش از اين مطرح شد را می توان به مساله تخمين 

.متغيرهاي حالت تبديل نموده و حل کرد

  ,    1,2, , .i ix i q  

1

(1.20)     ( ) ( )
q

j j

j

s n n 


 

( 1) ( )  q qx In x n    

:با توجه به اينکه ضرايب ثابت هستند

( ) ( ) (  ( ) ( ) ) () ( )z n n x ns n x n vn n  

هستند  nهمانگونه که مشخص است در اين حالت ضرايب تخمين زده شده تابعی از 
.که با گذشت زمان به سمت مقادير واقعی همگرا خواهند شد
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(Least Square Estimation)تخمين کمترين مربعات 

ش تخمين کمترين مربعات يکی از روشهاي قدرتمند تخمين است که بر پايه رو
مين اين روش يک روش غير تصادفی تخ. کمترين مربعات بنا نهاده شده است

است، به عبارت ديگر در اين روش اندازه گيري ها و متغيرهاي مد نظر عمل 
. تخمين نويزي نيستند

:در ادامه روش کمترين مربعات براي دو هدف زير مد نظر قرار می گيرد

.تخمين پارامترهاي سيگنال1.

.تخمين متغيرهاي حالت در مدل فضاي حالت2.
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ربعاتتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش کمترين م

:  يک سيگنال گسسته با توصيف زير در نظر بگيريد

1

(1.20)     ( ) (  )  ( ) ( )
q

j j

j

s n n s n n  


  
1

1 2 unknown         , , , :   consta       nt and =q

q



   



 
 
 
 
 

1 2

1

( ), ( ), , ( ) :   known function of 

                                                           ( ) ( ) ( )

q

q

n n n n

n n n

  

     

Measurments of signal: ( ) ( ) ( )z n s n v n 

: با استفاده ازnTمشابه قبل هدف يافتن          به عنوان تخمين      است در زمان   ˆ( )n

(1), (2), , ( )z z z n
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ربعاتتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش کمترين م

ا با استفاده از مقدار تخمين زده شده           ميتوان سيگنال جديدي با عنوان          ر
.  ساخت که تخمينی از سيگنال واقعی         می باشد

با استفاده از           ميتوان در i<nهمچنين مقادير تخمينی از سيگنال را در بازه  
.اختيار داشت

ˆ( )nˆ( )s n

( )s n

ˆ( )n

ˆˆ( ) ( ) ( ),                           (1.35)s i i n i n  

( ) ( ) ( ),        (1.34)s n n n 

قدار     حال ميتوان مجموع مربعاتی را به صورت زير ارائه نمود که اگر تخمين          با م
(  1.36)برابر بوده و                                          باشد مجموع مربعات در رابطه 

.صفر خواهد گشت

ˆ( )n

( ) 0,   1, 2, ,v i i n 

     
2 2 2

ˆ ˆ ˆ. . (1) (1) + (2) (2) ( ) ( )                      (1.36)S S z s z s z n s n     
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ربعاتتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش کمترين م

ا نتيجه وليکن در صورتی که          با          برابر نباشد مجموع مربعات مقدار مثبتی ر
ار خواهد داد که اندازه آن بستگی دارد به فاصله مقدار تخمين زده شده از مقد

.  واقعی
لحداقلذا مجموع مربعات را ميتوان به صورت يک تابع خطا در نظر گرفت که هدف 

.نمودن مقدار آن است با استفاده از تخمين درست           
حداقل را مينيمم مينمايد را تخمين ( 1.36)تخمين         که تابع مربعات خطاي 

.در زمان           می نامنداز   (LS)مربعات خطا 

از پارامترهاي ( Least Square)به منظورمحاسبه تخمين کمترين مربعات خطا *** 
به . به صورت برداري بازنويسی گردد( 1.36)ابتدا لازم است رابطه s(n)سيگنال 

:اين منظور

ˆ( )n

ˆ( )n

ˆ( )n



nT

1

(1) (1)

(2) (2)
,          

( ) ( )

n n

n n q

z

z
Z

z n n






 

   
   
     
   
   
   
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ربعاتتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش کمترين م

:را می توان به صورت زير بازنويسی نمود(1.36)در نتيجه رابطه 

ˆ ˆ. . ( ) ( )
T

n n n nS S Z n Z n      
   

ميتوان از ايده  .S.Sبه منظور محاسبه تخمين            با استفاده از حداقل سازي تابع 
:در اين صورت. مشتق گيري جزئی نسبت به            استفاده نمود

ˆ( )n
ˆ( )n

( . .) ˆ2 ( ) 0
ˆ( )

T

n n n

S S
Z n

n





     
 

ˆ( )             (1.38)T T

n n n nn Z   

1ˆ( )              (1.39)T T

n n n nn Z


     

شرط کافی براي محاسبه           از اين 
س رابطه و يا به عبارت ديگر معکو
پذير بودن            اين است که 

.باشد qرتبه ماتريس        برابر 

ˆ( )n

T

n n 

n
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ربعاتتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش کمترين م

:چند نکته مهم
. باشدباشد اين است کهqشرط اينکه رتبه ماتريس          برابر –

ب به عبارت ديگر تعداد دسته اطلاعات اندازه گيري شده از تعداد ضراي
.مجهول بيشتر باشد

ارائه می نمايد که nTتخمينی از    در زمان ( LS)تخمين حداقل مربعات –
گفته می شود، چرا که براي محاسبه آن به تمامی batchبه آن روش 

پر .  اطلاعات و اندازه گيري هاي                                              نياز است
.قابل استفاده می باشد off-lineواضح است که اين روش به صورت 

شرط کامل بودن رتبه ماتريس           در اصل يک محدوديتی است بر–
.الروي تابع هاي          به عنوان تابع هاي زمانی توصيف کننده سيگن

n

(1), (2), , ( )z z z n

n

( )j n



n q
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ربعاتتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش کمترين م

(Recursive Least Square)فرم بازگشتی روش کمترين مربعات 
بزرگ  nسنگينی محاسبات در زمانی که مقدار ( 1: )با توجه به دو علت مهم

پارامترها، روش کمترين مربعات onlineنياز به محاسبه ( 2)می شود و 
.ارائه گشته است( RLS)بازگشتی 

1 1

1 1

( 1) ( 1)               (1.40)

( 1) ( 1)              (1.41)

T T T

n n n n

T T T

n n n n

Z Z n z n

n n



 

 

 

     

       

1 1

1 1

1 1 1

( 1) ( 1)
    (1.42)

1 ( 1) ( 1)

T T T

n n n nT T

n n n n
T T

n n

n n

n n

 

 

 

 

  

                      
      

.تبا استفاده از معادلات زير که درستی آنها به سادگی قابل بررسی اس

:سبا استفاده از قضيه معکوس سازي ماتري

1 1 1 1

11 12 22 21 11 11 12 21 11 12 22 21 11   ( ) ( )          (5.93)A A A A A A A A A A A A A

Matrix Inversion Lemma :

      
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RLSتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش 

:خواهيم داشت( 1.39)در nبه جاي n+1با جايگزاري 

:خواهيم داشت(1.43)در (1.40)و (1.42)با جايگزاري 

1

1 1 1 1
ˆ( 1)              (1.43)T T

n n n nn Z


   
      

1

1 1

           (1.44)

                      

ˆ ˆ ˆ(

    (1.45

1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )  

( 1)
( )

1 ( )
)

1 ( 1)

T T

n n

q
T T

n n

n n K n z n n n

n
K n

n n

   



 



 

      
 

    
      
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RLSتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش 

ميتوان محاسبات            و                  را به صورت ( 1.42)و ( 1.45)با توجه به رابطه 
.بازگشتی انجام داد

1
T

n n



    ( )K n

 

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

( 1) ( 1)

                  (

1

1) ( 1)

( 1) ( 1)

( ) ( )

T

n nT T

n n n n

T T T

n n n

T T

n n

T T

n

n n

n

n

n

n n

K n n n

n

I K n



 



 



 

 

  





                  

                  

 

     











1
T

n n nP


    

 1

( 1)

1 ( 1) ( 1)

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )

( 1)

( )

( )

( )

n

n

n

T

T

n

K n

K

n

n n

n n z n n n

P I n

P

P

P

n

K n



 

   






  

      
 

  
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RLSتخمين پارامترهاي سيگنال با استفاده از روش 

در پروسه تخمين ( LS)بسيار موثرتر از روش مربعات ( RLS)روش مربعات بازگشتی 
.به کار گرفته می شود

:RLSنکاتی مهم در خصوص استفاده از روش 

ار اگر هيچ اطلاعی از مقد. به مقدار اوليه تخمين       نياز داردRLSروش –
.تاوليه وجود نداشته باشد می توان مقدار آن را برابر صفر در نظر گرف

rمقدار . بدست آيندrاولين تخمين هاي مناسب ميتوانند در مرحله –

کوچکترين مقدار صحيحی است که به ازاي آن ماتريس             معکوس
.پذير می باشد

مقدار ماتريس     نيز لازم است در شروع الگوريتم مقدار دهی شود که–
.پيشنهاد مناسب براي آن عبارت است از                                 

̂

0P

T

r r 

0 ,    0P I  
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مثال
( )s n s

1

1
  

1

n

 
 
   
 
 
 

( ) ( )z n s v n 

( ) 1

    

n

s










  T

n n n   
1

1

1ˆ( ) ( )
n

T T

n n n n

i

n Z z i
n






       
LS

RLS

 

1

1
( )

1 1
1

1ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( )
1

nK n
n

n

n n z n n
n

  




 
 





    
 

.ين استنتيجه مشابه نتيجه تخمين فيلتر ميانگ
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(WLS)روش کمترين مربعات وزن داده شده 

ˆ ˆ. . ( ) ( )              where,  :  Symmetric positive definiten n

T

n n n nS S Z n Z nW W      
   

:اگر ماتريس         قطري باشد

 
2

1

ˆ. . ( ) ( )
n

i

i

S S w z i s i


 

nW

1 0 0

0 0

0 0

n

n

w

W

w

 
 


 
  

ضريب فراموشی اطلاعاتهمانگونه که مشخص است از      ها ميتوان به عنوان 
:بطوريکه. استفاده نمود

1

0  as  1

n

i

w

w i




 

iw
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(WLS)روش کمترين مربعات وزن داده شده 

Weighted Least Square:
1ˆ( ) T T

n n n n n nn W W Z


     

Weighted Recursive Least Square :

1

2

0 0

0 0
If              :  forgetting factor

0 0

0 0 1

0< 1

n

n

nW










 
 
 
 
 






 

1

1 1

1 1

1 1

( 1)
( )

( 1) ( 1)

( ) ( 1)

T T

n n n

q
T T

n n n

T T

n n n n n

W n
K n

n W n

I K n n W



 







 

 

 

    
      

            



21

Estimation Theory                                      

by: Dr B. Moaveni

41

(WLS)روش کمترين مربعات وزن داده شده 

Recursive Least Square with Forgetting Factor:

:  forgetting fa r0< o1 ct 

 
1

( 1)
( )

( 1) ( 1)

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )

( ) ( 1)

T

n

T

n

n
n

P n
K n

n P n

n n K n z n n n

I K n n P
P



 

  













  

      
 

 

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1پروژه 

پارامترهاي  عددي      تابع زير را تخمين بزنيد وRLSو LSبا استفاده از روش 
:مسائل زير را بررسی کنيد

اثر تعداد نمونه ها-1

RLSاثر مقادير اوليه پارامترها در -2

اثر مقادير اوليه ماتريس کوواريانس خطا-3
اثر ضريب فراموشی-4

نسبت به يکديگرRLSو LSمزايا و معايب -5
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2پروژه 

3شناسايی يک سيستم حداقل مرتبه 

RLSو LSمقايسه روش •

RLSبررسی و تحليل همگرايی پارامترها در روش •

بررسی اثر شرايط اوليه•
بررسی مقدار اوليه ماتريس کوواريانس خطا•
بررسی مساله بازنشانی ماتريس کوواريانس خطا•
بررسی اثر ضريب فراموشی•

بررسی و تحليل انتخاب مرتبه صورت و مخرج•
MATLABشناسايی با استفاده از جعبه ابزار شناسايی سيستم •

Estimation Theory                                      

by: Dr B. Moaveni

44

LSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

1

( 1) ( )                  (1.54)

( ) ( ) ( )               (1.55)

N N

N

x n x n

z n C x n v n





  

 

مشابه قبل هدف تخمين حالت ها است با استفاده از اندازه گيري هاي 

(1), (2), , ( )z z z n

را می توان در جهت ( 1.54)با فرص اينکه ماتريس      معکوس پذير است معادله 
:عکس به صورت زير حل نمود



( ) ( ),       1,2, ,                   (1.56)n ix i x n i n   
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

(:1.56)تا ( 1.54)با استفاده از روابط 

( )                   (1.58)n n nZ U x n V 

1

2

(1) (1) (1) (1)

(2) (2) (2) (2)
( )          (1.57)

( ) ( ) ( ) ( )

n n n

n

n

Z V U

z Cx v vC

z Cx v vC
x n

z n Cx n v n v nC

 

 

        
        
           

        
        

        

:در نتيجه تابع مجموع مربعات را می توان به صورت زير نوشت

   . . ( ) ( )                       (1.59)
T

n n n nS S Z U x n Z U x n  
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

و مساوي صفر قرار دادن، x(n)نسبت به ( 1.59)با گرفتن مشتق جزئی از معادله 
:تخمين متغيرهاي حالت به صورت زير قابل محاسبه است

1

1

:   observability matrix   n

n n n

n

C

C
O U O

C





 
 


    
 
 

 

:اشتبا بازنويسی ماتريس          به صورت تابعی از ماتريس رؤيت پذير       خواهيم د

1

ˆ( )                   (1.61)T T

n n n nx n U U U Z


   

nO
nU

1
1ˆ( )                   (1.67)n T T

n n n nx n O O O Z


     
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LSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

نشان می دهد که در اين معادله         ظاهر نشده است و لذا ( 1.67)توجه به معادله 
.نيازي به فرض محدود کننده معکوس پذيري        نيست

اين است که ماتريس           داراي است  ( 1.67)نکته قابل توجه در خصوص معادله 
ا به مرتبه کامل است اگر و فقط اگر ماتريس              معکوس پذير باشد و ي

.رؤيت پذير باشد( 1.55)و ( 1.54)عبارت ديگر مدل فضاي حالت 

nO

1
1ˆ( )                   (1.67)n T T

n n n nx n O O O Z


     

1



T

n nO O
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RLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

 

 

 

1

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

( )
1

( )

T

n

T

n

T

n n

n
n T T

n n n

x n x n K n z n C x n

P C
K n

CP C

P I K n C P

P O O



      




   

    
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خطاي تخمين

ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n 

:خطاي تخمين به صورت زير تعريف می گردد

:از طرفی

1( ) ( )n

n n n n nZ U x n V O x n V    

:در نتيجه
1

1 1

1
1

ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

n T T n

n n n n n

n T T

n n n n

x n O O O O x n V

x n x n O O O V


 




         

     
1

1( ) ˆ( ) ( ) n T T

n n n nx n O Ox Vx n n O


     

.v(n)ز اين رابطه نشان می دهد که دامنه خطاي تخمين ارتباط مستقيم دارد با دامنه نوي
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خطاي تخمين

ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n 

:خطاي تخمين به صورت زير تعريف می گردد

:از طرفی

1( ) ( )n

n n n n nZ U x n V O x n V    

:در نتيجه
1

1 1

1
1

ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

n T T n

n n n n n

n T T

n n n n

x n O O O O x n V

x n x n O O O V


 




         

     
1

1( ) ˆ( ) ( ) n T T

n n n nx n O Ox Vx n n O


     

.v(n)ز اين رابطه نشان می دهد که دامنه خطاي تخمين ارتباط مستقيم دارد با دامنه نوي
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در حضور ورودي معلومLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

1

1

( 1) ( )                  

( ) ( ) (

u( )

)

nNN N

N

x n x n

z n C x n v n

 



 



مشابه قبل هدف تخمين حالت ها است با استفاده از اندازه گيري هاي 

(1), (2), , ( )z z z n

:با فرص اينکه ماتريس      معکوس پذير است خواهيم داشت 

1 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 1 3 3 2 1

( 1) ( 1) 1 1

(1) [ (3) (2)] (1) (3) (2) (1)

(1) [ (4) (3)] (2) - (1) (4) (3) (2) - (1)

(1) ( ) ( -1) -.... - (1) ( )n n n

x x u u x u u

x x u u u x u u u

x x n u n u x n

      

        

      

            

                

        
1

1

1
1

1

( )

(1) ( ) ( )

n
i

i

n
n i

i

u i

x x n u i







  



 

    




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در حضور ورودي معلومLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

1

1

( 1) ( )                  

( ) ( ) (

u( )

)

nNN N

N

x n x n

z n C x n v n

 



 



جمله عمومی 

1

1

1
1

2 2

1

( ) ( ) ( 1)

( )
(1) (1) (1)

(2) (2) (2)
( 1)( )

( ) ( ) ( )
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n i k
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در حضور ورودي معلومLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

1

1 1
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در حضور ورودي معلومLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 
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در حضور ورودي معلومLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

 

 

 

( ) ( )

( )

( 1

( 1

) ( ) ( ) ( ( ) ) ( 1)

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( 1)

( 1

( ) ( )

( ) ( )

( )) ( )(

) (( )

( ) ( )

1)

( (1)) ( ) ( )

T

n

T

n

T

n

x n k n C I k n C P C z n

x n k n C k n I k n C P C z n

x n k n C

x n u n

x n u n

x n u P C k n

z n z n

x n u n

x n u n

x n n nu n z









       

        

  



   







 













1

1

0

1

( )
( )

11 ( )

( ) ) ( 1)

( ( )

( )

)

n

n

n

n T T T T

n n n

TT T n T
nn

T

n

T T

n

n T T

n n n

n n

O O C P C
k n

CP C

k n CP C z n

k n k n CP C P
C O O C

P O O

C








 

   




 

 

 

Estimation Theory                                      

by: Dr B. Moaveni

56

در حضور ورودي معلومLSتخمين حالت ها با استفاده از روش 

LSرابطه بازگشتی تخمينگر حالت 
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2پروژه 

ير و رويتگر ليونبرگر متغيرهاي حالت سيستم زLSبا استفاده از تخمينگر حالت -1
.  را تخمين بزنيد

نویز اندازه گیری را یک نویز سفید با میانگین صفر-1-1
در نظر بگیرید و تاثیر تغییرات واریانس ان را در نتیجه 

.فرایند تخمین حالت ها بررسی نمایید
.نقش پارامترهای مختلف در طراحی تخمینگر ها را بررسی نمایید-1-2

بخش اول پروژه را براي ديناميک ناپايداري به صورت زير مجددا اجرا نموده و -2
.نتايج را تحليل کنيد
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 
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