
1

تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 2

سيگنال هاي تصادفي 
و سيستم هاي با ورودي تصادفي

96-97دوم نیمسال 

باسمه تعالی

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

2

در مساله تخمين سيگنال         از مقدار اندازه گيري                                             •
سازي ترم نويزي        معمولا به صورت تصادفي تغيير مي کند، لذا مدل

ين همچن. استفرموله نمودن سيگنال هاي تصادفينويز        نيازمند 
ياز به امکان دارد سيگنال         شامل متغيرهاي تصادفي باشد که اين ن

.هدتوصيف و مدل سازي سيگنال تصادفي را بيش از پيش نشان مي د

تايج يک متغير تصادفي بر اساس نتايج ممکن يک آزمايش از مجموعه ن•
Sتعريف مي شود.

.مي باشدSزير مجموعه رخدادهاي Aيک رويداد •

مقدمه
 ( ) ( ), ( ),z n g s n v n nT ( )s n

( )v n

( )v n

( )s n

Probability S:   paceS
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وعه از مجموعه      به مجمتابعييک متغير تصادفي      عبارت است از •
.اعداد حقيقي

:البته ممکن است ساختار نوشتاري زير نيز استفاده گردد•

متغيرهاي تصادفي

    trial   ( ) ( )       where, 1,2,th

i ii i i    x x
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نمايش P(A)را با Sمجموعه رخ دادهاي ازAاحتمال رخ دادن واقعه •
.مي دهند

:براي             معادلات  و نامعادلات زير صادق هستند•

•

متغيرهاي تصادفي

( )P A 

0 ( ) 1                       (2.1)P A 

( ) 1                             (2.2)P S 

A S

( ) ( ) ( )              (2.3)

A S

B S P A B P A P B

A B

 


   
 
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•

•

با S( Probability Space)در فضاي  احتماليxيک متغير تصادفي •
.آن مشخص مي گرددتابع توزيع احتمالاستفاده از 

ر يا عبارت است از احتمال اينکه مقدار متغير تصادفي     کوچکت
.مساوي مقدار حقيقي     باشد

متغيرهاي تصادفي

( ) ( ) ( ) ( )

A S

B S P A B P A P B P A B

A B

 


     
 

( ) 0
(2.3)   

( ) 1 ( )

P

P A P A

 
 

 

 ( ) : ( )F x P S x x   x

( )F xx
x

x
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ابل با توجه به تعريف تابع توزيع احتمال معادلات زير در مورد آنها ق•
.  توجه مي باشند

هشي غير کانشان مي دهد که تابع توزيع احتمال يک تابع ( 2.6)رابطه •
(non-decreasing )است.

متغيرهاي تصادفي

( ) 0 
              (2.4)

( ) 1

F

F

  


  

x

x

0 ( ) 1  for all           (2.5)F x x x

1 2 1 2If     ( ) ( )          (2.6)x x F x F x  x x
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يز قابل متناظر نتابع چگالي احتمالهر متغير تصادفي     با استفاده از •
تمال آن که اين تابع عبارت است از مشتق تابع توزيع اح. توصيف است

.متغير تصادفي

متغيرهاي تصادفي

( )               ( )( 2.7)
d

F x
dx

f x  xx

x

(2.7)      ( ) ( )        (2.8)

x

F x f x dx


  x x

:معادلات زير قابل استنتاج خواهند بود( 2.8)و (2.7)با توجه به روابط •

( ) 1f x dx





 x
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متغيرهاي تصادفي
:معادلات زير قابل استنتاج خواهند بود( 2.8)و (2.7)با توجه به روابط •

2

1

1 2 1 2 2 1If      ( ) ( ) ( ) ( )

x

x

x x P x x x F x F x f x dx        x x x

Most likely va of Rlue V :x

( )
|   max ( )     0

x

x

df x
x f x dx

dx









 
  

 


x
x
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متغيرهاي تصادفي
:مثال• working normally, not working normallyS 

x

   working normally 0.9,   not working normally 0.1P P 

   working normally 0,      not working normally 1 x x

:پس مي توان متغير تصادفي      را به صورت زير تعريف نمود

 

 The Probability Distribution Function:

0,           0

                     ( ) : ( ) 0.9,   0  1

1,            1

x

F x P S x x

x

 






     
 

x
x

  0.9 ( ) 0.1 ( 1)( ) xx xf     x
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متغيرهاي تصادفي
توزيع يکنواختمتغير تصادفي با : مثال•

[-1,1]S 

( ) x

(پيوسته )تابع توزيع احتمال 

 

0,                                  1

1
( ) : ( ) 0.5( 1),    -1  1

1 ( 1)

1,                                   1

x

x
F x P S x x x

x

 

  



       

 
 

x x

0.5,            -1 1
  

0,          
(

 
)

   

x

otherw e
f

is
x

 
  


x
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متغيرهاي تصادفي
گوسي يا نرمالمتغير تصادفي : مثال•

( ) x

2

2

( )

2
1

  
2

:  real number

:  

( )

positive number

x

f x e















x

:با فرض توزيع گوسي•

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

2 :   most likely valuex  
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توزيع شرطي و چگالي شرطي
:  RV

: probability Space

:   is an event

S

A S A

x

  
  

 

: ( )
 ( | ) : ( ) |

P S x A
F x A P S x A

P A

 
 

  
   

x

x
x

:تابع توزيع شرطي•

:تابع چگالي شرطي•

( | )
 ( | )

dF x A
f x A

dx
 x

x
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توزيع شرطي و چگالي شرطي

:مثال•
 

0,                                  1

( ) : ( ) 0.5( 1),                 -1  1

1,                                   1

x

F x P S x x x

x

 

 


      
 

x x

 : 0 1 ( ) 0.5A x S x P A   

  
0,                                  0

: ( ) 0.5 ,                       0  1

0.5,                               1

x

P S x A x x

x

 




     
 

x

0,                                  0

   ( | ) ,                            0  1

1,                                   1

x

F x A x x

x




   
 

x
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تابع از متغير تصادفي

:مثال•

:  real valued function

( )y   x

 ( ) : ( )F y P S y   y y

    ( ) ( )y     x

 ( ) ( ) ( )y x x     

   ( ) : ( )F y P S y     y x

   ( ) : ( ) ( )
yy

F y P S F 
 

    y xx
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گشتاور يک متغير تصادفي

اميد ا يمقدار ميانگينگشتاور اول يک متغير تصادفي را : اميد رياضي•
.گويندمرکز ثقل تابع چگالي احتمالآن متغير يا رياضي

:  RV

( ) : probability density functionf xx

x

of moment    :  ( )t i ih x E x x f xi dx





     x

  ( )E x x f x dx





  x

 1 2

1

1
: , , ,       

N

N i

i

x x x E x x
N 

  x
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گشتاور يک متغير تصادفي

:مثال•

1 2

2 1

:  Uniformly Distributed RV

1
( )x x x f x

x x
   


x

x 

 
2

1

2 1

2 1

1
  ( )

2

x

x

x x
E x x f x dx x dx

x x






   

 x

سيمقدار ميانگين يک متغير تصادفي گو: مثال•

2

22

( )

2
1

     ( )( , ) :
2

 

x

N f x e






 




xx
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گشتاور يک متغير تصادفي

مقدار ميانگين يک متغير تصادفي گوسي: ادامه مثال•

  [ ] :   most likely valueE x  

:گشتاور مرتبه دوم•

2 2 ( )   >0        :   mean of the square/ mean squareE x x f x dx





     x

2 2

1 2

1

1
: , , ,       

N

N i

i

x x x E x x
N 

    x
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دفيواريانس و انحراف معيار يک متغير تصا

:واريانس يک متغير تصادفي•
اميد رياضي مجذور فاصله تا مقدار ميانگين 

2
[ ]

              :   mean of 

Var x E x 



  
 

x

:انحراف معيار يک متغير تصادفي•
]جذر واريانس يک متغير تصادفي ]Var x 

   
222

[ ] [] ( ][ )Var x x f x dx E x E x




   x
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:مثال•

1 2

2 1

:  Uniformly Distributed RV

1
( )x x x f x

x x
   


x

x 

 

2

1

2 2
2 2 2 1 2 1 2

2 1

2 2 2 2 2
22 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1
  ( )

3

2 ( )
[ ] [ ] [ ]

3 4 12

x

x

x x x x
E x x f x dx x dx

x x

x x x x x x x x x x
Var x E x E x





 
      

    
     

 x

ت و معلوم بودن مقدار ميانگين و واريانس براي توصيف توزيع يکنواخ: توجه•
.کندتوزيع گوسي کافي است وليکن در حالت کلي اين دو مشخصه کفايت نمي

دفيواريانس و انحراف معيار يک متغير تصا
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:  Jointly Distributed RVsx, y 

  Joint Distrbuted Function:      ( , ) ,F x y P x y  x,y x y

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

2

, ( , )
Joint Density Function:      ( , )

x yF x y
f x y

x y




 
x,y

   , =  ( , )  

y x

P x y f x y dx dy
 

     x,y
x y

( )=  ( , ) 

 

(y)  ( , ) 

f x f x y dy

f f x y dx













 
 







x x,y

y x,y
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:  Uncorrelated RVs [ ] [ ] [ ]  E xy E x E y x, y 

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک
رکاميد رياضي دو متغير تصادفي با توزيع مشت•

  ( , )  E xy xy f x y dx dy

 

 

   x,y

yو xکوواريانس •

:  Uncorrelated RVs  Cov[x,y]=0x, y 

  [ , ] [ ] [ ]Cov x y E x E x y E y    
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, ,( , ) ( ) ( )    ( , ) ( ) ( )  x y x y x y x yF x y F x F y f x y f x f y  

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک
دو متغير تصادفي مستقل•

:دو متغير تصادفي مستقل خوانده مي شوند اگر

( uncorrelated)اگر دو متغير تصادفي مستقل باشند غير همبسته : توجه
.نيز هستند

:تابعي از دو متغير تصادفي•

( , )z x y     , ( , )  E z x y f x y dx dy

 

 

   x,y
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:مثال•

z x y         E z E x E y  

If ,  are uncorrelatedx y        Var z Var x Var y  

If ,  are independentx y

  ( ) ( ) ( ) ( )* ( )z x y x yf z f z y f y dy f z f z





   

:نتيجه
2

2

2 2

:  ( , )

:  ( , )    is :  ( , )

,  are Indepen

Gaussian

dent

x

x

y yx

x

y y

x N

y N z x y N

x y

 



 



 



   





دو متغير تصادفي با توزيع مشترک
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:توابع توزيع شرطي•

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

1 2

:  Jointly Distributed RVs

where,  are real numbers
x x

y





x, y 

  
 

 
1 2

1 2 1 2

1 2

Conditional Distrbuted Function:

,
            ( | ) |

P y x x
F y x x x P y x x

P x x

  
      

 
y

y x
y x

x

 

 

2

1

2

1

1 2 ,

1 2

, ( , )  

( ) 

x y

x y

x

x

x

x

P y x x f x y dx dy

P x x f x dx



   

  

 



y x

x

,where
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:توابع چگالي شرطي•

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

2

1

2

1

,

1 2

1 2

( , ) 
( | )

( | )

( ) 

x

x y

x

x

x

x

f x y dx
F y x x x

f y x x x
y

f x dx

  
   







y

y

,

,1

2

( , ) 
( , )         

If       ( | )
( ) 

( ) 

x x

x y

x yx

x x

x

x

x

f x y dx
f x y xx x

f y x x x
x x x f x x

f x dx






      

   




y x

,

0

( , )
  ( | ) lim  ( )

( )

0
|

x y

x
x

f x y
f y x f y x

x
x x

f x 
    


  


y yx x
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:Bayesرابطه •

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

,

,

( , )
  ( | )

( )

( , )
similarly:   ( | )

( )

x y

x

x y

y

f x y
f y x

f x

f x y
f x y

f y


   



 



y

x

x

y

( | ) ( )
 ( | )

( )

f x y f y
f y x

f x


 

x y

y

x

y
x
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:مثال

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

2

,  are independent

(0,

( | ) ?

)

z

y

z x y

x y

y

f z x

N 



  










x

     

   

, , ,

                                                      
independence

P z x P z x P z x x

P z x P x

        

   

z x x + y x y x

y x

2

2

( )

21
( | ) ( )           (2.45)

2

y

z x

y

y

f z x f z x e







    z x
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(Byaesاستفاده از رابطه : )مثال

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

2

2

,  are independent

( , )

( ,

( | )

)

?
x x

y y

z x y

x y

x N

y

f z

N

x
 

 




 


  





x z

2

2

( )

21
(2.45)    ( | )  

2

y

z x

y

f z x e







  z x

 
 

2

2 2

( )

2

2 2

2 2 1
 is :  ( , )    ( )

2
Gaussian

z

x y

z

x

x xy

y

yz x y N f z e





 


  z



 
 

 




 

2 22

2 2 2 2

( ) ( )( )
2 2

2 2 2 ( | ) ( )
    ( | )  

( ) 2

x z

y x X y

z zz x

X y

y x

f z x f x
f x z e

f z

 

    

 

 
  


   z x

x

z

x
z
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:اميد رياضي شرطي

دو متغير تصادفي با توزيع مشترک

 

   

 ,

( )

( ) | ( | ) ( ) 

| ( | ) 

( ) ( ) 

y

y x

x y y

x

E x E E yf x f x dy

E x yf x dy

dx

yf dydx yf dy E y

 

 

  







  





 

     

 





 









 

y

y x y x

x

x

, y

x

y

y

   |E E E y   y x
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متغير هاي تصادفي برداري

1 2, , , :   jointly dsitributed RVs on N N Sx x x

1

2

1

2
vect

(

or RV  

)

( )
( )

( )N

S

N












 
 
 

 
 
 
 






 


 
 

x

x
  x =

x

x

x
x =

x

 

 
 

 

1

2

N

E

E
E

E

 
 
 
 
 
  

x

x
x =

x

     ( )    : Symmetric and P.D. 
T

N NCov E E E
   
 

x x x x x
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متغير هاي تصادفي برداري

1 2, , , :   jointly dsitributed RVs on N N Sx x x

 1 1 2 2

1 2

( ) , , ,

( ) ( )

N N

N

N

F x P x x x

f x F x
x x x

   



  

x

x x

x x x
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي

 , ( 2), ( 1), (0), (1), (2),     ( ) : ,x x x x x x n n     

شته يک سيگنال گسسته در زمان تصادفي را مي توان به صورت يک ر
:عددي نمايش داد

فوق ها متغيرهاي تصادفي با توزيع مشترک هستند و با نمايشx(n)که 
.شناخته مي شوندسيگنال تصادفي دو طرفهيک 

:ه نمودرا به صورت زير مي توان ارائسيگنال تصادفي يک طرفهمثالي از 

(0), (1), (2),           ( ) : 0x x x x i i 
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي

   ( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )  ( ) ( )x x i x jR i j E x i x j x i x j f x i x j dx i dx j

 

 

   

خصات يک سيگنال گسسته در زمان تصادفي را مي توان با استفاده از مش
.آن معرفي نمود( Autocorrelation function)تابع خود همبستگي 

ا بين ممعياري از ميزان همبستگيخود همبستگي يک سيگنال، :توجه
.نمونه هاي آن سيگنال است

, :   integer valuei j
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي

( 1) ( )

0

x n ax n

a

a

 





:مثال

( , ) ?xR i j 

  2
( ) (0)

( , ) ( ) ( ) (0)
( ) (0)

i

i j

xj

x i a x
R i j E x i x j a E x

x j a x


 

     
 

0
If    ( , ) 0

:
x

a
R i j

i j odd

 
 

 

So, the autocorrelation of RVs can be “negatively correlated”
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سيگنال هاي گسسته در زمان تصادفي

 

( ) :  random signal

( ), ( ) :  are independent for all ,

( ) 0,   

x n

x i x j i j

E x i i 

:مثال

 
   

2( )                 
( , ) ( ) ( )

( ) ( )      
x

E x i i j
R i j E x i x j

E x i E x j i j

       


  ( , ) 0,       

                  there is no correlation between the samples of signal 

                 Random Signal is  

x

Pure

R i j i

l

j

y Random

  





    There is correlatioIf  ( ) 0,     n between the sample s.iE x i c i  
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي 

   

   

  ( )   (a constant value)   ,

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,   , , :  integ

(1)

e(2) r

E x n c n

E x i x j E x i k x j k i j k

     


   





:گويند اگرWSSيک سيگنال تصادفي گسسته در زمان را 

 2(2)   :   ( )      Var ( )j i E x n cte x n cte      

باشد اين است WSSدر نتيجه شرط لازم اينکه يک سيگنال تصادفي 
.ثابت باشدnبه ازاي هر x(n)که ميانگين و واريانس 
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي 

سي يا يک سيگنال متشکل از متغيرهاي تصادفي با توزيع گو: نتيجه
ميانگين و واريانس آن اگر و فقط اگراست WSSتوزيع يکنواخت 

.ثابت باشد
.  اين شرط در حالت کلي و براي ساير توزيع ها درست نيست

:WSSخواص سيگنال هاي 

   ( , ) ( ) ( ) (0) ( ) (0, )

  If   ( ) (0, )     

( ) (

1, 2,

)

0,x x

x x

x x

R i j E x i x j E x x j i R j i

k j i

R k R k

R k R k k

     



       



 
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي 

(نويز سفيد: )مثال
باشد ن صفرميانگيبا مستقلاگر سيگنالي متشکل از متغيرهاي تصادفي 

است اگر و فقط اگر WSSيک سيگنال 

.ممي دانينويز سفيدسيگنالي با مشخصات فوق را : توجه

 2 2( ) ( )E x n Var x n cte     

2 ( ) ( )xR k k  

1   0
,  ( )

0   0

k
where k

k



 


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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي 

WSSسيگنال : مثال

       ( ) ( ) ( 1) 0   E x n E n E n n      

    

 

       

 ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

           ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

           ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) (

            is SS

1)

W

E x i x j E i i j j

E i j i j i j i j

E i j E i j E i E

x

j i j

   

       

       

       

       

  



    

( ) ( ) ( 1)x n n n   

 
2 2

,     ( ) :   white noise

               ( ) 0

               ( )

where n

E n

E n





 



   
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:Wide-Sense Stationaryسيگنال هاي 

WSSسيگنال : ادامه مثال

 

       

   2 2

 ( ) ( )

            = ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

           2 ( ) ( 1) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1)

E x i x j

E i j E i j E i j E i j

j i j i j i k k k

       

       

 

      

            

( ) ( ) ( 1)x n n n   

همبسته هستند اگرو     متغيرهاي تصادفي  :نتيجه
    

1

1

j i

j i

j i




 
  

( )x i( )x j
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(Autocorrelation)تخمين تابع خود همبستگي 

ود تخمين از تابع خ. با ميانگين صفر باشدWSSاگر        يک سيگنال 
.ايندهمبستگي          را با           نشان داده و به صورت زير تعريف مي نم

( )nx

ˆ ˆ        ( ) ( ),        1 2, ,* , 1x xR k R k k N      

(1), (2), , ( ) :    sample values of RV ( )x x x N nx

ˆ ( )xR k ( )xR k

1

1ˆ ( ) ( ) ( ),           0,1,2, , 1
N k

x

i

R k x i x i k k N
N





   
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(Autocorrelation)تخمين تابع خود همبستگي 

:به منظور ارزيابي وضعيت تخمين           به صورت زير عمل مي شود

   ˆ       If    ( )*    ) (x xN R k R k  

ˆ ( )xR k

 

1

1

1ˆ ( ) ( ) ( ),           0,1, 2, , 1

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

N k

x

i

N k

x x

i

R k x i x i k k N
N

N k
E R k E x i x i k R k

N N









   


    
 





.  در نتيجه           يک تخمين باياس شده از           است

:در بهترين حالت

ˆ ( )xR k( )xR k

ˆ       ( ) ( )* x xE R k R k  
 
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(:Power Spectrum)طيف توان 

تابع چگالي توان. با ميانگين صفر باشدWSSاگر          يک سيگنال 
(power spectral density )يا /و(power spectrum ) آن با تبديل فوريه

:گسسته در زمان آن و به صورت زير تعريف مي گردد

( )nx

( ) ( )                           (2.67)j jk

x x

k

S e R k e 






 

.يان مي کنداين تابع توزيع فرکانسي توان سيگنال را بر حسب فرکانس ب

( ) 0

( )
:

( ) is periodic fuction of  with period 2

( ) is symmetric about 0 

j

x

j

x

j

x

j

x

S e

S e
properties

S e

S e









 



 





 
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(:Power Spectrum)طيف توان 

با ميانگي صفر را در نظر بگيريدWSSنويز سفيد : مثال

( ) :  white noisenx

2    ( ) ( ) ( )j jk jk

x x

k k

S e R k e k e   
 

 

 

 
    

 
 

2  ( ) ( )xR k k  

ر         در نتيجه طيف توان سيگنال نويز سفيد داراي دامنه ثابتي براب
.گويندتوان نويزاست که به آن 

2
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(:Power Spectrum)طيف توان 

عبارت است از اينکه( 2.67)شرط همگرايي معادله : توجه

( )x

k

R k




 

ي و اين شرط بر قرار خواهد بود اگر و فقط اگر           داراي هيچ قطبي رو
.دايره واحد نباشد

( )
( ) ( ) =                           (2.69)

( )

k

x x

k

N z
S z R k z

D z






 

( )xS z
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دو سيگنال تصادفي

گويند اگر هر دوي انها jointly distributedدو سيگنال تصادفي را 
.تعريف شده باشندSروي يک فضاي احتمالي 

 ,            

Cross Correlat

    ( , ) ( ), ( )     , :  integer value

ion fu

s

nction:

x yR i j E x i y j i j

باشند آنگاه تابع                  WSSاگر         و          دو متغير تصادفي 
.تابعي از تفاضل            خواهد بود

( )nx( )ny
, ( , )x yR i j

j i
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

با ورودي غير (deterministic)ابتدا يک سيستم غير تصادفي 
:تصادفي را به صورت زير در نظر بگيريد

( ) ( , ) ( )                    (2.73)
i

y n h n i u i




 

.که               پاسخ ضربه سيستم مي باشد
را ميتوان به صورت ( 2.73)اگر اين سيستم نامتغير با زمان باشد رابطه 

زير بازنويس نمود

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.74)
i

y n h n i u i




 
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

ادفي سيگنال تص. اگر ورودي اين سيستم يک ورودي تصادفي        باشد
:خروجي عبارت است از

( ) ( , ) ( )                    (2.75)
i

n h n i i




 y 

.که               پاسخ ضربه سيستم مي باشد
را ميتوان به صورت ( 2.75)اگر اين سيستم نامتغير با زمان باشد رابطه 

زير بازنويس نمود

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.76)
i

n h n i i




 y 

( )n

ت لذا از با توجه به اينکه            يک متغير تصادفي است و يک عدد نيس
.روابط فوق          قابل محاسبه نمي باشد

( )n

( )ny
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

و ( 2.75)اگر       به عنوان نمونه هاي از         معرفي شود آنگاه روابط 
.را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود( 2.76)

( ) ( , ) ( )                    (2.77)
i

y n h n i i




 

.که               پاسخ ضربه سيستم مي باشد
را ميتوان به صورت ( 2.77)اگر اين سيستم نامتغير با زمان باشد رابطه 

زير بازنويس نمود

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.78)
i

y n h n i i




 

( )n

.خروجي اين معادلات،            ، نمونه هايي از متغير تصادفي          است ( )ny

( )n

( )y n
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

به اما نکته مهم محاسبه خصوصيات تصادفي متغير تصادفي خروجي
.صورت تابعي از خصوصيات متغير تصادفي          است

نا در اما در حالت کلي اين امکان وجود ندارد، وليکن به صورت يک استث
دفي صورتي که ورودي يک متغير تصادفي گوسين باشد متغير تصا

واريانس خروجي نيز يک متغير تصادفي گوسين خواهد بود که ميانگين و
.آن قابل محاسبه است

( )n
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

:محاسبه تابع خود همبستگي خروجي
بودن خروجي به ازاي WSSبه منظور محاسبه تابع خود همبستگي ابتدا 

.اثبات مي گرددWSSورودي تصادفي 
.فرض مي شودBIBOپايدار و نامتغير با زماندر اينجا سيستم 

 

   

  is BIBO stable

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                 

con

  ( ) ( ) ( )

                                   ( ) stan

(1)

t

i i

i

h

y n h n i i E y n E h n i i

E y n h n i E i

E y n A

 





 

 





 
     

 

 
   

 

  

 


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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

.بودن سيگنال خروجي برآورده گشته استWSSدر نتيجه هر دو شرط *

 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( )

(2

(

)

)

r l

r l

r l r l

E y i y j E h i r r h j l l

h i r h j l E r l

h i r h j l E r k l k

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
     

   

 


   



 

 

 

 

                            = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

r l

r l

h i

E y i k y

r k h j l k

j

E r l

E h i r k r h j r l kk

 

 

 

 

 

 





      

   
       

  







 

 



27

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

53

يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

محاسبه تابع خود همبستگي

   

 

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                       

( )

     = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) (0) (

r l

r l

r l

yR k E y n y n k E y y k E h r r h k l l

h r h k l E r l

h r h k l E l

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
        

   

 

  

 

 

   
( )

)                             (2.80)

                            = ( ) ( ) ( )=   ( )* ( )* ( )    ( . 2 81)

R l r

r l

h k h k R k

r

h r h k l R l r



 



 

 

   

ه ارتباط نشان دهنده اپراتور کانولوشن بوده و اين رابطه توصيف کنند* که 
.خروجي يک سيستم با ورودي تصادفي است-ورودي

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

54

يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

is not
is 

  WSS
1        WSS 

 is 

  WSS
2            or  WSS

 i

not

is not
T.V.

T.I.

i

s

s
is

 

If y
h

If y
h





 
  

 

 
  

 

راي محاسبات انجام شده در خصوص محاسبه تابع خود همبستگي خروجي ب
نکات لذا لازم است به. يک سيستم نامتغير با زمان و پايدار صورت گرفت

:زير نيز توجه داشت
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

:خروجي-بين وروديCross Correlationمحاسبه تابع 

   

 

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )

                            = ( ) (0) ( )

                            = ( ) ( )                             ( ) (* )

)

( 2.

(
i

i

y

i

E n y n k E y k E h k i i

h k i E i

R

h k i R i k

k

h R k



 

   

 













  
      

  



 





 86)
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

( ) ,  0

( ) 0,    0

1

nh n a n

h n n

a

  


 
 

دسيستم علي نا متغير با زماني را به صورت زير در نظر بگيري: مثال

     
1

( ) ( ) ( ) ( )
1i

E y n h n i E i E n
a

 




 
   

 


(2.81)  ( ) ( )k r l

y

r l

R k a R l r

 
 

 

   

ست اگر فرض شود که ورودي نويز سفيد با ميانگين صفر و واريانس       ا
:آنگاه

2

2( ) ( )R k k  
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

: ادامه مثال
در نتيجه

20
2 2 2 2

2
0

(2.81)  ( ) ( )

                         ,     for 0
1

k r l

y

r l

k r k r k

r r

R k a R l r

a a a a k
a




 

 
 

 




 

   

   


 

 
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

:چگالي طيفي خروجي
ت مفروض در اسلايدهاي قبل تابع چگالي طيفي به صورLTIبراي سيستم 

:با استفاده از تبديل فوريه گسسته در زمان. زير خواهد بود

2

(2.81)  ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( )                  (2.88)

j j j j

y

j j j

y

S e H e H e S e

S e H e S e

   



  



 

 

:اگر ورودي نويز سفيد با واريانس      باشد، آنگاه

2
2( ) ( )j j

yS e H e  

2
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يسيستم هاي گسسته در زمان با ورودي هاي تصادف

:جمع بندي

 trans. 1(2.88)  ( ) ( ) ( ) ( )                 (2.89)Z

yS z H z H z S z

 

 

( ) ( )

( ) ( )

y yS z Z R k

S z Z R k 

   



( ) ( )y yS z Z R k 
   

 trans.(2.86)  ( ) ( ) ( )                 (2.90)Z

yS z H z S z  
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يک طرفه و دو طرفهzبا تبديل PSDارتباط 
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي

خروجي توصيف به صورت-يکي از شکل هاي مهم  توصيف ارتباط ورودي
.معادله تفاضلي است

1 0

( ) ( )+ ( )                 (2.91)
N M

i j

i j

y n a y n i b n j
 

   

1

0 1

1

1

( )
1

M

M

N

N

b b z b z
H z

a z a z

 

 

  


  

:عبارت است ازZکه تابع تبديل متناظر با آن در حوزه 
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي

(:محاسبه ميانگين)مثال 
( ) ( 1) ( )y n ay n n  

اهيم به منظور مقايسه نتايج با محاسه ميانگين سيگنال خروجي آغاز خو
:کرد

1

( ) ? ,      01
( )

1 ( ) ? 0,        0

nh n a n
H z

az h n n


   
   

   

       ( ) ( 1) ( ) ( 1)E y n aE y n E n aE y n      

:به شرط                
 

1
( )

1
E y n

a




1a 
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي

(محاسبه تابع خود همبستگي خروجي: )مثال
( ) ( 1) ( )y n ay n n  

 

 

   

( ) ( ) ( )

         ( ) ( 1) ( ) ( )

         ( ) ( 1) ( ) ( )

yR k E y n y n k

E ay n y n k y n n k

aE y n y n k E y n n k





 

    

    

:با توجه به اينکه         هيچ وابستگي به               براي            ندارد  ( )y n

     ( ) ( ) ( ) ( ) 0E y n n k E y n E n k    

( )n j 1j 
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توصيف سيستم به صورت معادله تفاضلي

(محاسبه تابع خود همبستگي خروجي: )ادامه مثال

 ( ) ( ) ( 1) ( 1)y yR k aE y n y n k aR k    

:از طرفي

( ) (0)k

y yR k a R 

 
22 2
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت

هاي حالت اين سيستم ها معمولا با نحوه انتشار ميانگين و کوواريانس متغير
:لذا. و خروجي مشخص مي شوند

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

N N N m

p N

x n x n n

y n C x n

 



   



حالت از ديگر شکل هاي مهم  توصيف توصيف سيستم، استفاده از معادلات
.است

     ( 1) ( ) ( )N N N mE x n E x n E n    
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت

:حال به منظور مشخص نمودن نحوه انتشار کوواريانس

 ( ) 0E n که اگر                     باشد:
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توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت

:در نتيجه نحوه انتشار کوواريانس حالت ها عبارت است از

     
1

0

( ) ,      for 1,2,

                                                                                              (2.106)
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:و همچنين نحوه انتشار کوواريانس خروجي ها عبارت است از

       
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0

( ) (0) ( ) ,      for 1,2,

                                                                                                                  (2.107)

n
n i

n T T i T T T

i

Cov y n C P C C Cov n C n




        

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

68

توصيف سيستم با استفاده از معادلات حالت

:و اگر خروجي اندازه گيري به صورت زير تعريف شود

( ) ( ) ( )z n Cx n v n 

:آنگاه
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