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تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 3

تخمين بهينه

باسمه تعالی

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni
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.بهترين حدس ممکنتخمين بهينه عبارت است از •

وب در اين بخش پس از ارائه مباحث بنيادي تخمين بهينه و خواص مطل•
:مد نظر در آن، سه مبحث مهم تخمين بهينه ارائه مي گردد

–Maximum Likelihood

–Maximum a Posteriori

–Minimum Mean-Square Error

که هر يک از اين سه روش منجر به تخمين هاي متفاوت و تخمينگرهاي 
.مختلفي مي شوند

مقدمه
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.  سيگنال      و فرم گسسته آن به صورت       را در نظر بگيريد•
رت زير همچنين اندازه گيري صورت گرفته          قابل بازنويسي به صو

:است

.که         سيگنال نويز است

يافتن تخمين بهينه         است در مرحله      با استفاده از    : هدف•
اندازه گيري هاي                                    که مي توان آن را به صورت 

:   زير بيان کرد

فرموله سازي

( )v n

( ) ( ( ), ( ), )z n g s n v n n

( )s t( )s n
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تاسممکنتخمينگرکهدهدمينشانرابطهاينکهاستواضحپر•
.باشدزمانبامتغيريا/وغيرخطي

فرموله سازي
ˆ( ) ( (1),  (2),  ,  ( ))ns n z z z n

کليمسالهابهاماتازخروجوسازيبهينهقضيهيکتعريفمنظوربه•
باتصادفيهايسيگنالصورتبهوهايسيگنالفوق
jointly)مشترکتوزيع distributed)احتمالفضايرويSنظردر
سيگناليکنيزگيرياندازهسيگناللذا.شوندميگرفته
.بودخواهدSاحتمالفضايرويتصادفي

( )s n( )v n

( )z n

( ) ( ( ), ( ), )z n g s n v n n

برفيتصادسيگناليکنيزشدهزدهتخمينسيگنالنتيجهدر•
.بودخواهدصورتبهSاحتمالفضايروي

ˆ( )s n

ˆ( ) ( (1),  (2),  ,  ( ))ns n z z z n



3

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

5

تعريف مساله تخمين بهينه

 ˆ( ) (1),  (2),  ,  ( )ns n z z z n

ز مطلوب است طراحي تخمينگر بهينه و يافتن تخمين بهينه          ا
سيگنال         با داشتن مقادير اندازه گيري شده                               ،

.شناختن تابع         و آشنايي با قضاياي بهينه سازي

( )s n

g

ˆ( )s n(1),  (2),  ,  ( )z z z n
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سه نوع مهم از مسائل تخمين

Filtering :در اين حالت سيگنال         در لحظه      با استفاده از اندازه
.گيري هاي                                       تخمين زده مي شود

n ( )s n

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

Prediction : (بعد از   )در اين حالت مقدار سيگنال         در لحظات آينده
به . با استفاده از مشاهدات                                      تخمين زده مي شود

.عنوان مثال تخمين              و                

(.)s

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

( 1)s n ( 20)s n 

Smoothing : در اين حالت مقدار سيگنال         در لحظات قبل از     با
به . استفاده از مشاهدات                                      تخمين زده مي شود

.عنوان مثال تخمين              و                

(.)sn

n

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

( 1)s n ( 16)s n 
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سه نوع مهم از مسائل تخمين

:هبنابراين مي توان مساله تخمين را به صورت کلي زير بيان نمود ک

ه از يافتن بهترين حدس يا تخمين ممکن براي مقدار           با استفاد”
.“مشاهدات                               

( )s l

(1),  (2),  ,  ( )z z z n

l Estimate Estimation Problem

n Filtering

n+1 One-step prediction

n+m, m>0 m-step prediction

n-1 Smoothing with lag 1

n-m, m>0 Smoothing with lag m

m constant Fixed-point smoothing

ˆ( )s n

ˆ( 1)s n 

ˆ( )s n m

ˆ( 1)s n 

ˆ( )s n m

ˆ( )s m
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خواص تخمين
ه بتوان به منظور ارزيابي يک تخمينگر لازم است شرايطي معرفي گردد ک

.با استفاده از آن رفتار تخمينگر را بررسي نمود

1-Unbiased Estimation

يکي از مهمترين خواص لازم براي يک تخمين مناسب عبارت است از 
:اينکه

اشدبه عبارت ديگر ميانگين خطاي تخمين         لازم است برابر صفر ب

   ˆ( ) ( )E s n E s n

 ( ) 0E s n 

( )s n
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خواص تخمين
دون براي تخمين  هايي که وابسته به ترم هاي زماني هستند و تخميين ب

مطرح مي گردد Asymptotically Unbiased Estimationباياس به صورت 
(:که شرط ضعيف تري محسوب مي گردد)

2-Consistent Estimator

مي معيار ديگر که ميتوان براي ارزيابي تخمينگر ها مورد استفاده قرار
.تخمين است( MSE)گيرد، بررسي وضعيت ميانگين مربعات خطاي

خمينگر اگر          خطاي تخمين برابر صفر باشد آنگاه به آن تخمينگر يک ت
consistentگويند.

2 ( ) 0E s n   

   ˆlim ( ) ( )
n

E s n E s n



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خواص تخمين
تخمين کاملدر مورد يک تخمين برقرار باشد به آن 2و 1اگر هر دو شرط 

.گويند

   

   

2

ˆ( ) ( )

1
ˆ( ) is  operfect es f ( )

ˆlim ( ) ( )

2 (

timate

) 0

n

E s n E s n

s n s n
E s n E s n

E s n



 
 

   
 

 


     
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خواص تخمين
تحليل فيلتر ميانگين: مثال

( )

( ) ( )

( ) :     

, ( ) are independent

s n s

z n s v n

v n zero mean additive white noise

s v n



 

1

1
ˆmean filter   ( ) ( )

n

j

s n z j
n 

  

     

    

    

1 1

1

1

1 1
( ) ( )

1
             ( )

1
           

ˆ(

  

)
n n

j j

n

j

n

j

E z j E s v j
n n

E s E v j
n

n
E ss

E n

E

s
 





  

 

 

 




يک در نتيجه اين تخمينگر* 

.استunbiasedتخمينگر 
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خواص تخمين
تحليل فيلتر ميانگين: ادامه مثال

    22

?

2 2 2 2

?

ˆ ˆ( ) ( )ˆ ˆ ˆ(( )) 2 ( ) ( ) 2E s s n E s ss n s n E ssE s n E s ns nE                     

      2 2

1 1 1

1 1 1
( ) ( )ˆ( ) ( )

n n n

j j j

E sz j E s s v j E s sv j E sE n
n

s
n n

s
  

                

  

  

  

2

2

2
2 2 2

2

2

1
(1) (2) ( ) (1) (2) ( )

1
               (1) (2) ( ) (1) (2) ( )

1
            

ˆ

 

)

  

(

v
v

E z z z n z z z n
n

E ns v v v n ns v v v n
n

nE s n E s
n n

E s n




        

          

      

 





 
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خواص تخمين
تحليل فيلتر ميانگين: ادامه مثال

2 2
2 2 2 2  ( ) 2 v vE s n E s E s E s

n n

 
                   

2
2 lim  ( ) lim 0v

n n
E s n

n



 
    

خواهد Consistentاين تخمينگر يک تخمينگر nدر نتيجه با افزايش * 
گر و در نتيجه اين تخمينگر با شرايط مطرح شده يک تخمين. بود

.کامل است
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

. را در نظر بگيريدunimodalمتغير تصادفي      با تابع چگالي تصادفي 
قداري پيش از اين گفته شد که محتمل ترين مقدار     متناظر است با م

.  از     که موجب ماکزيمم شدن            مي گردد

( , )z g s v

ام با توجه به توضيح فوق و با فرض اينکه مقادير مشاهده هاي انج* 
ردد شده را با مي توان به صورت                  بيان نمود، پيشنهاد مي گ

ن از     بدست آيد که محتمل تريکه تخمين       با يافتن مقداري 
. استمقدار آن براي توليد  

x( )f xx

x

x( )f xx

ss

z

ˆ values of    that maximizes  ( | )ML zs s f z s s

where,   ( | ) :   zf z s likelihood functions
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

:به عبارت ديگر

ور يکنواخت همچنين با توجه به اينکه تابع لگاريتم طبيعي يک تابع بط
را به صورت زير بازنويسي (3.9)افزايشي است لذا مي توان رابطه 

.شناحته مي شودlog-likelihood functionنمود و با عنوان 

 ( | )
ˆ values of    for which 0              (3.9)z

ML

f z s
s s

s

 
 



s

ln  ( | )
ˆ values of    for which 0 ( )              (3.10)z

ML

f z s
s s z

s


 
  



s
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(MLتخمين (: )3.2)مثال

.zاست از مشاهدات ML ،sهدف يافتن تخمين 

,

1
( ) ,      0 4,   0

( , ) 12

0,                                     

z

s z

s z e s z
f s z

otherwise


     

 



, ( , )
 ( | )

( )

s z

z

s

f s z
f z s

f s
 s

, 0
0

1 1 1
( ) ( , ) ( )

12 12 12

z z z z

s s z

s
f s f s z dz s z e dz se ze e

 


   




          
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(MLتخمين : )ادامه مثال

:

 ( | ) ,      0 4,    0
1

z

z

s z
f z s e s z

s


      


s

2

 ( | ) 1

1 ( 1)

z zzf z s s z z
e e

s s s s

     
 

   

s

 

 

 

 ( | )
1,   0    s=0 max ( | )

 ( | )
0 1,   0    s=4 max ( | )

 ( | ) 221,   0    s=arbitrarily value=
9

z
z

z
z

z

f z s
z f z s

s

f z s
z f z s

s

f z s
z

s

 
     


 

     


 
   

s
s

s
s

s
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(MLتخمين : )ادامه مثال

:

0,      1

22
ˆ ,      z=1

9

4,      0 1

ML

z

s

z

  



 


 
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(با نويز گوسيMLتخمين (: )3.3)مثال

پيش از اين نشان داده شده است که vو sبا فرض استقلال 

2

22
1

( )
2

v

v

z s v

f v e 





 



2

2

( )
-

2σ
1

 ( | ) ( ) | e
2πσ

z s

z v v z sf z s f v



   s

ˆ
MLs z 
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(MLآشکارسازي سيگنال با استفاده از تخمين (: )3.4)مثال

هدف آشکاسازي حضور و عدم حضور سيگنال . vو sبا فرض استقلال 
MLن به منظور آشکارسازي حضور سيگنال با استفاده از تخمي. است

يا /شامل دو رويداد حضور وS2در فضاي احتمال cمتغير تصادفي 
عدم حضور سيگنال

1

,       the signal is present

,       the signal is not present

,

s v
z

v

s v S


 




1,  the signal is present

0,  the signal is absent
c


 


1 2    z cs v S S    
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(MLآشکارسازي سيگنال با استفاده از تخمين (: )3.4)ادامه مثال

ˆ values of    that maximizes the likelihood function ( | )ML zc i f z c i 

1,     ( | 1) ( | 0)
ˆ  

0,          otherwise                   

z z

ML

f z c f z c
c

  
  



:با توجه به دو مقداره بودن تابع
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(از مشاهدات متعددMLتخمين: )مثال

2

( )

( ) ( )

( ) (0, )

s n s

z n s v n

v n N 



 

(1) (1)

(2) (2)
,    

( ) ( )

n n

z v

z v
Z V

z n v n

   
   
    
   
   
   

.nبراي هر مقدار vو sبا فرض استقلال 

:MLبا توجه به تعريف تخمين 

ˆ : value of  that maximizes the likelihood function   ( | )
nML Z ns s f Z ss
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(از مشاهدات متعددMLتخمين: )ادامه مثال

 

 

11

2
1

22

1
( )

2

: determinant of 

T
n n n

n

V P V

V n n

n

n n

n n

f V e
P

P Cov V

P P









به منظور محاسبه                        لازم است                    محاسبه گردد 
:که با توجه به توصيف       خواهيم داشت

:حال بردارمشاهدات را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود
1

1

1

n n nZ s V s V

 
 
    
 
 
 

 ( | )
nZ nf Z ss ( )

nV nf V

( )v n
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(از مشاهدات متعددMLتخمين: )ادامه مثال

 

   11

2
1

22

1
( | )

2

T

n n n

n

Z s P Z s

Z n n

n

f Z s e
P

 



  

 s

:با توجه به آنچه در بخش پيشين ارائه شد

( | )
0nZ nf Z s

s

 
 



s 1
1 1ˆ T T

ML n n ns P P Z  


    
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

(از مشاهدات متعددMLتخمين: )ادامه مثال

 

1

2

1

2

1
1 1 1

T

n

T

n

n
P

P

 













اگر                    باشد، آنگاه                  


1

1
ˆ ( )

n

ML

j

s z j
n 

 

2

nP I
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تخمين ماکزيمم احتمال
(Maximum Likelihood Estimation)

ه به تابع چگالي احتمال          وابسته نيست و ب MLروش : جمع بندي
به عبارت ديگر اي ن . شناخته مي شودnon-Bayesianعنوان روش  

ز   ل ذا اي ن روش يک ي ا. روش تخمين به شناخت سيگنال نياز ندارد
ب ه عب ارت . کلي ترين روش هاي تخمين بهينه محسوب م ي گ ردد

موع ه ديگر بسياري ديگر از ضوابط تخمين بهينه را مي توان زير مج
ال دانست زمانيکه اطلاع و دانش بيشتري در مورد س يگنMLروش 

. در دست است
لازم به ذک ر اس ت ک ه نقط ه ض عف عم ده اي ن روش محاس به * 

likelihood functionاست که به سادگي امکان پذير نيست.

( )sf s
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Maximum a posteriori Estimation

به منظور رخ sمحتمل ترين مقدار با فرض وجود مشاهدات                   ، 
دادن مقداري خواهد بود که تابع چگالي ش رطي                             را 

. ماکزيمم نمايد
( | )sz f s z z

( , )z g s v

( | )
ˆ values of  for which 0               (3.16)s

MAP

f s z
s s

s

 
 



z

را ( 3.16)رابطه sو مستقل بودن         از مقدار Bayesبا توجه به رابطه 
: مي توان به صورت زير بازنويسي نمود

( | ) ( )
ˆ values of  for which 0               (3.17)z s

MAP

f z s f s
s s

s

 
 



s

( )zf z
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Maximum a posteriori Estimation

ي د با توجه به اينکه در اين روش تخمين، ت ابع چگ الي احتم ال        با
کاملا مش خ  م ي MLمعلوم باشد تقاوت عمده اين روش با روش 

.  گردد

، اي ن روش MAPدر روش تخمين Bayesبا توجه به استفاده از رابطه *
.محسوب مي گرددBayesian Estimationبه عنوان يکي از فرم هاي 

( )sf s
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Maximum a posteriori Estimation

با حضور نويز گوسيMAPتخمين (: 3.6)مثال
2

2

0

)

)

,

,

(

(

s

v

s

z s v

v

s N

N







 

2

2

( )

21
     ( )

2

s

s

s

s

s

f s e










 

2

2

( )

21
2.14      ( | )

2

v

z s

z

v

Ex f z s e







   s

22

2 2

( )( )

2 21
     ( | ) ( )

2

s

v s

sz s

z s

v s

f z s f s e



 

 


 

  s

 ( | ) ( )
0z sf z s f s

s

 
 



s
2

2 2
ˆ ( )s

MAP s s

s v

s z


 
 

  

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Maximum a posteriori Estimation

(:3.6)ادامه مثال
3.3

2 2 ˆ ˆ
MAP

Ex

Ms Lv z ss 


   

وچ ک به عبارت ديگر در صورتي که توان نويز در مقابل توان سيگنال ک
.برابر هستندMLو MAPباشد تخمين 

ورت از سوي ديگر اگر                    تابع چگالي سيگنال گوسي به ص * 
ن اين حالت معادل نداش ت. يک تابع چگالي يکنواخت در خواهد آمد

.استsاطلاعات قبلي  در مورد 

2

s 
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Maximum a posteriori Estimation

در آشکار سازي سيگنالMAPکاربرد تخمين (: 3.7)مثال
( ) is knownc

z cs

c

v

f

 

ˆ : values of c that maximise ( | ) ( )MAP z cc f z c f cc

( | 1)                    if 1
     ( | ) ( )

( | 0)(1 )           if 0

z

z c

z

f z p c
f z i f i

f z p c

 
   

  

c
c

c

1      

0  1-

c probability p

c probability p

  


  

1,     if    ( | 1) ( | 0)(1 )
ˆ     

0,         otherwise                                       

z z

MAP

f z p f z p
c

   
  



c c
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Maximum a posteriori Estimation

در آشکاري سيگنالMAPکاربرد تخمين (: 3.7)ادامه مثال
( ) is knownc

z cs

c

v

f

 

( | 1) 1
1,                         if    

ˆ ( | 0)     

0,         otherwise                                       

z

zMAP

f z p

f z pc

 


  



c

c

.مي نامندlikelihood ratioنسبت                             را  ( | 1)

( | 0)

z

z

f z

f z





c

c
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Minimum Mean-Square Error Estimation

:در اين روش خطاي تخمين به صورت       تعريف مي گردد

( , )z g s v

2 2 2ˆ ˆ( ) ( ) | |MSE E s s E E s s z E E s z                    

:عبارت است از( ميانگين مربعات خطا)MSEبر اساس آن 

: با فرض وجود مشاهدات و اندازه گيري ها

s

ˆs s s 

عبارت اس ت از محاس به تخم ين س يگنال      ب ا MMSEو تخمين 
.استفاده از مينيمم نمودن ميانگين مربعات خطاي تخمين

s
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Minimum Mean-Square Error Estimation

 

 

 

22

2

,

2 2 2

ˆ( ) ( )

( ) ( , )

( ) ( | ) ( ) 2 ( )( ) ( ) ( | )

s z

s z s z

MSE E s s E s z

s z f s z dsdz

s z f s z z f z dsdz s s z z f s z z dsf z dz





  

 

 

   

   

        

 

        

 

   

ي دو متغير تصادفي با توزي ع مش ترک ب ا ت ابع چگ الzو sاگر : اثبات
:احتمال                      باشد آنگاه

sسيگنال MMSEبراي متغير تصادفي مشاهدات     ، تخمين -3.1قضيه 

: عبارت است از اميد رياضي شرطي
z

 ˆ |MMSEs E s z

, ( , )s zf s z
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Minimum Mean-Square Error Estimation

2 2  minimize: = 2 ( ) ( ) ( | )ss s z z f s z z ds 




      

ي با توجه به اينکه لازم است        به عنوان تخمين: 3.1ادامه اثبات قضيه 
محاسبه گردد و فقط انتگرال داخل ي متغي ر zبه ازاي مشاهدات sاز

مورد نظر را در خود جاي مي دهد پس اگر اين انتگ رال ب ه ازاي اي ن 
. مي نيمم خواهد بودMSEمتغير مي نيمم گردد مقدار 

(نامنفي بوده و                         PDFلازم به ذکر است که انتگرال يک ) ( | ) 0sf s z z

( )z

 

 

1 [ | ]

0     2 2 ( ) ( | ) 0
( )

                     ( ) ( | ) ( | )    |  ˆ ( )

s

s s MM

E

S

s z

E

s z f s z z ds
z

z f s z z ds sf s z z d s zs E s z










 

 


     



      



 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

:MMSEخواص تخمين 
ه عبارت تخمينگر حاصل يک تخمين منحصر به فرد ارائه مي نمايد يا ب-1

آن ديگر مقدار مي نيمم مطلق در اين تخمين حاصل مي شود که علت
.قابل توجيه استMSEبا توجه به فرم مرتبه دوم 

اين خاصيت در حاليکه . )استunbiasedيک تخمين MMSEتخمين -2
(تعداد مشاهدات نيز محدود باشد برقرار است

Bayesian Estimationيک ن وع ديگ ر از مجموع ه MMSEتخمين -3

اين تخمين به داشتن Bayesچرا که با توجه به استفاده از رابطه .است
.نياز داردsاطلاعاتي از 

       ˆ ( ) |MMSEE s E z E E s z E s     
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Minimum Mean-Square Error Estimation

(با حضور نويز گوسيMMSEتخمين : )3.8مثال

2

2

(0, )

we require knowledge of ,  so we assume ( , )

Also, assume that  and  are 

v

s

z s v

v N

s s N s

s v uncorrelated





 

   
      2 2

                             

s v

E z E s s

Var z Var s Var v  

  
 

   

2

2 2

( )

2( )2 2

2 2

1
( , )      ( )

2

s v

z s

s v z

s v

z N s f z e
  

  





   


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Minimum Mean-Square Error Estimation

(با حضور نويز گوسيMMSEتخمين : )3.8ادامه مثال
2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

ˆ( )

( ) ( ) ( )
2

2( ) 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
   ( | )

2 2

s v

s v v s s v

s s

z s z s s s

s

s v s v

s v s v

f s z e e



 

     

   
 

   




   
    

      

 

z

2

2 2
ˆ ˆ ˆ  ( )  s

MMSE MAP

s v

s s z s s s



 
     



باشند، در اي ن uncorrelatedدو متغير تصادفي vو sبه عبارت ديگر اگر 
.استMAPمعادل تخمين sاز MMSEمثال تخمين 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

برهر ت ابعي از MMSEخطاي تخمين در تخمين ( اصل تعامد: )3.2قضيه 
.عمود است( z)مشاهدات 

 [ | ] ( ) 0E s E s z z   

:اثبات

   

      

[ | ] ( ) |

[ | ] | ( ) | | ( )

[ | ] ( )

0

E E s E s z z zE s

E E s E s z z z E E s z E

E s z

s z z

z 

 

      

         

  

     
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Minimum Mean-Square Error Estimation

اگر و فقط اگراست sاز MMSEتخمين               يک تخمين : 3.3قضيه 
.خطاي تخمين بر هر تابعي از مشاهدات مانند          عمود باشد

 ˆ ( ) : MMSE     ( ) ( ) 0s z E s z z       

: *اثبات 

ˆ ( )s z

( )z

را مطرح م ي نماي د در MMSEيکي از خواص تخمين 3.2قضيه : توجه 
يک شرط لازم و کافي را ارائه مي کند که بر اس اس3.3حاليکه قضيه 

.را شناختMMSEآن مي توان تخمين هاي 
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Minimum Mean-Square Error Estimation

نشانگر مجموعه اي محدود از مشاهدات به صورت                     Zاگر : 3.4قضيه 

:عبارت خواهد بود ازMMSEباشد آنگاه تخمين 

 ˆ( ) ( ) |s n E s n Z

: اثبات 

 1 2( ),z n n n n  Z

      

  

     

  

22

2

2

( ) ( ) | ( ) ( ) | ( ) | ( ) |

( ) ( ) |

( ) ( ) | ( ) |

|

2

( ) |

) |

( ) |

(E s

E s n E s n E s n E s n

E s n E s n

n E

E E s

s

n

n E s n

 





      
   

  
 



  

 
 







Z

Z Z Z Z Z Z

Z Z

Z Z Z

Z Z Z
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Minimum Mean-Square Error Estimation

:3.4ادامه اثبات قضيه 
     

     

       

       

( ) ( ) | | ( ) | ( )

( ) | ( ) | | ( ) | ( )

( ) | ( ) | )

( ) ( )

( ) | ( )

| ( ) | ( ) |

0

E s n E s n E s n

E s n E E s n E s n

E s n E s n E

E s n E s n E s

s

n

n









  

    

    

  







Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z

Z Z Z Z

Z

Z

Z

       

  
 

    

 

2 22

2

22

  ( ) ( ) | ( ) ( ) | | ( ) | ( ) |

                                          ( ) ( ) | |

 MSE= ( ) ( ) ( ) ( ) |

ˆ  s ( ) |

E

MMSE

E s n E s n E s n E E s n

E s n E s n

E s n E s n E s n

E s n

 



         
     

  
 

     
   

 

Z Z Z Z Z Z Z

Z Z

Z Z

Z
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Linear MMSE Estimation

وابسته به محاسبه       MMSEبا توجه به اينکه محاسبه تخمين 
اش د، است و محاسبه اين تابع چگالي شرطي ميتواند بسيار مش کل ب
يم تا با لذا به دنبال جايگزيني تابع        با کلاس خاصي از تابع ها هست

.محدودتر نمودن مساله يک حل ممکن ارائه گردد

( | )sf s zz

( )z

ن ه در کلاس مهم و قدرتمندي از توابع که مي تواند به عنوان تخمين بهي
نظر گرفته شود، تخمين خطي است که در آن 

ˆ ( )s z z  

است اين در حاليت MMSEبسيار ساده تر از LMMSEمحاسبه تخمين 
.که عملکرد تخمينگر هم چندان افتي نخواهد داشت
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Linear MMSE Estimation

.هدف تعيين و محاسبه     استLMMSEدر تخمين  

يمم يکي از روش هاي تعيين       محاسبه مستقيم آن با استفاده از مي ن 
بطوريکه. استMSEسازي 

 
2 2 2 2MSE 2E s z E s sz z           

:با گرفتن مشتق جزئي نسبت به          داريم





 
 2

2

MSE
2 2 0      

E sz
E sz E z

E z
 




          

:عبارت خواهد بود ازLMMSEو در نتيجه تخمين 

 
2

ˆ      (3.43)LMMSE

E sz
s z

E z

 
 
    
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Linear MMSE Estimation

LMMSEنشان مي ده د ک ه محاس به تخم ين ( 3.43)توجه به معادله 

اسبه نيازي به اطلاع از توابع چگالي احتمال ندارد، بلکه مي توان از مح
.و تخمين گشتاورهاي مرتبه دوم            و             استفاده نمود

 
1

1 M

m m

m

E sz s z
M 

 

 E sz2E z  

2 2

1

1 M

m

m

E z z
M 

    
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(LMMSEاصل تعامد در تخمين : )3.5قضيه 

، آنگ اه zباشد ب ا اس تفاده از مش اهدات sاز LMMSEاگر       تخميين 
.عمود استتوابع خطيخطاي تخمين               بر تمامي  ( )s z

( )z

( )z

:اثبات
 ( ) ( ) 0E s z z    

 
   

 
 

   

2

2 2

2

2

( ) ( )

                             0

E sz E sz
E s z z E s z z E sz z

E z E z

E sz
E sz E z E sz E sz

E z

   

   

    
                         

        
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Linear MMSE Estimation and Vector RVs

در . اگر        و          متغيرهاي تصادفي برداري با توزيع مش ترک باش ند
به فرم              مي توان به ص ورت LMMSEخصوص محاسبه تخمين 

:زير عمل نمود

1ms

Pم اتريس traceميانگين مربعات خطا را مي توان با اس تفاده از ت ابع 

:توصيف نمود

  ˆ ˆLet   
T

P E s s s s   
 

1qz

ˆ Ms = z

         ˆ ˆ
T T

MSE trace P E s s s s E s Mz s Mz         
   

ميتوان از                 نسبت به ماتريس Mحال به منظور محاسبه ماتريس 
Mمشتق گرفت.

 trace P
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:لذا

:از طرفي

  

   

   

 . .

( )

                      .

T

T T T T T T

T T T

T T T

P E s Mz s Mz

E ss E sz M M E zs M E zz M

trace P trace E ss trace E sz M

trace ME zs trace M E zz M

   
 

                 

        

       

 

   

2                    

T

T T

T

trace ABA
AB

A

trace B Atrace AB
B

A A

 
 
 



 

 



25

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

49

Linear MMSE Estimation and Vector RVs

:در نتيجه

 
1

( )
2 2 . 0            (3.50)

                                       (3.51)

T T

T T

trace P
E sz M E zz

M

M E sz E zz



          

        

 

   

2                    

T

T T

T

trace ABA
AB

A

trace B Atrace AB
B

A A

 
 
 



 

 

 
1

ˆ                                        (3.52)T Ts E sz E zz z


        
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(و متغيرهاي تصادفي برداريLMMSEاصل تعامد در تخمين : )3.6قضيه 

ن اگر        و         متغيرهاي تصادفي با توزي ع مش ترک باش ند و تخم ي
LMMSE ازs با استفاده از مشاهداتz               باشد، آنگ اه خط اي تخم ين

.عمود استzبر 

1ms 

:اثبات
 ˆ 0T

m qE s s z 
   

    
 

 

1

1

1

ˆ

                     

                     0

T T T T

T T T T

T T T T

E s s z E s E sz E zz z z

E sz E E sz E zz zz

E sz E sz E zz E zz







               

              

                

1qz 



26

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

51

Linear MMSE Estimation

:3.7قضيه 
باشد، آنگاهzبا استفاده از مشاهدات sاگر          يک تخمين خطي از 

خطاي تخمين                  اگر و فقط اگررا مي نيمم مي نمايد MSEمقدار  
.عمود باشدzبر مشاهدات 

ازم ان با استفاده از اين قضيه ميتوان تخمينگ ر خط ي ن امتغير ب: توجه
MMSEرا ساده تر طراحي نمود.

 ( ) 0T

m qE s z z 
   

( )z

 s z


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به عنوان مثال در حالت اسکالر

باشندبرابر صفرzو sميانگين با فرض اينکه 

  0E s z z    

 
 2

2
        

E sz
E sz E z

E z
          

     

  

 
2 22

,

z

E sz E s E z Cov s z

E z E z





 

   

:به صورتCorrelation Coefficientبا تعريف 
 

,
2 2

,
s z

s z

Cov s z


 

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قصد دارد موازنه اي ما بين سيگنال و ن ويز ( 3.55)ضريب وزني در رابطه 
. برقرار نمايد

را نشان مي ده د، بن ابراين zمعياري از توان سيگنال در مشاهدات 
.را افزايش مي دهدzبزرگ بودن      وزن مشاهدات 

ه د از طرفي       واريانس مشاهدات يا به عبارتي توان نويز را نشان مي د
قابل sبراي تعيين zکه در صورتي که توان نويز بزرگ باشد مشاهدات 
.اعتماد نخواهند بود و ضريب وزني کاهش مي يابد

     

  

 
,2 22

,
s

s z

z z

E sz E s E z Cov s z

E z E z


 

 


  

   

,
ˆ                    (3.55)s

LMMSE s z

z

s z





 

2

s

2

z

2

s
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دو متغي  ر تص  ادفي zو sنش  ان م  ي ده  د ک  ه اگ  ر ( 3.55)معادل  ه 
uncorrelatedيا به عبارت ديگر اگر س يگنال و مش اهدات از/باشند و

طريق گشتاورهاي مرتبه دو مشابه و مرتبط نباشند آنگاه 

, 0s z  ˆ  0LMMSEs 
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:LMMSEتحليل عملکرد تخمين 

        unbiased estimationˆ 0LMMSEE s s E s z   

باشندبرابر صفرzو sميانگين با فرض اينکه 

   

 

 

2
2 2 2

, ,2

2 2
2 2 2 2 2 2

, , , ,

2

,

2 2

2

2

,

2

2 ( , ) 2

                        

ˆ

1 

s s
s z s z

z z

s s s s
s z s z z s s z s z s z s

LMM

z z

z z z

S

s s

z

E

z

E E s E sz E z

E s Co

s

v

s

s z

 
 

 

   
         

  







        

       



 
 



,

,

         will be maximaized

         0      1

0s z

s z

If MSE

If MSE z s



 

 




 

    
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MMSEجمع بندي روش 

بر مي گردد و ب ا E[s|z]به محاسبه اميد رياضي شرطي MMSEتخمين 
به نام توجه به مشکل بودن محاسبه آن مساله به يک مساله زيربهينه

. تبديل گشتLMMSEتخمين 

متغيرهاي گوس ي ب ا توزي ع مش ترک باش ند تخم ين zو sاگر :توجه
LMMSE همان تخمين بهينهMMSEخواهد بود.
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مقايسه روشهاي تخمين بهينه مطرح شده

به نظر مشابه مي آيند وليکن تفاوت هاي MAPو MLروشهاي تخمين 
:بسياري ما بين آنها وجود دارد

که احتم ال ب الاتري s، مقداري از zبا داشتن مشاهدات : MLتخمينگر 
.را توليد مي کنندzدارد که مشاهدات 

که احتمال ب الاتري s، مقداري از zبا داشتن مشاهدات : MAPتخمينگر 
(.Bayesianشکلي از تخمين )براي رخ دادن دارد

 ( | )
ˆ values of    for which 0              (3.9)z

ML

f z s
s s

s

 
 



s

( | )
ˆ values of  for which 0               (3.16)s

MAP

f s z
s s

s

 
 



z
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ي با تعداد کم نمونه ها ممکن است پاسخ بهترMAPو MLتخمين :توجه
در اختيار قرار دهند وليکن در تعداد زي اد تخم ين MMSEاز تخمين 

MMSE مقدارMSEرا کمتر خواهد نمود.

عبارت است از مصالحه اي ما بين بهني ه س ازي LMMSEتخمين :توجه
ا اين روش ب ه محاس به مق ادير ب . کامل و ممکن بودن يافتن تخمين

بلکه جه ت محاس به . نيازي ندارد( likely value)بيشترين احتمال 
لذا .محاسبه گردندzو sاز  2اين تخمين لازم است گشتاورهاي مرتبه 

ه اي ن ک . نيازي به محاسبه مستقيم مقدار تابع چگالي احتمال نيست
موجب ساده تر شدن استفاده از اي ن تخم ين در محاس به و ک اربرد     

.مي گردد
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مقايسه روشهاي تخمين بهينه مطرح شده

(MLو MMSEتخمين : )3.10مثال 

.را درنظر بگيريد3.2متغير تصادفي مثال 

,

1
( ) ,      0 4,   0

( , ) 12

0,                                     

z

s z

s z e s z
f s z

otherwise


     

 



4

,

0

( 2)
    ( ) ( , )

3

z

z s z

z
f z f s z ds e

  
1

    ( | ) ,    0 4,0
4 2

z

s z
f s z s z

z


       


z

 

   

4
2

,

0 0

1 4 4
2 2

0 0 1 0

ˆ ˆ    MSE( ) ( , )

4 0 4.8636
12 12

ML ML s z

z z

s s s f s z dsdz

s z s z
s e dsdz s e dsdz





 

  

 
   

 

   
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(MLو MMSEتخمين : )3.10ادامه مثال 

 
4

0

6 16
ˆ | ( | )

3 6
MMSE s

z
s E s z sf s z z ds

z


   



 
4

2

,

0 0

ˆ ˆ    MSE( ) ( , ) 1.1192MMSE MMSE s zs s s f s z dsdz



   

:همانگونه که انتظار مي رفت
.دو مقدار متفاوت خواهند داشت MMSEو MLتخمين –
.استMLکوچتري نسبت به تخمين MSEداراي مقدار  MMSEتخمين –


