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تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 4

فيلتر وينر

باسمه تعالی
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که در کنترل و پردازش سيگنال داراي استLTIفيلتر وينر يک فيلتر •
از سيگنال ارائه LMMSEاين فيلتر يک تخمين . کاربرد فراوان است

.مي کند

:فيلتر وينر داراي سه ساختار کلي و مهم است که عبارتند از•

– Finite Impulse Response (Wiener-Hopf Equation)

– Infinite Impulse Response

– Causal Wiener Filter

مقدمه
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در اين فصل )استLTIبا فرض اينکه تخمينگر مد نظر ما يک تخمينگر •
مينگر را ، لذا مي توان اين تخ(به دنبال يافتن چنين تخمينگري هستيم

:با استفاده از توصيف کانولوشن به  صورت زير ارائه نمود

ˆ( ) ( )* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )              (4.2)
i i

s n h n z n h n i z i h i z n i
 

 

     

ر نيز      که به آن فيلتپاسخ ضربه تخمينگرکه در آن          عبارت است از 
.مي گويند

اي تخمينگر، اين امکان بوجود مي آيد که از ابزارهبودن LTIبا فرض •
.بتوان استفاده نمود( و تبديل فوريهzمانند تبديل )حوزه فرکانس 

( )h n

:LTI-MMSEفيلترهاي 
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اگر        به صورت زير تعريف شود•

:را به صورت زير مي توان بازنويسي نمود( 4.2)آنگاه رابطه 

ˆ( ) ( ) ( )
i H

s n h i z n i


 

توزيع که با درنظر گرفتن         و          به صورت سيگنال هاي تصادفي با
.مشترک متغير تصادفي         به صورت زير قابل بيان خواهد بود

( )ns

H :  ( ) 0H n h n 

( )nz

ˆ( )ns

ˆ( ) ( ) ( )                           (4.4)
i H

n h i n i


 s z

:LTI-MMSEفيلترهاي 
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وريکه هدف طراحي در اينجا تعيين پاسخ ضربه تخمينگر است،       ، بط•
MSEرا مي نيمم نمايد.

:لذا

( )h n

 
2

ˆ( ) ( )MSE E s n s n  
 

:LTI-MMSEفيلترهاي 

   2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   (4.6)

i H j H

i H i H j H

MSE E s n h i n i s n h j n j

E s n h i E s n z n i h i h j E z n i z n j

 

  

   
       

    

       

 

 

z z
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نسبت به         و  با فرض           خواهيم داشت؟MSEبا مشتق گيري از •

:درنتيجه

( )h i

   2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0
( ) j H

MSE
E s n z n i h j E z n i z n j

h i 


      




:LTI-MMSEفيلترهاي 

( ) 0h i 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (4.7)
j H

h j E z n i z n j E s n z n i


   


..

( ) ( ) ( ) ,                       (4.8)z sz

j H Cross CorrAuto Corr

h j R j i R i i H
 

  
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ک مبناي ارائه فيلتر وينر است که منجر به ي( 4.8)با توجه به اينکه معادله 
مي گردد لذا، خواص مطرح شده در خصوص MMSEو LTIفيلتر 

در اين خصوص نکات زير قابل . را خواهد داشتLMMSEتخمينگر هاي  
:طرح هستند

.بهينه لازم هستندLTIفقط گشتاورهاي مرتبه دوم جهت تعيين فيلتر •
نسبت به         است که اين quadraticيک معادله به فرم ( 4.6)معادله •

:امر نتايج زير را به همراه خواهد داشت
–MSE داراي يک مي نيمم منحصر به فرد است و در نتيجه فيلترLTIو بهينه

.يکتا است
.مقدار مي نيمم با استفاده از                       قابل محاسبه است–

:LTI-MMSEفيلترهاي 

( )h n

0
( )

MSE

h i






( )h n
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:را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود( 4.7)معادله 

هاي که اين معادله نشانگر ارضا شدن اصل تعامد است براي تخمينگر•
LTI-MMSE.

نشان مي دهد که خطاي ( 4.9)با تعريف                                         رابطه •
.تخمين بر مشاهدات مجموعه       عمود است

:LTI-MMSEاصل تعامد براي فيلترهاي 

   

   

ˆ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (4.7)

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0        (4.9)

j H

j H

s n

h j E z n i z n j E s n z n i

E z n i s n h j z n j

E z n i s n s n E z n i s n





   

  
  
      
  

    

       





 ( ),z n i i H  Z

Z
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باشد که        روي    LTIاگر                         يک تخمين بهينه : 4.1قضيه 
است LTIتعريف شده است و با فرض اينکه        پاسخ ضربه يک فيلتر 

ر آنگاه خطاي تخمين ب. که روي زير مجموعه اي از        تعريف مي شود
.خروجي                  عمود خواهد بود

:LTI-MMSEاصل تعامد براي فيلترهاي 

ˆ( ) ( )* ( )s n h n z n( )h nH

( )g n

H

( )* ( )g n z n

 ˆ( ) ( ) ( )* ( ) 0E s n s n g n z n   

بر روي مجموعه       باشد LTIاگر       پاسخ ضربه يک فيلتر : 4.2قضيه 
.  بر روي       باشدLTIو همچنين اگر      مجموعه اي از تمامي فيلترهاي 

MMSEآنگاه در ميان تمامي فيلترهاي      ،                          يک تخمين 

خطاي تخمين بر                      عمود باشد که        اگر و فقط اگراست 
.پاسخ ضربه هر يک از فيلترهاي تعريف شده در        است

ˆ( ) ( )* ( )s n h n z n

H ( )h n

GH

G

( )* ( )g n z n

 ( ) ( )* ( ) ( )* ( ) 0E s n h n z n g n z n   

( )g n

G

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

10

( 4.2)با توجه به قضيه 

:LTI-MMSEاصل تعامد براي فيلترهاي 

( ) ( )     ( )* ( ) ( )g n n i g n z n z n i    

 ˆ( ) ( )* ( ) is  estimation  ( ) ( )* ( ) ( ) 0s n h n z n E s n h n z n z nMM iSE     
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LTI-MMSEبا توجه به آنچه تا کنون ارائه شد مساله يافتن تخمينگر 

.آماده ارائه است
است براي تمامي فيلترهاي وينر که در ادامه ارائه مي گردد فرض بر اين

با ميانگين صفر JWSSکه        ،           و           متغيرهاي تصادفي 
:لذا. هستند

The FIR Wiener filter

( )s n( )v n( )z n

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

z z

sz sz

E z i z j R j i R k

E s i z j R j i R k

  

  
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وي با فرض اينکه فيلتر مد نظر داراي پاسخ ضربه اي به صورت        ر•
آنگاه پاسخ ضربه در يک بازه . مجموعه                                   باشد

.گويندFIRفيلتر زماني محدود موجود است که به اين نوع فيلتر،

طول فيلتر،Nبه ،N، در بازه زماني causalو  FIRدر ارائه يک فيلتر •
.گويندمرتبه فيلتررا N-1گفته مي شود و

Wiener-Hopfبه منظور استخراج معادلات فيلتر وينر از معادله •

.  استفاده مي شود و به دنبال محاسبه تکرار جزئيات نيستيم

The FIR Wiener filter

( )h n

:استخراج معادلات فيلتر وينر

 0,1,2, , 1H N 
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The FIR Wiener filter

1

0

ˆ( ) ( ) ( )                   (4.13)
N

i

s n h i z n i




 
بنابراين

 
2

ˆ( ) ( )              (4.14)MSE E s n s n  
 

1

0

( ) ( ) ( ),           0 1            (4.15)
N

z sz

j

h j R j i R i i N




    

(0)(0) (1) ( 1) (0)

(1)(1) (0) ( 2) (1)
    (4.16)

( 1)( 1) ( 2) (0) ( 1)

z sz

szz z z

szz z z

szz z z

hR r

RR R R N h

RR R R N h

R NR N R N R h N

     
    
     
    
    

      

از                       استفاده ( 4.16)توجه داشته باشيد که در نوشتن معادله 
.شده است

( ) ( )z zR k R k 

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

14

The FIR Wiener filter

(4.16)          (4.17)z szR h r 

در نتيجه

1                 (4.18)z szh R r 

1
(0)(0) (1) ( 1)(0)

(1)(1) (0) ( 2)(1)
       (4.19)

( 1)( 1) ( 2) (0)( 1)

szz z z

szz z z

szz z z

RR R R Nh

RR R R Nh

R NR N R N Rh N


    

    
    
   
   

      

ماتريس        داراي يک فرم خاص است که با عنوان ماتريس : توجه
Toeplitz از روش ( 4.19)شناخته مي شود لذا جهت محاسبه رابطه

.مي توان استفاده نمودLevinson-Durbinبرگشتي به نام 

zR
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The FIR Wiener filter

   
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

i

MSE E s n s n h i z n i E s n s n h i E s n z n i




  
       

  


   

1

0

1
2

0

1

0

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

        (0) ( ) ( )         (4.21)

(0)                   (4.22)

N

i

N

i

N

s sz

i

T

filter s sz

E s n s n E s n h i E s n z n i

R h i R i

MSE R h r













     

 

 







:MSEمحاسبه 
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The FIR Wiener filter

 
2

,( ) ( ) (0) 2 (0) (0)           (2.23)no filter s s z zMSE E s n z n R R R
     
 

:اگر                         در نظر گرفته مي شد آنگاه ˆ( ) ( )s n z n

ورت زير بر اين اساس به منظور ارزيابي تاثير فيلتر وينر شاخصي به ص
:تعريف مي گردد

dB

10reduction in 10log            (2.24)
no filter

filter

MSE
MSE

MSE


 

   
 

. تبه منظور ارزيابي عملکرد فيلتر مي توان سود جسMSEاز معيار : توجه
MSEهش توجه داشته باشيد که بالا بردن مرتبه فيلتر مي تواند موجب کا

.داين امر تاثير چنداني ممکن است نداشته باشFIRگردد وليکن در فيلتر 
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The FIR Wiener filter

( ) ( ) ( )

( ), ( ) :  uncorrelated, zero mean & JWSS

z n s n v n

s n v n

 

:اندازه گيري با حضور نويز جمع شونده

اگر مشخص باشد که نويز به صورت جمع شونده قابل مدل شدن است
آنگاه امکان جايگزيني          و             با معادلات ساده تر وجود خواهد 

:داشت

    

   

( )

( ) ( )              

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( ) (4. 5) 2

z

s v

E z n z n k E s n v n s n k v n k

E s n s

R k

R kn k E v n v k kn R

        

    

در نتيجه

( )zR k( )szR k

   

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( )      

( )

( )             (4.26)

sz

s

E s n z n k E s n s n k v n k

E s n s n k E s n v n k

R k

R k

       

    
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The FIR Wiener filter

 
1

s v sh R R r


 

:عبارتند ازبا حضور نويز جمع شوندهلذا ضرايب فيلتر 

(0) (1) ( 1)

(1) (0) ( 2)

( 1) ( 2) (0)

s s s

s s s

s

s s s

R R R N

R R R N
R

R N R N R

 
 


 
 
 

  

که

(0) (1) ( 1)

(1) (0) ( 2)

( 1) ( 2) (0)

v v v

v v v

v

v v v

R R R N

R R R N
R

R N R N R

 
 


 
 
 

  

(0)

(1)

( 1)

s

s

s

s

R

R
r

R N

 
 
 
 
 

 

(0)

(1)

( 1)

h

h
h

h N

 
 
 
 
 

 
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The FIR Wiener filter

2

signal  ( ),          ( ) 0.95

Additive noise    ( ) 2( ),   2  

( ), ( ) :  uncorrelated, zero mean &

( )

 JWSS

k

s

v vR

s n R k

v n

s n v n

k k 



  

(:4.2)مثال 

.ارائه نماييد2يک فيلتر بهينه خطي از مرتبه 
1 2 3N N   

(0) (1) (2) (0) (0)

(1) (0) (1) (1) (1)

(2) (1) (0) (2) (2)

z z z sz

z z z sz

z z z sz

R R R h R

R R R h R

R R R h R

     
     


     
          

( ) ( ) ( ) 0.95 2 ( )

( ) ( ) 0.95

k

z s v

k

sz s

R k R k R k k

R k R k

    


 

3 0.95 0.9025 (0) 1

0.95 3 0.95 (1) 0.95

0.9025 0.95 3 (2) 0.9025

h

h

h

     
     


     
          

 0.2203 0.1919 0  738 .1h 
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The FIR Wiener filter

(:4.2)ادامه مثال 

از طرفي

(0) 0.4406T

filter s szMSE R h r  

2no filterMSE  

  ( )          reduction in 6.56 dBMSE 
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The FIR Wiener filter

:FIRپيش بيني سيگنال با استفاده از فيلتر وينر 

گام پيش يکي از اجزا تخمين، پيش بيني سيگنال است که تخمين با يک
:مي توان به صورت زير فرموله نمودFIRبيني را بر اساس فيلتر وينر 

1

0

ˆ( 1) ( ) ( )                            (4.31)
N

i

s n h i z n i




  

 
2

ˆ( 1) ( 1)                 (4.32)MSE E s n s n    
 

نشان مي دهد که فقط ( 4.14)و ( 4.13)مقايسه معادلات فوق با معادلات 
لذا مي توان معادلات حاصل . تغيير کرده استn+1به nشاخص زماني از 

.را بطور مشابه بازنويسي نمودhجهت محاسبه پارامترهاي 
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The FIR Wiener filter

:FIRدر پيش بيني سيگنال با استفاده از فيلتر وينر hضرايب 

1

0

(0)- ( ) ( 1)                (4.35)
N

s sz

i

MSE R h i R i




 

:عبارت خواهد بود ازMSEدر نتيجه 

( )(0) (1) ( 1) (0)

( )(1) (0) ( 2) (1)
   

1

2
    (4.34)

( )( 1) ( 2) (0) ( 1)

szz z z

szz z z

szz z z

RR R R N h

RR R R N

N

h

RR N R N R h N

     
    
     
    
    

      



12

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

23

The FIR Wiener filter

پيش بيني در حضور نويز رزونانسي (: 4.3)مثال 

The signal is generated via          ( ) 0.4 ( 1) ( )

( ) :    white noise with   and  

s n s n n

n zero mean unit variance





  

ه در حاليک. با يک مرحله پيش بيني است3هدف طراحي يک فيلتر مرتبه 
.در يک محيط بسته در حال اندازه گيري استsسيگنال آکوستيک 

قابل با توجه به رزونانس در محيط بسته نويز اندازه گيري به صورت زير
مدلي از رزونانس ناشي از محيط بسته است،xدر اين مدل. مدلسازي است

d که نويز ميکروفن 1عبارت است از نويز سفيد با ميانگين صفر و واريانس
).را مدل مي نمايد ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x n x n s n

v n x n d n

z n s n v n

   


 

 
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The FIR Wiener filter

(:4.3)ادامه مثال 
( ), ( ) are uncorrelated

all processes are JWSS

d n n

. هستند به دليل وجود رزونانسcorrelationداراي vو sدر حاليکه 
:با توجه به روابط فوق کل فرايند را مي توان به صورت زير مدل نمود

( )sH z

( )xH z

( )n ( )s n

( )x n

( )d n







( )z n
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The FIR Wiener filter

(:4.3)ادامه مثال 

لازم است            hبه منظور محاسبه پارامترهاي ( 4.34)با توجه به رابطه 
.و          محاسبه گردد

( )zR k

( )szR k

    

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) ( ) ( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) ( )

( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) 0.5 ( 1) 0.25 ( ) 0.15 ( ) 0.3 ( 1)

  0.15

z

s sx s xs x sx s

sx

R k E z n z n k E s n v n s n k v n k

E s n x n s n d n s n k x n k s n k d n k

R k R k R k R k R k R k R k

R

        

                

          

 ( ) 0.09 ( )

0.3 ( 1) 1.09 ( ) 0.3 ( 1)

  0.5 ( 1) 0.15 ( ) 0.5 ( 1)

  0.25 ( ) 0.15 ( )

s

s s s

sx sx xs

x xs

k R k

R k R k R k

R k R k R k

R k R k



    

    

 
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The FIR Wiener filter

يک طرفه و دو طرفهzبا تبديل PSDارتباط 
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The FIR Wiener filter
(:4.3)ادامه مثال 

.           در نتيجه لازم است ترم هاي          ،            و             محاسبه گردند ( )xR k ( )sR k

1

1 1

(2.89) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 25 25
( ) ( )

1 0.4 1 0.4 1 0.4 21 0.4 21 2.5

( ) 1

25
                                                           ( ) (0.4)

21

s s s

s s

k

s

S z H z H z S z

z z
H z S z

z z z z z

S z

R k







 

 



    
    

 


 

( )zR k

:محاسبه             ( )sR k

:محاسبه             ( )xR k
1

1

1
1 1

1

(2.89) ( ) ( ) ( ) ( )
0.3 0.3 1 1

( )0.3
1 0.5 1 0.5 1 0.4 1 0.4( )

1 0.5

1 25 125
                                                            ( ) (0.5) (0.4)

7 3 21

x x x s

x

x

k k

x

S z H z H z S z
z z

S zz
z z z zH z

z

R k






 



 

 

    
 

 
   

 
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The FIR Wiener filter
(:4.3)ادامه مثال 

 

1

1
1

1

1

(2.90) ( ) ( ) ( )
0.3 1 1

( )0.3
1 0.5 1 0.4 1 0.4( )

1 0.5

5 25 125
                   ( ) 2 .1 1 2(0.4) (0.4)

7 4 84

sx x s

ss

x

k kk

sx

S z H z S z
z

S zz
z z zH z

z

R k k










 

 

   
 

          

:محاسبه             ( )sxR k

:  از طرفي. از طرفي                         است ( ) ( )xs sxR k R k 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.5 ( 1) 0.3 ( 1) ( )

0.3 ( 1) ( ) 0.5 ( 1)

sz

s s sx

R k E s n z n k E s n s n k x n k s n k d n k

R k R k R k

             

    

ه لذا با توجه به محاسبات انجام گرفته در بالا مساله آماده محاسب
.استhپارامترهاي 
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The FIR Wiener filter
(:4.3)ادامه مثال 

2.8172 1.2129 0.7567 0.4385 (0) 0.5503

1.2129 2.8172 1.2129 0.7567 (1) 0.2201

0.7567 1.2129 2.8172 1.2129 (2) 0.0881

0.4385 0.7567 1.2129 2.8172 (3) 0.0352

h

h

h

h

     
     
     
     
     
     

:3مرتبه ( پيش بيني کننده)يراي يک تخمينگر 

:در نتيجه

   (0) (1) (2) (3) 0.2010 0.0029 0.0191 0.0113h h h h   

:براي اين فيلتر عبارت است ازMSEکه مقدار 

1.0813MSE 
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The FIR Wiener filter
(:4.3)ادامه مثال 

:3تخمين سيگنال در حالت فيلترينگ با فيلتر مرتبه 

0 20 40 60 80 100 120
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

 

 

Signal

Estimation

Measurment
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The FIR Wiener filter

pure prediction(:4.4)مثال 

:با فرض اينکه هيچگونه نويزي در مشاهدات وجود ندارد، لذا

( ) ( ) ( ) 0.5 ( ) 0.9 cos( )
8

k

z sz s

k
R k R k R k k


   

   

1.5 0.8315 0.5728 (0) 0.8315

0.8315 1.5 0.8315 (1) 0.5728

0.5728 0.8315 1.5 (2) 0.2790

(0) (1) (2) 0.5045 0.1528 0.0914

h

h

h

h h h

     
     

 
     
          

  
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3پروژه شماره 

:4.3انجام شبيه سازي مثال 
انجام شبيه سازي کامل مثال به صورت کاملا مشابه-1
و بررسي نتايج( d)اضافه نمودن ميانگين عددي غير صفر به نويز -2
و بررسي عملکرد فيلتر قبلي( d)حذف کامل نويز -3
و طراحي فيلتر جديد و بررسي عملکرد آن( d)حذف کامل نويز -4
طراحي فيلتر غير پيش بين براي حذف نويز-5
راحي استفاده از اطلاعات نادرست براي نويز و بررسي عملکرد فيلتر ط-6

5شده در مر حله  
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The Non-causal Wiener filter

تعريف Hروي مجموعه نامحدود h(n)اگر در طراحي فيلتر، پاسخ ضربه فيلتر 
. گفته مي شودInfinite Impulse Response(IIR )شود، به آن فيلتر 

مجموعه هاي نامحدود زيادي وجود دارند وليکن در اينجا و با هدف معرفي 
برابر مجموعه اعداد صحيح در نظر گرفته مي شودH، مجموعه IIRفيلترهاي 

(H=Z.)

 Non-causal IIR Wienerمشخصا چنين فيلتر عبارت خواهد بود از •

filter که معمولا با عنوانNon-causal Wiener filterشناخته مي شود .
ندارد وليکن در کاربردهاي ( online)مطمئنا چنين فيلتري کاربرد به هنگام •

off-line که حجم مشاهدات زيادي وجود دارد بسيار قابل به کارگيري خواهد
.بود

بهترين تخمين ممکن با استفاده از يکNon-causal Wiener filter:توجه
.را در اختيار مي گذاردLTIفيلتر 
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The Non-causal Wiener filter

:استخراج معادلات 
هستيم LTIبا توجه به اينکه به دنبال ارائه يک تخمينگر 

ˆ( ) ( ) ( )    
i

s n h i z n i




 

عبارت خواهد بود ازWiener-Hopfلذا رابطه 

( ) ( ) ( )                    (4.41)z sz

j

h j R j i R i i




  

وان آن يک سيستم از بعد بي نهايت را توصيف مي نمايد لذا نمي ت( 4.41)رابطه 
. حل نمودFIRرا به صورت ماتريسي و مشابه فيلتر 
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The Non-causal Wiener filter

:استخراج معادلات 
بودن، امکان گرفتن تبديل JWSSوليکن با توجه به فرض صفر بودن ميانگين و 

Zاز اين رابطه وجود دارد و در نتيجه

.(4.41) ( ) ( ) ( )z trans

sz zS z S z H z 

واضح است که اگر             داراي صفري روي دايره واحد يا خارج از آن باشد 
.موجب ناپايداري           مي گردد

( )
    ( )          (4.42)

( )

sz

z

S z
H z

S z
 

( )zS z

( )H z
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The Non-causal Wiener filter

:MSEمحاسبه 
برايMSEميتوان نشان داد که ( 4.21)و رابطه FIRمشابه فيلتر 

Non-causal Wiener Filterبه صورت زير قابل محاسبه است:

معکوس           وجود داشته zاگر امکان محاسبه          با استفاده از تبديل 
استفاده نمود وليکن در بسياري از مواقع(4.43)را ميتوان از رابطه MSEباشد، 

.گرددلذا لازم است روش ديگري پيشنهاد. اين محاسبه بسيار پيچيده مي شود

( )h i( )H z

(0) ( ) ( )         (4.43)s sz

i

MSE R h i R i




 
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The Non-causal Wiener filter

:MSEادامه محاسبه 
را با استفاده از رابطه زير نيز MSEبا توجه به قضيه مانده ها مي توان رابطه 

:محاسبه نمود

در هر نوع فيلتر وينري  MSEاين رابطه را مي توان براي محاسبه :توجه
.استفاده نمود

1 1

* 1

1
( ) ( ) ( )      ( ) rational

2
         (4.47)

1
( ) ( ) ( )           otherwise    

2

s sz sz

C

s sz

C

S z H z S z z dz S z
j

MSE

S z H z S z z dz
j





 




  


 
   





Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

38

The Non-causal Wiener filter

در حضور نويز جمع شوندهMSE: مثال

(4.25) ( ) ( ) ( )

(4.26) ( ) ( )

z S v

sz s

S z S z S z

S z S z

  

 

( )
( )

( )

sz

z

S z
H z

S z
 

(4.47) 1 1 1

1 1

( ) ( )1 1
( ) ( ) ( ) 1

2 ( ) 2 ( )

( )1 1
                       ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2

sz sz
s sz s

z zC C

v
s v

zC C

S z S z
MSE S z S z z dz S z z dz

j S z j S z

S z
S z z dz S z H z z dz

j S z j

 

 

  

 

   
       

   

 
  

 

 

 
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The Non-causal Wiener filter

Non-Causalو FIRمقايسه فيلتر وينر (: 4.5)مثال

:را در نظر بگيريد، با توجه به محاسبات انجام گرفته4.2مجددا مثال 

( ) 0.95 2 ( )

( ) 0.95

k

z

k

sz

R k k

R z

 



  12

1 1

2

1

1 0.7931 1 0.79311 0.95
( ) 2 2.3955

(1 0.95 )(1 0.95 ) (1 0.95 )(1 0.95 )

1 0.95
( )

(1 0.95 )(1 0.95 )

z

sz

z z
S z

z z z z

S z
z z



 



 
  

   




 

:zدر نتيجه با گرفتن تبديل 
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The Non-causal Wiener filter

Non-Causalو FIRمقايسه فيلتر وينر (: 4.5)ادامه مثال

( ) 0.95 2 ( )

( ) 0.95

k

z

k

sz

R k k

R z

 



  

 

  
 

1

2

1

( ) 0.0975
( )

( ) 2.3955 1 0.7931 1 0.7931

1 0.7931
0.1097 ( ) 0.1097 0.7931

1 0.7931 1 0.7931

sz

z

n

S z
H z

S z z z

h n
z z





 
 


  

 

:zدر نتيجه با گرفتن تبديل 
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The Non-causal Wiener filter

Non-Causalو FIRمقايسه فيلتر وينر (: 4.5)ادامه مثال

0

0 1

0

(0.95) 0.1097(0.7931) (0.95)

         1 0.1097 (0.7931) (0.95) (0.7931) (0.95)

         1 0.1097 2 (0.7931) (0.95) 1

         0.2195

n n

n

n n n n

n n

n n

n

MSE




 
 

 





 

 
   

 

 
   

 





 



:لذا

_

2
reduction in MSE=10log 10log( ) 9.5960

0.2195

no filter dB

NC wiener

MSE

MSE


 

   
 
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The Non-causal Wiener filter

Non-Causalو FIRمقايسه فيلتر وينر (: 4.5)ادامه مثال

:همچنين

_

_

0.4405
reduction in MSE=10log 10log( ) 3.0251

0.2195

FIR wiener filter dB

NC wiener

MSE

MSE


 

   
 

Non-causal Wiener Filterلازم است انتظار داشته باشيم که : توجه

.در اختيار گذاردLTIبهترين تخمين ممکن را در ميان فيلترهاي 
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The Causal Wiener filter

نبود اطلاعات کافي در مسائل عملي موجب مي گردد استفاده از تخمينگر
Non-causal Wiener Filterغيرممکن باشد، لذا فرمولاسيون جديدي براي

:  بنابراين. مورد نياز استCausalو LTIحل يافتن يک فيلتر 

0

ˆ( ) ( ) ( )       (4.50)
i

s n h i z n i




 

0

( ) ( ) ( )                    (4.51)z sz

j

h j R j i R i i




  

:به صورت زير در خواهد آمدWiener-Hopfدر نتيجه معادله 

د از آن نمي توان به صورت يک کانولوشن ساده ياد کر( 4.41)که بر خلاف معادله 
.اردو در نتيجه امکان استفاده از تکنيک طراحي تخمينگر غيرعلي وجود ند
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ت دو پيش از اينکه تکنيکي براي طراحي فيلتر علي پيشنهاد گردد لازم اس
:مطلب مهم ارائه گردد که عبارتند از

• Spectral factorization theorem

• Causal-part Extraction: The plus operation
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Spectral factorization theorem:

با تابع WSSاگر         يک فرايند تصادفي، با مقدار حقيقي، با ميانگين صفر و 
ه صورت آنگاه اين تابع را ب. چگالي طيفي آن يک تابع گويا به صورت         باشد

:زير مي توان تجزيه نمود

( )x n

( )xS z

( ) ( ) ( )              (4.52)x xS z S z S z 

که،
.هستندzو             دو تابع گويا از •
اگر       ها قطب هاي            باشند، آنگاه •
اگر       ها صفر هاي              باشند، آنگاه •
اگر       ها قطب هاي             باشند، آنگاه •
اگر       ها صفر هاي              باشند، آنگاه •
•

( )xS z( )xS z

ip1ip 

1ip 

iz

( )xS z

( )xS z

( )xS z

( )xS z
1iz 

1iz 

ip

iz

1( ) ( )x xS z S z  
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تجزيه تابع چگالي طيفي(: 4.7)مثال
:داگر         يک فرآيند تصادفي قابل توصيف با معادله تفاضلي زير باش ( )s n

( ) 1.1 ( 1) 0.24 ( 2) 2 ( ) 3 ( 1)

zero mean, WSS
( ) :

( ) 5(0.6)n

s n s n s n n n

n
R n

 



      






:آنگاه
1 2 1( ) 1.1 ( ) 0.24 ( ) 2 ( ) 3 ( )S z z S z z S z W z z W z     

  

1 1

1 2 1 1

( ) 2 3 2(1 1.5 )
     ( )

( ) 1 1.1 0.24 1 0.3 1 0.8
s

S z z z
H z

W z z z z z

 

   

 
   

   
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تجزيه تابع چگالي طيفي(: 4.7)ادامه مثال
از طرفي

        

1

1

1 1 1

     ( ) ( ) ( ) ( )

2(1 1.5 ) 2(1 1.5 ) 3.2
( )

1 0.3 1 0.81 0.3 1 0.8 1 0.6 1 0.6

z s s

z

S z H z H z S z

z z
S z

z zz z z z







  

 

 
 

    

  1

0.64
( ) 5

1 0.6 1 0.6
S z

z z
 


 

لذا

   1 1 1

2(1 1.5 ) 3.2
     ( )

1 0.3 1 0.8 1 0.6
s

z
S z

z z z



  


 

  
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The Causal-Part Extraction: The plus operation

( )h n

. استplus-operatorيکي از اپراتورهاي مورد نياز در جداسازي بخش علي، 
رت       حقيقي با تابع تبديل گوياي گسسته به صوLTIاگر           يک سيستم 

در حوزه زمان مي توان           را به صورت دو بخش علي و غيرعلي . باشد
.تقسيم نمود

        ( ) ( ) ( )H z H z H z
 

  

( )H z

( )h n

( ) causal part of ( ) + anticausal part of ( )h n h n h n

 

 

causal part of ( ) ( ) ( )1( )

anticausal part of ( ) ( ) ( )1( 1)

h n h n h n n

h n h n h n n







  
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The Causal-Part Extraction: The plus operation

که
   

   

     ( ) ( )1( ) :

( ) ( )1( 1) :  

  

  min

or 

us 

  

  

plus operator causal part exH z Z h n n

H z Z h

trac

n n operato

tion

r







  



)براي تابع گويا    Causalاستخراج بخش  )H z

1

1 1 0

1 1

( )

Pro

1 0

( )

per

( )

( )      (4.60)

A C

M N
n

L M N
n n n

n n n

n n n

N N
n n

n n

n n

n

n

P

Q

L
n

n

n

P z

z

z

c z

Causal

c z

Anti Ca

z z b z

H z

a

sal

z a z

u

 



 


 



  

 









 





   
 

 
 


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The Causal-Part Extraction: The plus operation

اگر فرض کنيم اين تابع داري. قطب استNصفر و N-1داراي ماکزيمم 
K ي آنگاه مي توان آن را به صورت زير بازنويس( که              )قطب مجزا باشد

. نمود
K N

1 1

0 0

10

1 1

1
( )

(1 ) k

N N
n n

n n

n n

N K
mn

n k

n k

b z b z

Q z
a

a z p z

 
 

 

 

 

 
   

  

 

 

: pole position

: pole degrees

k

k

p

m







( )Q z

:با گسترش به کسرهاي جزئي

 
,

1
1 1 1

( ) ( )
1

kmK K
k m

km
k m k

k

q
Q z Q z

p z  

 


 
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The Causal-Part Extraction: The plus operation

.ام را نشان مي دهدkکه           نشان دهنده اثر قطب  

 

 

 

,11 1

1

ROC( ),  

ROC= : (4.6

              

( )
1

( 1)       

= :    (4.6

4)

3)

   

kp

n

k

k

n

z zu n
q

Z Q

u z

z Z
z

n z


 

 



 




  

   
  

  



 



( )kQ z

     
, ,1 ,

11 1
1 2

( )

( )
11 1

k k

k

m m
k m k k m

k m m
m mkk k

Q z

q q q
Q z

p zp z p z
 

 



  
 

 

را شامل H(z)تابع گوياي ROCدر نتيجه تابعي لازم است انتخاب گردد که 
.شود
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.  ساده تر خواهد شدcausalاگر             پايدار باشد فرايند استخراج بخش 
مربوط به             ، دايره واحد را ROCپايدار شدن           موجب مي گردد 

.  شامل گردد
استفاده شود که نشانگر ( 4.63)لذا، با پايدار بودن             لازم است از رابطه 

 anti-causalو اگر       ناپايدار باشد           ، . استcausalيک سيگنال 

.خواهد بود

( )kQ z

( )H z

( )H z

( )kQ z

kp( )kQ z

A CN N N 

:   order of the poles of ( ) outside the unit circle

:   order of the poles of ( ) inside the unit circle

A

C

N H z

N H z
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1:درنتيجه

0

1  1
1

1
1

1

0

1    1
0 1

    1
0 1

( ) ( )   : Anti-causal, proper, rational part of ( )

(1 )

( ) ( ) : Causal, proper, rational part 

(1 )

A

k

k

k

C

k

k

k

N
n

nK
n

A k K
mk

p k

k
p

N
n

nK
n

C k K
mk

p k

k
p

z

Q z Q z H z

p z

z

Q z Q z

p z






















 


 

 



 












of ( )H z

 ( ) ( ) (   )c cH z P z Q z


 

:عبارت است ازcausalدرنتيجه بخش 
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:روش کار

.استخراج           و              با استفاده از تقسيمات متوالي-1
.استخراج           و             با گسترش به کسرهاي جزئي-2

3- ( ) ( ) ( )c cH z P z Q z

 

( )CP z( )AP z

( )AQ z ( )CQ z
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4.8:1مثال  2

1

1 5
5 5

12 4( )        ROC= :
1 4

1
4

z z z

H z z z

z

 



  
 

    
 

1 2 1

1

1

2

1

2

1 5 1
   5 5          1

2 4 4

5
 5           

3
5 ( )

4

83 5

16

                
4

3 5
            5

4 4

3 3
           

4 16

       
4

     

Az Q

z z z z

z

z z

z z

z

z

  

 



 

   

 
  
 

 

 
 



 


 

1 2

1

3
(

8

5

3

)
1

1
4

4

5

16 4
z

zH z

z

z

 










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4.8:1ادامه مثال  2

1

1 5
5 5

12 4( )        ROC= :
1 4

1
4

z z z

H z z z

z

 



  
 

    
 

2 1

1

1

2 1

1

1

1
         1

4

5
 5        

4

3
                   

16

3 3
               

16 4

                               

3
5z ( )

5 8

4

4

3

4 16

3
 

C

z

z

z

Q

z

z

z

z

z









 





 

 
   
 

 
  













1

1

1

1

3

4( )
1

1
4

3

3 3
5z

4

5z 4       
1

1

5
4

5

4

H z

z

z

z

z









  












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  1

1

3
3 14( ) 5z      ( ) 5 ( 1) ( )

1 4 4
1

4

n

H z h n n u n

z






 
        

 



:روش دوم محاسبه              ( )H z


1 0
1 0 1

1

( )
1

1
4

H z c z c c z

z






   



:4.8ادامه مثال 
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1 2

1 1 0 0 0

1 2

1

1 1

1

1 1 1

4 4 4
( )

1
1

4

                                                                 

1 5
5 5

2 4
1

  

1
4

c z c c c c z c z

z

H z

z

z z

z

  

 



 



     
             
     









 

 1 0 1 0

3
5 0 5

4
c c c 

 
   

 

:4.8ادامه مثال 
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1 2

1 1 0 0 0

1 2

1

1 1

1

1 1 1

4 4 4
( )

1
1

4

                                                                 

1 5
5 5

2 4
1

  

1
4

c z c c c c z c z

z

H z

z

z z

z

  

 



 



     
             
     









 

 1 0 1 0

3
5 0 5

4
c c c 

 
   

 

:4.8ادامه مثال 
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:4.9مثال 
2 1 2 3 4

1 2 3

6 51 128 109 197 232 80 1
( )        ROC= : 4

2 17 40 16 2

z z z z z z
H z z z

z z z

   

  

       
   

    

1

1 3

2 3

2 4
2( )

2 17 40 1

7 37 168 8
4

6
3

0
H z

z z

z z z
z

z

z

  

  

  


 




1 2

1

1

3

2

2
( 2) 5

4 17 32
( )

2 17 4
4

0 16
3

z z
H z

z z
z

z
z

 

 




 

 
 

 




      

1 2

2 211 1 1

17
2 16

1 12( )
1 0.51 0.5 1 4 1 4

z z

Q z
zz z z

 

  

 

  
  
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:4.9ادامه مثال 
2 1 2 3 4

1 2 3

6 51 128 109 197 232 80 1
( )        ROC= : 4

2 17 40 16 2

z z z z z z
H z z z

z z z

   

  

       
   

    

 
 

1

1

1
( ) 2 5

1 0.5
H z z

z



 
  


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لازم است حل causalمحاسبه فيلتر وينر براي( 4.51)با توجه به رابطه 
:شود

0

( ) ( ) ( )        0            (4.51)z sz

j

h j R j i R i i




  

وجود ندارد چرا که معادله فقط براي Zوليکن امکان استفاده از تبديل 
.به منظور حل اين مساله         به صورت زير تعريف مي شود. درست است

0i 

( )h i

0

( ) ( ) ( ) ( )                   (4.65)sz z

j

h i R i h j R j i i




    

0

0                                                         0

( )            (4.66)
( ) ( ) ( )        0sz z

j

i

h i
R i h j R j i i








  
  



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Derivation of the Causal Wiener Filter

در نتيجه . وجود داردZحال با توجه به تعريف          امکان استفاده از تبديل  
:خواهيم داشتZبا استفاده از تبديل 
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:با تقسيم طرفين بر            خواهيم داشت
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:causalبه منظور استخراج بخش 
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Derivation of the Causal Wiener Filter

بود، لذا            نيز فقط شامل قطب anti-causalواضح است که            کاملا 
هاي خارج خارج از دايره واحد است و ريشه هاي               نيز در خارج دايره 

:در نتيجه. واحد قرار دارد

( )H z

است و قطب هاي             نيز causalاز سوي ديگر با توجه به تعريف            
.در داخل دايره واحد است
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:Causal Wiener Filterدر نتيجه 
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Properties of the Causal Wiener Filter

و فرض عدم و جود ريشه هاي            روي دايره واحد ( 4.68)با توجه به معادله 
.استکاملا پايدارمي توان نشان داد که                    ( )H z

:Causalفيلتر وينر MSEمقدار 
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ميتوان رابطه زير را براي Non-causalبراي فيلترهاي MSEبا توجه به رابطه 
: ارائه نمودcausalفيلترهاي MSEمحاسبه 
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The Causal Wiener Filter

را مجددا در نظر بگيريد4.5و 4.2مثال : 4.10مثال 
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The Causal Wiener Filter

:4.10ادامه مثال 
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The Causal Wiener Filter
:4.10ادامه مثال 
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Signal Prediction
mه اندازه براي پيش بيني يک سيگنال با استفاده از فيلتر وينر و ب

:مرحله خواهيم داشت
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:به صورت زير در خواهد آمدWiener-Hopfدر نتيجه معادله 
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.نيز مشابه تخمينگر محاسبه مي گرددMSEمقدار 


