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.در فصل قبل فيلتر وينر و طراحي آن در سه نوع ارائه گرديد•

– FIR Wiener filter

– Non-Causal Wiener filter

– Causal Wiener filter

ر که هر يک مشکلات خاص خود را دارند و در عمل امکان استفاده از فيلت
FIRمشکل فيلتروليکن . بيشتر از سايرين وجود خواهد داشتFIR

تعداد محدودي از مشاهدات را در تخميننيز اين است که در هر مرحله 
ر به کار مي گيرد و اين امر موجب مي گردد که بخشي از داده ها به مرو

شين به عبارت ديگر مشاهدات پي. زمان در تخمين بي تاثير مي گردند
.حذف مي گردند

مقدمه
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کار لذا اگر بتوان روشي را ارائه نمود که مشاهدات قبلي را در تخمين ب•
.گيرد امکان تخمين بهتر فراهم مي گردد

:دو ايده عمده را مي توان در اين خصوص ارائه نمود•

ه حل معادلات فيلتر وينر با اضافه شدن مشاهدات که نياز حجم حافظ1.
.زياد و محاسبات پيچيده دارد

ه ارائه يک فرم بازگشتي که امکان به روز شدن تخمين در حين اضاف2.
.شدن اطلاعات را داشته باشد

مقدمه
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LMMSE Estimation
مقدمه

1

0

ˆ( ) ( ) ( ),                (5.1)
n

i

s n h i z n i




 

:نامتغير با زمانLMMSEمعادلات يک فيلتر •

ه نسبت و در صورتيکه در مساله تخمين نياز به تخمينگر هايي باشد ک•
( 5.2)را به صورت معادله ( 5.1)به زمان متغيرند، لذا مي توان معادله 

1:بازنويسي نمود

0

ˆ( ) ( ) ( ),      (5.2)
i

n

n

s n h i z n i




 

-Wienerمنجر به معادله MSEکه حل آن با استفاده از قاعده •

Hopfمتغير با زماني به صورت زير مي شود:

0

( ) ( , ) ( , ),  0                (5.3)
n

n z sz

j

h j R n i n j R n n i i n


     
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LMMSE Estimation
مقدمه

در مساله تخمين به صورت زير امکان پذير ( 5.3)استفاده از معادله •
:خواهد بود

معادله خطي است که لازم است nشامل ( 5.3)معادله ،nدر هر زمان –
.ضريب ثابت فيلتر حل شوندnبراي محاسبه 

(:5.2)با استفاده از ضرايب حاصل معادله –

 ( ) : 0 1nh i i n  

0

( ) ( , ) ( , ),  0                (5.3)
n

n z sz

j

h j R n i n j R n n i i n


     

  Causal Wiener Filter ˆ( ) :1 ( )z i i n s n  

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

6

LMMSE Estimation
مقدمه

پر واضح است که در اين فيلترلازم است تمامي مشاهدات ذخيره •
nگردند، لازم است تمامي ضرايب ذخيره گردند و همچنين لازم است

بزرگ باشد اين مشکل nمعادله خطي حل گردند که در صورتي که 
ظه در نتيجه پياده سازي اين فيلتر نيازمند حاف. مضاعف مي گردد

 growing-Memoryبه اين دسته از فيلترها، فيلتر ) زيادي است

LMMSEو امکان پياده سازي واقعي ندارد( مي گويند.



4

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

7

Estimation based on a State model
مقدمه

• ML estimators:

• MAP estimators:

( | )zf z s s

( | )sf s z z

د اگر اطلاعات کافي در خصوص توليد سيگنال        وجود داشته باش•
امکان محاسبه                         و                             وجود دارد و در 

.نيز وجود داردMAPو MLنتيجه امکان استفاده از تخمين هاي 
:اگر سيگنال           را بتوان به صورت يک مدل فضاي حالت بيان نمود–

( | )sf s z z ( | )zf z s s

( )s n

( )s n

( 1) ( ) ( )

( ) ( ),

x n x n n

s n Cx n

   


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Estimation based on a State model
مقدمه

• ML estimators:

• MAP estimators:

( | )zf z s s

( | )sf s z z

د اگر اطلاعات کافي در خصوص توليد سيگنال        وجود داشته باش•
امکان محاسبه                         و                             وجود دارد و در 

.نيز وجود داردMAPو MLنتيجه امکان استفاده از تخمين هاي 

:موداگر سيگنال           را بتوان به صورت يک مدل فضاي حالت بيان ن•

( | )sf s z z ( | )zf z s s

( )s n

( )s n

1 1

1

( 1) ( )

( ) ( )

( ) (

)

) (

(

)

N N N N

N

x n x n

s n C x n

z n s n v n

n  



   



 
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Estimation based on a State model
مقدمه

کان مساله جديد تخمين متغير حالت        است که با استفاده از آن ام•
ورت تخمين سيگنال         به سادگي وجود دارد که فرم کلي آن به ص

:زير است

( )x n

( )s n

ˆˆ ˆ( ) ( (0), (0), )                             (5.4)

where,

n nx n x P Z

ˆ(0) a guess of  [ (0)]

ˆ(0)= a guess of  Cov[ (0)]

(1)

(2)

( )

n

x E x

P x

z

z
Z

z n



 
 
 
 
 
 

لذا هدف يافتن تخمين           است که يک •
.ضابطه را بهينه مي نمايد

ˆ( )x n
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ML Estimation
مقدمه

با فرض معکوس پذير بودن ماتريس 

( 1) ( )            (5.5)
        

( ) ( )                  (5.6)

x n x n

s n Cx n

  
 


For simplicity:    ( ) 0n 

1 1( ) ( 1)   and   ( 1) ( )       (5.7)x n x n x n x n      



    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    i=1,2,...,n.n iz i s i v i C x n v i      

1

2

(1) (1)

(2) (2)
  ( ) ,

( ) ( )

n

n

n

z vC

z vC
Z x n

z n v nC

 

 

    
    
       

    
    
     

( ) ,n n nz U x n V  
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ML Estimation
مقدمه

:تيجهدر صورتيکه          نويز سفيد گوسي با ميانگين صفر باشد در ن ( )v n

( )n nR Cov V

1

1 2/2

1 1
( ) exp(   ),       (5.8)

2(2 )
n

T

v n n n nln

n

f V V R V
R

 

که در آن           

1

1/2/2

( ( ) ) ( )

1 1
                    exp ( ) ( )                (5.9)

2(2 )

n n
n n n

z n v n
v z u x

T

n n n n nn

n

f Z x n x f V

Z U x R Z U x
R

 



  

 
    

 

1

 1 1 1

max ( ( ) ) min ( ) ( )

ˆ ( ) [ ] .     (5.10)

n

T

z n n n n n n

Least Square T T

ML n n n n n n

f Z x n x Z U x R Z U x

x n U R U U R Z



  

     

 
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ML Estimation

مقدمه

نيازمند اطلاعات MLمشخص است تخمين ( 5.10)همانگونه که از رابطه 
.زيادي از مشاهدات است
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MAP Estimation
مقدمه

که نيازمند اطلاعاتي از سيگنال است، MAPبا توجه به ويژگي فيلتر 
براي حالت ها فرض توزيع گوسي با ميانگين         و کوواريانس

.در نظر گرفته مي شود

( 1) ( )            (5.5)
        

( ) ( )                  (5.6)

x n x n

s n Cx n

  
 


Similar to ML estimator:    ( ) 0n 

1

1 2/2

1 1
( ) exp(   ),       (5.8)

2(2 )
n

T

v n n n nln

n

f V V R V
R

 

    ( ) ( ) ( )      =1,2,...,n.z i s i v i i  

   1

( ) 1/2/2

1 1
( ) exp ( ) ( ) ( )       (5.11)

2(2 ) ( )

T

x n n
f x x x n P n x x n

P n

 
    

 

( )x n( )P n
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MAP Estimation
مقدمه

:گفته شده استMAPبا توجه به آنچه پيش از اين در مورد تخمين 

( )

( )

( ( ) ) ( )
( )

( )

n

n

Z n x n

x n n n

Z n

f Z n x f x
f x Z

f Z


 

x
Z

   

   

1

( ) 1/2 1/2

1

1 1
  ( ( ) ) ( ) exp

2(2 ) ( )

1
                                                                                        ( ) ( ) ( )

2

n

T

n x n n n n n nn

n

T

f Z n x f x Z U x R Z U x
R p n

x x n p n x x n








     




   



z x

:که براي ماکزيمم نمودن آن لازم است عبارت زير مي نيمم باشد

       1 1( ) ( ) ( )
T T

n n n n nZ U x R Z U x x x n p n x x n       
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MAP Estimation
مقدمه

:  با مشتقگيري از         نسبت به     

لازم به ذکر است که ماتريس                             همواره معکوس پذير 
.است چرا که                  

1 1 1 12 2 2 ( ) ( ) 2 ( ) 0T T

n n n n n nU R Z U R U x P n x n P n x       

1 1 1 1 1ˆ ( ) [ ( )] [ ( ) ( ) ]     (5.12)T T

MAP n n n n n nx n U R U P n P n x n U R Z       

x

1 1( )T

n n nU R U P n 

1( ) 0P n 

):همچنين ) (0)        (5.13)nx n x 

( ) (0)( )     (5.14)n T nP n P  

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

16

MAP Estimation
مقدمه

لذا

1
1 1 1 1ˆ ( ) (0)( ) ( ) (0) (0)      (5.15)T n T n T n T

MAP n n n n n nx n U R U P P x U R Z


               

.نيز به تمامي مشاهدات گذشته نياز داردMAPپر واضح است که تخمين 
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تخمين يک سيگنال ثابت
بازگشتي در اين بخش به تخمين يک سيگنال ثابت با استفاده از تخمين

در آن حل شده growing-Memoryخواهيم پرداخت که مساله 
.است

( )s n s

1

0

ˆ( ) ( ) ( )
n

n

i

s n h i z n i




 

عبارت با استفاده از مشاهداتLMMSEلذا تخمين 
:است از

(1), (2) , ( )z z z n

2
1

0

( ) ( ) ( ) .
n

n

i

MSE E s n h i z n i




  
    

   

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تخمين يک سيگنال ثابت
فرض کنيد

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) & ( ) :  JWSS

( ) :  white noise with known variance v

z n s n v n s v n

s n v n

v n 

   

همچنين. نامشخص استPکه مقدار واقعي 

2 0,E s P    

  2( ) ( ) ( ) ,         , .sR i j E s i s j E s P i j       

  2( ) ( ) ( ) ( ),v vR i j E v i v j i j    

2  ( ) ( ) ( ) ( ).z s v vR i j R i j R i j P i j         
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تخمين يک سيگنال ثابت
:به منظور محاسبه ضرايب فيلتر

:در نتيجه

   
1

0

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0
( )

n

n

jn

MSE
E s n z n i h j E z n i z n j

h i






      




1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,        =0,1,...,n-1.
n

n z sz s

j

h j R j i R i R i P i




   

2:که در فرم ماتريسي

2

2

(0)

(1)

( 1)

nv

nv

nv

h PP P P

h PP P P

h n PP P P







     
     

     
     
     

     
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تخمين يک سيگنال ثابت
:با توجه به متقارن بودن ماتريس ضرايب و شکل معادله

:لذا

2 2

(0) (1) ( 1)       (5.16)

1
=    .                  (5.17)

/

nn n n

v v

h h h n

P

nP

h

n P 

    


 

1 1

0 0

ˆ( ) ( ) ( )         (5.18)    
n n

n

i i

ns n h z n i z n ih
 

 

    

، حافظه مورد )              (nنشان مي دهد که با افزايش ( 5.18)معادله 
. نياز به سمت بي نهايت ميل خواهد نمود

n 
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تخمين يک سيگنال ثابت

که

را مي توان به صورت زير بازنويسي ( 5.19)اگر                    باشد رابطه 
:نمود

1 2 2

1
       (5.20)

( 1) 1 /
n

v v

P
h

n P n P 
  

   

1j i 

1 1

1 1 1

1 0

ˆ( 1) ( ) ( 1) ( )        (5.21)
n n

n n n

j j

s n h z n j h z n h z n j
 

  

 

       

1

0

ˆ( 1) ( 1 ),         (5.19)
n

n

i

s n h z n i



    :داريم( 5.18)از معادله 

:خواهيم داشت( 5.21)و ( 5.18)از مقايسه رابطه 

1
1

ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1).                 (5.22)n
n

n

h
s n s n h z n

h


   
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تخمين يک سيگنال ثابت
نشان مي دهد که در تخمين                 به مقدار آخرين ( 5.22)رابطه 

ي تخمين و آخرين مشاهده نياز است و ديگري نيازي به ذخيره ساز
تخمين بازگشتييک ( 5.22)به عبارت ديگر رابطه . اطلاعات نيست

.را در اختيار مي گذارد

ˆ( 1)s n 

حاسبه حال مي توان سعي کرد ضرايب فيلتر را نيز به صورت برگشتي م
نمود

2 2 2

1
12

1 2 2

1
=                     (5.17)

/ /
1

1 1 /
   (5.20)

( 1) 1 /

n

v v n v
n

n v
n

v v

P
h

nP n P h n P
h

P h n P
h

n P n P

  



 







   

   
  

    



12

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

23

تخمين يک سيگنال ثابت
:در نتيجه

1

1 (1 )                   (5.24)
1

n
n n n

n

h
h h h

h



   


:را به صورت زير بازنويسي نمود( 5.22)و با استفاده از آن مي توان رابطه 

 1

 

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( )               (5.25)n

filter gain

s n s n h z n s n    

:MSEمحاسبه 

به با توجه به تغيير سيگنال تخميني          ، لازم استMSEمحاسبه 
:لذا داريم. ازاي هر بار تخمين مجددا محاسبه گردد

ˆ( )s n

( )MSE n
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تخمين يک سيگنال ثابت

که

 

 
1 1

2

0 0

2

0

2

2

1

ˆ( ) ( ( ))

ˆ ˆ2 ( ) ( )                                                 (5.2

( ) ( )

6)

2 ( )
n

n

i

n n

n

i j

MSE n E s s n

E s E ss n E s n

E sz n i h E z n i z nP h j
  

 

   

        

   
    

   
 

 

   

    2( ( )) [ ] [ ( )]

                   [ (

(

] )]

)

[

E s s v n i E s E sv n i

P E s E v n i P

E sz n i      

   


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تخمين يک سيگنال ثابت
همچنين

    2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ),vE z n i z n j E s v n i s v n j p i j          

:که نتيجه مي دهد

2 2 2
1 1

2

0 0

( ) ( = () + ) 
n n

n

i j

n vh E z n h ni z n j P n
 

 

   
    

    
 

:و در نتيجه

2 2 2( ) 2 ( )            (5.27)n n vMSE n P nh P h n P n   
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تخمين يک سيگنال ثابت
(5.17)و با استفاده از Pبا فرض معلوم بودن 

را نيز به صورت بازگشتي محاسبه MSEو در نتيجه مي توان  مقدار 
:نمود

2
2

2
( )              (5.28)v

n v

v

P
MSE n h

nP





 



2 1
1 1( 1) ( ) (1 ) ( )            (5.29)n

n v n

n

h
MSE n h MSE n h MSE n

h
 

     
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تخمين يک سيگنال ثابت
:ابتارائه يک الگوريتم بازگشتي به منظور تخمين سيگنال ث

:  مقدار دهي اوليه-1
0n 

 
ˆ(0)

0

E s

s




 



  : a guessP V 0 2

v

V
h


 (0)MSE V

)دريافت مشاهده -2 1)z n 
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تخمين يک سيگنال ثابت
:ابتارائه يک الگوريتم بازگشتي به منظور تخمين سيگنال ث

(5.29)و ( 5.25)، (5.24)محاسبه روابط -3

.2و بازگشت به مرحله nافزايش مقدار -4

 

1

1

1

1

(1 )

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( ) ,

( 1) (1 ) ( ).

n n n

n

n

h h h

s n s n h z n s n

MSE n h MSE n









 

    

  

1z
1nh 







 ˆ( 1)s n ( 1)z n 
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تخمين يک سيگنال ثابت
:ابتارائه يک الگوريتم بازگشتي به منظور تخمين سيگنال ث

(5.29)و ( 5.25)، (5.24)محاسبه روابط -3

.2و بازگشت به مرحله nافزايش مقدار -4

 

1

1

1

1

(1 )

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( ) ,

( 1) (1 ) ( ).

n n n

n

n

h h h

s n s n h z n s n

MSE n h MSE n









 

    

  

1z
1nh 







 ˆ( 1)s n ( 1)z n 
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تخمين يک سيگنال ثابت
:بررسي وضعيت تخمين

   
1 1

0 0

1 1

0 0

2

ˆ( ) ( ) ( )

            ( [ ] [ ( )]) [ ]

            [ ] [ ].                (5.31)
/

n n

n n

i i

n n

n n

i i

n

v

E s n E h z n i h E z n i

h E s E v n i h E s

n
nh E s E s

n V

 

 

 

 

 
    

 

   

 


 

 

 ˆlim ( ) [ ]          (5.32)
n

E s n E s




نيست وليکن unbiasedمشخص است که اين تخمينگر در حالت کلي  
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تخمين يک سيگنال ثابت
:بررسي وضعيت تخمين

2 2 2

2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) (2 ) ( )

             (2 ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) 
             

( ) ( )

n v n

v

v v

v v v v v

v v

MSE n P nP h n P n h

V V
p nP n P n

nV nV

nV P nPV nV n P n V nV P

nV nV




 

    

 

   

 
     

  

     
 

 

2 2 4 2 2 2

2 2 2 4 2 2
lim ( ) lim lim lim 0      (5.33)

2

v v v v

n n n n
v v

nV P nV
MSE n

n V nV n V n

   

    


   

 

.ل استدر نتيجه تخمين بازگشتي ارائه شده براي             يک تخمين کام n  
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مساله تخمين بازگشتي

مساله تخمين بازگشتي محاسبه              با استفاده از مشاهدات                
.  و           است

ˆ( 1)s n 

ˆ( )s n

( 1)z n 

1
ˆ ˆ( 1) ( ( ), z(n+1)).          (5.34)ns n s n  

.  مان باشديا متغير با ز/توجه کنيد که تخمينگر حاصل ميتواند غيرخطي و
MMSEبا شرط بهينه سازي تخمين خطيدر ادامه به دنبال 

.خواهيم بود
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مشاهدات/ مدل سيگنال

ر در اين بخش فرضيات لازم براي سيگنال و مشاهدات براي استفاده د
:مساله تخمين ارائه مي شود

در اين بخش سيگنال و مشاهدات به صورت متغيرهاي حالت و •
.خروجي ازيک مدل فضاي حالت در نظر گرفته مي شوند

:باشندpفرض کنيد        و          بردار فرايندهاي تصادفي با ابعاد • ( )s n( )z n

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) ,     and   ( )= .            (5.35)

( ) ( )p p

s n z n

s n z n
s n z n

s n z n

   
   
   
   
   
      
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مشاهدات/ مدل سيگنال

يک بطور کلي         يک نويز رنگي است که با عبور نويز سفيد از•
.سيستم خطي حاصل مي شود

( )s n

0( 1) ( ) ( ),    (0)           (5.36)

( ) ( ),                                               (5.37)

N N N m

p N

x n x n n x x

s n C x n

 



    



( ) ( ) ( )                               (5.38)z n s n v n 

که
( ) :         zero mean white noise

        ( ) ( ) ( );            (5.39)

where,   :  covariance matrix

T

m m

n

E i j Q i j

Q



  
    
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مشاهدات/ مدل سيگنال

( )n .همچنين        ،           و            متغيرهاس مستقلي هستند•

مثبت معينو متقارنماتريس هاي کوواريانس، ،RوQماتريس هاي•
.هستند

( ) :         zero mean white noise

        ( ) ( ) ( );            (5.40)

where,   :  covariance matrix

T

p p

v n

E v i v j R i j

R


    

( )v n 0x

خواص و فرضيات فوق در خصوص سيگنال و مشاهدات کمک     : توجه
نر قابليت مي کند فيلتر کالمن در موقعيت هايي کار کند که فيلتر وي

.لازم را ندارد
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مشاهدات/ مدل سيگنال

نياز و نويزاستاتيک سيگنالبه مشخصات فيلتر وينراز سوي ديگر : توجه
. دارد و فقط تابع هاي همبستگي و يا چگالي طيفي لازم هستند

ت فضاي به صورمدل سيستمبه شناخت کامل فيلتر کالمندر حاليکه در 
.حالت نياز است

و نويز فرايند با ميانگين صفر و WSSفيلتر وينر نيازمند سيگنال 
ت هايي در حاليکه فيلتر کالمن چنين محدودي. سيستم پايدار مي باشد

تم به عبارت ديگر فيلتر کالمن مي تواند براي يک سيس. وجود ندارد
. ناپايدار و همچنين براي حالت هاي با ميانگين غير صفر بکار رود

ر با زمان با همچنين امکان استفاده از کالمن فيلتر براي يک سيستم متغي
.نيز وجود داردnon-stationaryنويز 
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a prioriو a posterioriتخمين 

a priori

Available measurements:

Estimate of        :

Estimation Error:

Error covariance:

MSE:

 (1), , ( 1)Z z z n  

( )x n ˆ ( )x n

( )x n

( )P n

 

 

( ) ( )

       ( )

T

E x n x n

trace P n

 



 
  



a posteriori

Available measurements:

Estimate of        :

Estimation Error:

Error covariance:

MSE:

 (1), , ( )Z z z n

( )x n ˆ( )x n

( )x n

( )P n

 

 

( ) ( )

       ( )

T
E x n x n

trace P n

 
 



become 

available

( )z n

 ( ) ( ) ( ) ( )
T

P n Cov x n E x n x n              ( ) ( ) ( ) ( )
T

P n Cov x n E x n x n  
 

ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n   ˆ( ) ( ) ( )x n x n x n 
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استخراج معادلات فيلتر کالمن

ˆ( 1) :  as a LMMSE is availablex n 

ˆ ( )x n

ˆ( 1)x n 

:فرض کنيد

ˆ( ) ?:    from  GOA ZnL x 

با استفاده از تخمين (           a priori)در نتيجه ما به دنبال يافتن تخمين 
(a posteriori                  )هستيم  .
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a priori Estimate

باشد لذا بايد LMMSEاز آنجايي که          لازم است يک تخمين بهينه 
:شرط تعامد را برآورده نمايد

ˆ ( )x n

ˆ( ( ) ( )) ( ) 0      1,2, , -1                   (5.45)TE x n x n z i i n     

و با تعريف 

1

(1)

(2)

( 1)

n

z

z
Z

z n



 
 
 
 
 

 

:را به صورت زير بازنويسي نمود( 5.45)ميتوان رابطه 

1 1
ˆ( ( ) ( )) 0                  (5.46)T

n N nE x n x n Z

  
   
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a priori Estimate

(5.36)

ˆ( 1) ( 1) ( 1)x n x n x n




     

(5.46) 

ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1)x n x n x n n      

  1 1 1
ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1) ( 1) 0T T T

n n nE x n x n Z E x n Z E n Z

  
                

0
Orthogonal 

principle

0
Independency and 

zero mean noise

  1
ˆ ˆ  ( 1) ( ) 0T

nE x n x n Z


     
 

ˆ ˆ( ) ( 1)        (5.47)x n x n   
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a priori Error Covariance

 

 

ˆ( ) ( ) ( )

ˆ          ( 1) ( 1) ( 1)

          ( 1) ( 1)                              (5.48)

P n Cov x n x n

Cov x n n x n

Cov x n n





    

      

    

به منظور استخراج ارتباط ماتريس خطاي کوواريانس                با           
:داريم

( )P n
( 1)P n 

:همچنين با توجه به استقلال                 و                   ( 1)x n  ( 1)n 

[ ( 1) ( 1)] 0TE x n n  
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a priori Error Covariance

:در نتيجه

( ) ( 1)         (5.49)T TP n P n Q      

ˆ ˆ( ) ( 1)                           (5.47)

( ) ( 1)         (5.
 

49)T T
time u

x n x n

P
pd

Q
a

n n
te

P





   


      
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
Measurement Update

مساله ديگري که لازم است حل شود، نحوه استفاده از مشاهده          در
به عبارت ديگر نحوه به روز شدن مقدار        . تصحيح تخمين          است

که در اين مسير ماتريس           . با استفاده از         لازم است ارائه گردد
:نيز مي بايستي که محاسبه گردد

( )z n

( )x nˆ( )x n
( )z n( )P n

The a posteriori Estimation

  1
ˆ( 1) ( 1) 0               (5.50)T

nE x n x n Z 
     

ˆ( 1) :x n known
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

1
 estimation

1 1

0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1)        (5.51)
n

LMMSE

n n

j

x n H j z j J n Z


 



    

1 1 1      ( 1) [ (1)  (2)  ( 1) ]. n n n

where

J n H H H n    

:حال براي يافتن        

1

ˆ ( ) ( ) ( )              (5.52)
n

n

j

x n H j z j




ˆ( )x n
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

: که لازم است شرط تعامد را برآورده نمايد، لذا

 ˆ( ) ( ) ( ) 0            1,2,...,TE x n x n z i i n    

:يا/و

 ˆ( ) ( ) 0,                        (5.53)  T

nE x n x n Z   

1

(1)

(2)
         .

( )

( )

n

n

z

z Z
where Z

z n

z n



 
 

        
 
 
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

:را مي توان به صورت زير نوشت( 5.52)در نتيجه رابطه 

1
ˆ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.54)nx n K n z n G n Z  

 

         ( ) ( )

         ( )= (1),  (2), ...  ( 1) .

n

n n n

where

K n H n

G n H H H n





.حال نياز به محاسبه           و                است ( )K n ( )G n

?
1

?

( ) (ˆ( ) ( )                 (5.54)) nx n z n ZK n G n  
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

(5.37) (5.38)(5.54)

)ˆو ( 5.36)همچنين با استفاده از رابطه  1) ( 1) ( 1)x n x n x n    

1

1

ˆ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )

       ( ) ( 1) ( ) ( 1)      (5.55)

           ( ) ( ) ( )                              

n

n

x n K n Cx n v n G n Z

K n C x n K n C n

K n v n G n Z







  

     

 

ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1).              (5.56)x n x n x n n      
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

(5.55)

(5.56)




    

  1

ˆ( ) ( ) ( )

ˆ       ( ) ( 1) ( ) ( 1)          (5.57)

          ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) n

x n x n x n

I K n C x n I K n C x n

I K n C n K n v n G n Z 

 

       

     

1

        (5.51)
ˆ( 1) ( 1)

(5.57) nx n J n Z   


   

 
1

1

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

           ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) .             (5.58)

n

n

x n I K n C J n Z I K n C x n

I K n C n K n v n G n Z





       

     
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

(5.53) :

( :5.53)حال با استفاده از شرط 

1
( ) ( ) 0.       

( )

T

nT

n

Z
E x n Z E x n

z n


  

      
   

1[ ( ) ] 0             (5.59)

[ ( ) ( )] 0           (5.60)   

T

n

T

E x n Z

E x n z n


 

 


:در نتيجه

 1 1 1 1 1[ ( ) ] ( ) ( 1) ( ) 0T T T

n n n n nE x n Z I K n C J n E Z Z G n E Z Z    
           

 1 1 1 1   ( ) ( ) ( 1)        (5.61)T T

n n n nG n E Z Z I K n C J n E Z Z   
          
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Estimation

1 10  is invertibleT

n nR E Z Z 
    

:که

:در نتيجه

        ( ) ( ) ( 1)            (5.62)G n I K n C J n    

 ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)            (5.63)x n x n K n z n C x n      

(5.47) ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .           (5.64)x n x n K n z n Cx n      

?

 

 

1
ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)                 (5.54)

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)                            (5.

( )

( ) 54)

nx n z n I K n C J n Z

x n z n I

K n

K n K n C x n

    

    
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The Kalman gain

:همچنين

(5.36)
ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)

(5.63)

                                                                                                                        (5.65)

x n x n n x n K n z n K n C x n

          



(5.37)

(5.38)





( ) ( 1) ( 1) ( )                             (5.66)

              (5.ˆ( 1) ( 1) ( 1) 7( 6 ))C x n C x n C n v

z n C x n C n v n

n





   

       





 



(5.65)در ( 5.66)با جايگذاري معادله 

 

ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

          ( ˆ( 1) ( 1) ( 1)) ( )

x n x n n x n K n C x n

K n C x n C x n C n v n



      





        

 
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The Kalman gain

:خواهيم داشت(  5.60)در شرط ( 5.68)و ( 5.67)با جايگزيني معادله 

   ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )       (5.68)x n I K n C x n I K n C n K n v n        

( ) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( ) 0,                (5.69)

T T T T T

T T T T

E x n z n P n C Q C

K n C P n C K n C Q C K n R

        

        

(5.49) ( ) ( )[ ( ) ],T TP n C K n CP n C R   

1   ( ) ( ) [ ( ) ]                   (5. ): 70T TKalman Ga K n P n C CP nin C R    
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Error Covariance

:خواهيم داشت( 5.70)و ( 5.38)و ( 5.37)با استفاده از معادلات 

?( ) ( )P n P n( ) ( 1)okP n P n  

 ˆ( ) ( ) ( ) .P n Cov x n x n 

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )                                       (5.71)

( ) ( ) ( )

T T

T T

P n Cov x n x n K n Cx n v n Cx n

Cov I K n C x n K n v n

P n K n CP n P n C K n

K n CP n C R K n

 



  



        

      

  

   
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Error Covariance

:خواهيم داشت( 5.71)در ( 5.70)با جايگزيني رابطه 

(5.70)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T T T TP n C K n K n CP n C R K n      

   ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.72)P n P n K n CP n   
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استخراج معادلات فيلتر کالمن
The a posteriori Error Covariance

:خواهيم داشت( 5.71)در ( 5.70)با جايگزيني رابطه 

(5.70)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T T T TP n C K n K n CP n C R K n      

   ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.72)P n P n K n CP n   

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

56

جمع بندي معادلات فيلتر کالمن

ارامترهاي در استفاده از معادلات فيلتر کالمن ابتدا لازم است مقادير اوليه پ
:به اين منظور. برگشتي انتخاب گردند

 ˆ (0) (0)                   (5.73)x E x 

ˆ ˆ(0) ( (0) (0))( (0) (0)) ,                          (5.74)TP E x x x x      

:در اختيار ما نيستند( اميد رياضي ها)با توجه به اينکه مقادير فوق 

 ˆ ˆ(0)  of the value of  (0)  or of  E (0)                   (5.75) x guess x x 

  ˆ ˆ(0)  of  E (0) (0) (0) (0) ,                 (5.76)
T

P guess x x x x     
  
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جمع بندي معادلات فيلتر کالمن

اما           ماتريسي متقارن . تاحدودي دور از دسترس است( 5.76)وليکن 
:يدو مثبت معين است و در بسياري از مواقع انتخاب زير کفايت مي نما

(0)P

يا

(0)       0,                         (5.77)P I   

1 2(0) ( ) ,     >0     for  1,2,...,          (5.78)im
P diag i m       
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معادلات فيلتر کالمن

1

      ( ) ( ) ( )                  (5.80)

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.81)

    

 

  ( )= ( ) ( ) ( )                              (5.82)

:

T T

Measuremen

K n P n C CP n C R

x n x n K n z n Cx n

P n P n K n C

t Upd e

n

t

P

a


 

 

 

   

    



:

ˆ ˆ       ( 1) ( )                          (5.83)

       ( 1) ( )        (5.84

 

)T T

Ti

x n x n

me Updat

n n Q

e

P P





  

     

predictionيک مرحله )        ( filteringکالمن فيلتر ارائه شده براي 

.شناخته مي شودفيلتر کالمناست که به در کل با نام )         ( 
ˆ( )x n

ˆ ( )x n
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معادلات فيلتر کالمن

1

      ( ) ( ) ( )   

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   

      ( )= ( ) ( ) ( )     

 :

T TK n P n C CP n C R

x n

Measurement Update

x n K n z n Cx n

P n P n K n CP n


 

 

 

   

    



:   

:

ˆ ˆ       ( ) ( 1)             

       ( ) ( 1)

1

 

 

T T

Tim

s

e Updat

et

x n x n

P n n Q

n

e

P





  

    





صورت نوع ديگري از پياده سازي فيلتر کالمن با انتخاب شرايط اوليه به
:زير صورت مي گيرد

ˆ ˆ(0)  of  (0)              (5.87)x guess x

  ˆ ˆ(0)  of   (0) (0) (0) (0)                (5.88)
T

P guess E x x x x   
 
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معادلات فيلتر کالمن

1

      ( ) ( ) ( )   

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   

      ( )= ( ) ( ) ( )     

 :

T TK n P n C CP n C R

x n

Measurement Update

x n K n z n Cx n

P n P n K n CP n


 

 

 

   

    



:   

:

ˆ ˆ       ( ) ( 1)             

       ( ) ( 1)

1

 

 

T T

Tim

s

e Updat

et

x n x n

P n n Q

n

e

P





  

    





صورت نوع ديگري از پياده سازي فيلتر کالمن با انتخاب شرايط اوليه به
:زير صورت مي گيرد

ˆ ˆ(0)  of  (0)              (5.87)x guess x

  ˆ ˆ(0)  of   (0) (0) (0) (0)                (5.88)
T

P guess E x x x x   
 
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خواص فيلتر کالمن
General Properties:

.  فيلتر کالمن يک سيستم متغير بازمان است-1
ا مي با دسته بندي معادلات فيلتر کالمن، دو دسته معادله مستقل ر-2

:توان ارائه نمود
1

      

ˆ ˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 (5.81)

ˆ ˆ      ( 1) ( )                                  

( ) ( ) ( )                  (5.80

    

)

  

:

  

 

T T

x n x n K n z n Cx

estimate rec

K n P n C C

ursio

P n C R

n

x n x

n

n




 





  

   

 

       (5.83)

1

( ) ( ) ( )                        

      ( )= ( ) ( ) ( )                               (5.82)

       ( 1) ( )                          (5.

(5

84)

:

.80)T T

T T

P n P n K n CP

K n P n C CP

Covariance Rec

n

u

P n P n Q

n

n C

rsio

R

 




 



    





  
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خواص فيلتر کالمن
General Properties:

نشان دهنده اين نکته است که Recursion Estimateتوجه به معادلات -3
اين معادلات وابسته به مشاهدات نيستند و امکان پيش محاسبه 

.کوواريانس خطا و بهره کالمن بدون هيچگونه مشاهده اي وجود دارد

Riccati Equation:

(5.84)
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

(5.82)

T T TP n P n K n CP n Q n  
        



 
(5.80)

1

  ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     (5.89)T T T TP n P n P n C CP n C R CP n

Riccati Equation :

Q n


             
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خواص فيلتر کالمن
Error Systems

تفاده مي به منظور بررسي پايداري فيلتر کالمن از بررسي خطاي تخمين اس
:لذا. شود

 



ˆ[ ( )] [ ( ) ( )]

ˆ ˆ            ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )[ ( ) ( 1)]

ˆ            ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)                                              (5.90)

                (

E x n E x n x n

E x n n n x n K n z n C x n

E x n n n x n

K n

 

           

       







  

 

 

ˆ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

            ( ) [ ( 1)]

[ ( )] ( ) [ ( 1)]

C x n n n v n C x n

I K n C E x n

Estimation Error E x n I K n C E x n

         

   

   



 

 

 

[ ( )] ( ) [ ( 1)]

[ ( 1)] ( ) [ ( )]              

[ ( )] ( 1) [ ( 1)]               (5.92)

E x n I K n C E x n

E x n I K n C E x n

E x n I K n C E x n

 

 

     

    

    
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فرم معادل فيلتر کالمن

لمن را به با استفاده از لم معکوس سازي ماتريس مي توان معادلات فيلتر کا
را ساده Kalman Smootherنحو ديگري ارائه نمود که بر اساس آن بتوان 

.تر بيان کرده و پايداري فيلتر کالمن را اثبات نمود

1 1 1 1

11 12 22 21 11 11 12 21 11 12 22 21 11   ( ) ( )          (5.93)A A A A A A A A A A A A A

Matrix Inversion Lemma :

      

 

(5.81) 1

1

1 1

ˆ ˆ( ) [ ( ) ] ( )( ( )) ( ) ( ) ( )

ˆ       ( ) ( ( )) ( 1) ( ) ( )                            (5.94)

ˆ       ( ) ( ( )) ( 1) ( ) ( ) ( )

x n I k n C P n P n x n K n z n

P n P n x n K n z n

P n P n x n P n K n z n

   

 

  

   

   

     
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فرم معادل فيلتر کالمن
:از طرفي

1( ) ( ) ( ) [ ( ) ] ( )T TP n P n P n C CP n C R CP n      

:با استفاده از لم معکوس سازي ماتريس

 

 

1 1 1

1
1 1

11 1

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

               ( )( ( )) ( ) ( ) ( )( ( )) .

( ) ( ( )) .

T

T T

T

P n P n P n P n C

CP n P n P n C CP n C R CP n P n

P n P n C R C

     


       

  

  

   
 

  

:با ضرب معادله فوق در          ( )K n

1
5.80 1 1 1

1 1

1 1

1

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

[ ( ) ][ ( ) ]

[ ( ) ][ ( ) ]

.

T T T

T T T

T T T

T

P n K n P n C R C P n C CP n C R

C I R CP n C CP n C R

C R R CP n C CP n C R

C R


     

   

   



         

  

  


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فرم معادل فيلتر کالمن
:را مي توان به صورت زير بازنويسي نمود( 5.94)در نتيجه معادله 

:همچنين 

1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( 1) ( )           (5.95)Tx n P n P n x n C R z n       

1( ) ( ) ( ) [ ( ) ] ( )T TP n P n P n C CP n C R CP n      

:با استفاده از لم معکوس سازي ماتريس

1 1 1( ) [( ( )) ]            (5.96)TP n P n C R C    



34

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

67

معادلات جديد فيلتر کالمن

1
1 1

1 1

ˆ ˆ( ) ( 1)                                                      (5.97)

( ) ( ( ))                                 (5.98)

ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( 1) ( )          (5.99)

P (

T

T

x n x n

P n P n C R C

x n P n P n x n C R z n

n




  

  



  

   

     

1) ( ) ( )                               (5.100)T TP n Q n     
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

اتا فيلتر کالمن با توجه به تغيير و به روز شدن         ،          و             ذ
.  يک سيستم متغير با زمان است در هر مرحله به روز مي گردد

مشاهدات نامتغير بازمان با نويز/در حاليکه براي مدل هاي سيگنال
stationary اين مقادير به حالت ماندگاري مي رسند وsteady state 

kalman filter ايجاد مي گردد.
: با فرض رسيدن به حالت ماندگار و عدم تغيير           

( )K n ( )P n
( )P n

lim ( )                (5.102)
n

P P n 






( )P n

 
1

(5.89)            (5.103)

 

T T T T

Algebraic Ric

P P P C CP C

cati Equation(ARE)

CP

:

R Q


    

    
       
  
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

و در نتيجه براي           حاصل از حل معادله جبري ريکاتي، بهره کالمن
:ماتريس کوواريانس خطا به صورت زير خواهد بود

P



( )                      (5.104)T TK P C CP C R 

   

1

                                       (5.105)

    ( )            (5.106)T T

P P K CP

P P C CP C R CP

 

   

    

   

 

  
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

: (يافتن مدل فضاي حالت()5.1)مثال
:،           با تابع خودهمبستگيWSSسيگنال 

( ) 0.5 ( 1) ( ) 0.5 ( 1),                   (5.107)sR n n n n      

( )s n

  1( ) 0.5 1 0.5         (5.108)power spectral density

sS z z z   

اندازه گيري سيگنال نيز با حضور نويز سفيد           با واريانس             
.همچنين سيگنال و نويز غيرهمبسته هستند. انجام مي پذيرد

( )n2 2 

يفي يکي از روش هاي تعيين مدل فضاي حالت، استفاده از تابع چگالي ط
به صورت  

1( ) ( ) ( )s s sS z S z S z  
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:  (يافتن مدل فضاي حالت()5.1)ادامه مثال 
با ورودي نويز سفيد با LTIو مي توان          را به صورت يک سيستم 

واريانس واحد در نظر گرفت و با تحقق آن مي توان به يک مدل فضاي
.حالت دست يافت

:لذا

:درنتيجه

( )sS z

1 1 2 2 1( ) 0.5 1 0.5   (1 ) (1 ) [ (1 ) ].sS z z z a bz a bz a bz b bz            

2 2

4 2

2

(1 ) 1
4 4 1 0

- 0.5

a b
a a

a b

  
   

 

1
11 1 1

( )
2 2 2

s

z
S z z


 

   
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:  (يافتن مدل فضاي حالت( )5.1)ادامه مثال
:با استفاده از تحقق رويتگر

.دهدکه            نويز سفيد با ميانگين ثابت و واريانس واحد را نشان مي
:با تعريف بردار حالت جديد به صورت

1
( 1) 0 ( ) ( )

2

1
( ) ( ) ( )

2

x n x n n

s n x n n






    



   


( )n

( )
( ) ,

( 1)

0 1 1/ 2
( 1) ( ) ( 1)

0 0 1/ 2

s n
X n

x n

X n X n n

  
    

  
     

    



37

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

73

The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:  (يافتن مدل فضاي حالت()5.1)ادامه مثال 
:با فرض                           

 

0 1 1/ 2
( 1) ( ) ( )

0 0 1/ 2

( ) 1 0 ( ).

X n X n n

s n X n


  

     
    



 ( ) 1 0 ( ) ( )z n X n v n 

( ) ( 1)n n  

.که                         است،            و              ناهمبسته هستند ( ) 2 ( )vR n n( )n( )v n
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:  (2-يافتن مدل فضاي حالت()5.2)مثال
ت در اينجا روش دوم استخراج يک مدل فضاي حالت با استقاده از اطلاعا

.تابع خود همبستگي و تئوري سيستم هاي خطي ارائه مي گردد

2

 
:

1

white noise







 



( ) ( ) ( )sR n h n h n  

( ) :  impulse responseh n
( )n ( )s n



( ) 0.5 ( 1) ( ) 0.5 ( 1),                   (5.107)sR n n n n      
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

: (2-يافتن مدل فضاي حالت()5.2)ادامه مثال
. خواهد بود2N-1باشد،          از مرتبه Nاگر           از مرتبه 

1

2
a b 

(5.107) 2N 

( )h n( )sR n

( ) ( ) ( 1)    s n a n b n 

2 2 1,     =0

( ) 1/ 2    = 1

0           otherwise

s

a b n

R n ab n

  


  





 

0 1/ 2
( )

( )

1/ 2
( 1) ( ) ( 1)

0 0 1

( )
( )

1 0 ( ).

x n xs n
x n

n

n n

s n x n



    

      
  

 
     



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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

: (2-يافتن مدل فضاي حالت()5.2)ادامه مثال

:   ( 1) ( )assu n nme    

 

 

0 1/ 2 1/ 2
( 1) ( ) ( )             (5.109)

0 0 1

( )= 1 0 ( )                                                     (5.110)

( )= 1 0 ( ) ( )                                           (5.111)

x n x n n

s n x n

z n x n v n


   

     
   


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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:(SSKFمحاسات در ()5.3)مثال
(:  5.2)مثال SMMبراي 

 

 

0 1/ 2 1/ 2
( 1) ( ) ( )      (5.109)

0 0 1

( )= 1 0 ( )                                             (5.110)

( )= 1 0 ( ) ( )                                   (5.111

( ) 2 (

)

)v

x n x n n

s n x n

z n x n v n

R n n





    
      

    











 5.103

a c

c bP




 
  

 



2( 2)
0 1/ 2 1/ 2

.2( 2)
1/ 2 1

0 0

a b c
a c

a
c b

  
    

      
      
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:(SSKFمحاسات در ()5.3)ادامه مثال

1

1
2

b

c





2

2( 2)(1) (1/ 2)
    2 2 7 / 2 0   0.5 2

2 4

a
a a a a

a

 
        



0
0.5 2

P
a


    

12 0.5
0.9142 0.70712

                 (5.112)
1 0.7071 11

2

P




 
  

     
  

 
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:(SSKFمحاسات در ()5.3)ادامه مثال

(5.104)

2 1/ 2

0.31372 3 / 2
        .         (5.113)

0.24261/ 2

2 3 / 2

K

 
 

         
 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.2

0.4

0.6

0.8

1

K

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
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The Steady State Kalman Filter (SSKF)

:(SSKFمحاسات در ()5.3)ادامه مثال

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-2

-1

0

1

2

 

 

x

xhat

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1

0

1

2
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Input-Output form of Kalman Filter

:، که يک سيستم خطي استSSKFبراي 

 
(5.81)

ˆ ˆ( 1) ( ) ( )        (5.114)
(5.83)

ˆ ˆ( ) ( ).                                                (5.115)
(5.86)

x n I K C x n K z n

s n Cx n

 

 

 


      

 
 



 
1

_  ( ) [ ] .     (5.116)SSKF predictorH z C zI I K C K


     

 
1

_  ( ) [ ]SSKF filteringH z C zI I K C K


     
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Causal Wiener filter and SSKF

.  منحصر به فرد استcausalلازم به ذکر است که يک تخمينگر خطي و 
:نوليک. لذا، مي توان گفت  دو تخمينگر بالا تقريبا يکي هستند

ˆ ˆ:    (5.115) ( ) ( ) 0 ( ),s n Cx n z nSSKF    

1

ˆ ( ) ( ) ( )                     (5.117)
n

i

s n b i z n i



  

0

ˆ:   ( ) ( ) ( ).                (5.118  )
n

i

s n a i zCausal Wiener Filter n i


 

(0) 0
                                        

(0) 0(5.117)

(5.118) :            one-step prediciotn

: .  fil. teringC W

SSKF

ien r F

b

e

a




 





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Causal Wiener filter and SSKF

(:مقايسه دو تخمينگر در پيش بيني( )5.5)مثال 
Causal Wiener Filterو SSKFدو تخمينگر ( 5.3)مثال SMMبراي 

:به صورت زير خواهند بود
1-SSKF:

ˆ ˆ ˆ(5.114) ( 1) ( 1) [ ] ( ) ( ).s n Cx n C I K C x n C K z n  

         

1

, ( ) ( )[ ( )]SSKF predH z C I K C zI I K C K C K

           

(5.112)

,(5.113) 1

0.1716
( ) ,

1 0.1716
SSKF predH z

z
 


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Causal Wiener filter and SSKF

(:مقايسه دو تخمينگر در پيش بيني( )5.5)ادامه مثال 
2-Causal Wiener Predictor:

,

( )1
( )

( )

sz
Wiener pred

z z

zS z
H z

zS S
 



 
  

 

1( ) 1.7071(1 0.1716 )z z zS
  

1

1

( ) 0.5 1 0.5

( ) 1.7071(1 0.1716 )

1.1714
                0.2929 1.7029 0.2929

0.1716

sz

z

zS z z z

S z z

z
z











    
   

  

 
     
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Causal Wiener filter and SSKF

(:مقايسه دو تخمينگر در پيش بيني( )5.5)ادامه مثال 
2-Causal Wiener Predictor:

, 1 1

1 0.1716
( ) 0.2929 .

1.7071(1 0.1716 ) 1 0.1716
Wiener predH z

z z 
   

 

مقايسه دو تابع تبديل                          و                               نشان از معادل
.بودن اين دو تخمينگر دارد

, ( )Wiener predH z , ( )SSKF predH z
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Causal Wiener filter and SSKF

(:filteringمقايسه دو تخمينگر در حالت ( )5.6)مثال 
1-SSKF:

(5.83)
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).

(5.114)
x n I K C x n K z n




   



ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),s n Cx n C I K C x n CK z n

     

1

, ( ) ( )[ ( )]SSKF filtH z C I K C zI I K C K CK

         

(5.112)

,(5.113) 1

0.6863
(5.3) ( ) 1

1 0.1716
SSKF filtExample H z

z
  


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Causal Wiener filter and SSKF

(:filteringمقايسه دو تخمينگر در حالت ( )5.6)مثال 
1-Causal Wiener Filter:

1

,

1

1

1

1

1

( )1 1 0.5 1_ 0.5
( )

( ) ( ) ( ) 1.7071(1 0.1716 )

1 0.2010
0.2929 0.5355

( ) 0.1716

1
(0.2929 0.5355)

1.7071(1 0.1716 )

0.6863
1 .

1 0.1716

sz
SSKF filt

z z z

z

S z z z
H z

z z z zS S S

z
z zS

z
z

z



  

 












   
    

   

 
    

  


 

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The SSKF estimator:

را در SSKFدو قضيه اي که در ادامه ارائه مي گردند، جايگاه استفاده از 
SMM نامتغير بازمان و با حضور نويز هايStationaryروشن مي کنند:

اگر         ماتريسي باشد که                          و زوج                    :5.1قضيه 
:ط اگراگر و فقآنگاه زوج              آشکارپذير خواهند بود . پايدارپذير باشند

•SSKFوجود دارد.
•SSKFبدون باياس خواهد بود.
ه براي معادلمثبت نيمه معينيک حل محدود منحصر به فرد •

.خواهد بود( 5.103)ريکاتي 
.مقدار            مستقل از                 خواهد  بود•

Q0
T

Q Q Q  , Q 

 ,C

P



P


(0) 0P 
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The SSKF estimator:

مي نتيجه قضيه فوق را به منظور سادگي در استفاده از آن به صورت زير
:توان استفاده کرد

اگر               و زوج                    کنترل پذير باشد و زوج         :5.2قضيه 
:رويت پذير باشد آنگاه

•SSKFوجود دارد.
•SSKFبدون باياس خواهد بود.
ه براي معادلمثبت نيمه معينيک حل محدود منحصر به فرد •

.خواهد بود( 5.103)ريکاتي 
.مقدار            مستقل از                 خواهد  بود•

0Q  , Q  ,C
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

P


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