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تئوري تخمين و فيلترهاي بهينه

Lecture 7

Nonlinear Estimation

باسمه تعالی

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni
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. هاي خطی معرفی گشتSMMدر بخش هاي قبلی فيلتر کالمن براي •
ها به صورت غيرخطی بيان می SMMوليکن در بسياري از موارد 

. شوند
خواهيم Extended Kalman Filterلذا در این بخش به معرفی •

.پرداخت

مقدمه
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غيرخطیSMMمعرفی •

The Extended Kalman Filter

( ) :         zero mean white noise

        ( ) ( ) ( );

where,   :  covariance matrix
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( ) :         zero mean white noise
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where,   :  covariance matrix
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غيرخطیSMMمعرفی •

The Extended Kalman Filter
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( ), ( ) :  scalar valued functionsi jx x 



3

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

5

راي مشاهدات را ب/با توجه به اینکه فيلتر کالمن مدل خطی سيگنال•
SMMتخمين در نظر می گيرد می توان از مدل خطی سازي شده 

:لذا. استفاده نمود

مشاهدات/خطی سازي مدل سيگنال

 ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ...            (8.3)x n x n J x n x n x n    
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  ( )               (8.4)
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:به طور مشابهی براي تابع             حول         خواهيم داشت•

مشاهدات/خطی سازي مدل سيگنال

ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ...            (8.5)x n x n J x n x n x n         

( ( ))x n

:در نتيجه•

ˆ ( )x n

 ˆ ˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )            (8.6)x n x n J x n x n x n n     

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )            (8.7)z n x n J x n x n x n v n        

استفاده می ( EKF)و از این مدل جهت اعمال فيلتر کالمن توسعه یافته 
.شود
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter

از          a prioriمشابه استخراج معادلات فيلتر کالمن در این مرحله تخمين 
:ارائه می گردد ˆ ( )x n

 ˆ( ) ( ) | 0Unbiased Estimation E x n x n Z     

ˆ ( ) ( )           (8.8)x n E x n Z  
 

 ˆ ˆ ˆ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1) ( 1) ( -1)          (8.9)E x n J x n x n x n n Z 
        

 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1) ( 1)

           + (n-1)                                              

x n x n J x n E x n x n Z

E Z





 



        
 

 
 
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter



 ˆ( 1) ( 1) 0Unbiased Estimation E x n x n Z      
 

( 1) 0E n Z    
 

ˆ ˆ( ) ( ( 1))x n x n  

در بخش به روز رسانی زمانی لازم است تخمين ماتریس کوواریانس
ردد که لفظ شرطی به این دليل اضافه می گ. شرطی نيز محاسبه گردد

از مدل خطی سازي شده و به ازاي مشاهدات         این ماتریس 
.محاسبه می گردد

Z 
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• Time Update:

The Extended Kalman Filter



ˆ( ) ( ) ( )                                       (8.11)P n Cov x n x n Z    
 

ˆ ˆ( ( ) ( ))( ( ) ( ))                   (8.12)TE x n x n x n x n Z     
 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1)+ ( -1) - (  )P n Cov x n J x n x n n x n Z 
       

 

ˆ( ) [ ( ( 1)) ( 1) ( -1) ]            (8.13)P n Cov J x n x n n Z 
    

:با توجه به استقلال خطاي تخمين از نویز فرایند خواهيم داشت

Estimation Theory                                      

by Dr B. Moaveni

10

• Time Update:

The Extended Kalman Filter

:در صورتيکه

ˆ ˆ    ( ) ( ( 1) ( 1) ( ( -1)) ( -1)                 (8.14)T TP n J x n Cov x n Z J x n Q n 

       
 

ˆ( ) ( )  = ( ) ( )             (8.15)P n Cov x n Z Cov x n x n Z       

:آنگاه

ˆ ˆ( ) ( ( 1) ( 1) ( ( -1)) ( -1)             (8.16)T T

cP n J x n P n J x n Q n

     
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

ن در این مرحله با فرض بدون بایاس بودن تخمين          و متعامد بود
خطاي تخمين          بر مشاهدات                                         به دنبال 

:یافتن تخمين          به صورت زیر خواهيم بود

ˆ ( )x n

( )x n
( 1), , (2), (1)z n z z

ˆ( )x n

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )            (8.17)x n b n K n z n 

:با توجه به اینکه تخمين          بدون بایاس است لذا ˆ( )x n

ˆ( ) ( ) 0E x n x n Z   
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:در معادله قبل( 8.17)و ( 8.7)با جایگزینی معادلات 

ت نه لازم به ذکر است که          ثابت است چرا که فقط به      وابسته اس
:   در نتيجه. به         آخرین مشاهده
ˆ ( )x n

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) 0          
E x n b n K n x n J x n x n v n Z

Z 

( )z n

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

                                [ ( ) ] ( )   [ (        

[ ( ) ]

   (8.1 )) ] 8

E xb n E b n Z K n

E

x n K n J x n

E

n Z

vK nn Zx n Z

        

 
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

در حاليکه
 [ ( ) ] 0Unbiased Estimation E x n Z 

[ ( ) ] 0E v n Z 

ˆ( ) ( ) ( ( )) [ ( ) ]b n K n x n E x n Z    

(8.8) ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( ))b n x n K n x n  

(8.17) ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ( ))]            (8.19)x n x n K n z n x n   
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:براي یافتن ماتریس           از اصل تعامد استفاده می شود ( )K n

(8.19)

 ˆ( ) ( ) ( ) 0,     1,..., .         (8.20)TE x n x n z i Z i n    

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) 0,     1,..., . TE x n x n K n z n x n z i Z i n         

 ˆ  ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) 0,     1,..., .    (8.21)TE x n K n z n x n z i Z i n         

که
( ) ( ) 0,             1,2, , 1TE x n z i Z i n     
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

(:8.7)لذا براي                و با استفاده از رابطه  i n

 

 

ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ          ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) =0        (8.22)   

  

  

  


  


T

E x n K n J x n x n K n v n

x n J x n x n v n Z





:ه با توجه به شرط بدون بایاس بودن تخمين و مستقل بودن از مشاهد

            ( )   ( ) 0                      E x n Z Z E x n Z Z           

( )z n
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:را می توان به صورت زیر بازنویسی نمود( 8.22)رابطه 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) 0T TP n J x n K n J x n P n J x n K n R n  

      

:عبارت خواهد بود ازEKFدر نتيجه بهره فيلتر کالمن در 

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )        (8.23)T TK n P n J x n J x n P n J x n R n  


       
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

:همچنين براي ماتریس کوواریانس شرطی خطا خواهيم داشت

:خواهيم داشت( 8.23)با جایگزینی از رابطه 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

ˆ ˆ        ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )

ˆ ˆ            + ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )                   (8.24)

  

    

  

       

  

  

T T

T T

P n Cov x n x n K n J x n x n v n Z

P n P n J x n K n K n J x n P n

K n J x n P n J x n R n K n



 

 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )            (8.25)P n P n K n J x n P n

   
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• Measurement Update:

The Extended Kalman Filter

ˆ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )                                       (8.28)   P n P n K n J x n P n

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ))[ ( ( )) ( ) ( ( )) ( )]      (8.26)T TK n P n J x n J x n P n J x n R n  

      

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ( ))]                                       (8.27)x n x n K n z n x n   

• Time Update:

ˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )         (8.29)T TP n J x n P n J x n Q n 

    

ˆ ˆ( 1) ( ( ))                                                        (8.30)x n x n  
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مثال

The Extended Kalman Filter
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ادامه مثال

The Extended Kalman Filter
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ادامه مثال

The Extended Kalman Filter
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ادامه مثال

The Extended Kalman Filter
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• Measurement Update:

The Iterated Extended Kalman Filter

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ,i) ( ( , ))[ ( ( , )) ( ,i) ( ( , )) ( )]

ˆ ˆ ˆ( , 1) ( , ) ( )[ ( ) ( ( , ))]    

ˆ( , 1) ( ,i) ( ) ( ( , )) ( , )         

     

  

   

 

   

  

T TK n P n J x n i J x n i P n J x n i R n

x n i x n i K n z n x n i

P n i P n K n J x n i P n i

  





• Time Update:

ˆ ˆ( 1) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

ˆ ˆ( 1) ( ( ))   

T TP n J x n P n J x n Q n

x n x n

 







   

 

ˆ ˆ( ,0) ( )

( ,0) ( )

x n x n

P n P n

 

 





( ) ( , 1)

ˆ ˆ( ) ( , 1)

P n P n N

x n x n N





 

 

i N
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مثال

The Extended Kalman Filter
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The Iterated Extended Kalman Filter
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