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شناسایی سیستم

Lecture 2

مقدمه ای بر فرایندهای اتفاقی

Introduction to Stochastic Process

باسمه تعالی

System Identification                   

by Dr B. Moaveni

دازه در مسائل شناسایی سیستم از مقدار ورودی به سیستم و مقدار ان•
از . گیری شده خروجی جهت شناسایی مدل سیستم استفاده می گردد

خروجی ترم نویزی       معمولا به صورت -آنجا که در مشاهدات ورودی
مودن فرموله نتصادفی تغییر می کند، لذا مدل سازی نویز        نیازمند 

. استسیگنال های تصادفی

تایج یک متغیر تصادفی بر اساس نتایج ممکن یک آزمایش از مجموعه ن•
Sتعریف می شود.

.می باشدSزیر مجموعه رخدادهای Aیک رویداد •

مقدمه
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وعه از مجموعه      به مجمتابعییک متغیر تصادفی      عبارت است از •
.اعداد حقیقی

:البته ممکن است ساختار نوشتاری زیر نیز استفاده گردد•

متغیرهای تصادفی
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نمایش P(A)را با Sمجموعه رخ دادهای ازAاحتمال رخ دادن واقعه •
.می دهند

:برای             معادلات  و نامعادلات زیر صادق هستند•

•

متغیرهای تصادفی

( )P A 

0 ( ) 1                       (2.1)P A 

( ) 1                             (2.2)P S 

A S
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•

•

با S( Probability Space)در فضای  احتمالیxیک متغیر تصادفی •
.آن مشخص می گرددتابع توزیع احتمالاستفاده از 

ر یا عبارت است از احتمال اینکه مقدار متغیر تصادفی     کوچکت
.مساوی مقدار حقیقی     باشد

متغیرهای تصادفی

( ) ( ) ( ) ( )

A S

B S P A B P A P B P A B

A B

 


     
  
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(2.3)   

( ) 1 ( )
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 
 

 

 ( ) : ( )F x P S x x   x

( )F x
x

x

x
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ابل با توجه به تعریف تابع توزیع احتمال معادلات زیر در مورد آنها ق•
.  توجه می باشند

هشی غیر کانشان می دهد که تابع توزیع احتمال یک تابع ( 2.6)رابطه •
(non-decreasing )است.

متغیرهای تصادفی

( ) 0 
              (2.4)

( ) 1

F

F

  


  

x

x

0 ( ) 1  for all           (2.5)F x x 
x

1 2 1 2If     ( ) ( )          (2.6)x x F x F x  
x x
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یز قابل متناظر نتابع چگالی احتمالهر متغیر تصادفی     با استفاده از •
تمال آن که این تابع عبارت است از مشتق تابع توزیع اح. توصیف است

.متغیر تصادفی

متغیرهای تصادفی

( )               ( )( 2.7)
d

F x
dx

f x 
xx

x

(2.7)      ( ) ( )        (2.8)

x

F x f x dx


  x x

:معادلات زیر قابل استنتاج خواهند بود( 2.8)و (2.7)با توجه به روابط •

( ) 1f x dx





 x
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متغیرهای تصادفی
:معادلات زیر قابل استنتاج خواهند بود( 2.8)و (2.7)با توجه به روابط •

2

1

1 2 1 2 2 1If      ( ) ( ) ( ) ( )

x

x

x x P x x x F x F x f x dx        x x x

Most likely va of Rlue V :x

( )
|   max ( )     0

x

x

df x
x f x dx
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

 
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 


x
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متغیرهای تصادفی
:مثال• working normally, not working normallyS 

x

   working normally 0.9,   not working normally 0.1P P 

   working normally 0,      not working normally 1 x x

:پس می توان متغیر تصادفی      را به صورت زیر تعریف نمود

 

 The Probability Distribution Function:

0,           0

                     ( ) : ( ) 0.9,   0  1

1,            1

x

F x P S x x

x
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




     
 

x
x

  0.9 ( ) 0.1 ( 1)( ) xx xf     
x
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متغیرهای تصادفی
توزیع یکنواختمتغیر تصادفی با : مثال•

[-1,1]S 

( ) x

(پیوسته )تابع توزیع احتمال 

 
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متغیرهای تصادفی
گوسی یا نرمالمتغیر تصادفی : مثال•

( ) x

2

2

( )

2
1

  
2

:  real number

:  

( )

positive number

x

f x e














x

:با فرض توزیع گوسی•

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

2 :   most likely valuex  
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توزیع شرطی و چگالی شرطی
:  RV

: probability Space

:   is an event

S

A S A

x

  
  

 

: ( )
 ( | ) : ( ) |

P S x A
F x A P S x A

P A

 
 

  
   x

x
x

:تابع توزیع شرطی•

:تابع چگالی شرطی•

( | )
 ( | )

dF x A
f x A

dx
 x

x
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توزیع شرطی و چگالی شرطی

:مثال•
 

0,                                  1

( ) : ( ) 0.5( 1),                 -1  1

1,                                   1

x
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تابع از متغیر تصادفی

:مثال•

:  real valued function

( )y   x

 ( ) : ( )F y P S y   y y

    ( ) ( )y    x

 ( ) ( ) ( )y x x     

   ( ) : ( )F y P S y     y x

   ( ) : ( ) ( )
yy

F y P S F 
 

    
y x

x
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گشتاور یک متغیر تصادفی

امید ا یمقدار میانگینگشتاور اول یک متغیر تصادفی را : امید ریاضی•
.گویندمرکز ثقل تابع چگالی احتمالآن متغیر یا ریاضی

:  RV

( ) : probability density functionf x
x

x

of moment    :  ( )t i ih x E x x f xi dx





     x

  ( )E x x f x dx





  x

 1 2

1

1
: , , ,       

N

N i

i

x x x E x x
N 

  x
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گشتاور یک متغیر تصادفی

:مثال•

1 2

2 1

:  Uniformly Distributed RV

1
( )x x x f x

x x
   


x

x 

 
2

1

2 1

2 1

1
  ( )

2

x

x

x x
E x x f x dx x dx

x x






   

 x

سیمقدار میانگین یک متغیر تصادفی گو: مثال•

2

22

( )

2
1

     ( )( , ) :
2
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گشتاور یک متغیر تصادفی

مقدار میانگین یک متغیر تصادفی گوسی: ادامه مثال•

  [ ] :   most likely valueE x  

:گشتاور مرتبه دوم•

2 2 ( )   >0        :   mean of the square/ mean squareE x x f x dx





     x

2 2

1 2

1

1
: , , ,       

N

N i

i

x x x E x x
N 

    x
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دفیواریانس و انحراف معیار یک متغیر تصا

:واریانس یک متغیر تصادفی•
امید ریاضی مجذور فاصله تا مقدار میانگین 

2
[ ]

              :   mean of 

Var x E x 



  
 

x

:انحراف معیار یک متغیر تصادفی•
]جذر واریانس یک متغیر تصادفی ]Var x 

   
222

[ ] [] ( ][ )Var x x f x dx E x E x




   x
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:مثال•

1 2

2 1

:  Uniformly Distributed RV

1
( )x x x f x

x x
   


x

x 

 

2

1

2 2
2 2 2 1 2 1 2

2 1

2 2 2 2 2
22 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1
  ( )

3

2 ( )
[ ] [ ] [ ]

3 4 12

x

x

x x x x
E x x f x dx x dx

x x

x x x x x x x x x x
Var x E x E x





 
      

    
     

 x

ت و معلوم بودن مقدار میانگین و واریانس برای توصیف توزیع یکنواخ: توجه•
.کندتوزیع گوسی کافی است ولیکن در حالت کلی این دو مشخصه کفایت نمی

دفیواریانس و انحراف معیار یک متغیر تصا
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:  Jointly Distributed RVsx, y 

  Joint Distrbuted Function:      ( , ) ,F x y P x y  x,y x y

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

2

, ( , )
Joint Density Function:      ( , )

x yF x y
f x y

x y




 
x,y

   , =  ( , )  

y x

P x y f x y dx dy
 

     x,yx y

( )=  ( , ) 

 

(y)  ( , ) 

f x f x y dy

f f x y dx













 










x x,y

y x,y
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:  Uncorrelated RVs [ ] [ ] [ ]  E xy E x E y x, y 

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک
رکامید ریاضی دو متغیر تصادفی با توزیع مشت•

  ( , )  E xy xy f x y dx dy

 

 

   x,y

yو xکوواریانس •

:  Uncorrelated RVs  Cov[x,y]=0x, y 

  [ , ] [ ] [ ]Cov x y E x E x y E y    
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, ,( , ) ( ) ( )    ( , ) ( ) ( )  x y x y x y x yF x y F x F y f x y f x f y  

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک
دو متغیر تصادفی مستقل•

:دو متغیر تصادفی مستقل خوانده می شوند اگر

( uncorrelated)اگر دو متغیر تصادفی مستقل باشند غیر همبسته : توجه
.نیز هستند

:تابعی از دو متغیر تصادفی•

( , )z x y     , ( , )  E z x y f x y dx dy

 

 

   x,y
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:مثال•

z x y         E z E x E y  

If ,  are uncorrelatedx y        Var z Var x Var y  

If ,  are independentx y

  ( ) ( ) ( ) ( )* ( )z x y x yf z f z y f y dy f z f z





   

:نتیجه
2

2

2 2

:  ( , )

:  ( , )    is :  ( , )

,  are Indepen

Gaussian

dent

x

x

y yx

x

y y

x N

y N z x y N

x y

 



 



 



   





دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک
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:توابع توزیع شرطی•

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

1 2

:  Jointly Distributed RVs

where,  are real numbers
x x

y





x, y 

  
 

 
1 2

1 2 1 2

1 2

Conditional Distrbuted Function:

,
            ( | ) |

P y x x
F y x x x P y x x

P x x

  
      

 
y

y x
y x

x

 

 

2

1

2

1

1 2 ,

1 2

, ( , )  

( ) 

x y

x y

x

x

x

x

P y x x f x y dx dy

P x x f x dx



   

  

 



y x

x

,where
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:توابع چگالی شرطی•

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

2

1

2

1

,

1 2

1 2

( , ) 
( | )

( | )

( ) 

x

x y

x

x

x

x

f x y dx
F y x x x

f y x x x
y

f x dx

  
   







y

y

,

,1

2

( , ) 
( , )         

If       ( | )
( ) 

( ) 

x x

x y

x yx

x x

x

x

x

f x y dx
f x y xx x

f y x x x
x x x f x x

f x dx






      

   




y x

,

0

( , )
  ( | ) lim  ( )

( )

0
|

x y

x
x

f x y
f y x f y x

x
x x

f x 
    


  


y y
x x
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:Bayesرابطه •

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

,

,

( , )
  ( | )

( )

( , )
similarly:   ( | )

( )

x y

x

x y

y

f x y
f y x

f x

f x y
f x y

f y


   



 



y

x

x

y

( | ) ( )
 ( | )

( )

f x y f y
f y x

f x


 

x y

y

x

y
x

26
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:مثال

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

2

,  are independent

(0,

( | ) ?

)

z

y

z x y

x y

y

f z x

N 



  










x

     

   

, , ,

                                                      
independence

P z x P z x P z x x

P z x P x

        

   

z x x + y x y x

y x

2

2

( )

21
( | ) ( )           (2.45)

2

y

z x

y

y

f z x f z x e







    
z

x

27
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(Byaesاستفاده از رابطه : )مثال

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

2

2

,  are independent

( , )

( ,

( | )

)

?
x x

y y

z x y

x y

x N

y

f z

N

x
 

 




 


  





x
z

2

2

( )

21
(2.45)    ( | )  

2

y

z x

y

f z x e







  
z

x

 
 

2

2 2

( )

2

2 2

2 2 1
 is :  ( , )    ( )

2
Gaussian

z

x x

z

x

x xy

x

yz x y N f z e



 
 

  






    


z

 

2 22

2 2 2 2

( ) ( )( )
2 2

2 2 2 ( | ) ( )
    ( | )  

( ) 2

x z

y x X y

z zz x

X y

y x

f z x f x
f x z e

f z

 

    

 

 
  


   z x

x

z

x
z

28
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:امید ریاضی شرطی

دو متغیر تصادفی با توزیع مشترک

 

   

 ,

( )

( ) | ( | ) ( ) 

( ) ( ) 

| ( | ) 

y x

x y y

y x

E x E E yf x f x dydx

yf dydx yf dy

E x y

y

f x dy

E

 

 

  

 



 







 

    

 







 

 

  

y x y x

y x y x

x, y y

   |E E E y   y x

29
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متغیر های تصادفی برداری

1 2, , , :   jointly dsitributed RVs on N N Sx x x

1

2

1

2
vect

(

or RV  

)

( )
( )

( )N

S

N












 
 
 

 
 
 
 






 


 
 

x

x
  x =

x

x

x
x =

x

 

 
 

 

1

2

N

E

E
E

E

 
 
 
 
 
  

x

x
x =

x

     ( )    : Symmetric and P.D. 
T

N NCov E E E
   
 

x x x x x

30
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متغیر های تصادفی برداری

1 2, , , :   jointly dsitributed RVs on N N Sx x x

 1 1 2 2

1 2

( ) , , ,

( ) ( )

N N

N

N

F x P x x x

f x F x
x x x

   



  

x

x x

x x x

31
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سیگنال های گسسته در زمان تصادفی

 , ( 2), ( 1), (0), (1), (2),     ( ) : ,x x x x x x n n     

شته یک سیگنال گسسته در زمان تصادفی را می توان به صورت یک ر
:عددی نمایش داد

فوق ها متغیرهای تصادفی با توزیع مشترک هستند و با نمایشx(n)که 
.شناخته می شوندسیگنال تصادفی دو طرفهیک 

:ه نمودرا به صورت زیر می توان ارائسیگنال تصادفی یک طرفهمثالی از 

(0), (1), (2),           ( ) : 0x x x x i i 

32
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سیگنال های گسسته در زمان تصادفی

   ( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )  ( ) ( )x x i x jR i j E x i x j x i x j f x i x j dx i dx j

 

 

   

خصات یک سیگنال گسسته در زمان تصادفی را می توان با استفاده از مش
.آن معرفی نمود( Autocorrelation function)تابع خود همبستگی 

ا بین ممعیاری از میزان همبستگیخود همبستگی یک سیگنال، :توجه
.نمونه های آن سیگنال است

, :   integer valuei j

33
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سیگنال های گسسته در زمان تصادفی

( 1) ( )

0

x n ax n

a

a

 





:مثال

( , ) ?xR i j 

  2
( ) (0)

( , ) ( ) ( ) (0)
( ) (0)

i

i j

xj

x i a x
R i j E x i x j a E x

x j a x


 

     
 

0
If    ( , ) 0

:
x

a
R i j

i j odd

 
 

 

34
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سیگنال های گسسته در زمان تصادفی

 

( ) :  random signal

( ), ( ) :  are independent for all ,

( ) 0,   

x n

x i x j i j

E x i i 

:مثال

 
   

2( )                 
( , ) ( ) ( )

( ) ( )      
x

E x i i j
R i j E x i x j

E x i E x j i j

       


  ( , ) 0,       

                  there is no correlation between the samples of signal 

                 Random Signal is  

x

Pure

R i j i

l

j

y Random

  





    There is correlatioIf  ( ) 0,     n between the sample s.iE x i c i  

35
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:Wide-Sense Stationaryسیگنال های 

   

   

  ( )   (a constant value)   ,

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,   , , :  integ

(1)

e(2) r

E x n c n

E x i x j E x i k x j k i j k

     


   





:گویند اگرWSSیک سیگنال تصادفی گسسته در زمان را 

 2(2)   :   ( )      Var ( )j i E x n cte x n cte      

باشد این است WSSدر نتیجه شرط لازم اینکه یک سیگنال تصادفی 
.ثابت باشدnبه ازای هر x(n)که میانگین و واریانس 

36
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:Wide-Sense Stationaryسیگنال های 

سی یا یک سیگنال متشکل از متغیرهای تصادفی با توزیع گو: نتیجه
میانگین و واریانس آن اگر و فقط اگراست WSSتوزیع یکنواخت 

.ثابت باشد
.  این شرط در حالت کلی و برای سایر توزیع ها درست نیست

:WSSخواص سیگنال های 

   ( , ) ( ) ( ) (0) ( ) (0, )

  If   ( ) (0, )     

( ) (

1, 2,

)

0,x x

x x

x x

R i j E x i x j E x x j i R j i

k j i

R k R k

R k R k k

     



       



 

37
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:Wide-Sense Stationaryسیگنال های 

(نویز سفید: )مثال
باشد ن صفرمیانگیبا مستقلاگر سیگنالی متشکل از متغیرهای تصادفی 

است اگر و فقط اگر WSSیک سیگنال 

.ممی دانینویز سفیدسیگنالی با مشخصات فوق را : توجه

 2 2( ) ( )E x n Var x n cte     

2 ( ) ( )xR k k  

1   0
,  ( )

0   0

k
where k

k



 



38
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:Wide-Sense Stationaryسیگنال های 

WSSسیگنال : مثال

       ( ) ( ) ( 1) 0   E x n E n E n n      

    

 

       

 ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

           ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

           ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) (

            is SS

1)

W

E x i x j E i i j j

E i j i j i j i j

E i j E i j E i E

x

j i j

   

       

       

       

       

  



    

( ) ( ) ( 1)x n n n   

 
2 2

,     ( ) :   white noise

               ( ) 0

               ( )

where n

E n

E n





 



   

39
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:Wide-Sense Stationaryسیگنال های 

WSSسیگنال : ادامه مثال

 

       

   2 2

 ( ) ( )

            = ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

           2 ( ) ( 1) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1)

E x i x j

E i j E i j E i j E i j

j i j i j i k k k

       

       

 

      

            

( ) ( ) ( 1)x n n n   

همبسته هستند اگرو     متغیرهای تصادفی  :نتیجه
    

1

1

j i

j i

j i




 
  

( )x i( )x j

40
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(Autocorrelation)تخمین تابع خود همبستگی 

ود تخمین از تابع خ. با میانگین صفر باشدWSSاگر        یک سیگنال 
.ایندهمبستگی          را با           نشان داده و به صورت زیر تعریف می نم

( )nx

ˆ ˆ        ( ) ( ),        1 2, ,* , 1x xR k R k k N      

(1), (2), , ( ) :    sample values of RV ( )x x x N nx

ˆ ( )xR k ( )xR k

1

1ˆ ( ) ( ) ( ),           0,1,2, , 1
N k

x

i

R k x i x i k k N
N





   

41
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(Autocorrelation)تخمین تابع خود همبستگی 

:به منظور ارزیابی وضعیت تخمین           به صورت زیر عمل می شود

   ˆ       If    ( )*    ) (x xN R k R k  

ˆ ( )xR k

 

1

1

1ˆ ( ) ( ) ( ),           0,1, 2, , 1

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

N k

x

i

N k

x x

i

R k x i x i k k N
N

N k
E R k E x i x i k R k

N N









   


    
 





.  در نتیجه           یک تخمین بایاس شده از           است

:در بهترین حالت

ˆ ( )xR k( )xR k

ˆ       ( ) ( )* x xE R k R k  
 

42
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(:Power Spectrum)طیف توان 

تابع چگالی توان. با میانگین صفر باشدWSSاگر          یک سیگنال 
(power spectral density )یا /و(power spectrum ) آن با تبدیل فوریه

:گسسته در زمان آن و به صورت زیر تعریف می گردد

( )nx

( ) ( )                           (2.67)j jk

x x

k

S e R k e 






 

.یان می کنداین تابع توزیع فرکانسی توان سیگنال را بر حسب فرکانس ب

( ) 0

( )
:

( ) is periodic fuction of  with period 2

( ) is symmetric about 0 

j

x

j

x

j

x

j

x

S e

S e
properties

S e

S e









 



 





 

43
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(:Power Spectrum)طیف توان 

با میانگی صفر را در نظر بگیریدWSSنویز سفید : مثال

( ) :  white noisenx

2    ( ) ( ) ( )j jk jk

x x

k k

S e R k e k e   
 

 

 

 
    

 
 

2  ( ) ( )xR k k  

ر         در نتیجه طیف توان سیگنال نویز سفید دارای دامنه ثابتی براب
.گویندتوان نویزاست که به آن 

2

44
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(:Power Spectrum)طیف توان 

عبارت است از اینکه( 2.67)شرط همگرایی معادله : توجه

( )x

k

R k




 

ی و این شرط بر قرار خواهد بود اگر و فقط اگر           دارای هیچ قطبی رو
.دایره واحد نباشد

( )
( ) ( ) =                           (2.69)

( )

k

x x

k

N z
S z R k z

D z






 

( )xS z

45
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دو سیگنال تصادفی

گویند اگر هر دوی انها jointly distributedدو سیگنال تصادفی را 
.تعریف شده باشندSروی یک فضای احتمالی 

 ,            

Cross Correlat

    ( , ) ( ), ( )     , :  integer value

ion fu

s

nction:

x yR i j E x i y j i j

باشند آنگاه تابع                  WSSاگر         و          دو متغیر تصادفی 
.تابعی از تفاضل            خواهد بود

( )nx( )ny
, ( , )x yR i j

j i

46
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

با ورودی غیر (deterministic)ابتدا یک سیستم غیر تصادفی 
:تصادفی را به صورت زیر در نظر بگیرید

( ) ( , ) ( )                    (2.73)
i

y n h n i u i




 

.که               پاسخ ضربه سیستم می باشد
را میتوان به صورت ( 2.73)اگر این سیستم نامتغیر با زمان باشد رابطه 

زیر بازنویس نمود

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.74)
i

y n h n i u i




 

47
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

ادفی سیگنال تص. اگر ورودی این سیستم یک ورودی تصادفی        باشد
:خروجی عبارت است از

( ) ( , ) ( )                    (2.75)
i

n h n i i




 y 

.که               پاسخ ضربه سیستم می باشد
را میتوان به صورت ( 2.75)اگر این سیستم نامتغیر با زمان باشد رابطه 

زیر بازنویس نمود

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.76)
i

n h n i i




 y 

( )n

ت لذا از با توجه به اینکه            یک متغیر تصادفی است و یک عدد نیس
.روابط فوق          قابل محاسبه نمی باشد

( )n

( )ny

48
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System Identification                   
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

و ( 2.75)اگر       به عنوان نمونه های از         معرفی شود آنگاه روابط 
.را می توان به صورت زیر بازنویسی نمود( 2.76)

( ) ( , ) ( )                    (2.77)
i

y n h n i i




 

.که               پاسخ ضربه سیستم می باشد
را میتوان به صورت ( 2.77)اگر این سیستم نامتغیر با زمان باشد رابطه 

زیر بازنویس نمود

( , )h n i

( ) ( ) ( )                    (2.78)
i

y n h n i i




 

( )n

.خروجی این معادلات،            ، نمونه هایی از متغیر تصادفی          است ( )ny

( )n

( )y n
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

به اما نکته مهم محاسبه خصوصیات تصادفی متغیر تصادفی خروجی
.صورت تابعی از خصوصیات متغیر تصادفی          است

نا در اما در حالت کلی این امکان وجود ندارد، ولیکن به صورت یک استث
دفی صورتی که ورودی یک متغیر تصادفی گوسین باشد متغیر تصا

واریانس خروجی نیز یک متغیر تصادفی گوسین خواهد بود که میانگین و
.آن قابل محاسبه است

( )n
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

:محاسبه تابع خود همبستگی خروجی
بودن خروجی به ازای WSSبه منظور محاسبه تابع خود همبستگی ابتدا 

.اثبات می گرددWSSورودی تصادفی 
.فرض می شودBIBOپایدار و نامتغیر با زماندر اینجا سیستم 

 

   

  is BIBO stable

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                   ( ) ( ) ( )

                                   ( c) onstan

)

t

(1
i i

i

h

y n h n i i E y n E h n i i

E y n h n i E i

E y n A

 





 

 





 
     

 

 
   

 

  

 


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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

.بودن سیگنال خروجی برآورده گشته استWSSدر نتیجه هر دو شرط *

 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( )

(2

(

)

)

r l

r l

r l r l

E y i y j E h i r r h j l l

h i r h j l E r l

h i r h j l E r k l k

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
     

   

 


   



 

 

 

 

                            = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

r l

r l

h i

E y i k y

r k h j l k

j

E r l

E h i r k r h j r l kk

 

 

 

 

 

 





      

   
       

  







 

 
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

محاسبه تابع خود همبستگی

   

 

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                       

( )

     = ( ) ( ) ( ) ( )

                            = ( ) ( ) (0) (

r l

r l

r l

yR k E y n y n k E y y k E h r r h k l l

h r h k l E r l

h r h k l E l

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
        

   

 

  

 

 

   
( )

)                             (2.80)

                            = ( ) ( ) ( )=   ( )* ( )* ( )    ( . 2 81)

R l r

r l

h k h k R k

r

h r h k l R l r



 



 

 

   

ه ارتباط نشان دهنده اپراتور کانولوشن بوده و این رابطه توصیف کنند* که 
.خروجی یک سیستم با ورودی تصادفی است-ورودی
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

is not
is 

  WSS
1        WSS 

 is 

  WSS
2            or  WSS

 i

not

is not
T.V.

T.I.

i

s

s
is

 

If y
h

If y
h





 
  

 

 
  

 

رای محاسبات انجام شده در خصوص محاسبه تابع خود همبستگی خروجی ب
نکات لذا لازم است به. یک سیستم نامتغیر با زمان و پایدار صورت گرفت

:زیر نیز توجه داشت
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

:خروجی-بین ورودیCross Correlationمحاسبه تابع 

   

 

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )

                            = ( ) (0) ( )

                            = ( ) ( )                             ( ) (* )
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







  
      

  



 





 86)
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

( ) ,  0

( ) 0,    0

1

nh n a n

h n n

a

  


 
 

دسیستم علی نا متغیر با زمانی را به صورت زیر در نظر بگیری: مثال

     
1

( ) ( ) ( ) ( )
1i

E y n h n i E i E n
a

 




 
   

 


(2.81)  ( ) ( )k r l

y

r l

R k a R l r

 
 

 

   

ست اگر فرض شود که ورودی نویز سفید با میانگین صفر و واریانس       ا
:آنگاه

2

2( ) ( )R k k  
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

: ادامه مثال
در نتیجه

20
2 2 2 2

2
0

(2.81)  ( ) ( )

                         ,     for 0
1

k r l

y

r l

k r k r k

r r

R k a R l r

a a a a k
a




 

 
 

 




 

   

   


 

 
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

:چگالی طیفی خروجی
ت مفروض در اسلایدهای قبل تابع چگالی طیفی به صورLTIبرای سیستم 

:با استفاده از تبدیل فوریه گسسته در زمان. زیر خواهد بود

2

(2.81)  ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( )                  (2.88)

j j j j

y

j j j

y

S e H e H e S e

S e H e S e

   



  



 

 

:اگر ورودی نویز سفید با واریانس      باشد، آنگاه

2
2( ) ( )j j

yS e H e  

2
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یسیستم های گسسته در زمان با ورودی های تصادف

:جمع بندی

 trans. 1(2.88)  ( ) ( ) ( ) ( )                 (2.89)Z

yS z H z H z S z

 

 

( ) ( )

( ) ( )

y yS z Z R k

S z Z R k 

   



( ) ( )y yS z Z R k 
   

 trans.(2.86)  ( ) ( ) ( )                 (2.90)Z

yS z H z S z  
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یک طرفه و دو طرفهzبا تبدیل PSDارتباط 
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توصیف سیستم به صورت معادله تفاضلی

خروجی توصیف به صورت-یکی از شکل های مهم  توصیف ارتباط ورودی
.معادله تفاضلی است

1 0

( ) ( )+ ( )                 (2.91)
N M

i j

i j

y n a y n i b n j
 

   

1

0 1

1

1

( )
1

M

M

N

N

b b z b z
H z

a z a z

 

 

  


  

:عبارت است ازZکه تابع تبدیل متناظر با آن در حوزه 
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توصیف سیستم به صورت معادله تفاضلی

(:محاسبه میانگین)مثال 
( ) ( 1) ( )y n ay n n  

اهیم به منظور مقایسه نتایج با محاسه میانگین سیگنال خروجی آغاز خو
:کرد

1

( ) ? ,      01
( )

1 ( ) ? 0,        0

nh n a n
H z

az h n n


   
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:به شرط                
 

1
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1
E y n

a

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1a 
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توصیف سیستم به صورت معادله تفاضلی

(محاسبه تابع خود همبستگی خروجی: )مثال
( ) ( 1) ( )y n ay n n  

 

 

   
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:با توجه به اینکه         هیچ وابستگی به               برای            ندارد  ( )y n

     ( ) ( ) ( ) ( ) 0E y n n k E y n E n k    

( )n j 1j 
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توصیف سیستم به صورت معادله تفاضلی

(محاسبه تابع خود همبستگی خروجی: )ادامه مثال

 ( ) ( ) ( 1) ( 1)y yR k aE y n y n k aR k    

:از طرفی
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تمرین ها و پروژه ها

2.1-2.5

2.10

2.17

2.23

: 2پروژه 
.متغیرهای حالت را در نظر بگیرید2یک سیستم پیوسته دو ورودی و دو خروجی و -1
را مقایسه با انتخاب زمان نمونه برداری مناسب گسسته سازی انجام پذیرفته و نتایج-2

.کنید
حوه نحوه انتشار میانگین و کواریانس خروجی متغیرهای حالت را محاسبه کرده و ن-3

.تغییرات را نشان دهید
.  را برای همان سیستم در حالکه آن را ناپایدار کرده اید انجام دهید3مرحله -4
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