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 ی تعالبسمه

د  کینماتیس  مبحث در    کی نام یو  عموم  هادانشگاهجسم صلب  مقطع  سه   سانس یلفوق و    یتخصصی،  در 

 .گرددی م س یتدر

  ر ی نظ  یدر کتب   که  است  ن ی ، ا باشدیم  سانس یلفوقو    یتخصص  کیزیجزوه که در مقطع ف  نیا   فیتأل  زهیانگ

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑀𝑒𝑐ℎ𝑎𝑛𝑖𝑐𝑠    توسط𝐻.𝐺𝑜𝑙𝑒𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛  صورتبه چرخش    عملگر  𝑃𝑎𝑠𝑠𝑖𝑣𝑒    و بر حسب

 به روشامبرده و  ن  یحسب پارامترهابر  یا ه یبردار سرعت زاو  مقدمه  شده و بدون  یمعرق  لریاو  یپارامترها 

  عملگر  و  یا ه یزاوبردار سرعت    نی از خوانندگان ارتباط ب  یار یبس  یبرا   جهیاست. در نت  شده  استخراج  یهندس

 گرینکته د  .است  صلب  جسم   کینامیدر فهم مطالب د  یمشکلات  ندهیکه خود زا   ماندی م  یچرخش مبهم باق

 شودیمواقع    مورداستفاده  یماد  نقطه  هری  بردار مکان  𝐴𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  لاتیهمیشه تبد  کیمباحث مکان  گریآنکه در د

 .مهم مبذول نشده است نیبه ا توجه لازم جسم صلب  مبحثدر  متأسفانهکه 

  ی م   (۱۷۰۷  –  ۱۷۸3)  لری لئونارد او  حرکت جسم صلب مرهون زحمات عالم بزرگوار  یاضیر   لیتحل  ش یدا یپ

در   دهیو برکات عد  ریمنشاء خ  کینماتیبخش س  ونیفرمولاس  نشان داده شده است که  فی تال  نیباشد و در ا 

 .باشدی م زین یکوانتم کیمکان

  ل یرانسیفمعادلات د  کتاب  نمود در  ی سپر  یعلم  یرا به زهد و تقو  یکه عمر  لریاو  لئونارد  حالشرح از    یلمعات

 اتیح  جادیکه در تلاش ا   یجوان  انیدانشجو  هیکل  مطالعه آن بهکه    آمده است  𝐺𝑒𝑜𝑟𝑔𝑒 𝑆𝑖𝑚𝑚𝑜𝑛𝑠  فیتأل

 . گرددیم ه یتوص هستند ش یخو یعلم

را    ریانجام این تحر  ش یخو  صادقانه  یکه با همکار  ریراد نامبرده در زفاز ا   هک  داندیم  ش یخو  فهیوظ  مؤلف

 :دینما یساختند قدردان سریم

 دانشگاه. یمعاونت پژوهش یبوتراب  یمحمدعل دیدکتر س -1

  ک ی شر  زین  شانیا   داشته باشد   ی وابث  فی تأل  نیکه اگر ا   کیزیدانشکده ف  استیر   مجیدی  بیدکتر حب -2

 د. هستن



 

فراوان   زحمات  و ممارست در کار  پیدر امر تاکه    کیزیدانشکده ف  ری و از ذخا  دانشجو  یاکبر محرم -3

 اند.شده متحمل 

 .اندداشته  یمؤثرتلاش  یوتریکامپ پیو تا یاندازراهدانشجو که در  یبرکات دیمج دیس -4

 ی برا   فی تأل  نیا   مباحث آمده در   وتعلممیتعلفرصت    یبائیکه با صبر و شک مدرستیترب  انیدانشجو -5

  ی او همیشه راهگشا   هیماگران  حینصا  که  انیواندیر  گرانیتاز عالم بزرگوار    تیدر نهاو    فراهم ساختند  مؤلف

 .شودیم ادی بوده است  مؤلف

 ( ی عموم کیو مکان س یاط غنم و تهیسیالکتر -امواج )  مؤلفمنتشر شده  فاتیتأل گر یجزوه و د نیاست ا  دیام

  ند یآن مطلع نما  یو اشکالات احتمال اشتباهات را از مؤلف واقع گردد و  دیمق کی زیخوانندگان دروس ف یبرا 

 . بر تشکر است  دیکه مز

 انیقولتوقچ کیها

 ۱۳74 مهرماه

  



 

 ی تعالبسمه

 : دهیچک

  و به سه روش مختلف   فیجسم صلب تعر  ،ف یخوانندگان از این تأل  ترع یوس  ف یط  ینقد و بررس   نظورمهب

 روش سوم بنا به   تیو بر اهم  یکینماتیس  لی ا به دلانروش دوم ب  تیحرکت نقاط آن شرح و بر اهم  معادلات

 وجور جمع   ش یو خواص عملگر چرخش شرح و نما  فی تعر  عملگرهاشده است. سپس    دیتأک  یکینامید  لیدلا

 (𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡 ) است گرفته صورت چرخش خرد  ی آن با استفاده از مولدها. 

که    شدهدادهنشان 𝑉⃗ 𝑎معادله    یاضیر  زمیفرمال است  = 𝜔⃗⃗ × 𝑟 𝑎(𝑡)   در  گرنیمعادله شرود  زمیفرمال  همانند 

با مسم   یم  جهیاست و در نت  لبرتیه  یفضا نام  بردار به عملگر چرخش که هر    𝑃𝑟𝑜𝑝𝑎𝑔𝑎𝑡𝑜𝑟  ی توان 

 اطلاق نمود. دینمای م لیتبد 𝑡  زمان یصفر را به بردار مکان زمان یمکان

ب  یبرقرار   با به    نیارتباط  رابطه تحل  یهاروشحل مسئله جسم صلب  بردار سرعت   نیب  یلیدوم و سوم 

چرخش    یمولدها   یوتاتوریآورده شده است و با استفاده از خواص کم  به دستچرخش    عملگر  و  یا ه یزاو

چه در دستگاه مرجع و  لری او یبر حسب پارامترها یاه یبردار سرعت زاو یهامؤلفهآنها  لیتبد نیخرد و قوان

 صورتبهروابط فقط    نیا   کی کلاس  کیدر کتب مکان  .به جسم صلب استخراج شده است  متصل  چه در دستگاه

و   یا ه یزاوبردار سرعت    ن یاز خوانندگان رابطه ب  یاریبس  یبرا   جهیشده است و در نت  آورده  به دست  یهندس

ا   گرددینم  مشخص  عملگر چرخش  د  جادیکه خود  فهم  در  فراهم    کینامیمشکل  را   .کندیمجسم صلب 

 ی در فضا  𝐿𝑧و    𝐿𝑥  ،𝐿𝑦سه عملگر    ژهیو  ریمقاد  داد که نشان    توانیم  مشابه  ق ی طر  است که به  ذکران ی شا

دوران به دو روش   یپارامترها  حسببر    یا   هیبردار سرعت زاو  یهامؤلفه   نیهمچن  هستند.  یمساو   لبرتیه

 یبا معرف  اتیصحبت نشده است. نها  یدرباره آنها حت  ک ی کلاس  کیدر کتب مکان  که  مختلف محاسبه شده است

چرخش بدست آورده   یو پارامترها   لری او  یپارامترها  نیرابطه ب  یپلبانسک  کیلنی ما  یو استفاده از پارامترها

جسم صلب شرح داده    ک ی نامید  یبهتراست؛ اما به زبان  گفته نشده    یعیفصل دوم مطالب بد  در  شده است.

 . شده است

دانشجو  فیتأل  نیا   مطالعه ر  یانیبه  درس  کارشناس   کی کلاس   کیمکان،  ۱  کیزیف  ی اضی که  و   یدوره 

 .گرددیم هیرا دارند توص ارشدی کارشناسدوره  یکوانتم ک ی مکان ایو  ارشدی کارشناس
 ان یقولتوقچ  کیها

 ۱۳74 مهر
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 ۱ -  جسم صلب فی تعرمقدمه و 

 لب ص: سینماتیک جسم فصل اول 1

 مقدمه و تعریف جسم صلب 1-1

باشد.  موجب تعریف، جسم صلب از سیستم ذراتی تشکیل شده است که فواصل بین آنها همیشه ثابت می به

شود که اگر معادله حرکت سه نقطه از جسم صلب غیر واقع بر یک خط مستقیم  وجود چنین قیدی باعث می 

نسبت به دستگاه مرجعی معلوم باشد معادله حرکت هر نقطه دیگر آن در آن دستگاه مرجع معلوم خواهد شد.  

بنامیم، ثابت بودن فواصل   𝐷و نقطه چهارم را    𝐶و    𝐵و    𝐴چه اگر سه نقطه غیر واقع بر یک خط راست را 

 𝑧𝐷(𝑡)و    𝑥𝐷(𝑡) ،𝑦𝐷(𝑡)نماید که سه مجهول زیر را حاصل می با سه نقطه مزبور سه معادله    𝐷بین نقطه  

 آید. به دست می 𝐷آید که به زبان دیگر معادله حرکت نقطه دلخواه  آن به دست می از 

(۱-۱ ) 

|𝑟 𝐴(𝑡) − 𝑟 𝐷(𝑡)| = 𝑙𝐴𝐷 = [(𝑥𝐴(𝑡) − 𝑥𝐷(𝑡))
2
+ (𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐷(𝑡))

2
+ (𝑧𝐴(𝑡) − 𝑧𝐷(𝑡))

2
]
1/2

 

|𝑟 𝐵(𝑡) − 𝑟 𝐷(𝑡)| = 𝑙𝐵𝐷 = [(𝑥𝐵(𝑡) − 𝑥𝐷(𝑡))
2
+ (𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐷(𝑡))

2
+ (𝑧𝐵(𝑡) − 𝑧𝐷(𝑡))

2
]
1/2

 

|𝑟 𝐶(𝑡) − 𝑟 𝐷(𝑡)| = 𝑙𝐶𝐷 = [(𝑥𝐶(𝑡) − 𝑥𝐷(𝑡))
2
+ (𝑦𝐶(𝑡) − 𝑦𝐷(𝑡))

2
+ (𝑧𝐶(𝑡) − 𝑧𝐷(𝑡))

2
]
1/2

   

است. پس هرگاه وضعیت  𝐴𝐵𝐶که قاعده آن مثلت  دهد راس هرمی را تشکیل می  𝐷به زبان عامیانه، نقطه  

 گردد.نیز معلوم می 𝐷قاعده در هر لحظه معلوم باشد، وضعیت نقطه 

نیاز به نه معادله حرکت نداریم. برای    𝐶و    𝐵و    𝐴نکته مهم دیگر آنکه برای تعیین معادله حرکت سه نقطه  

تعیین نماییم اما برای نقطه   𝑡را برحسب    𝑧𝐴و    𝑥𝐴  ،𝑦𝐴بایستی سه مختصه آن یعنی  می   𝐴تعیین حرکت نقطه  

𝐵 یبه علت وجود رابطه قید : 

(۱-2 ) |𝑟 𝐴(𝑡) − 𝑟 𝐵(𝑡)| = 𝑙𝐴𝐵 = [(𝑥𝐴(𝑡) − 𝑥𝐵(𝑡))
2
+ (𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡))

2
+ (𝑧𝐴(𝑡) − 𝑧𝐵(𝑡))

2
]
1/2

 

( مختصه سوم یعنی  ۱-2معین کرده باشیم، از رابطه )  𝑡را برحسب    𝑦𝐵و    𝑥𝐵  مثلا  𝐵اگر فقط دو مختصه  

𝑧𝐵   برحسب𝑡 علت وجود دو رابطه قیدی برای نقطه  آید و نهایتا به دست می به𝐶  :یعنی 

(۱-3 ) 
|𝑟 𝐴(𝑡) − 𝑟 𝐶(𝑡)| = 𝑙𝐴𝐶 = [(𝑥𝐴(𝑡) − 𝑥𝐶(𝑡))

2
+ (𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐶(𝑡))

2
+ (𝑧𝐴(𝑡) − 𝑧𝐶(𝑡))

2
]
1/2

 

|𝑟 𝐵(𝑡) − 𝑟 𝐶(𝑡)| = 𝑙𝐵𝐶 = [(𝑥𝐵(𝑡) − 𝑥𝐶(𝑡))
2
+ (𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐶(𝑡))

2
+ (𝑧𝐵(𝑡) − 𝑧𝐶(𝑡))

2
]
1/2

 



 2 -  جسم صلب فی تعرمقدمه و 

دست ( به ۱-3تعیین کنیم، و مختصه دیگر از روایط قیدی )  𝑡را بر حسب    𝑥𝑐(𝑡)کافیست مثلا یک مختصه  

 خواهد آمد. 

و   𝐴( مختصه از نقاط  3+ 2+۱=)6ست  پس درواقع برای تعیین معادله حرکت هر نقطه از جسم صلب کافی

𝐵  و𝐶 باشد. جسم صلب را بر حسب زمان بدانیم و به قولی درجه آزادی جسم صلب شش می 

نسبت به دستگاه مرجع یک حرکت انتقالی است اما حرکت دو نقطه   𝐴لازم به یادآوریست که حرکت نقطه 

𝐵    و𝐶    آن واقع بر نقطه  به دستگاهی که مبدا  نسبت𝐴    و امتداد محورهای آن نسبت به محورهای دستگاه

جسم صلب متصل    𝐴مرجع ثابت است )یعنی این دستگاه متصل به جسم صلب نیست و فقط مبدا آن به نقطه  

و   𝑙𝐴𝐵های  هر یک بر روی سطوح دو کره به شعاع  𝐶و    𝐵باشد و به قولی  است( دارای حرکت دورانی می

𝑙𝐴𝐶   و به مرکزیت𝐴  کنند. حرکت می 

را ترجیحا بر روی مرکز جرم جسم صلب انتخاب   𝐴هرگاه هیچ یک از نقاط جسم صلب ساکن نباشد، نقطه  

 حالت از روی رابطه: کنند؛ چه در این می

(۱-4 ) 𝐹 𝑒 = 𝑀
𝑑2𝑅⃗ 𝐶
𝑑𝑡2

 

آید یعنی با دانستن نیروهای خارجی وارد بر جسم صلب معادله  معادله حرکت آن به آسانی به دست می 

 گردد.معلوم می Aحرکت نقطه 

و    Aمرجع ساکن باشد نقطه  ی باشد که یک نقطه آن نسبت به دستگاه  ا ههرگاه حرکت جسم صلب به گون

𝑥𝐴به صورت  𝐴کنیم که به زبان دیگر معادله حرکت نقطه  مرکز دستگاه مرجع را همان نقطه انتخاب می =

0 ،𝑦𝐴 = 𝑧𝐴و  0 =  آید. در می 0

این لحظه   تا  تعیین معادله   𝐴نقطه    تعیینپس  برای  تعیین معادله حرکت آن مشخص شده است. حال  و 

 گوییم: چنین می  𝐶و  𝐵حرکت دو نقطه دیگر  

این دو نقطه کار اساسی سینماتیک جسم صلب است؛ هرگاه هیچ نقطه از جسم  تعیین معادله حرکت  ای 

و نسبت    𝐴بر نقطه    مار  را نسبت به دستگاهی که مرکز آن   𝐶و    𝐵صلب ساکن نباشد ابتدا معادله حرکت نقاط  



 3 -  جسم صلب فی تعرمقدمه و 

به دستگاه مرجع دارای حرکت انتقالی است )یعنی امتداد محورهای آن نسبت به محورهای دستگاه مرجع  

  𝑡بر حسب   𝑟 1𝐶و  𝑟 1𝐵، یعنی کنیمکند اما این دستگاه به جسم صلب متصل نیست( را حساب می تغییر نمی

 آید: ( به دست می۱-5از روابط ) 𝑟 𝐶(𝑡)و  𝑟 𝐵(𝑡)کنیم و در نتیجه  تعیین می

(۱-5 ) 
𝑟 𝐵(𝑡) = 𝑟 𝐴(𝑡) + 𝑟 1𝐵(𝑡) 

𝑟 𝐶(𝑡) = 𝑟 𝐴(𝑡) + 𝑟 1𝐶(𝑡) 

 

 ( ۱- ۱)شکل 

صورت اگر معادله حرکت نقاط اما اگر یک نقطه از جسم صلب نسبت به دستگاه مرجع ساکن باشد در این

𝐵  و𝐶  رسیم. را به دست آوریم باز هم به هدف خود می 

 
 ( ۱- 2شکل )
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نشده است.  ن  برای دو حالت ذکر شده بیا  𝐶و    𝐵توجه کنید تا این لحظه نحوه تعیین معادله حرکت نقاط  

و   𝐵اما نتیجه کلی این است که در هر دو حالت حرکت جسم صلب، هدف ما تعیین معادله حرکت دو نقطه  

𝐶    ساکن باشد و به قولی مساله ما  از جسم صلب نسبت به دستگاهی است که یک نقطه آن در آن دستگاه

 𝑥𝐶(𝑡)و    𝑥𝐵(𝑡)و    𝑦𝐵(𝑡)تعیین حرکت دورانی جسم صلب است. درواقع کار اساسی ما تعیین سه مختصه  

 باشد( معنای دستگاه اینرسی هم نمیجسم صلب بر حسب زمان است. )توجه نمایید که دستگاه مرجع به 

ایم اما به دو  روش فوق شرح دادههرچند که ما اصول تعیین معادله حرکت تمامی نقاط جسم صلب را به

 کنیم: علت از روش فوق برای تعیین معادله حرکت جسم صلب استفاده نمی

ما هیچ وسیله  • آنکه  نقاط  اول  تعیین معادلات حرکت  برای  نیروی   𝐶و    𝐵ای  اگر  نداریم. حتی  را 

خبریم و در نتیجه فرمول از نیروهای داخلی وارد بر نقاط مزبور بی   بدانیم،را    𝐶و    𝐵خارجی وارد بر نقاط  

 شود. حیّز انتفاع خارج می ازنیوتون 

دست آمده باشد تعیین معادله حرکت  به  𝐶و    𝐵و    𝐴معادلات حرکت نقاط  نحوی از انحناء  ثانیا اگر به  •

( کاریست بسیار مشکل و طولانی )هرچند عملی( بنابراین برای  ۱-۱از روی روابط )  𝐷نقطه دلخواهی نظیر  

 دهیم:آید شرح می روش دوم که در زیر می به 𝐷و هر نقطه دلخواه نظیر  𝐶و  𝐵تعیین معادله حرکت نقاط 

 های دوران و دوران خردتعریف دوران و مشخصه  2-1

روی مبداء دستگاه قرار دارد  به  𝐴یک جسم صلب نسبت به دستگاهی که یک نقطه نظیر    𝐶و    𝐵چون نقاط  

صورت زیر شرح  بر مبداء مختصات به دهد پس ابتدا دوران هر نقطه حول محور مار  حرکت دورانی انجام می 

 دهیم:می

انتخاب نماییم دوران هر نقطه دلخواه حول این محور به   𝑙هرگاه برروی محور دوران مورد نظر بردار یکه  

 شود: صورت زیر تعریف می به 𝜙زاویه   اندازه

فاصله فصل    کنیم.ای عمود بر محور )که موسوم به محور دوران است( رسم می ابتدا از نقطه مورد نظر صفحه

اندازه  نامیم. حال اگر در صفحه مزبور دورانی به، می𝑅دلخواه را شعاع دوران،    طهمشترک صفحه با محور از نق 
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در جهت خمش انگشتان دست راست طوری انجام دهیم که انگشت شست همین دست در جهت    𝜙زاویه  

مشخص   𝑙حول محور دوران )که با بردار یکه    𝜙اندازه  انگشتان باشد، گویند نقطه مزبور دورانی به   𝑙بردار یکه  

 یابد. تبدیل می   ⃗⃗′𝒓منتهی به نقطه دلخواه به بردار مکانی   𝒓⃗دهد بنابراین بردار مکانی شده( انجام می

های دوران یا پارامترهای دوران نامند. همانگونه که را مشخصه  𝜙واقع بر محور دوران و زاویه   𝑙بردار یکه 

را معلوم نماییم از نظر  یافته  های دوران توانستیم موقعیت نقطه دوراناز نظر هندسی با معلوم بودن مشخصه 

 (: ۱-3موجب شکل )به بایستی توان چنین کاری را داشته باشیم چه تحلیلی )جبری( هم می

(۱-6 ) 𝑟′⃗⃗  ⃗ = 𝑟 + 𝑎 + 𝑏⃗  

 

𝑎    و𝑏⃗   ( هم در شکل𝑎-1-3( و هم در شکل )𝑏-1-3مشخص شده )های  بایستی برحسب مشخصهاند که می

 دوران معلوم نماییم. 

 

 

 ( ۱- ۳شکل )
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 : برابر  𝑎( قدر مطلق ۱-3کل )موجب شبه

(۱-۷ ) |𝑎 | = 𝑅(1 − cos𝜙) 

𝑂𝑂1⃗⃗ ن در جهت بردار یکهآقرار دارد جهت  𝑙و   𝑟در صفحه مار بر   𝑎از طرفی  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗− 𝑟 

𝑅
 .است 

(۱-۸ ) |𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  | = 𝑙 ∙ 𝑟 → 𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  = (𝑙 ∙ 𝑟 ) 𝑙 

 شود با: برابر می   𝑎پس  

(۱-9 ) 𝑎 = (1 − cos𝜙)[(𝑙 ∙ 𝑟 ) 𝑙  −  𝑟 ] 

 (۱- 3موجب شکل )است به 𝑙و   𝑟بر  که در امتداد عمود بر صفحه مار  𝑏⃗اما درمورد بردار  

(۱-۱۰ ) |𝑏⃗ | = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜙 

 𝑙×𝑟و جهت آن در جهت بردار یکه  

𝑅
 :با رابطه  𝑏⃗است بنابراین   

(۱-۱۱ ) 𝑏⃗ = 𝑠𝑖𝑛 𝜙 (𝑙 × 𝑟 ) 

𝑟(  ۱-6( در )۱-۱۱( و )۱-9شود با جایگزینی )داده می ،  𝜙های دوران  یافته بر حسب مشخصه، بردار دوران ⃗⃗′

𝑙  و بردار𝑟  شود. معلوم می 

(۱-۱2 ) 𝑟′⃗⃗  ⃗ = 𝑟 + (1 − cos𝜙)[(𝑙 ∙ 𝑟 ) 𝑙  −  𝑟 ] + 𝑠𝑖𝑛 𝜙 (𝑙 × 𝑟 ) 

𝑟داده شود   𝑟و  𝜙و  𝑙کنیم اگر  توجه می   شود.معلوم می  ⃗⃗′

𝑟حال اگر بردار   دوران دهیم،    𝛥𝜙نهایت کوچک  اندازه زاویه بی   با  𝑛̂را حول محور دوران دیگری نظیر     ⃗⃗′

𝑟 𝑟تبدیل به    ⃗⃗′ ′′⃗⃗  نامند، چون داریم: ها را چرخش خرد میگردد. اینگونه دورانمی ⃗ 

sin (𝛥𝜙) ≈ 𝛥𝜙                           cos (𝛥𝜙) ≅ 1 −
1

2
(𝛥𝜙)2 +⋯ 
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𝑟نهایت کوچک مرتبه اول  پس با حفظ جملات بی  ′′⃗⃗  شود با:( برابر می ۱-۱2موجب )به ⃗ 

(۱-۱3 ) 

{
 

 𝑟
′′⃗⃗⃗⃗ = 𝑟′⃗⃗  ⃗ + 0⃗ + 𝛥𝜙⃗  (𝑛̂ × 𝑟′⃗⃗  ⃗)

𝑟′′⃗⃗⃗⃗ = 𝑟′⃗⃗  ⃗ + 𝛥𝜙⃗ × 𝑟′⃗⃗  ⃗                

𝛥𝜙⃗ = 𝑛̂ 𝛥𝜙⃗                              

 

 کنیم. تعبیر فیزیکی میها باشند که حال از آن ( از روابط بسیار مهم می ۱-۱3( و )۱-۱2روابط )

𝑟و  ام از جسم صلب در زمان صفر 𝑎را بردار مکانی نقطه   𝑟هرگاه   بنامیم.   𝑡را همان بردار مکانی در زمان    ⃗⃗′

 یعنی: 

(۱-۱4 ) {
𝑟 = 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (0)

𝑟′⃗⃗  ⃗ = 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡)
 

 داده شوند، یعنی:  𝑡و زاویه دوران برحسب  𝑙و هرگاه بردار یکه 

(۱-۱5 ) {
𝑙 = 𝑙 (𝑡) 

𝜙 = 𝜙 (𝑡)
 

 ( خواهیم داشت: ۱-۱2)موجب صورت بهدر این

(۱-۱6 ) 𝑟𝑎⃗⃗  ⃗ (𝑡) = 𝑟𝑎⃗⃗  ⃗ (0) + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙(𝑡))[(𝑙(𝑡) ∙ 𝑟𝑎⃗⃗  ⃗ (0)) 𝑙(𝑡) − 𝑟𝑎⃗⃗  ⃗ (0)] + 𝑠𝑖𝑛 𝜙(𝑡) (𝑙(𝑡) × 𝑟𝑎⃗⃗  ⃗ (0)) 

𝑎 = 1, 2,⋯ , 𝑁 

بر حسب زمان معلوم باشند، نه تنها معادله    𝜙و    𝑙( مبین این واقعیت است که اگر بردار یکه  ۱-۱6رابطه )

شود بلکه معادله حرکت هر نقطه دلخواه نظیر خواستار آن بودیم معلوم می( ۱-3که در بخش ) 𝐶و   𝐵نقاط  

𝐷  ( رابطه  از  به ۱-۱6هم  می (  بجای دست  )کافیست  𝑟𝑎⃗⃗آید   ⃗ (𝑡)   ،𝑟𝑑⃗⃗  ⃗ (𝑡)  ( بدهیم ۱-۱6در  قرار  توجه (   )

برداریست یکه   𝑙است چون    𝑡معنای مشخص کردن سه کمیت برحسب  به  𝜙و    𝑙کنیم که معلوم بودن  می

یعنی جمعا  𝜙از واحد بودن طول معلوم و نهایتا با مشخص کردن  𝑙𝑧معلوم گردد  𝑡بر حسب   𝑙𝑦و  𝑙𝑥مثلا 

آید. بخاطر بیاوریم  معادله حرکت هر نقطه از جسم صلب بدست می  𝑡حسب  با مشخص کردن سه کمیت بر  

توانستیم مختصات کلیه می  𝑥𝐶(𝑡)و    𝑥𝐵(𝑡)و    𝑦𝐵(𝑡)مختصه  ش اول هم با مشخص کردن سه  وکه با ر

 معلوم سازیم.  𝑡( بر حسب 𝐷نقاط جسم صلب )نظیر 
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های دوران برحسب زمان مختصات هر نقطه از  متر بودن پارا( در این است که با معلوم  ۱-۱6مزیّت رابطه )

برای تعیین معادله حرکت نقاط دیگر جسم صلب (  ۱- ۱گردد و دیگر نیازی به روابط )جسم صلب معلوم می 

 نداریم.

 بدست آوریم؟ 𝑡را برحسب   𝜙و  𝑙ایم: چگونه  اما باز در اینجا با مشکل دیگری برخورد کرده

 کنیم: (، چرخش خرد، تعبیر فیزیکی می ۱-۱3در مقام پاسخ، از معادله )

𝑟هرگاه همانند سابق  بدانیم، چون در مدت زمان کوتاه    𝑡از جسم صلب در لحظه ام  𝑎را بردار مکانی ذره    ⃗⃗′

𝑟تواند چرخش خرد انجام دهد پس  جسم صلب می  ′′⃗⃗ 𝑟 (𝑡را از نظر فیزیکی  ⃗  + 𝛥𝑡)  پس: نامیم.می 

(۱-۱۷ ) {

𝑟 ≡ 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (0)            

𝑟′⃗⃗  ⃗ ≡ 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡)           

𝑟′′⃗⃗⃗⃗ ≡ 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡 + 𝛥𝑡)

 

 صورت: ( به ۱-۱3معادله )بنابراین 

(۱-۱۸ ) 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡) + 𝛥𝜙( 𝑛̂(𝑡) × 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡) ) 

𝑟𝑎⃗⃗آید، حال اگر  در می  ⃗ (𝑡) سمت چپ برده و رابطه فوق را بر را به𝛥𝑡 تتقسیم کنید، خواهیم داش: 

(۱-۱۸ ) 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡)

𝛥𝑡
=
𝛥𝜙

𝛥𝑡
 ( 𝑛̂(𝑡) × 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡) ) 

𝛥𝜙نام فیزیکی 

𝛥𝑡
 ضرب شود:  𝑛̂باشد که اگر در ای می قولی سرعت زاویهزاویه طی شده در واحد زمان یا به  

(۱-۱9 ) 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑡→0

𝑛̂
𝛥𝜙

𝛥𝑡
= 𝜔⃗⃗ (𝑡) 

دوران در  ر  امتداد محو  𝜔⃗⃗ (𝑡)است که بردار  ن این آ نامند و معنای فیزیکی    𝑡لحظه   ایرا بردار سرعت زاویه 

را به وضعیت آن   𝑡جسم صلب در لحظه  کند. این، وضعیت  مشخص می   𝜔⃗⃗ 𝛥𝑡با زاویه دوران خرد   𝑡لحظه 

𝑡در لحظه   + 𝛥𝑡  تبدیل می ( کند اما توجه نمایید که𝜙،𝑙)   وضعیت جسم صلب در لحظه صفر را به وضعیت

باشد مگر در  یکسان نمی  𝑙( با امتداد  𝑛̂)منظور همان     𝜔⃗⃗نماید. توجه کنید امتداد  تبدیل می   𝑡ان در لحظه  

 صورت:( به𝑎-۱-۱۸بنابراین رابطه ) گردد.مسائل خاص که غالبا در فیزیک عمومی مطرح می 
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(۱-2۰ ) 𝑑 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜔⃗⃗ (𝑡) × 𝑟𝑎⃗⃗⃗   (𝑡) 

ترین رابطه سینماتیکی جسم صلب است، چه آید. همانگونه که مشاهده خواهیم کرد این رابطه مهمدر می

𝑟𝑎⃗⃗توان می( ۱-2۰معلوم باشد از سه معادله دیفرانسیلی مرتبه اول ) 𝑡بر حسب   𝜔⃗⃗اگر  معلوم   𝑡را برحسب    ⃗ 

𝑟𝑎⃗⃗ساخت. چون تعیین    ⃗ (𝑡)    منوط به دانستن𝜔⃗⃗     شود که  مطرح می شده است بنابراین، این سوال𝜔⃗⃗    بر حسب

𝑡  شود  دست آوریم؟ در اینجاست که با کمک معادلات اویلر که بعدا شرح داده میرا چگونه به𝜔⃗⃗     برحسب

𝑡 ( ۱-2۰تعیین و سپس به کمک رابطه  )𝑟𝑎⃗⃗  ⃗ (𝑡)  را برحسب𝑡  سازیم. معلوم می 

رسد که حل چنین  باشد. چنین بنظر می( از نظر ریاضی یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول می۱-2۰رابطه )

تر از آن است که تصور معادله دیفرانسیلی آسان است اما همانگونه که مشاهده خواهیم کرد، حل ان مشکل 

)و نه جهت    𝜔⃗⃗( را فقثط برای حالتی که امتداد  ۱-2۰رود و بدین علت است که در فیزیک عمومی معادله )می

 کنند. آن( ثابت باشد حل می 

( از نظر فرمالیزم ریاضی عین معادله شرودینگر است و درواقع مفاهیمی  ۱-2۰نشان خواهیم داد که رابطه )

کار شود اولین بار در سینماتیک جسم صلب بهکه در مکانیک کوانتومی استفاده می  𝑃𝑟𝑜𝑝𝑎𝑔𝑎𝑡𝑜𝑟نظیر  

توان این حل را با جواب بدست آمده در معادله ( حل گردد می۱-2۰گرفته شده است و نهایتا اگر معادله )

های دوران بدست  و مشخصه   𝜔⃗⃗،  ایای تحلیلی بین بردار سرعت زاویه ( مقایسه کرد و در نتیجه رابطه۱6-۱)

 روش هندسی بدست آورده شده است(. این روابط فقط به ۱آورد. )در کتاب مرجع 

گیرد.  ( صورت می۱-2۰ایی تعیین معادلات حرکت جسم صلب از روی رابطه ) هکه روش نخلاصه کلام آن

 دهیم.ها را مورد بررسی قرار می را رسما حل نماییم، عملگرها و کاربرد آن ( 2۰-۱که معادله )حال قبل از آن 

  



 ۱۰  - عملگرها فی تعر

 تعریف عملگرها 3-1

کنند  را به بردار دیگر تبدیل می به موجب تعریف عملگرها ابزار ریاضی هستند که اگر بر برداری اثر کننده آن 

 ماند.که الزاما نه طول و نه امتداد آن ثابت می 

کنیم و آن تر روابط بردارها، نوتاسیون دیراک را معرفی میدر روابط زیر برای سهولت در تحریر و بیان دقیق

دهیم و در نتیجه نمایش می  ⟨𝑎|صورت  را به   𝑎باشد، یعنی  نمی  ⟨⬚|صورت  به  →چیزی جز تغییر سمبل  

∗ 𝑎صورت  وارونه و مزدوج بردار را به ≡ ⟨𝑎|  دهیم که به زبان علمی آن نمایش می( را برا𝐵𝑟𝑎 نامند و )

 ( نامند.𝐾𝑒𝑡بردار را هم غلبا کت ) 

هستند( تجزیه    𝑘̂و    𝑗̂و    𝑖̂)که همان    ⟨𝑒𝑖|را در یک دستگاه بردار پایه متعامد و نرمالیزه    ⟨𝑎|هرگاه بردار  

 کنیم خواهیم داشت: 

(۱-2۱ ) |𝑎⟩ =∑𝑎𝑖|𝑒𝑖⟩ 

3

𝑖=1

 

 کنیم: ضرب اسکالر می   |𝑒𝑗⟩را تعیین کنیم طرفین رابطه را در   𝑎و اگر بخواهیم مؤلفه  

(۱-22 ) ⟨𝑒𝑗|𝑎⟩ =∑𝑎𝑖
𝑖

⟨𝑒𝑗|𝑒𝑖⟩ 

 برابر با:  𝑒𝑗̂در 𝑒𝑖̂بر هم متعامد هستند حاصلضرب اسکالر   ⟨𝑒𝑖| و |𝑒𝑗⟩و چون  

(۱-23 ) ⟨ei|ej⟩ = δij 

 شود با: برابر می 𝑎𝑗شود. بنابراین مقدار می

(۱-24 ) 𝑎𝑗 = ⟨𝑒𝑗|𝑎⟩ 

 ( خواهیم داشت:۱-2۱( در )۱- 24گردد. با جایگزاری )می

(۱-25 ) |𝑎⟩ =∑|𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖|𝑎⟩

3

𝑖=1

 

 



 ۱۱  - عملگرها فی تعر

 در نتیجه با اولین عملگر 

(۱-26 ) ∑ 

𝑖

|𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖| = I 

شویم عملگر فوق را عملگر واحد نماید آشنا می اثر کند همان بردار را حاصل می   ⟨𝑎|که بر هر برداری نظیر  

 نامند. می

از نوتاسیون دایادیک    استفادهصورت مجبور به  کردیم در اینتوجه کنید اگر نوتاسیون دیراک استفاده نمی

را  شناسیم بدان معناست که اگر آن کنیم عملگری را میبودیم که امروزه متداول نیست. هنگامیکه ادعا میمی

های بردار تبدیل یافته قولی موفقهبر هر بردار معلومی اثر دهیم، بردار تبدیل یافته را برای ما معلوم نماید یا به 

 برای ما معلوم باشد. 

. اگر  باشیمبا خبر    ⟨𝑒𝑖|است که از تاثیر آن بر هر سه بردار پایه  شرط لازم برای معلوم بودن یک عملگر آن 

𝐴    بر|𝑒𝑖⟩    نتیجه بودن    ⟨𝜀𝑖|اثر کرده و  نماید، معلوم  های آن در  معنای معلوم بودن مؤلفه به  ⟨𝜀𝑖|حاصل 

 است یعنی: {𝑒𝑖̂}دستگاه 

(۱-2۷ ) 𝐴|𝑒𝑖⟩ = |𝜀𝑖⟩ 

 ضرب کنیم داریم:  |𝑒𝑗⟩در نتیجه اگر طرفین را در 

(۱-2۸ ) ⟨𝑒𝑗 ∣ 𝐴 ∣ 𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗|𝜀𝑖⟩ 

𝑒𝑗⟩کمیت   ∣ 𝜀𝑖⟩  های بردار  معنای مؤلفه به|𝜀𝑖⟩    در امتداد|𝑒𝑗⟩   بعدی نه باشد پس هرگاه ما در فضای سه می

⟩ ت  کمی 𝑒𝑗 ∣∣ 𝐴 ∣∣ 𝑒𝑖 مطلع    𝑎بر    𝐴داده شود از تاثیر     𝑎صورت اگر هر برداری نظیر  را بشناسیم در این  ⟨

⟩های  هستیم. کمیت 𝑒𝑗 ∣∣ 𝐴 ∣∣ 𝑒𝑖 در بردار پایه   𝐴های عملگر  را مؤلفهنوشته و آن  𝐴𝑗𝑖صورت  را غالبا به  ⟨

{𝑒𝑗} نامند. حال اگر عملگر می𝐴  بر|𝑎⟩   اثر نماید بردار|𝑏⟩ :حاصل شود 

(۱-29 ) 

𝐴|𝑎⟩ = |𝑏⟩ 

∑ 

𝑗

𝐴𝑎𝑗|𝑒𝑗⟩ = |𝑏⟩ 

∑ ⟨𝑒𝑖 ∣∣ 𝐴𝑎𝑗 ∣∣ 𝑒𝑗 ⟩
𝑗

= ⟨ 𝑒𝑖 ∣∣ 𝑏 ⟩ 



 ۱2  - عملگرها فی تعر

 بنابراین داریم: 

(۱-3۰ ) ∑ 

𝑖

𝐴𝑖𝑗𝑎𝑗 = 𝑏𝑖 

شوند. بنابراین هنگامیکه عملگری ها معلوم می  𝑏𝑖صورت  ها معلوم باشند، در این  𝑎𝑗ها و    𝐴𝑖𝑗یعنی اگر  

 شود:صورت یک جدول مربعی زیر داده میبه

(۱-3۱ ) (

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

) 

𝑒1⃗⃗بر روی    𝐴بدان معناست که تاثیر عملگر   𝑒2⃗⃗و    ⃗  𝑒3⃗⃗و    ⃗  اند. توجه کنید همانگونه که یک  را معلوم کرده   ⃗ 

𝑒𝑖⃗⃗⃗  متعامدبردار در یک دستگاه   𝑖که )  𝑎𝑖های  دارای مؤلفه    = 1, 2, باشد و در یک دستگاه متعامد  ( می3

𝑒𝑖⃗⃗⃗دیگر )که دارای مبداء مشترک با دستگاه   𝑎𝑖های  است( دارای مؤلفه  
𝑒𝑖⟩خواهد بود، که به صورت   ′

′ ∣ 𝑎⟩  

می  مؤلفه نوشته  پایه شود،  بردار  در  یک عملگر  می های  مختلفی  مقادیر  دارای  متفاوت  اگر های  یعنی  باشد. 

𝑒𝑖⃗⃗⃗را در بردار پایه   𝐴بخواهیم   نشان دهیم داریم:   

(۱-32 ) 𝐴𝑖𝑗 = ⟨𝑒𝑖 ∣ 𝐴 ∣ 𝑒𝑗⟩ 

 به شکل دیگیری خواهد بود، یعنی:  Aهای  و اگر دستگاه متعامد دیگری در نظر بگیریم، مؤلفه 

(۱-33 ) 𝐴𝑖𝑗
′ = ⟨𝑒𝑖

′ ∣ 𝐴 ∣ 𝑒𝑗
′⟩ 

اثر کرده و    𝑎بر    𝐴کند؛ یعنی اگر  های آن تغییر نمی کنیم که خواص یک عملگر با تغییر بردار پایهتوجه می 

همیشه    𝑏⃗و     𝑎زاوایه بین    𝐴های مختلف  بسازد در نمایش    𝑎درجه با    3۰حاصل نماید که مثلا زاویه     𝑏⃗بردار  

 ماند.درجه باقی می  3۰

ای نمایش داده شده باشد، بردار پایه جدیدی در بردار پایه   𝐴از آرزوهای بزرگ ماست که هرگاه عملگر  

ترین شکل، نمایش قطری ترین شکل ممکن را داشته باشد و ساده در آن بردار پایه ساده  𝐴بیابیم که نمایش  

 نامند. را قطری کردن عملگر میدانان آنباشد که ریاضی یک عملگر می 



 ۱3  - عملگرها فی تعر

نماید که هرگاه دو عملگر را بشناسیم نتیجه حاصلضرب  ضرب دو عملگر عملگر جدیدی را حاصل می حاصل 

 گوییم: دو عملگر عملگری شناخته شده خواهد بود. برای اثبات چنین می 

𝐴𝐵 = 𝐶 
 یعنی:   𝐶𝑖𝑗یعنی معلوم بودن   𝐶شناختن  

⟨ 𝑒𝑖 ∣∣ 𝐴𝐵 ∣∣ 𝑒𝑗 ⟩ = ⟨ 𝑒𝑖 ∣∣ 𝐶 ∣∣ 𝑒𝑗 ⟩ 
 دهیم، یعنی: عملگر واحد را قرار می Bو  Aحال ما بین 

∑ 

𝑘

|𝑒𝑘⟩⟨𝑒𝑘| = I 

 بنابراین داریم: 

(۱-34 ) 
∑ 

𝑘

⟨𝑒𝑖|𝐴|𝑒𝑘⟩⟨𝑒𝑘|𝐵|𝑒𝑗⟩ = 𝐶𝑖𝑗

∑ 

𝑘

𝐴𝑖𝑘𝐵𝑘𝑗 = 𝐶𝑖𝑗

 

صورت اصل پذیرفته بودیم. را بهکند که ما غالبا آن ضرب دو عملگر را بیان می ( قاعده حاصل ۱-34رابطه )

 توجه کنید که در حالت کلی:

(۱-35 ) 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 

 𝐴̃صورت  را به  𝐴عملگر    )ترانهاده(  مثلا عملگر وارونه  ،توان عملگرهای جدیدی ساختاز یک عملگر می

 صورت زیر مرتبط است: به 𝐴نمایش میدهند که با عملگر 

(۱-36 ) (𝐴̃)
𝑖𝑗
= 𝐴𝑗𝑖 

 صورت زیر مرتبط است: به 𝐴دهند که با عملگر  نمایش می +𝐴صورت به 𝐴عملگر وارونه مزدوج عملگر 

(۱-3۷ ) (𝐴+)𝑖𝑗 = 𝐴∗𝑗𝑖 

 ( عینیت هستند.۱-3۷( و )۱-36در فضای حقیقتی روابط )

صورت  زیر به  𝐴دهند که عملگر جدیدی است و با عملگر  نمایش می  𝐴−1را با    𝐴عملگر معکوس عملگر  

 مرتبط است: 

(۱-3۸ ) 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = I 



 ۱4  - عملگرها فی تعر

 آید که در اینجا ضرورتی برای بیان آن نیست.دست می از قاعده خاص به 𝐴−1های  مؤلفه

 هرگاه یک عملگر دارای خاصیت زیر باشد: 

(۱-39 ) 𝐴 = 𝐴+ 

 دارای خاصیت Aرا عملگر هرمیتی )در فضای حقیقی متقارن( نامند. هرگاه عملگر آن

(۱-4۰ ) 𝐴𝐴+ = 𝐴+𝐴 = I 

 

را یونیتاری )در فضای حقیقی متعامد( نامند. علت نامگذاری کلمه متعامد در    Aصورت عملگر  باشد در آن 

 باشد: شرح زیر میبه حقیقی فضای 

(۱-4۱ ) 

𝐴𝐴+ = 𝐴+𝐴 = 1    ,     𝐴+ = 𝐴−1 

∑ 

𝑘

𝐴𝑖𝑘𝐴𝑘𝑗
+ = 𝛿𝑖𝑗  

∑ 

𝑘

𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑗 

ام عمود است و  𝑗ام برعناصر واقع در سطر  𝑖  رعناصر واقع در سط ( مبین این واقعیت است که  ۱-4۱رابطه )

ترتیب می به نتیجه گرفت که عنصر ستون  همین  بر عناصر ستون  𝑖توان  ام عمود است. حال یک نکته  𝑗ام 

را به بردار     𝑎بردار    𝐴کنیم و آن اینکه هرگاه عملگر  ریاضی ساده اما مهم در مورد عملگرها را خاطر نشان می

𝑏⃗    تبدیل نماید، عملگر𝐴+ ⟨𝑎|  را به⟨𝑏|  گوییمنماید. برای اثبات چنین می تبدیل می : 

𝐴|𝑎⟩ = |𝑏⟩ 

∑ 

𝑗

𝐴𝑖𝑗𝑎𝑗 = 𝑏𝑖 

 گیریم: رابطه فوق مزدوج میاز طرفین 

∑ 

𝑗

𝐴∗𝑖𝑗𝑎
∗
𝑗 = 𝑏

∗
𝑖 



 ۱5  - عملگرها فی تعر

𝑞⟩ضرب اسکالر دو بردار در فضای مختلط با رابطه  چون حاصل  ∣ 𝑝⟩ = ⟨𝑝 ∣ 𝑞⟩∗   تعریف شده است

𝑏𝑖بنابراین اگر   = ⟨𝑒𝑖 ∣ 𝑏⟩   ،باشد𝑏𝑖
∗ = ⟨𝑏 ∣ 𝑒𝑖⟩ شود با: گردد. بنابراین رابطه فوق برابر میمی 

∑ 

𝑗

⟨𝑎|𝑒𝑗⟩𝐴𝑗𝑖
+ = ⟨𝑏|𝑒𝑖⟩ 

∑ 

𝑗

⟨𝑎|𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑗|𝐴
+|𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑏|𝑒𝑖⟩ 

⟨𝑎|𝐴+|𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑏|𝑒𝑖⟩ 

 گیریم که: نتیجه می 𝑖بندی روی اندیس و جمع |𝑒𝑖⟩که با ضرب طرفین در  

(۱-42 ) ⟨𝑎 ∣ 𝐴+ = ⟨𝑏 ∣⟵ 𝐴 ∣ 𝑎⟩ =∣ 𝑏⟩ 

 ( را در آینده بارها از آن استفاده خواهیم کرد.۱-42رابطه )

را تبدیل به بردار دیگر یونیتاری این است که اگر بر هر برداری اثر نماید، آنیکی از خواص عملگرهای  

 باشد: شرح زیر می ماند که اثبات ان به نماید، اما طول بردار ثابت میمی

(۱-43 ) 

𝐴|𝑎⟩ = |𝑏⟩| 

⟨𝑎|𝐴+ = ⟨𝑏| 

⟨𝑎|𝐴+𝐴|𝑎⟩ = ⟨𝑏|𝑏⟩ 

⟨𝑎|1|𝑎⟩ = ⟨𝑏|𝑏⟩ 

⟨𝑎|𝑎⟩ = ⟨𝑏|𝑏⟩ 

برای دوران دادن بردار مکانی بدون تغییر دادن طول ان کاربرد زیادی در سینماتیک پس عملگر یونیتاری  

 جسم صلب خواهد داشت. 

صورت تاثیر عملگر  باشد را بهمی   𝜙با اندازه    𝑙حول     𝑟( که دوران بردار مکانی  ۱- ۱6خواهیم رابطه )حال می 

𝐴    بر𝑟   به( رابطه  این منظور طرفین  برای  آوریم.  پایه  ۱-۱6دست  بردار  را در   )𝑒𝑖⃗⃗⃗ اسکالر می    کنیم  ضرب 

 توان کنار گذاشت( را که معرف ذره است را موقتا می  𝑎)اندیس 

(۱-44 ) 𝑥𝑖̇(𝑡) = 𝑥𝑖̇(0) + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)[𝑙𝑗𝑥𝑗(0)𝑙𝑖 − 𝑥𝑖̇(0)] + 𝜀𝑖𝑘𝑗 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑙𝑘  𝑥𝑗(0) 

 



 ۱6  - عملگرها فی تعر

 گیریم: را فاکتور می  𝑥𝑗(0)(،  ۱-44حال از رابطه )

𝑥𝑖(𝑡) = {𝛿𝑖𝑗 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)[𝑙𝑖𝑙𝑗 − 𝛿𝑖𝑗] − 𝜀𝑖𝑘𝑗 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑙𝑘}𝑥𝑗(0) 

با اندازه    𝑙حول     𝑟داریم( بنابراین عملگر چرخشی که باعث دوران    𝑗بندی روی اندیس  )توجه کنید که جمع 

𝜙 باشد در دستگاه بردار پایه می𝑒𝑖⃗⃗⃗  صورت زیر دارد:نمایشی به  

𝑥𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗(0) 

(۱-45 ) 𝐴𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙𝑖𝑙𝑗 − 𝛿𝑖𝑗) − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑙𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜙 

های که محور دوران آن در جهات محورهای دستگاه مختصات باشد بارها  عملگر چرخش فوق را در حالت

𝑙عنوان مثال اگر  ایم؛ بهمشاهده کرده  = 𝑘̂  یعنی(𝑙𝑖 = 𝛿𝑖3صورت زیر است( عملگر چرخش به : 

𝐴11 = 1 + (1 − cos 𝜙)(0 − 1) − 0 = cos 𝜙

𝐴12 = 0 + (1 − cos 𝜙)(0 − 0) − 𝜀123𝑙3sin 𝜙 = −sin 𝜙

𝐴13 = 0 + (1 − cos 𝜙)(0 − 0) − 𝜀13𝑘𝛿𝑘3sin 𝜙 = 0

𝐴21 = ⋯

𝐴22 = ⋯

 

 آید: صورت زیر در می به 𝐴بنابراین عملگر  

(۱-46 ) 𝐴(𝑘⃗ , 𝜙) = (

cos 𝜙 −sin 𝜙 0

sin 𝜙 cos 𝜙 0

0 0 1

) 

ℓ𝑖باشد یعنی   𝑜𝑦و اگر محور دوران منطبق بر  = 𝛿𝑖2     𝑙 = 𝑗̂  عملگر𝐴 آید: صورت زیر در می به 

(۱-4۷ ) 𝐴(𝑗 , 𝜙) = (

cos𝜙 0 sin 𝜙

0 1 0

−sin𝜙 0 cos𝜙

) 

ℓ𝑖باشد یعنی   𝑜𝑥و اگر محور دوران منطبق بر  = 𝛿𝑖1     𝑙 = 𝑖̂  عملگر𝐴 آید: صورت زیر در می به 

(۱-4۸ ) 𝐴(𝑖 , 𝜙) = (

1 0 0

0 cos 𝜙 −sin 𝜙

0 sin 𝜙 cos 𝜙

) 



 ۱۷  - عملگرها فی تعر

صورت زیر در  ( به۱- 45موجب رابطه )یک از محورها نباشد، به منطبق بر هیچ  𝑙هنگامیکه    𝐴نمایش عملگر 

 آید: می

(۱-49 ) 𝐴 =

(

 
 

cos 𝜙 + 𝑙1
2(1 − cos 𝜙) (1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙2 − 𝑙3sin 𝜙 (1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙3 + 𝑙2sin 𝜙

(1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙2 + 𝑙3sin 𝜙 cos 𝜙 + 𝑙2
2(1 − cos 𝜙) (1 − cos 𝜙)𝑙2𝑙3 − 𝑙1sin 𝜙

(1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙3 − 𝑙2sin 𝜙 (1 − cos 𝜙)𝑙2𝑙3 + 𝑙1sin 𝜙 cos 𝜙 + 𝑙3
2(1 − cos 𝜙) )

 
 

 

 

𝑙1)توجه کنید که  
2 + 𝑙2

2 + 𝑙3
2 = ( و چه  ۱-45چه از روی )  𝐴عملگر  )رد(  است( توجه کنید که تریس    1

 ( برابر است با: ۱-49از روی )

(۱-5۰ ) 
𝑡𝑟(𝐴) =∑ 

3

𝑖=1

𝐴𝑖𝑖 =∑ 

3

𝑖=1

[𝛿𝑖𝑖 + (1 − cos 𝜙)(𝑙𝑖𝑙𝑖 − 𝛿𝑖𝑖) − 𝜀𝑖𝑖𝑘sin 𝜙]

𝑡𝑟(𝐴) = 3 + (1 − cos 𝜙)(1 − 3) − 0

𝑡𝑟(𝐴) = 1 + 2cos 𝜙

 

 

+𝐴𝐴باشد اثبات  یونیتاری )متعامد( می   𝐴خواهیم نشان دهیم که عملگر  حال می  = ( و  ۱-45از روی )  1

کنیم رابطه فوق را جمع و جور تری بنویسیم. برای ( ممکن اما کمی طولانی است. بنابراین سعی می۱-49یا )

 آوریم: بدست می   𝑏⃗صورت تاثیر عملگری بر بردار  را به  𝑏⃗و   𝑎ضرب برداری دو بردار  این منظور حاصل 

(۱-5۱ ) 𝑎 × 𝑏⃗ =∑ 𝜀𝑖𝑘𝑗𝑎𝑖𝑏𝑘 ∣ 𝑒𝑗⟩
𝑖,𝑗,𝑘

 

 نویسیم: می ⟨𝑒𝑘|𝑏⟩صورت را به 𝑏𝑘(  ۱-5۱در )

𝑎 × 𝑏⃗ = −∑  

𝑖,𝑗,𝑘

𝑎𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘|𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑘|𝑏⟩

𝑎 × 𝑏⃗ = −𝑎𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘|𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑘|𝑏⟩

 

𝑆𝑖 (𝑖حال اگر سه عملگر ضد هرمیتی )ضد متقارن(   = 1, 2,  صورت زیر تعریف کنیم: به (3

(۱-52 ) 𝑆𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘|𝑒𝑗⟩|𝑒𝑘|       ,       𝑖 = 1,2,3 

 



 ۱۸  - عملگرها فی تعر

 صورت داریم: در آن

(۱-53 ) 𝒂⃗⃗ × 𝒃⃗⃗ = −(𝒂⃗⃗ ⋅ 𝑺⃗⃗ )|𝒃⟩ 

⋅ 𝑎توجه کنید   𝑆 = ∑  𝑖 𝑎𝑖𝑆
𝑖    است. عملگرهای𝑆𝑖  نامند و در بردار را عملگرهای مولد چرخش خرد می

𝑒𝑖⃗⃗⃗پایه    باشد: صورت زیر مینمایش آن به  

(۱-54 ) 
⟨𝑒𝑚|𝑆

𝑖|𝑒𝑛⟩ = 𝜀𝑖𝑗𝑘⟨𝑒𝑚|𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑘|𝑒𝑛⟩

= 𝜀𝑖𝑚𝑛
𝑆𝑖𝑗𝑘 = 𝜀𝑖𝑗𝑘

 

𝑒𝑖⃗⃗⃗فرم صریح نمایش سه عملگر فوق در بردار پایه   باشد: صورت زیر می به   

(۱-55 ) 𝑆1=(

0 0 0

0 0 1

0 −1 0

) , 𝑆2 = (

0 0 −1

0 0 0

1 0 0

) , 𝑆3 = (

0 1 0

−1 0 0

0 0 0

) 

است که بسیاری از محاسبات سخت و    𝑆𝑖همانگونه که مشاهده خواهیم کرد استفاده از خواص عملگرهای  

 گرداند.طولانی سینماتیک جسم صلب را آسان می 

( یک چرخش  ۱-۱3باشد. به موجب رابطه )ها نمایش علگر دوران به فرم جمع و جور می  𝑆𝑖اولین کاربرد  

 صورت:( به ۱-53خرد با استفاده از )

(۱-56 ) 𝑟 ′ = 𝑟 − (Δ𝜙⃗ ⋅ 𝑆 )𝑟 

𝑟 ′ = (1 − Δ𝜙⃗ ⋅ 𝑆 )𝑟 
 

𝜙و با زاویه    𝑙دوران حول محور    𝑁معادل    𝜙و با اندازه زاویه    𝑙آید. چون یک دوران حول محور  در می

𝑁
 

𝜙های  را بسیار بزرگ انتخاب کنیم هر یک از دوران   𝑁باشد. پس اگر  می

𝑁
شود  های خرد محسوب میدوران  

 شود با: برابر می 𝜙با اندازه زاویه   𝑙و در نتیجه یک دوران متناهی حول  

(۱-5۷ ) 𝑟 ′ = (1 −
𝜙⃗ ⋅ 𝑆 

𝑁
)

𝑁

𝑟  

 

 



 ۱9  - عملگرها فی تعر

 و با در نظر گرفتن تعریف: 

𝐿𝑖𝑚𝑁→∞ (1 −
𝑥

𝑁
)𝑁 = 𝑒−𝑥 

 آید: در میصورت زیر ( به ۱-5۷رابطه )

(۱-5۸ ) 𝒓⃗ ′ = 𝒆−(𝝓⃗⃗⃗
 ⋅𝑺⃗⃗ )𝒓⃗ = 𝒆−𝝓(𝒍

 ⋅𝑺⃗⃗ )𝒓⃗                , 𝝓⃗⃗⃗ = 𝝓𝒍  
- ۱2باشد چون اگر بسط تابع نمایی را بنویسیم به رابطه )( می ۱-۱2رابطه )  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡( فرم  ۱-5۸رابطه )

 رسیم: ( می۱

(۱-59 ) 

𝑒−(𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 )𝑟 = [1 + (−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 ) +

(−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 )
2

2!
+
(−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 )3

3!
+
(−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 )4

4!
+ ⋯] 𝑟  

𝑒−(𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 )𝑟 = [1 − 𝜙(𝑙 ⋅ 𝑆 ) +

𝜙2(𝑙 ⋅ 𝑆 )2

2!
−
𝜙3(𝑙 ⋅ 𝑆 )

3

3!
+
𝜙4(𝑙 ⋅ 𝑆 )4

4!
+ ⋯] 𝑟  

 و چون داریم: 

(−𝑙 ⋅ 𝑠 )𝑟 = 𝑙 × 𝑟 

(−𝑙 ⋅ 𝑠 )
2
𝑟 = (−𝑙 ⋅ 𝑠 )(𝑙 × 𝑟 ) = 𝑙 × (𝑙 × 𝑟 ) = 𝑙 (𝑙 ⋅ 𝑟 ) − 𝑟 𝑙2

(−𝑙 ⋅ 𝑠 )
3
𝑟 = (−𝑙 ⋅ 𝑠 )(−𝑙 ⋅ 𝑠 )

2
𝑟 = 𝑙 × [(𝑙 ⋅ 𝑟 )𝑙 − 𝑟 ] = −𝑙 × 𝑟 = (𝑙 ⋅ 𝑠 )𝑟 = −(−𝑙 ⋅ 𝑠 )𝑟 

(−𝑙 ⋅ 𝑠 )
4
𝑟 = (−𝑙 ⋅ 𝑠 )(−𝑙 ⋅ 𝑠 )

3
𝑟 = −(−𝑙 ⋅ 𝑠 )

2
𝑟 

 

 آید: صورت زیر در می ( به ۱-59بنابراین رابطه )

𝑒−(𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 )𝑟 = [1 − 𝜙(𝑙 ⋅ 𝑆 ) +

𝜙2

2!
(𝑙 ⋅ 𝑆 )

2
+
𝜙3

3!
(𝑙 ⋅ 𝑆 ) −

𝜙4

4!
(𝑙 ⋅ 𝑆 )

2
+⋯] 𝑟  

⋅ 𝑙)که فقط شامل جملات   𝑆 )    و(𝑙 ⋅ 𝑆 )
2

 باشد که با فاکتورگیری هر یک از جملات مزبور خواهیم داشت: می  

𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝑟 = {1 + (−𝑙 ⋅ 𝑆 )[𝜙 −

𝜙3

3!
+ ⋯ ] + (𝑙 ⋅ 𝑆 )

2
[
𝜙2

2!
−
𝜙4

4!
+ ⋯ ]} 𝑟  

𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝑟 = {1 + (−𝑙 ⋅ 𝑆 ) sin 𝜙 + (−𝑙 ⋅ 𝑆 )

2
(1 − cos 𝜙)} 𝑟  

𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝑟 = {1 + (1 − cos 𝜙)[(𝑙 ⋅ 𝑟 )𝑙 − 𝑟 ] + (𝑙 × 𝑟 ) sin 𝜙} 



 2۰  - عملگرها فی تعر

و با اندازه زاویه دوران     𝑙( است. بنابراین از این به بعد عملگر دوران حول محور  ۱-۱2که همان نتیجه رابطه )

𝜙 دهیم:صورت زیر نمایش می را به 

(۱-6۰ ) 𝐴(𝑙 , 𝜙) = 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆  

می  مشاهده  که  )همانگونه  رابطه  )۱-6۰شود  روابط  به  نسبت   )۱2 -۱( یا  فرم  ۱- 45(  داشتن  بخاطر   )

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡 .ارجح است 

یونیتاری )متعامد( و همچنین دترمینان آن برابر یک است.   𝐴توان ثابت کرد که عملگر  حال به آسانی می 

𝑆𝑖ضد هرمیتی است، یعنی   𝑆𝑖چون با توجه به اینکه 
+
= −𝑆𝑖 :بنابراین داریم 

(۱-6۱ ) 𝐴𝐴+ = 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 ⋅ 𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ⋅𝑆 = 1 

 و باتوجه به رابطه:

𝑑𝑒𝑡(𝑒𝐵) = 𝑒𝑡𝑟(𝐵) 

(۱-62 ) 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 ) = 𝑒𝑡𝑟(−𝜙⃗⃗⃗

 ⋅𝑆 ) 

 و چون داریم: 

𝑡𝑟(𝑆𝑖) =∑  

𝑗

𝑆𝑖𝑗𝑗 =∑  

𝑗

𝜀𝑖𝑗𝑗 = 0             , 𝑖 = 1,2,3 

 بنابراین داریم: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 1 

 نکته قابل توجه دیگر اینکه:

(۱-63 ) 𝐴+(𝑙 , 𝜙) = 𝑒 𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 = 𝐴(𝑙 , −𝜙) 

ای را انتخاب نمود.  توان هر بردار پایه( مستقل از دستگاه بردار پایه است بنابراین می۱-6۰به فرم )  𝐴نمایش  

می را  پایه  بردار  از  مستقل  )نمایش  رابطه  در  که  کافیست  نوشت،  دیگری هم  به صورت  از  ۱-۱45توان   )

⟨𝑒𝑖| و |𝑒𝑗⟩ ( را بسط داد. در هر دو حالت نتیجه یکسان است. ۱-6۰فاکتور گرفت و یا اینکه رابطه ) 



 2۱  - عملگرها فی تعر

⟨𝑒𝑖|𝐴|𝑒𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗 + (1 − cos 𝜙)[𝑙𝑖𝑙𝑗 − 𝛿𝑖𝑗] − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑙𝑘sin 𝜙     , 𝜀𝑖𝑗𝑘 = 𝑆𝑖𝑗
𝑘  

⟨𝑒𝑖|𝐴|𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖|{1 + (1 − cos 𝜙)(|𝑙⟩⟨𝑙| − 1) − (𝑙 ⋅ 𝑆 )sin 𝜙}|𝑒𝑗⟩ 

(۱-64 ) 
𝐴 = 1 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)[|𝑙⟩⟨𝑙| − 1] − (𝑙 ⋅ 𝑆 ) 𝑠𝑖𝑛 𝜙 

𝐴 = 1 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)[−𝑙 ⋅ 𝑆 ] + (−𝑙 ⋅ 𝑆 ) 𝑠𝑖𝑛 𝜙 

 : 𝑆𝑖خواص کمیتوتاری و تبدیلات  

 ( داریم:۱-52موجب رابطه )به

(۱-65 ) 

[𝑆𝑖 , 𝑆𝑗] = 𝜀𝑖𝑚𝑛𝜀𝑗𝑝𝑞[|𝑒𝑚⟩⟨𝑒𝑛|, |𝑒𝑝⟩⟨𝑒𝑞|] 

= 𝜀𝑖𝑚𝑛𝜀𝑗𝑝𝑞[|𝑒𝑚⟩⟨𝑒𝑞|𝛿𝑛𝑝 − |𝑒𝑝⟩⟨𝑒𝑛|𝛿𝑚𝑞⟩ 

= 𝜀𝑖𝑚𝑝𝜀𝑗𝑝𝑞|𝑒𝑚⟩⟨𝑒𝑞| − 𝜀𝑖𝑚𝑛𝜀𝑗𝑝𝑚|𝑒𝑝⟩⟨𝑒𝑛| 

= −[𝛿𝑖𝑗𝛿𝑚𝑞 − 𝛿𝑖𝑞𝛿𝑚𝑗]|𝑒𝑚⟩|𝑒𝑞| + [𝛿𝑖𝑗𝛿𝑛𝑝 − 𝛿𝑖𝑝𝛿𝑛𝑗]|𝑒𝑝⟩⟨𝑒𝑛| 

= −𝛿𝑖𝑗|𝑒𝑚⟩| + |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑖| + 𝛿𝑖𝑗|𝑒𝑝⟩⟨𝑒𝑝| − |𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑗| 

[𝑆𝑖 , 𝑆𝑗] = −{|𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑗| − |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑖|} 

 از طرفی داریم:

𝑆𝑃 = 𝜀𝑝𝑚𝑛|𝑒𝑚⟩⟨𝑒𝑛| 

∑ 

𝑃

𝜀𝑃𝑖𝑗𝑆
𝑃 = ∑𝜀𝑃𝑖𝑗𝜀𝑃𝑚𝑛|𝑒𝑚⟩⟨𝑒𝑛| 

= (𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑛 − 𝛿𝑖𝑛𝛿𝑗𝑚)|𝑒𝑚⟩⟨𝑒𝑛
. | 

= |𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑗| − |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑖| 

 آید: صورت زیر در می ( به ۱-65در نتیجه رابطه )

(۱-66 ) [𝑆𝑖 , 𝑆𝑗] = −∑  

𝑘

𝜀𝑖𝑗𝑘𝑆
𝑘 

ای در مکانیک کوانتومی های زاویه ( بسیار مشابه رابطه کمیتوتاری اپراتورهای ممنتوم ۱-66رابطه کمیتوتاری )

 خواهیم کرد.  𝐿𝑖گیری اپراتورهای  است. و در این رابطه تعبیر زیبایی از مقادیر قابل اندازه
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𝑒−𝜙⃗⃗⃗حال اگر  
 ⋅𝑆   یک عملگر دوران حول𝑙  و با اندازه زاویه𝜙  :باشد، رابطه 

(۱-6۷ ) 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 (𝑚̂ ⋅ 𝑆 )𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ⋅𝑆  
 

 :𝐵𝑎𝑘𝑒𝑟 𝐻𝑎𝑢𝑠𝑑𝑜𝑟𝑓 موجب اتحاددهد. بهباشد، نتیجه زیرین را مییک بردار دلخواه می   𝑚⃗⃗که 

𝑒𝜆𝐴𝐵𝑒−𝜆𝐴 = 𝐵 + 𝜆[𝐴, 𝐵] +
𝜆2

2!
[𝐴, [𝐴, 𝐵]] + ⋯ 

 داریم که: 

𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 (𝑚̂ ⋅ 𝑆 )𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ⋅𝑆 = 𝑚̂ ⋅ 𝑆 + [−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 , 𝑚̂ ⋅ 𝑆 ] +
1

2!
[(−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 ), [(−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 ), (𝑚̂ ⋅ 𝑆 )]] + ⋯ , 

= 𝑚̂ ⋅ 𝑆 − 𝜙𝑖𝑚𝑗[𝑆
𝑖 , 𝑆𝑗] + ⋯ 

= 𝑚̂ ⋅ 𝑆 + 𝜙𝑖𝑚𝑗𝜀𝑖𝑗𝑘𝑆
𝑘 +⋯ 

= 𝑚̂ ⋅ 𝑆 + (𝜙⃗ × 𝑚⃗⃗ )𝑘𝑆
𝑘 +

1

2!
[−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 , (𝜙⃗ × 𝑚⃗⃗ ) ⋅ 𝑆 ] + ⋯ 

= 𝑚̂ ⋅ 𝑆 + (𝜙⃗ × 𝑚⃗⃗ ) ⋅ 𝑆 +
1

2!
[𝜙⃗ × (𝜙⃗ × 𝑚⃗⃗ )] ⋅ 𝑆 + ⋯ 

= {𝑚̂ + 𝜙⃗ × 𝑚̂ +
1

2!
𝜙⃗ × (𝜙⃗ × 𝑚̂) + ⋯} ⋅ 𝑆  

= {[1 − 𝜙⃗ ⋅ 𝑆 +
1

2!
(−𝜙⃗ ⋅ 𝑆 )2 +⋯]𝑚̂} ⋅ 𝑆̅ 

= (𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝑚̂) ⋅ 𝑆  

 حاصل شود، یعنی: 𝑛̂دوران دهیم که بردار جدید   𝜙با اندازه  𝑙را حول   𝑚⃗⃗بدان معناست که بردار  

(۱-6۸ ) 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 (𝑚̂ ⋅ 𝑆 )𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ⋅𝑆 = (𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝑚̂) ⋅ 𝑆 = 𝑛̂ ⋅ 𝑆  

= 𝑚⃗⃗(  ۱-6۸هرگاه مثلا در رابطه ) 𝑒3⃗⃗ = 𝑛⃗و    ⃗  𝑒1⃗⃗ 𝜙و     𝐽در امتداد    𝑙صورت  انتخاب کنیم، در این   ⃗  =
𝜋

2
 

 است:
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در اثر تبدیل   𝐵دانیم که مقادیر ویژه عملگر  زبان ریاضی تبدیل یونیتاری نامند. حال می ( را به۱-6۸رابطه )

 کند، یعنی:یونیتاری تغییر نمی 

𝐵|𝜆⟩ = 𝜆|𝜆⟩ 

𝐴𝐵𝐴−1𝐴|𝜆⟩ = 𝜆                 𝐴|𝜆⟩ = |𝜆⟩′ 

𝐵′|𝜆⟩′ = 𝜆|𝜆⟩′ 

 هر سه مساوی هستند. 𝑆3و 𝑆2و 𝑆1بنابراین مقادیر ویژه سه عملگر

( در فضای  ۱-66روش مشابه رابطه )تذکر این موضوع در مکانیک کوانتومی شایان اهمیت است. چون به 

 صورت:هیلبرت به 

(۱-69 ) 
𝑒−

𝑖
ℏ
𝜙⃗⃗⃗ ⋅𝐿⃗ (𝑚̂ ⋅ 𝐿⃗ )𝑒

𝑖
ℏ
𝜙⃗⃗⃗ ⋅𝐿⃗ = 𝑛̂ ⋅ 𝐿⃗  

این واقعیت است که مقادیر مشاهده  مبیّن  اندازهاست که  )قابل   Lzو    Ly  و    Lxگیری( سه عملگر  پذیر 

 بنامیم علی السویه است.  𝑜𝑧عبارت دیگر چه محوری را باشند، به مساوی می 

 توان نتیجه گرفت که: ( می۱-6۸واضح است که از )

(۱-۷۰ ) 𝑒 𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 (𝑚⃗⃗ ⋅ 𝑆 )𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ⋅𝑆 = (𝑒 𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝑚⃗⃗ ) ⋅ 𝑆 = 𝑚⃗⃗ ′ ⋅ 𝑆  

 ایهای دوران و بردار سرعت زاویهرابطه بین مشخصه 4-1

 صورت:( به ۱-53کمک رابطه )( به ۱-2۰رابطه )

(۱-۷۱ ) 𝑑

𝑑𝑡
𝑟 (𝑡) = 𝜔⃗⃗ (𝑡) × 𝑟 (𝑡) = (−𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑆 )𝑟 (𝑡) = −Ω(𝑡)𝑟 (𝑡) 

 عبارت است از: Ω(𝑡)آید که عملگر در می

Ω(𝑡) =∑  

𝑖

𝜔𝑖(𝑡)𝑆
𝑖 = (

0 𝜔3(𝑡) −𝜔2(𝑡)

−𝜔3(𝑡) 0 𝜔1(𝑡)

𝜔2(𝑡) −𝜔1(𝑡) 0

) 
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اینجا لازم است توضیحاتی به دوستداران مکانیک کوانتومی داده شود. رابطه ) از نظر فرمالیزم  ۱-۷۱در   )

 باشد، یعنی معادله: ریاضی عین معادله شرودینگر در فضای هیلبرت می 

(۱-۷2 ) 𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = 𝐻 |𝜓(𝑡)⟩ 

 صورت زیر است: تابعی از زمان نباشد، به  𝐻که حل معادله فوق وقتی که 

(۱-۷3 ) 
|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑒−

𝑖
ℏ
𝐻𝑡|𝜓(0)⟩ 

−𝑒در مکانیک کوانتومی  
𝑖

ℏ
𝐻𝑡   را𝑃𝑟𝑜𝑝𝑎𝑔𝑎𝑡𝑜𝑟  نامند و آن عملگری است که اگر بر بردار حالت ذره در

 دهد.را می ⟨𝑡 ، |𝜓(𝑡)اثر کند بردار حالت در زمان   ،⟨𝜓(0)|زمان صفر، 

 بعدی داریم: ( در فضای سه ۱-۷۱موجب )حال به 

−
𝑑

𝑑𝑡
𝑟 (𝑡) = Ω(𝑡)𝑟 (𝑡) 

تابعی از زمان است و عملگری ضد هرمیتی است، در مقایسه با معادله   Ωعلت آنکه  ( به۱-۷۱حل معادله )

را حل کنیم، حل آن به چه صورت  تر است. اما اگر آنشرودینگری که هامیلتونین تابعی از زمان نیست، مشکل 

  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡باشد که در فرم  ( نمی ۱-45( چیزی جز رابطه )۱-۷۱خواهد بود؟ با کمی تامل و تفکر حل )

 باشد: صورت زیر می به

(۱-۷4 ) 𝑟 (𝑡) = 𝐴(𝑙 (𝑡), 𝜙(𝑡))𝑟 (0) 

 کند.  تبدیل می   𝑟 (𝑡)را به    𝑟 (0)نامید، که    𝑃𝑟𝑜𝑝𝑎𝑔𝑎𝑡𝑜𝑟زبان مکانیک کوانتومی  را به  𝐴توان  بنابراین می 

)به )۱-۷۱موجب  رابطه( می۱-۷4( و  بین  بایستی  )  𝐴(𝑡)و     𝜔⃗⃗ای  اگر  باشد.  داشته  در ۱-۷4وجود  را   )

𝐴+(𝑡) :ضرب کنیم و سپس نسبت به زمان مشتق بگیریم؛ خواهیم داشت 

𝐴+(𝑡)𝑟 (𝑡) = 𝑟 (0)

𝐴̇+(𝑡)𝑟 (𝑡) + 𝐴+(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
𝑟 (𝑡) = 0

−
𝑑

𝑑𝑡
𝑟̅(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐴̇(𝑡)+𝑟 (𝑡)
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 ( داریم:۱-۷۱موجب رابطه )که به

Ω(𝑡)𝑟 (𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐴̇+(𝑡)𝑟 (𝑡) 

 بردار مکانی دلخواهی از جسم صلب است پس خواهیم داشت که:  𝑟 (𝑡)و چون  

(۱-۷5 ) 𝐴(𝑡)𝐴̇+(𝑡) = Ω(𝑡) =∑  

𝑖

𝜔𝑖𝑆
𝑖 

نظر باینکه فرم متداول ماتریس   دهد.می( بدست  𝜙 و 𝑙های دوران؛ ) و مشخصه   𝜔⃗⃗( رابطه بین ۱-۷5رابطه )

𝐴  گیری از آن و سپس ضرب آن در  باشد، مشتق ( می 49-۱صورت )به𝐴  باشد. در  ای میکار بسیار طولانی

فرم   از  استفاده  با  ولی  نیافته  انجام  عملیات  این  مکانیک کلاسیک  تبدیل   𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡  ،𝐴کتب  قوانین  و 

( را بدست آورد. اما قبل از انجام چنین کاری بهتر است ابتدا  𝜙 و 𝑙و )   𝜔⃗⃗توان رابطه بین  ، می𝑆𝑖عملگرهای  

 پارامترهای اویلر را معرفی نماییم. 

 

 پارامترهای اویلر 5-1

هرگاه سه دوران متوالی حول محورهای خاصی با زوایای دوران متناهی و مشخصی انجام دهیم )که در زیر  

می داده  دوران شرح  بازوایای  فقط  را  دوران  سه  این  است  مشخص  دوران  محورهای  جهت  چون  شود( 

این سوال کنیم و آننامگذاری می برای خواننده  نامند. ممکن است  اویلر  یا زوایای  اویلر  پارامترهای  ها را 

گردد؟  ( می𝜙 و 𝑙)مطرح شود که چگونه سه دوران متوالی حول سه محور دوران معین معادل یک دوران  

شود. اما برای دادن پاسخ خام بدین سوال آنست که دوران در هر دو حالت با سه پارامتر دوران مشخص می

 کنیم: تر به این موضوع چنین استدلال می پاسخ دقیق 

طور دلخواه دوران داده و ها را به گیریم و سپس یکی از آن دو دستگاه مختصات منطبق بر هم را در نظر می 

 دهیم:در یک وضعیت معینی قرار می
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 ( ۱- 4شکل )

 بنامیم، با دو دوران متوالی: 𝜙و  𝜃( b-۱-4)مطابق شکل )  ′𝑜𝑧ای محور هرگاه مختصات زاویه 

1-  (𝑘̂, 𝜑  که دوران حول محور )𝑜𝑧    با اندازه زاویه𝜑  د که محور  باش می𝑜𝑥    را به محور𝑜𝑥1   و محور

𝑜𝑦  را به محور𝑜𝑦1  کند. اما محورهای تبدیل می𝑜𝑧  و𝑜𝑧1  .برهم منطبق هستند 

2-  (𝜕 1, 𝜃ای است واقع بر محور  بردار یکه  1 ��  ( که𝑜𝑦1    از دستگاه𝑜𝑥1𝑦1𝑧1    به دستگاه𝑜𝑥2𝑦2𝑧2 

 نماید. تبدیل می 

معنای انطباق دو دستگاه مختصات  شود. اما انطباق این دو محور به می  ′𝑜𝑧منطبق بر محور    𝑜𝑧بناراین محور  

انجام دهیم تا دو دستگاه بر هم منطبق شوند.   𝜓و با اندازه    ′𝑜𝑧باشد. کافیست دوران سومی حول محور  نمی

را    𝜓و    𝜃و    𝜑نماید.  می   ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧را منطبق بر    𝑜𝑥𝑦𝑧دستگاه    𝜓و    𝜃و    𝜑بنابراین با سه دوران متوالی  

توان پارامترهای اویلر نامید. پارامترهای اویلر تعریف منحصر بفردی ندارند و تعریف فوق بیشتر در مکانیک می

صورت زیر تعریف  شود تا در مکانیک کلاسیک. در مکانیک کلاسیک پارامترهای اویلر بهکوانتومی استفاده می

 شوند: می

ای بردار یکه  𝜃   (𝑖1̂و با اندازه زاویه    𝑖1̂و سپس حول    𝜑و با اندازه زاویه    𝑘̂را حول    𝑜𝑥𝑦𝑧ابتدا دستگاه  

  𝜑و با اندازه    𝑘̂حول محور    𝑜𝑥𝑦𝑧که از دوران دستگاه    𝑜𝑥1𝑦1𝑧1از دستگاه    𝑜𝑥1است واقع بر محور  
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𝜃  ،𝜑ای )دارای مختصات زاویه   ’𝑜𝑧دهیم. این بدان معناست که محور  حاصل شده است( دوران می −
𝜋

2
 )

 باشد. می

 

 ( ۱- 5شکل )

𝑘̂و نهایتاً دوران حول محور   بر هم   ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧و    𝑜𝑥𝑦𝑧دهیم. بنابراین دو دستگاه  را می  𝜓و با اندازه زاویه    ′

 شوند. منطبق می

کند. برای این منظور در زمان حال در مسئله جسم صلب هر بردار مکانی جسم صلب است که دوران می

از   𝑟 (0)گیریم و یک بردار مکانی دلخواه  را بر هم منطبق در نظر می  ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧و    𝑜𝑥𝑦𝑧صفر دو دستگاه  

,𝑘̂) متصل به جسم صلب باشد، با دوران    ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧گیریم اگر دستگاه  جسم صلب را در نظر می  𝜑)   هم بردار

 گردد یعنی:می 𝑟 1تبدیل به    𝑟یابد. بنابراین در اثر این دوران دوران می ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧مکانی و هم دستگاه 

(۱-۷6 ) 𝐴(𝑘⃗ , 𝜑)𝑟 (0) = 𝑟 1 

,𝑖 1)سپس دوران دوم  𝜃) 𝑟 1   را به𝑟 2  کند یعنی: تبدیل می 

(۱-۷۷ ) 𝐴(𝑖 1, 𝜃)𝑟 1 = 𝑟 2 

 نماید یعنی داریم: را حاصل می  𝑟 (𝑡)و نهایتاً اگر دوران سوم را اعمال نماییم،  

(۱-۷۸ ) 𝐴(𝑘⃗ ′, 𝜓)𝑟 2 = 𝑟 (𝑡) 
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 بنابراین از روابط به دست آمده خواهیم داشت:

(۱-۷9 ) 𝐴(𝑘⃗ ′, 𝜓)𝐴(𝑖 1, 𝜃)𝐴(𝑘⃗ , 𝜑)𝑟 (0) = 𝑟 (𝑡) 

 نی: باشد یعمی (𝜙 و 𝑙) توجه کنید که سه دوران فوق معادل یک دوران 

(۱-۸۰ ) 𝑟 (𝑡) = 𝐴(𝑙 , 𝜙)𝑟(0) = 𝐴(𝑘⃗ ′, 𝜓)𝐴(𝑖 1, 𝜃)𝐴(𝑘⃗ , 𝜑)𝑟 (0) 

𝑘̂و  𝑖 1نظر به اینکه   باشد یعنی: ای میپیچیده  هایمؤلفهدارای  𝑜𝑥𝑦𝑧در دستگاه  ′

(۱-۸۱ ) 𝑖 1 = cos 𝜑 𝑖 + sin 𝜑 𝑗  

𝑘⃗ ′ ≡ 𝑘⃗ 2 = sin 𝜃 sin 𝜑 𝑖 − sin 𝜃 cos 𝜑 𝑗 + cos 𝜃 𝑘⃗  
,𝑖1̂)های  نمایش  𝜃)  𝐴     و(𝑘̂ ′, 𝜓)  𝐴  ( پیچیده می ۱-49همانند رابطه )  به  باشد. در مقام چاره جویی دست

برگرفته شده است و در ضمینه آمده را مطالعه    Sakuraiیم. )اثبات بهتر که از کتاب  زنحیله ریاضی زیرین می

 کنید( 

𝑒𝑖|دار پایه  رای اثر کند و ببر بردار پایه  𝐴هرگاه عملگر یونیتاری  
های یک  را حاصل نماید رابطه بین مولفه  ⟨′

 شوند: در دو دستگاه به صورت زیرین به هم مرتبط می ⟨𝑎|بردار نظیر  

(۱-۸2 ) 

𝐴|𝑒𝑖⟩ = |𝑒𝑖
′⟩ 

⟨𝑒𝑖|𝐴
+ = ⟨𝑒𝑖

′| 

⟨𝑒𝑖|𝐴
+|𝑎⟩ = ⟨𝑒𝑖

′|𝑎⟩ 

𝑒𝑖⟩(  ۱-۸2در رابطه )
′|𝑎⟩    به معنای مولفه بردار|𝑎⟩    در دستگاه|𝑒𝑖

یک های  است. پس رابطه بین مولفه  ⟨′

 در دو دستگاه متعامد به صورت: بردار

𝐴𝑖𝑗
+𝑎𝑗 = 𝑎𝑖

′ 

 نامند. این تبدیل را تبدیل غیرفعال می  :باشدکه رابطه محض آن به صورت زیر می 

(۱-۸3 ) 𝐴+|𝑎⟩ = (|𝑎⟩)′ 
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,𝑘̂)که دومی در اثر دوران )  𝑜𝑥1𝑦1𝑧1و    𝑜𝑥𝑦𝑧حال دو دستگاه   𝜑  حاصل شده است و بردار )𝑟    را در

 ( به صورت:۱-۸3در دو دستگاه به موجب رابطه )  𝑟های بردار  گیریم. رابطه بین مولفهنظر می 

(۱-۸4 ) 𝐴+(𝑘⃗ , 𝜑)𝑟 = (𝑟 )1 

 که فرم صریح آن به صورت:

(۱-۸5 ) (

cos 𝜑 sin 𝜑 0

−sin 𝜑 cos 𝜑 0

0 0 1

)(

𝑥

𝑦

𝑧

) = (

𝑥1

𝑦1

𝑧1

) 

  𝜃به اندازه    𝑜𝑥1)که دومی در اثر دوران حول محور   𝑜𝑥2𝑦2𝑧2و    𝑜𝑥1𝑦1𝑧1است. حال اگر دو دستگاه  

 باشد: در این دو دستگاه نامبرده به صورت زیر می   𝑟های بردار حاصل شده در نظر بگیریم( رابطه بین مولفه

(۱-۸6 ) (

1 0 0

0 cos 𝜃 sin 𝜃

0 −sin 𝜃 cos 𝜃

)(

𝑥1

𝑦1

𝑧1

) = (

𝑥2

𝑦2

𝑧2

) 

 ( را به صورت: ۱-۸6بسیار دقت کنید که رابطه ) 

(۱-۸۷ ) 𝐴+(𝑖 , 𝜃)(𝑟 )1 = (𝑟 )2 

,𝑖1̂)نویسیم و نه به صورت  می 𝜃)  𝐴    و نهایتاً اگر دو دستگاه ،𝑜𝑥2𝑦2𝑧2    و𝑜𝑥′𝑦′𝑧′    که دومی در اثر(

در    𝑟های بردار  حاصل شده است( در نظر بگیریم رابطه بین مولفه  𝜓به اندازه زاویه    𝑜𝑧2دوران حول محور  

 این دو دستگاه به صورت:

(۱-۸۸ ) 𝐴+(𝑘⃗ , 𝜓)(𝑟 )2 = (𝑟 )′ 

 باشد. که فرم صریح آن به صورت:می

(۱-۸9 ) (

cos 𝜓 sin 𝜓 0

−sin 𝜓 cos 𝜓 0

0 0 1

)(

𝑥2

𝑦2

𝑧2

) = (

𝑥′

𝑦′

𝑧′

) 

 به صورت: ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧و  𝑜𝑥𝑦𝑧در دو دستگاه   𝑟های بردار باشد بنابراین رابطه بین مولفهمی

(۱-9۰ ) (𝑟 )′ = 𝐴+(𝑘⃗ , 𝜓)𝐴+(𝑖 , 𝜃)𝐴+(𝑘⃗ , 𝜑)𝑟  
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 و یا به عبارتی: 

(۱-9۱ ) 𝑟 = 𝐴(𝑘⃗ , 𝜑)𝐴(𝑖 , 𝜃)𝐴(𝑘⃗ , 𝜓)(𝑟 )′ 

 نماییم. تعبیر فیزیکی می ( 𝑟) و ‘  𝑟باشد. حال از می

 (𝑟 ′)   های بردار  مولفه𝑟     در دستگاه پریم است. اگر بردار مکانی جسم صلب همراه با دستگاه متصل به آن

است و از طرف دیگر    𝑟 (0)همان    ′ 𝑟در دستگاه پریم یعنی     𝑟های  دوران نموده باشد در این صورت مولفه 

𝑟   ( مولفه ۱-9۱در )  های بردار𝑟     در دستگاه𝑜𝑥𝑦𝑧    است که تعبیر فیزیکی آن همان بردار مکانی جسم صلب

 ( به صورت:۱- 9۱است پس در این صورت تعبیر فیزیکی ) 𝑡در زمان  

(۱-92 ) 𝑟 (𝑡) = 𝐴(𝑘⃗ , 𝜑)𝐴(𝑖 , 𝜃)𝐴(𝑘⃗ , 𝜓)𝑟 (0) 

( در  92-۱ها در )( مقایسه کنید. و مشاهده کنید که نمایش ماتریس ۱-۷9آید. حال این رابطه با رابطه )در می

( با  )مثلاً به ۱- 92باشد. رابطه )می تر  ( چقدر ساده۱-۷9مقایسه  کوانتمی دارد.  زیادی در مکانیک  کاربرد   )

 مراجعه نمایید.(  2مرجع 

تگاه متصل به جسم صلب و بردار مکانی  س( این است که به جای سه دوران د۱-92معنای هندسی رابطه )

,𝑘̂) صلب حول   مجس 𝜑)    و (𝑖1̂, 𝜃)    و (𝑘 ′̂, 𝜓)  توان ابتدا دوران می (𝑘̂, 𝜓)    و بعد (𝑖̂, 𝜃)    و بعد (𝑘̂, 𝜑)    را

های  تر بودن شکل ماتریس دوران دوم ساده  زیتعوض شده است.( و م  𝜓و    𝜑انجام داد. )توجه کنید که جای  

شود. حاصل می   𝑡در زمان    𝑟داده شود بردار    𝑡بر حسب   𝜓و   𝜃و   𝜑کنیم که اگر باشد. توجه می دوران می 

حال در مقام آن هستیم  مشاهده کنید.    3( در بخش ضمیمه  ۱-۸۰( و )۱-9۰ارز بودن روابط )اثبات بهتر هم

 و پارامترهای دوران استخراج کنیم.   𝜔⃗⃗ای بین  که رابطه

گونه که مشاهده خواهیم کرد استخراج این روابط نقش اساسی در تعیین معادلات حرکت جسم صلب  همان 

 ( داریم: ۱-۷5خواهد داشت. به موجب رابطه )

𝐴𝐴̇+ = Ω(𝑡) =∑  

𝑖

𝜔𝑖𝑆
𝑖 
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 ( برابر است با: ۱-92بر حسب پارامترهای اویلر به موجب ) 𝐴عملکرد 

(۱-93 ) 𝐴(𝑡) = 𝑒−𝜑𝑆
3
𝑒−𝜃𝑆

1
𝑒−𝜓𝑆

3  

𝑆𝑖−و چون   = 𝑆𝑖
+

 باشد بنابراین داریم: می 

(۱-94 ) 𝐴+(𝑡) = 𝑒𝜓𝑆
3
𝑒𝜃𝑆

1
𝑒𝜑𝑆

3  

 برابر است با:  +𝐴̇و 

𝐴̇+(𝑡) = 𝜓̇𝑆3𝑒𝜓𝑆
3
𝑒𝜃𝑆

1
𝑒𝜑𝑆

3
+ 𝑒𝜓𝑆

3
𝜃̇𝑆1𝑒𝜃𝑆

1
𝑒𝜑𝑆

3
+ 𝑒𝜓𝑆

3
𝑒𝜃𝑆

1
𝜑̇𝑆3𝑒𝜑𝑆

3
 

 ها باشید.( بنابراین داریم:  𝑆𝑗ها با   𝑆𝑖)مواظب عدم کمیوتاسیون  

𝐴(𝑡)𝐴̇+(𝑡) = 𝑒−𝜑𝑆
3
𝑒−𝜃𝑆

1
𝜓̇𝑆3𝑒𝜃𝑆

1
𝑒𝜑𝑆

3
+ 𝑒−𝜑𝑆

3
𝜃̇𝑆1𝑒𝜑𝑆

3
+ 𝜑̇𝑆3 

 ( داریم:۱- 4۸موجب رابطه )حال به 

(۱-95 ) 𝑒−𝜑⃗⃗ ⋅𝑆 𝑚⃗⃗ ⋅ 𝑆 𝑒𝜑⃗⃗ ⋅𝑆 = (𝑒−𝜑⃗⃗ ⋅𝑆 𝑚⃗⃗ ) ⋅ 𝑆 = 𝑛⃗ ⋅ 𝑆  

 بنابراین پرواضح است که: 

𝑒−𝜃𝑆
1
 𝑘⃗ ⋅ 𝑆 𝑒𝜃𝑆

1
= (− sin 𝜃 𝑗 + cos 𝜃 𝑘⃗ ) ⋅ 𝑆  

 و در نتیجه داریم:

𝑒−𝜑S
3
(−sin 𝜃 𝑗 + cos 𝜃 𝑘⃗ ) ⋅ S⃗  𝑒𝜑S

3
= −sin 𝜃(cos 𝜑 𝑗 − sin 𝜑 𝑖 ) ⋅ S⃗ + cos 𝜃 𝑘⃗ ⋅ S⃗  

 استفاده از روابط به دست آمده برابر است با: ( با ۱-96بنابراین )

(۱-96 ) 𝑒−𝜑𝑆
3
𝑖 ⋅ 𝑆 𝑒𝜑𝑆

3
= (cos 𝜑𝑖 + sin 𝜑𝑗 ) ⋅ 𝑆  

 و همچنین داریم: 

(۱-9۷ ) 
𝐴(𝑡)𝐴̇+(𝑡) = −𝜓̇sin 𝜃cos 𝜑𝑆2 + 𝜓̇sin 𝜃 sin 𝜑𝑆1 + 𝜓̇cos 𝜃𝑆3 +

𝜃̇cos 𝜑𝑆1 + 𝜃̇sin 𝜑𝑆2 + 𝜑̇𝑆3
 

 که با فاکتورگیری داریم: 

𝐴(𝑡)𝐴̇+(𝑡) = (𝜓̇ sin 𝜃 sin𝜑 + 𝜃̇ cos𝜑)𝑆1 +−𝜓̇ sin 𝜃 cos𝜑 + 𝜃̇ sin𝜑 𝑆2 + (𝜓̇ cos 𝜃 + 𝜑̇)𝑆3 
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 آوریم: به دست می 𝑆𝑖( و مقایسه ضرایب  ۱-۷5گذاری در )با جای  و

(۱-9۸ ) 
𝜔1(𝑡) = 𝜔𝑥(𝑡) = 𝜓̇𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝜃̇𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝜔2(𝑡) = 𝜔𝑦(𝑡) = −𝜓̇𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝜃̇𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝜔3(𝑡) = 𝜔𝑧(𝑡) = 𝜓̇𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝜑̇

 

برد شرح داده شود. چون متاسفانه تا ( به کار می ۱-9۸در استخراج )  ۱حال بهتر است روشی را که مرجع  

بر حسب زمان داده    𝜓و   𝜃و   𝜑حدی توضیحات داده شده در آن مبهم است. گفتیم پارامترهای اویلر یعنی 

( 𝑜𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) گیری گردد بلکه جهتهر نقطه از جسم صلب معلوم می  𝑟 (𝑡)شود نه تنها بردار مکانی 

 شود.دستگاه متصل به جسم صلب نیز معلوم می 

𝑡بنابراین اگر بخواهیم وضعیت جسم صلب را در لحظه   + 𝛥𝑡   تعیین کنیم کافی است مقدار پارامترهای

𝑡اویلر را در لحظه  + 𝛥𝑡  :بدانیم، یعنی 

𝜑(𝑡 + 𝛥𝑡)      ,      𝜃(𝑡 + 𝛥𝑡)      ,      𝜓(𝑡 + 𝛥𝑡) 

توان آن  می  𝜔⃗⃗ 𝛥𝑡معلوم باشد. با چرخش خرد    𝑡اما از طرفی هم گفتیم اگر وضعیت جسم صلب در لحظه  

𝑡را به وضعیت  + 𝛥𝑡  .در آورد 

( زمان  6-۱به موجب شکل  در   )𝑡 + 𝛥𝑡    محور𝑜𝑥1    ًغالبا بایستی  نامند.( می می  𝑙𝑖𝑛𝑒 𝑜𝑓 𝑛𝑜𝑑𝑠)که 

 زاویه: 

𝜑(𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝜑(𝑡) + 𝜑̇𝛥𝑡 + 0(𝛥𝑡)2 

 𝑘⃗ 𝜑̇𝛥𝑡به اندازه چرخش خرد  𝑜𝑧را حول محور  𝑡داشته باشد بنابراین دستگاه پریم در زمان   𝑜𝑥با محور  

𝜑(𝑡زوایه  𝑜𝑥با محور   𝑜𝑥1بچرخانیم محور   + 𝛥𝑡) سازد. می 

 کنیم و داریم: مشخص می (𝑘و  𝜑̇𝛥𝑡) پس این چرخش خرد را با پارامترهای 

𝛥𝑡𝜔⃗⃗ 1(𝑡) = 𝑘⃗ 𝜑̇𝛥𝑡 

𝑖 1(𝑡حال اگر دستگاه حاصل را حول محور  + 𝛥𝑡)    چرخشی به اندازه𝜃̇𝛥𝑡    انجام دهیم زاویه بین محور

𝑜𝑧 𝜃(𝑡)برابر   𝑜𝑧با  ′ + 𝜃̇𝛥𝑡  یعنی𝜃(𝑡 + 𝛥𝑡) شود. می 
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 ( ۱- 6شکل )

𝑖 1(𝑡) بنابراین این چرخش خرد را با پارامترهای   + 𝛥𝑡) و 𝜃̇𝛥𝑡) کنیم و داریم: مشخص می 

𝛥𝑡𝜔⃗⃗ 2(𝑡) = 𝑖 1(𝑡 + 𝛥𝑡)𝜃̇𝛥𝑡 
 نهایت کوچک مرتبه اول برابر با: که با تقریب بی 

𝛥𝑡𝜔⃗⃗ 2(𝑡) = 𝑖 1(𝑡)𝜃̇𝛥𝑡 + 0(𝛥𝑡)
2 

𝑘⃗ 2(𝑡شود. و نهایتاً اگر حول می + Δ𝑡)    دورانی به اندازه𝜓̇Δ𝑡  انجام دهیم دستگاه  𝑜𝑥 ’𝑦 ’𝑧’   در لحظه𝑡  

𝑡به وضعیت لحظه  + Δ𝑡  :در خواهد آمد که البته 

Δ𝑡𝜔⃗⃗ 3(𝑡) = 𝑘⃗ 2(𝑡 + Δ𝑡)𝜓̇Δ𝑡 = 𝑘⃗ 2(𝑡)𝜓̇Δ𝑡 + ⋯ 

𝑘̂و    𝑖1̂و    𝑘̂باشد. به زبان دیگر با سه چرخش خرد حول سه محور  می  𝜓̇Δ𝑡و    𝜃̇𝛥𝑡و    𝜑̇𝛥𝑡به اندازه    ′

𝑡به حالت  𝑡توان وضعیت دستگاه را از حالت می + Δ𝑡  .در آورد 

توان معادل یک چرخش خرد دانست چون به  ( نتیجه سه چرخش خرد متوالی را می۱-56حال به موجب )

 ( داریم: ۱-56موجب )

𝑟 ′ = (1 − Δ𝜑⃗ ⋅ 𝑆 )𝑟 

𝑟 ″ = (1 − Δ𝜃 ⋅ 𝑆 )𝑟 ′
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 نهایت کوچک مرتبه اول داریم:و در نتیجه با حفظ جملات بی

(۱-99 ) 𝑟 ′′ = (1 − (Δ𝜃 + Δ𝜑⃗ ) ⋅ 𝑆 )𝑟 + ⋯ 

های خرد را به صورت برداری جمع کرد و معادل یک چرخش دانست پس چرخش توان چرخش یعنی می 

𝑜𝑥که دستگاه  𝜔⃗⃗ Δ𝑡خرد معادل با   ’𝑦 ’𝑧’   در لحظه𝑡  را به لحظه𝑡 + Δ𝑡 دهد برابر است با: دوران می 

𝜔⃗⃗ Δ𝑡 = (𝜔⃗⃗ 1(𝑡) + 𝜔⃗⃗ 2(𝑡) + 𝜔⃗⃗ 3(𝑡))Δ𝑡 

 و در نتیجه داریم:

(۱-۱۰۰ ) 𝜔̅(𝑡) = 𝜑̇(𝑡)𝑘⃗ + 𝜃̇(𝑡)𝑖 1(𝑡) + 𝜓̇(𝑡)𝑘⃗ 2(𝑡) 

 شود با: (، برابر می۱-۸۱در ) 𝑘̂2و   𝑖1̂و با در نظر گرفتن مقادیر داده شده 

(۱-۱۰۱ ) 𝜔⃗⃗ (𝑡) = 𝜑̇𝑘⃗ + 𝜃̇cos 𝜑𝑖 + 𝜃̇sin 𝜑𝑗 + 𝜓̇sin 𝜃 sin 𝜑 𝑖 − 𝜓̇sin 𝜃 cos 𝜑 𝑗 + 𝜓̇cos 𝜃𝑘⃗  

 باشد. ( ما می 9۸-۱نموده است. و همان رابطه )ه  ئله ارا ئبه عنوان مس  ۱و این همان نتیجه است که کتاب مرجع

- ۱۰۰در دستگاه پریم داریم. بنابراین کافی است در )   𝜔⃗⃗گونه که مشاهده خواهیم کرد ما علاقه به تعیین  همان 

۱ ، )𝑘̂ و 𝑖1̂  و𝑘̂2  برحسب بردارهای یکه𝑖̂  و𝑗̂  و𝑘̂  .محاسبه شود 

 چون داریم: 

(۱-۱۰2 ) 

𝑘⃗ 2 ≡ 𝑘⃗ 
′ 

𝑖 1 = 𝑐𝑜𝑠 𝜓𝑖 
′ − 𝑠𝑖𝑛 𝜓𝑗 ′ 

𝑘⃗ = 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑘⃗ 2 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑗 2 

    = 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑘⃗ ′ + 𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑐𝑜𝑠 𝜓𝑗 ′ + 𝑠𝑖𝑛 𝜓𝑖 ′) 
 بنابراین داریم: 

(۱-۱۰3 ) 𝜔⃗⃗ (𝑡) = (𝜑̇cos 𝜃 + 𝜓̇)𝑘⃗ ′ + (𝜑̇sin 𝜃cos 𝜓 − 𝜃̇sin 𝜓)𝑗 ′ + (𝜃̇cos 𝜓 + 𝜑̇sin 𝜃sin 𝜓)𝑖 ′ 

 استخراج کرده است.درسی  متنعنوان به ۱این رابطه را نیز کتاب مرجع 

( به روش پیشنهادی ما کافی است نحوه نمایش یک عملگر در یک بردار پایه ۱-۱۰3برای استخراج رابطه )

 جدید را به دست آوریم هرگاه نمایش آن در بک بردار پایه قدیم معلوم بوده باشد. 
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(۱-۱۰4 ) ⟨𝑒𝑖
′ ∣ 𝑀 ∣ 𝑒𝑗

′⟩ ≡ 𝑀𝑖𝑗
′ = ⟨𝑒𝑖 ∣ 𝐴

+𝑀𝐴 ∣ 𝑒𝑗⟩ 

𝑒𝑗بردارهای   𝑒𝑖بر بردار پایه    𝐴( معرف این واقعیت است که اگر از تاثیر  ۱-۱۰4رابطه )
حاصل شده باشد    ′

𝑒𝑖در بردار پایه  𝑀نمایش یک عملگر دلخواه نظیر  
 باشد. می  𝐴+𝑀𝐴ضرب برابر حاصل ′

 ( داریم:۱- ۷5حال به موجب رابطه )

𝐴𝐴̇+ = Ω(𝑡) =∑  

𝑖

𝜔𝑖𝑆
𝑖 

 خواهیم داشت:   𝐴از راست و با در نظر گرفتن خواص یونیتاری عملگر    𝐴از چپ و    +𝐴با ضرب طرفین در  

(۱-۱۰5 ) 𝐴̇+𝐴 = 𝐴+Ω𝐴 =∑  

𝑖

𝜔𝑖
′𝑆𝑖  

 گوییم:( چنین می ۱-۱۰5برای استخراج تساوی سوم در )

∑ 

𝑖

𝐴+𝜔𝑖𝑆
𝑖𝐴 =∑  

𝑖

𝜔𝑖𝑒
𝜙⃗⃗⃗ ⋅𝑆 (𝑒 𝑖 ⋅ 𝑆 )𝑒

−𝜙⃗⃗⃗ ⋅𝑆  

 ( داریم: ۱-6۸)و به موجب  

(۱-۱۰6 ) 

=∑  

𝑖

𝜔𝑖(𝑒
𝜙⃗⃗⃗ ⋅𝑆 𝑒 𝑖) ⋅ 𝑆  

= (𝑒 𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆 𝜔⃗⃗ ) ⋅ 𝑆  

= (𝐴+𝜔⃗⃗ ) ⋅ 𝑆  

= 𝜔⃗⃗ ′ ⋅ 𝑆  
را برحسب پارامترهای اویلر    𝜔′𝑖توان  ( و با محاسبه مشابه که انجام دادیم می۱-۱۰5بنابراین از روی رابطه )

 توان از یک شگرد ریاضی استفاده نمود: محاسبه کرد. مع هذا بازهم می

(  ۱۰5-۱توان )پس و پیش شده است. می   𝐴کنیم جای ( مقایسه کنیم مشاهده می ۱-۷5( را با )۱-۱۰5اگر )

 را به صورت:

(۱-۱۰۷ ) 𝐴̇+𝐴 = (𝐴+𝐴̇)
+

 

 نوشت. از طرفی چون: 

𝐴(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝑒−𝜑𝑆
3
𝑒−𝜃𝑆

1
𝑒−𝜓𝑆

3 
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 باشد، پس: می

𝐴+(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝑒𝜓𝑆
3
𝑒𝜃𝑆

1
𝑒𝜑𝑆

3  

 توان نتیجه گرفت که: آید. که می درمی 

(۱-۱۰۸ ) 
𝐴+(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝐴(−𝜓,−𝜃,−𝜑) 

𝐴(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝐴+(−𝜓,−𝜃, −𝜑) 

 و در نتیجه داریم:

(۱-۱۰9 ) 𝐴̇(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝐴̇+(−𝜓,−𝜃,−𝜑) 

 ( به صورت زیر: ۱-۱۰9( و )۱-۱۰۸( و ) ۱-۱۰۷گرفتن روابط )( با در نظر ۱-۱۰5پس )

(۱-۱۱۰ ) (𝐴+𝐴̇)+ = {𝐴(−𝜓,−𝜃̇, −𝜑)𝐴̇+(−𝜓,−𝜃,−𝜑)}+ = −(𝜔𝑖
′𝑆𝑖)+ 

های  آید. پس کافی است در استخراج مولفه( درمی۱-۷5( عین رابطه )۱-۱۰5آید و در نتیجه رابطه )در می

 (:۱- 9۸در دستگاه متصل به جسم صلب در رابطه )  𝜔⃗⃗بردار 

𝜔𝑖 → −𝜔𝑖
′      ,      𝜓 → −𝜑      ,      𝜃 → −𝜃      ,      𝜑 → −𝜓 

 تبدیل نماییم. یعنی داریم: 

−𝜔1
′ (𝑡) = (−𝜑̇)𝑠𝑖𝑛(−𝜃)𝑠𝑖𝑛(−𝜓) − 𝜃̇𝑐𝑜𝑠(−𝜓)

−𝜔2
′ (𝑡) = 𝜑̇𝑠𝑖𝑛(−𝜃)𝑐𝑜𝑠(−𝜓̇) − 𝜃̇𝑠𝑖𝑛(−𝜓)

−𝜔3
′ (𝑡) = (−𝜑̇)𝑐𝑜𝑠(−𝜃) − 𝜓̇

 

 به عبارت دیگر داریم: 

(۱-۱۱۱ ) 
𝜔1
′ (𝑡) = 𝜑̇ sin 𝜃 sin 𝜓 + 𝜃̇ cos 𝜓

𝜔2
′ (𝑡) = 𝜑̇ sin 𝜃 cos 𝜓 − 𝜃̇ sin 𝜓

𝜔3
′ (𝑡) = 𝜑̇ cos 𝜃 + 𝜓̇

 

را    𝐴کنیم که اگر عملگر  ( استخراج کنیم. ابتدا توجه می𝑙و  𝜙را برحسب پارامترهای )    𝜔⃗⃗خواهیم  حال می 

 به صورت:

𝐴 = 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆  
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آن  به علت  کنیم  نمیتعریف  است  از حاصل جمع سه عملگر  اکسپونانسیل  نمای  به   𝐴توان مشتق  که  را 

 صورت:

𝐴̇+ ≠ (𝜙⃗̇ ⋅ 𝑆 ) 𝑒+𝜙⃗⃗⃗
 ⋅𝑆  

 کنیم: نوشت. بنابراین در مقام چاره جویی چنین می 

( ، با 𝑙و  𝜙های ) بردار ویژه عملگر چرخش با مشخصه  ⟨𝑙|توان دریافت که  ( به آسانی می۱-64از رابطه)

 باشد. یعنی: + می ۱مقدار ویژه 

(۱-۱۱2 ) 𝐴 ∣ 𝑙⟩ = |𝑙⟩ 

 خواهیم داشت: +𝐴با ضرب طرفین در  

(۱-۱۱3 ) 𝐴+|𝑙⟩ = |𝑙⟩ 

 ( خواهیم داشت:۱-۱۱3با مشتق زمانی گرفتن از رابطه )

(۱-۱۱4 ) 𝐴̇+|𝑙⟩ + 𝐴+|𝑙⟩̇ = |𝑙⟩̇ 

 دهیم:قرار می Ω( ، ۱-۷5اش را به موجب )مساوی  +𝐴𝐴̇ضرب میکنیم و به جای  𝐴طرفین را در 

(۱-۱۱5 ) Ω |𝑙⟩ + |𝑙⟩̇ = 𝐴 |𝑙⟩̇ 

 گیریم که: ( نتیجه می۱-۱5در نتیجه از رابطه )

(۱-۱۱6 ) 
(1 − 𝐴)|𝑙⟩̇ = −Ω|𝑙⟩

= −𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑆 |𝑙⟩

= 𝜔⃗⃗ × 𝑙 

 

 ( قرار دهیم خواهیم داشت:۱-64اش را از )مساوی  𝐴حال اگر به جای  

(۱-۱۱۷ ) [−(1 − cos 𝜑)[∣ 𝑙⟩⟨𝑙 ∣ −1] + sin 𝜙(𝑙 ⋅ 𝑆 )] ∣ 𝑙⟩̇ = 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

 نظر به اینکه:

⟨𝑙|𝑙⟩̇ = 𝑙 ⋅
𝑑

𝑑𝑡
𝑙 = 𝟎 
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 گیریم که: ( نتیجه می ۱-۱۱۷از رابطه )

(۱-۱۱۸ ) 𝜔⃗⃗ × 𝑙 = (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙 ̇− (𝑙 × 𝑙 ̇) 𝑠𝑖𝑛 𝜙 
 حال از اتحاد:

𝜔⃗⃗ (𝑡) = (𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑙 )𝑙 + 𝑙 × (𝜔⃗⃗ × 𝑙 ) 

 کنیم. اگر کمی دقت نماییم: استفاده می

(۱-۱۱9 ) 𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑙 = 𝜙̇(𝑡) 

 گوییم: باشد. برای اثبات چنین میمی

 و عمود برآن تجزیه نماییم:  𝑙را در دو راستای موازی با    𝜔⃗⃗اگر 

𝜔⃗⃗ = 𝜔⃗⃗ ‖ + 𝜔⃗⃗ ⊥ 

𝜙(𝑡به  𝜙(𝑡)جسم صلب را از وضعیت با زاویه   ‖ 𝜔⃗⃗در این صورت  + 𝛥𝑡)  کند و در نتیجه: تبدیل می 

𝜙(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝜙(𝑡) ≈ 𝜙̇𝛥𝑡. 

 گردد یعنی: می

𝜔⃗⃗ || = 𝜙̇𝑙  

 ( به صورت: ۱-۱۱9( به کمک ) ۱-۱۱۸بنابراین )

𝜔⃗⃗ (𝑡) = 𝜙̇𝑙 + 𝑙 × [(1 − cos 𝜙)𝑙 ̇− (𝑙 × 𝑙 ̇) sin 𝜙] 

 

 آید بنابراین: در می

(۱-۱2۰ ) 𝜔⃗⃗ (𝑡) = 𝜙̇𝑙 + (1 − cos 𝜙)(𝑙 × 𝑙 ̇) + 𝑙 ̇sin 𝜙 
 ( حاصل نماید. محاسبات صریح: 𝑙و 𝜙را برحسب پارامترهای چرخش )  𝜔⃗⃗های  ( مولفه ۱-۱2۰رابطه )

𝐴𝐴̇+ =∑  

𝑖

𝜔𝑖𝑆
𝑖 
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 ( را حاصل نموده که در بخش ضمیمه آمده است.۱-۱2۰همین نتیجه )

چه که آن در دستگاه متصل به جسم صلب کافی است با استدلال مشابه به    𝜔⃗⃗ (𝑡)برای تعیین مولفه های  

 ( گردید ۱-۱۱۱منجر به رابطه )

𝜔𝑖 → −𝜔𝑖
′         , 𝜙 → −𝜙 

 صورت:جایگزین کنیم در این 

(۱-۱2۱ ) (𝜔⃗⃗ )′ = 𝜙̇𝑙 − (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙 × 𝑙 ̇) + 𝑙 ̇ 𝑠𝑖𝑛 𝜙 

 ( در آخر این فصل توضیحات بیشتری داده شده است.۱-۱2۱در مورد رابطه )

 ( Mielnik Plebański) پارامترهای مایلنیک پلبانسکی 6-1

.𝑝𝑟𝑜𝑓بار توسط    نی پارامترها اول  نی: ا حیتوض 𝐷 . 𝑃𝑢𝑟𝑠𝑒𝑦   اوقات   یشده است و بعض  یبه مولف معرف

 مشهور هستند.  گرز یرودر یبه پارامترها  زین

دوران دلخواه    کیمشخص کردن    یبرا   (𝜑و  𝜃و   𝜓)و    (𝑙و  𝜙) مختلف    یلحظه دو دسته پارامترها  نیا   تا

چه در دستگاه مرجع و چه در   𝜔⃗⃗ (𝑡).  دیگرد  نییبرحسب آن ها تع یا شده اند و بردار سرعت لحضه  یمعرف

 ی تابع  دهدیم  ان( نش۱-۱2۱( و )۱-۱2۰( و )۱-۱۱۱( و ) ۱-۱۰3گونه که روابط )دستگاه متصل به جسم همان

نقطه از   کی  ی که مثلاً بردار مکان  دی. توجه کنباشدیاز پارامترها و خود پارامتر م  ی از مشتقات مرتبه اول زمان

اما در دستگاه متصل به  کندیم رییجهت آن تغ یعنیاز زمان است  یجسم صلب نسبت به دستگاه مرجع تابع

چه در دستگاه مرجع و چه در    𝜔⃗⃗ثابت است اما بردار    نآ  یهامولفه  یعنی  ستیاز زمان ن   یجسم صلب تابع

در هر دو دستگاه     𝜔⃗⃗امتداد بردار    یعنیاز زمان است    یپارامترها( تابع   قیدستگاه متصل به جسم صلب )از طر

 ی پلبانسک  کی لنی ما  ی پارامترها  یمعرف  زهی. حال ممکن است که خواننده انگکندیمختلف فرق م   یهادر زمان 

نما  کیکردن    شخصم  یبرا  از خود سوال  را  ا   دید  میگونه که خواههمان  د؟ییدوران دلخواه    نیبه کمک 

𝑀  یها را پارامترها  به بعد آن  نیپارامترها که از ا  − 𝑃  جه یدوران معادل که نت  کی  یمشخصه ها  مینامیم 

نت  میآوری به دست م  یسانه آ دو دوران حول دو محور دوران متفاوت است را ب   ن یکمک هم  هب  جهیو در 
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𝑀  یپارامترها  − 𝑃  دوران معادل    کی   یخواهد که مشخصه ها (𝜙  و𝑙)  به    ای)   لریاو  ی را برحسب پارامترها

  ی مطلب را به کمک فضا  نیا   2 ذکر است که در کتاب مرجع  انیشا   دیآی ( به دست میسه دوران متوال  یقول

 بعداً مفصلاً صحبت خواهد شد.  زیاستخراج کرده است که در مورد آن ن نیاسپ

𝑀  یپارامترها  − 𝑃 گردندی م فیتعر ریبه صورت ز : 

(۱-۱22 ) 𝑊⃗⃗⃗ = 𝑙 𝑡𝑔
𝜙

2
       , |𝑊⃗⃗⃗ | = 𝑡𝑔

𝜙

2
 

سازد. بنابراین عملگر دوران  امتداد محور دوران و قدرمطلق آن مقدار زاویه دوران را معلوم می    𝑊⃗⃗⃗یعنی  

𝑀( برحسب پارامترهای 64-۱) − 𝑃  آیید:به صورت زیر در می  

𝐴 = 1 + 2sin2 
𝜙

2
[|𝑙⟩⟨𝑙| − 1] − 2(𝑙 ̅ ⋅ 𝑆̅)𝑠𝑖𝑛

𝜙

2
𝑐𝑜𝑠

𝜙

2
 

 با در نظر گرفتن رابطه های زیر: 

𝑠𝑖𝑛
𝜙

2
=

𝑡𝑔
𝜙
2

√1 + 𝑡𝑔2
𝜙
2

=
𝑊

√1 +𝑊2
         , 𝑐𝑜𝑠

𝜙

2
=

1

√1 + 𝑡𝑔2
𝜙
2

=
1

√1 +𝑊2
 

 آید: به صورت زیر در می 𝐴عملگر 

(۱-۱23 ) 𝐴 = 1 +
2

1 +𝑊2
[|𝑊⟩⟨𝑊| −𝑊2] − 2

𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 

1 +𝑊2
 

 و با در نظر گرفتن رابطه: 

(−𝑙 ⋅ 𝑆 )(𝑙 ⋅ 𝑆 ) = |𝑙⟩⟨𝑙| − 1 

 آید: نهایتاً به صورت زیر در می 𝐴عملگر 

(۱-۱24 ) 𝐴 = 1 +
2

1 +𝑊2
(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )2 +

2

1 +𝑊2
(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 ) 

( )۱-۱23روابط  یا  پارامترهای  ۱24-۱(  برحسب  دوران  عملگر  نمایش   )𝑀 − 𝑃  باشد. می 

 نماید که برابر است با: را حاصل می ′ 𝑟بردار   𝑟بر بردار   𝐴کنیم که تاثیر عملگر توجه می 
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𝐴𝑟 = 𝑟 ′ = {1 +
2

1 +𝑊2
(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )[(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 ) + 1]}𝑟  

 گیریم که: میکه با کمی عملیات جبری ساده نتیجه 

(۱-۱25 ) 𝑟 ′ = 𝑟 +
2

1 +𝑊2
𝑊⃗⃗⃗ × [𝑊⃗⃗⃗ × 𝑟 + 𝑟 ] 

𝑀( برحسب پارامترهای ۱-۱25( است با این تفاوت که )۱-۱6( معادل رابطه )۱-۱25رابطه ) − 𝑃   نوشته

 نوشته شده است.  (𝑙و 𝜙( برحسب پارامترهای ) ۱-۱6شده است اما )

اگر به طرفی ⋅ 𝑊⃗⃗⃗−)( عملگر واحد اضافه نموده و طرفین را در عملگر  ۱-۱24رابطه )   نحال  𝑆 )   ضرب

 نماییم خواهیم داشت: 

(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )(𝐴 + 1) = 2[(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 ) +
(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )

3
+ (−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )

2

1 +𝑊2
]

= 2[(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 ) +
𝑊2(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 ) + (−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )

2

1 +𝑊2
]

=
2(−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 ) + (−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )

2

1 +𝑊2

 

 گیریم: که نتیجه می

(۱-۱26 ) (−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )(𝐴 + 1) = (𝐴 − 1) 

 ضرب کنیم خواهیم داشت:   𝑟( را در ۱-۱26اگر )

(𝑎-۱-۱26 ) (−𝑊⃗⃗⃗ ⋅ 𝑆 )(𝑟 + 𝑟 ′) = 𝑟 ′ − 𝑟 

𝑊⃗⃗⃗ × (𝑟 ′ + 𝑟 ) = 𝑟 ′ − 𝑟 
 

 تر هندسی اثبات نمود.توان به روش آسان( را می𝑎-۱-۱26)رابطه 
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تشکیل شده و هم مرکز لوزی واقع     𝑟و   ′ 𝑟که هم مرکز لوزی است که دو ضلع مجاور آن از    𝑀برای این منظور نقطه  

 در نتیجه:  در صفحه دوران.

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = |𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| 𝑙 

𝑙 صورت اگر طرفین رابطه فوق را در  شود، در این می tan
𝜙

2
 ضرب برداری کنیم:  

𝑡𝑎𝑛
𝜙

2
𝑙 × 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑡𝑎𝑛

𝜙

2
𝑂1𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 : 𝑟و  ′ 𝑟از روی لوزی با اضلاح مجاور  

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑟 ′ + 𝑟 

2
 

′ 𝑟یابیم نتیجه بردار موازی  است و از روی حاصل ضرب طرف راست درمی  − 𝑟    خواهد بود که اگر در

𝑡𝑎𝑛
𝜙

2
 𝑟 −𝑟هم ضرب شود، خود  

′

2
 حاصل شد، یعنی:  (𝑎-۱-۱26)شود. پس نتیجه حاصل می  

𝑊⃗⃗⃗ × (𝑟 ′ + 𝑟 ) = 𝑟 ′ − 𝑟  

𝑡𝑎𝑛در 
𝜙

2
𝑙 × 𝑛⃗   ،𝑙 × 𝑛⃗   در جهت𝑟 ′ − 𝑟  گیرد.قرار می 
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𝑀( استفاده کرده و پارامترهای  ۱-۱26حال از ) − 𝑃    حاصل از دو دوران𝑊⃗⃗⃗ 1    و𝑊⃗⃗⃗ 2   که معادل یک دوران

 آوریم. است را به دست می

 ( داریم: ۱-۱26به موجب ) 

(۱-۱2۷ ) 𝑟 ′ − 𝑟 = 𝑊⃗⃗⃗ 1 × (𝑟 
′ + 𝑟 ) 

𝑟 ′′ − 𝑟 ′ = 𝑊⃗⃗⃗ 2 × (𝑟 
′′ + 𝑟 ′) 

 داریم:(  ۱-۱2۷از جمع دو رابطه )

(۱-۱2۸ ) 𝑟 ′′ − 𝑟 = (𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2) × 𝑟 
′ + 𝑊⃗⃗⃗ 1 × 𝑟 + 𝑊⃗⃗⃗ 2 × 𝑟 

′′ 
 

 ای نظیر:اگر بتوان نتیجه 

𝑟 ′′ − 𝑟 = 𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 × (𝑟 
′′ + 𝑟 ) 

𝑀پارامترهای   𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞دست آورد در این صورت  به − 𝑃  معادل دو دوران متوالی به دست خواهد آمد. پس

( به ترتیب در  ۱-۱2۷باشد. حال رابطه اول و دوم )( جمله اول سمت راست می ۱-۱2۸جمله مزاحم در ) 

𝑊⃗⃗⃗ 2  و𝑊⃗⃗⃗ 1 کنیم: ضرب برداری کرده و از هم کم می 

(𝑊⃗⃗⃗ 2 + 𝑊⃗⃗⃗ 1) × 𝑟 
′ − (𝑊⃗⃗⃗ 1 × 𝑟 

′′ + 𝑊⃗⃗⃗ 2 × 𝑟 )

= 𝑊⃗⃗⃗ 2 × [𝑊⃗⃗⃗ 1 × (𝑟 + 𝑟 
′)] − 𝑊⃗⃗⃗ 1 × [𝑊⃗⃗⃗ 2 × (𝑟 

′′ + 𝑟 ′)] 

 ( برابراست با: ۱-۱29سمت راست رابطه )

(۱-۱29 ) 𝑊⃗⃗⃗ 1[𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ (𝑟 
′ + 𝑟 )] − (𝑟 ′ + 𝑟 )(𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 2)

= 𝑊⃗⃗⃗ 2[𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ (𝑟 
′′ + 𝑟 ′)] + (𝑟 ′ + 𝑟 ′′)(𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 2) 

 با توجه به اینکه: 

𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑟 
′ = 𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑟 

𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ 𝑟 
′ = 𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ 𝑟 

′′
 

 شود با: ( برابر می ۱-۱29سمت راست رابطه )
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𝑊⃗⃗⃗ 1[𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ (𝑟 
′′ + 𝑟 )] + (𝑟 ′′ − 𝑟 )(𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 2) − 𝑊⃗⃗⃗ 2[𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ (𝑟 

′′ + 𝑟 ′)] 

 ( داریم: ۱-۱29( و )۱-۱2۸بنابراین از ترکیب )

𝑟 ″ − 𝑟 = 𝑊⃗⃗⃗ 1 × 𝑟 
″ + 𝑊⃗⃗⃗ 2 × 𝑟 + 𝑊⃗⃗⃗ 1[𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ (𝑟 

′ + 𝑟 )] + (𝑟 ″ − 𝑟 )(𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 2) −

𝑊⃗⃗⃗ 2[𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ (𝑟 
″ + 𝑟 )] + 𝑊⃗⃗⃗ 1 × 𝑟 + 𝑊⃗⃗⃗ 2 × 𝑟 

″
 

(𝑟 ′′ − 𝑟 )[1 − 𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 2] = (𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2) × 𝑟 
′′ + (𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2) × 𝑟 +

(𝑟 ′′ + 𝑟 ) × (𝑊⃗⃗⃗ 1 × 𝑊⃗⃗⃗ 2)
 

(𝑟 ′′ − 𝑟 )[1 − 𝑊⃗⃗⃗ 1 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 2] = (𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2) × (𝑟 
′′ + 𝑟 ) − (𝑊⃗⃗⃗ 1 × 𝑊⃗⃗⃗ 2) × (𝑟 

′′ + 𝑟 ) 

 

(۱-۱3۰ ) 𝑟 ′′ − 𝑟 =
𝑊⃗⃗⃗ 2 + 𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2 × 𝑊⃗⃗⃗ 1

1 − 𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 1
× (𝑟 + 𝑟 ′′) 

𝑀( پارامترهای ۱-۱3۰از رابطه ) − 𝑃  آید یعنی:یک دوران معادل دو دوران متوالی به دست می 

(۱-۱3۱ ) 𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 =
𝑊⃗⃗⃗ 2 + 𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2 × 𝑊⃗⃗⃗ 1

1 − 𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 1
 

𝑊⃗⃗⃗ 2توجه کنید که هرگاه زوایای دوران کوچک باشد   × 𝑊⃗⃗⃗ 1    و𝑊⃗⃗⃗ 2 ⋅ 𝑊⃗⃗⃗ 1   های مرتبه  نهایت کوچک از بی

دوم در خواهند آمد و در نتیجه برای دو چرخش خرد متوالی یک چرخش معادل خواهیم داشت به موجب 

 با:  ( برابر۱3۱-۱)

(۱-۱32 ) 𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 ≈ 𝑊⃗⃗⃗ 1 + 𝑊⃗⃗⃗ 2 

𝑀دانیم سه دوران متوالی اویلر برحسب پارامترهای  گردد. حال می می − 𝑃  :به موجب تعریف برابراست با 

(۱-۱33 ) 

𝑊⃗⃗⃗ 1 = 𝑘⃗ 𝑡𝑔
𝜓

2
 

𝑊⃗⃗⃗ 2 = 𝑖 𝑡𝑔
𝜃

2
 

𝑊⃗⃗⃗ 3 = 𝑘⃗ 𝑡𝑔
𝜑

2
 

 ( برابراست با: ۱-۱3۱به موجب ) 𝑊⃗⃗⃗ 2و  𝑊⃗⃗⃗ 1دوران معادل دو دوران متوالی 
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(۱-۱34 ) 
𝑊̅𝑒𝑞

′ =
𝑖 𝑡𝑔

𝜃
2
+ 𝑘⃗ 𝑡𝑔

𝜓
2
− 𝑗 𝑡𝑔

𝜃
2
𝑡𝑔
𝜓
2

1
 

 شود با: ( برابر می ۱-۱3۱و در نتیجه دوران سه دوران متوالی بازهم به موجب )

𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 =
𝑖 𝑡𝑔

𝜃
2
+ 𝑘⃗ 𝑡𝑔

𝜓
2
− 𝑗 𝑡𝑔

𝜃
2
𝑡𝑔
𝜓
2
+ 𝑘⃗ 𝑡𝑔

𝜑
2
+ 𝑘⃗ 𝑡𝑔

𝜑
2
× (𝑘⃗ 𝑡𝑔

𝜓
2
+ 𝑖 𝑡𝑔

𝜃
2
− 𝑗 𝑡𝑔̂

𝜓
2
𝑡𝑔
𝜃
2
)

1 − 𝑡𝑔
𝜑
2
𝑡𝑔
𝜓
2

 

 

𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 =
𝑖 𝑡𝑔

𝜃
2
(1 + 𝑡𝑔

𝜑
2
𝑡𝑔
𝜓
2
)

1 − 𝑡𝑔
𝜑
2
𝑡𝑔
𝜓
2

+
𝑗 𝑡𝑔

𝜃
2
(𝑡𝑔

𝜑
2
− 𝑡𝑔

𝜓
2
)

1 − 𝑡𝑔
𝜑
2
𝑡𝑔
𝜓
2

+
𝑘⃗ (𝑡𝑔

𝜑
2
+ 𝑡𝑔

𝜓
2
)

1 − 𝑡𝑔
𝜑
2
𝑡𝑔
𝜓
2

 

 هرگاه در دو جمله اول در صورت و مخرج: 

𝑡𝑔𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
 

 بنویسیم خواهیم داشت: 

𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 = 𝑖 
𝑠𝑖𝑛

𝜃
2

𝑐𝑜𝑠
𝜃
2

𝑐𝑜𝑠 (
𝜑 − 𝜓
2

)

𝑐𝑜𝑠 (
𝜑 + 𝜓
2

)
+ 𝑗 

𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

𝑐𝑜𝑠
𝜃
2

𝑠𝑖𝑛 (
𝜑 − 𝜓
2

)

𝑐𝑜𝑠 (
𝜑 + 𝜓
2

)
+ 𝑘⃗ 𝑡𝑔 (

𝜑 + 𝜓

2
) 

 

(۱-۱35 ) 𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 =
𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜃
2
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑 − 𝜓
2

) + 𝑗 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑 − 𝜓
2

) + 𝑘⃗ cos 
𝜃
2
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑 + 𝜓
2

)

𝑐𝑜𝑠
𝜃
2
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑 + 𝜓
2

)
 

باشد به دست  که معادل سه دوران اویلر می   (𝑙و  𝜙های یک دوران ) ( مشخصه ۱-۱35بنابراین به موجب )

 اش را از رابطه زیر قرار دهیم:مساوی  𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞( به جای  ۱-۱35آید. کافی است در )می

(۱-۱36 ) 𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞 = 𝑙 𝑡𝑔
𝜙

2
 

 ( را به توان دو برسانیم خواهیم داشت:۱-۱35حال اگر رابطه )
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𝑡𝑔2
𝜙

2
=

𝑠𝑖𝑛2
𝜃
2
(cos2 

𝜑 − 𝜓
2

+ 𝑠𝑖𝑛2
𝜑 − 𝜓
2

) + 𝑐𝑜𝑠2
𝜃
2
𝑠𝑖𝑛2(

𝜑 + 𝜓
2

)

𝑐𝑜𝑠2
𝜃
2
𝑐𝑜𝑠2 (

𝜑 + 𝜓
2

)
 

=
1

𝑐𝑜𝑠2
𝜃
2
𝑐𝑜𝑠2(

𝜑 + 𝜓
2

)
{𝑠𝑖𝑛2

𝜃

2
+ 𝑐𝑜𝑠2

𝜃

2
𝑠𝑖𝑛2(

𝜑 + 𝜓

2
)} 

 و با توجه به اتحاد زیر: 

1 + 𝑡𝑔2𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

 

 خواهیم داشت:

(۱-۱3۷ ) 

1

𝑐𝑜𝑠2
𝜙
2

=
𝑠𝑖𝑛2

𝜃
2
+ 𝑐𝑜𝑠2

𝜃
2
𝑠𝑖𝑛2 (

𝜑 + 𝜓
2

) + 𝑐𝑜𝑠2
𝜃
2
𝑐𝑜𝑠2 (

𝜑 + 𝜓
2

)

𝑐𝑜𝑠2
𝜃
2
𝑐𝑜𝑠2 (

𝜑 + 𝜓
2

)
 

cos 
𝜙

2
= cos 

𝜃

2
cos (

𝜑 + 𝜓

2
) 

 و با در نظر گرفتن این که: 

𝑙 𝑠𝑖𝑛
𝜙

2
= 𝑊⃗⃗⃗ 𝑒𝑞𝑐𝑜𝑠

𝜙

2
 

 باشد. در آن صورت داریم:می

(۱-۱3۸ ) 𝑙  sin
𝜙

2
= 𝑖  sin

𝜃

2
cos(

𝜑 − 𝜓

2
) + 𝑗  sin

𝜃

2
sin(

𝜑 − 𝜓

2
) + 𝑘⃗  cos

𝜃

2
sin(

𝜑 + 𝜓

2
) 

باشد و این ( مبین روابط بین پارامترهای اویلر بر حسب پارامترهای چرخش می ۱-۱3۸( و )۱-۱3۷روابط )

𝑀از امتیازات معرفی پارامترهای  − 𝑃 باشد. می 

به عنوان آخرین مطلب در بخش اول سینماتیک مفهوم مشتق زمانی یک بردار وابسته به زمان در دو دستگاه 

 کنیم. که یکی نسبت به دیگری حرکت دورانی دارد استخراج می
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 شود: مشتق زمانی یک بردار در هر دستگاهی به صورت زیر تعریف می 

 باشد داریم:  𝑎ام بردار  𝑖مولفه  𝑎𝑖هرگاه  

(۱-۱39 ) 𝐿𝑖𝑚
𝑎𝑖(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑎𝑖(𝑡)

Δ𝑡
=
𝑑𝑎𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
 

اندازهیعنی ناظر در هر دستگاهی تغییرات زمانی مولفه نماید. و  گیری میهای یک بردار را در آن دستگاه 

 دیگر کاری ندارد که دستگاهی که خود واقع بر آن است نسبت به دستگاه دیگردر حال حرکت است.  

 بنابراین مشتق زمانی یک کمیت برداری برای یک ناظر واقع در دستگاهی برابر: 

(۱-۱4۰ ) 
𝑑𝑎 (𝑡)

𝑑𝑡
=∑  

𝑖

𝑑𝑎𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
𝑒 𝑖 

شود که مشتق زمانی یک بردار که یکی نسبت به دیگری باشد. با در نظر گرفتن چنین تعریفی مشاهده می می

𝑜𝑥دیگر مساوی نیستند چون هرگاه دستگاه  در حال دوران است با هم ’𝑦 ’𝑧’    نسبت به𝑜𝑥𝑦𝑧   در حال دوران

 باشد داریم: 

(۱-۱4۱ ) 

𝑎 =∑  

𝑖

𝑎𝑖𝑒 𝑖
′ =∑  

𝑖

𝑎 𝑖
′𝑒 𝑖
′

𝑑𝑎 (𝑡)

𝑑𝑡
=∑  

𝑖

𝑑𝑎𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
𝑒 𝑖 =∑  

𝑖

𝑑𝑎𝑖
′

𝑑𝑡
𝑒 𝑖
′ +∑  

𝑖

𝑎𝑖
′
𝑑𝑒 𝑖

′

𝑑𝑡

 

است امّا فقط جمله اول طرف راست    𝑜𝑥𝑦𝑧طرف چپ رابطه فوق معرف مشتق زمانی بردار در دستگاه  

باشد. بنابراین برای تمایز مشتقات زمانی یک بردار  می   ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧معرف مشتق زمانی همان بردار در دستگاه  

 ها را به صورت:ی مختلف آن هادر دستگاه

(۱-۱42 ) 𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑡

𝑒 𝑖 ≡
𝑑𝑎 

𝑑𝑡
 

(۱-۱43 ) 𝑑𝑎𝑖
′

𝑑𝑡
𝑒 𝑖
′ ≡

𝑑∗𝑎 

𝑑𝑡
 

از طرفی به نشان می  ای سرعت زاویه    𝜔⃗⃗( که در آن  ۱-2۰موجب رابطه سینماتیکی استخراج شده ) دهیم. 

 دستگاه دوار نسبت به دستگاه مرجع است داریم: 
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𝑑𝑒 𝑖
′

𝑑𝑡
= 𝜔⃗⃗ × 𝑒 𝑖

′ 

 ( برابر با: ۱-۱4۱بنابراین رابطه )

(۱-۱44 ) 𝑑𝑎 

𝑑𝑡
=
𝑑∗𝑎 

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗⃗ × 𝑎  

دینامیک جسم صلب استفاده فراوانی دارد. برای استخراج رابطه فوق به روش شود. این رابطه در بخش  می

 کنیم: دیگر چنین می 

 

حاصل شده    𝑒 𝑖بر    𝐴های بک بردار در دو دستگاه که دستگاه پریم ناشی از تاثیر عملگر  رابطه بین مولفه 

 باشد به صورت:

(۱-۱45 ) ∑ 

𝑗

𝐴𝑖𝑗
+𝑎𝑗(𝑡) = 𝑎𝑖

′(𝑡) 

 ( نسبت به زمان مشتق گرفته و خواهیم داشت:۱-۱45)باشد. از می

(۱-۱46 ) 𝐴̇𝑖𝑗
+𝑎𝑗 + 𝐴𝑖𝑗

+ 𝑎̇𝑗 = 𝑎̇𝑖
′(𝑡) 

 کنیم: جمع می  𝑖کنیم و بر روی اندیس ضرب می  𝐴𝑘𝑖طرفین رابطه فوق را از طرف چپ در 

(۱-۱4۷ ) 

∑ 

𝑖,𝑗

𝐴𝑘𝑖𝐴̇𝑖𝑗
+𝑎𝑗 +∑  

𝑖,𝑗

𝐴𝑘𝑖𝐴𝑖𝑗
+ 𝑎̇𝑗 =∑  

𝑖

𝐴𝑘𝑖𝑎̇𝑖
′(𝑡) 

∑ 

𝑗

(𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑆 )
𝑘𝑗
𝑎𝑗 + 𝛿𝑘𝑗𝑎̇𝑗 = 𝐴𝑘𝑖𝑎̇𝑖

′(𝑡) 

𝑎̇𝑘 =∑  

𝑗

− (𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑆 )
𝑘𝑗
𝑎𝑗 + 𝐴𝑘𝑖𝑎̇𝑖

′(𝑡) 

𝑎̇𝑘 = (𝜔⃗⃗ × 𝑎 )𝑘 + 𝐴𝑘𝑖𝑎̇𝑖
′(𝑡) 

باشد. و از نظر مشخص شدن رابطه ( می ۱-۱44( از نظر استفاده، کاربردی تر از رابطه محض )۱-۱4۷رابطه )

مولفه زمانی  مفهومیبین مشتقات  بردار  )های یک  به صورت  را  رابطه  این  بخواهیم  اگر  است.  ( ۱-۱44تر 

 که:کنیم. با علم به این جمع می  𝑘ضرب کرده و روی اندیس  𝑒 𝑘بنویسیم کافی است طرفین رابطه را در  
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𝐴|𝑒𝑖⟩ = |𝑒𝑖
′⟩ 

∑ 

𝑘

|𝑒𝑘⟩⟨𝑒𝑘|𝐴|𝑒𝑖⟩ = |𝑒𝑖
′⟩  →  𝐴𝑖𝑘

+ |𝑒𝑘⟩ = |𝑒𝑖
′⟩ 

∑ 

𝑘

𝐴𝑘𝑖|𝑒𝑘⟩ = |𝑒𝑖
′⟩ 

 خواهیم داشت:

(۱-۱4۸ ) 𝑑𝑎 

𝑑𝑡
=
𝑑∗𝑎 

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗⃗ × 𝑎  

مکانی در توجه کنید برای جسم صلب اگر دستگاه دوران کننده متصل به جسم صلب باشد مختصات بردار 

 کند. بنابراین در نتیجه:دستگاه دوار با گذشت زمان تغییر نمی

𝑑∗𝑟 

𝑑𝑡
= 0 

 و بازهم به نتیجه معروف: 

𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= 𝜔 × 𝑟 

 فرض کنیم خواهیم داشت: 𝜔⃗⃗ (𝑡)را    𝑎رسیم. همچنین اگر  می

(۱-۱49 ) 𝑑𝜔⃗⃗ 

𝑑𝑡
=
𝑑∗𝜔⃗⃗ 

𝑑𝑡
 

)که قبلاً هم به    𝜔⃗⃗ (𝑡)های بردار  ( مولفه۱-۱44به عنوان آخرین مطلب در این فصل با استفاده از رابطه )

ایم( چه در دستگاه مرجع و چه در دستگاه متصل به جسم صلب بر حسب پارامترهای دوران  دست آورده 

 (: ۱-۱۱3کنیم به موجب )استخراج می

𝐴+|𝑙⟩ = |𝑙⟩ 

در هر دو دستگاه مساوی است     𝑙های بردار  گیریم که مولفه( نتیجه می ۱-۸3( و یا )۱-۸2اما به موجب )

 یعنی: 

(۱-۱5۰ ) 𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙𝑖
′(𝑡)                 𝑖 = 1,2,3 
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 بنویسیم خواهیم داشت:  𝑙( را برای بردار ۱-۱44است. حال اگر رابطه )

(۱-۱5۱ ) 𝑑𝑙 

𝑑𝑡
=
𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

(۱-۱52 ) 
∑ 

𝑖

𝑑𝑙𝑖
𝑑𝑡
(𝑒 𝑖 − 𝑒 𝑖

′) = 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

∑ 

𝑖

𝑑𝑙𝑖
𝑑𝑡
(1 − 𝐴)𝑒 𝑖 = 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

(۱-۱53 ) (1 − 𝐴)
𝑑𝑙 

𝑑𝑡
= 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

 ( خواهیم داشت:۱-64از رابطه ) 𝐴گذاری  حال با جای 

[−(1 − cos 𝜙)[|𝑙⟩⟨𝑙| − 1] + (𝑙 . 𝑆 )sin 𝜙]
𝑑𝑙 

𝑑𝑡
= 𝜔⃗⃗ × 𝑙 

(1 − cos 𝜙)
𝑑𝑙 

𝑑𝑡
− (𝑙 × 𝑙 ̇)sin 𝜙 = 𝜔⃗⃗ × 𝑙 

 

( ۱-۱2۰( است که قبلاً استخراج کرده بودیم بنابراین با عملیات مشابه به رابطه )۱-۱۱۸همان رابطه )و این 

 رسیم که عبارت است از: می

𝜔⃗⃗ (𝑡) = 𝜙̇𝑙 + (1 − cos 𝜙)(𝑙 ×
𝑑𝑙 

𝑑𝑡
) +

𝑑𝑙 

𝑑𝑡
sin 𝜙 

 ( داریم: ۱-۱52کنیم. به موجب )را در دستگاه پریم استخراج می 𝜔⃗⃗ (𝑡)های حال اگر بخواهیم مولفه 

(۱-۱54 ) ∑ 

𝑖

𝑑𝑙𝑖
′

𝑑𝑡
(𝐴+ − 1)𝑒 𝑖

′ = 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

 را جایگزین نماییم:  +𝐴و اگر 

[(1 − cos 𝜙)[|𝑙⟩⟨𝑙| − 1] + (𝑙 . 𝑆 )sin 𝜙]
𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
= 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

 (: ۱-۱5۱به موجب ) 

𝑙 ⋅
𝑑𝑙 

𝑑𝑡
= 𝑙 ⋅

𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
= 0 
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 است پس خواهیم داشت:

−(1 − cos 𝜙)
𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
− (𝑙 ×

𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
) sin 𝜙 = 𝜔⃗⃗ × 𝑙  

 موجب اتحاد: بنابراین به 

(۱-۱55 ) 
𝜔⃗⃗ (𝑡) = 𝑙 (𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑙 ) + 𝑙 × (𝜔⃗⃗ × 𝑙 )         , 𝜔⃗⃗ ⋅ 𝑙 = 𝜙̇

𝜔⃗⃗ (𝑡) = 𝜙̇𝑙 − (1 − cos 𝜙)𝑙 ×
𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
+
𝑑∗𝑙 

𝑑𝑡
 sin 𝜙

 

𝑒 𝑖در دستگاه  𝜔⃗⃗ (𝑡)های بردار ( مولفه ۱-۱55رابطه )
 دهد مثلاً:را می ′

𝜔𝑖
′(𝑡) = 𝜙̇𝑙𝑖 − 𝜀𝑖𝑗𝑘(1 − cos 𝜙)𝑙𝑗𝑙𝑘̇ + 𝑙𝑖̇sin 𝜙 

𝑙𝑖توجه کنید که  = 𝑙𝑖
 است.  ′

بر حسب پارامترهای دوران در دسنگاه مرجع معلوم   𝜔⃗⃗ (𝑡)( مبین این روش بود که هرگاه  ۱-۱55رابطه )

 های از رابطه:بوده باشد در دستگاه متصل به جسم صلب مولفه 

𝜔𝑖 → −𝜔𝑖
′          , 𝜙 → −𝜙 

 ( است.۱-۱2۱)( همان رابطه ۱- ۱55کند. رابطه )پیروی می 

  



 52  - مقدمه:

 دینامیک جسم صلب فصل دوم:  2

 :مقدمه  1-2

معروف  رابطه  از  باشد  بوده  معلوم  زمان  حسب  بر  ای  زاویه  سرعت  بردار  اگر  است  شده  بیان  کنون  تا 

 سینماتیکی: 

𝑑𝑟 𝑎
𝑑𝑡

= 𝜔⃗⃗ × 𝑟 𝑎                    (𝑎 = 1,2,3, . . . , 𝑁) 

دیفرانسیل   هنماییم که تا این لحظه معادلبردار مکانی هر ذره از جسم صلب را بدست اورد. تاکید می   توانمی

ایم و فقط بردار سرعت زاویه ای ای را که از معادله فوق ناشی میشود هنوز حل نکردهساده   ظاهربهمرتبه اول  

𝜔⃗⃗     را بر حسب پارامتر های دوران(𝑙 ∙ 𝜙)    و با بر حسب پارامتر های(𝜑, 𝜃,Ψ)    .اویلر استخراج کرده ایم 

معلوم بوده باشد.     𝜔⃗⃗سوال اساسی حال این است که به فرض بخواهیم معادله فوق را حل کنیم، میبایستی  

 از چه رابطه ای بدست می آید؟  𝜔⃗⃗پس  

فرمول پاسخ بدین سوال حتی از روی غریزه فرمول نیوتون میباشدو برای این منظور فرمول جدیدی از روی  

نیوتن استخراج میکنیم که اولین بار توسط لئونارد اویلر صورت گرفته که ما در زیر آن را استخراج میکنیم.  

 این فرمول مخصوص جسم صلب نیست بلکه مربوط به سیستم ذرات مادی میباشد.

 فرمول اویلر برای سیستم ذرات )ملاعبه با فرمول نیوتن(  2-2

ام باشد به موجب  𝑎برآیند نیروهای وارد به ذره    F⃗ aهرگاه در دستگاه مرجعی )که الزاما اینرسی نمیباشد(  

 فرمول نیوتن داریم: 

(2-۱ ) F⃗ a = ma

dv⃗ a
dt

 

جمع بندی نماییم   𝑎از چپ ضرب برداری نموده و سپس بر روی اندیس    r a( را در  2-۱اگر طرفین رابطه )

 خواهیم داشت:

(2-2 ) ∑ 

𝑁

a=1

r a × F⃗ a =∑  

𝑁

a=1

𝑚ar a ×
dv⃗ a
dt

 



 53  - (وتنیذرات )ملاعبه با فرمول ن ستمیس یبرا لری فرمول او

( رابطه  با  2-2به موجب تعریف طرف چپ  نامند و  نیروهای وارد به سیستم ذرات  نشان     𝜏( را گشتاور 

 میدهند. اگر علامت مشتق زمانی در سمت راست را به جلو بکشیم خواهیم داشت: 

𝜏 =∑  

a

d

dt
𝑚a(r a × v⃗ a) −∑  

a

𝑚a

dr a
dt

× v⃗ a 

 در نتیجه خواهیم داشت:توجه میکنیم که جمله دوم سمت راست صفر است 

(2-3 ) 𝜏 =∑  

a

d

dt
ma(r a × v⃗ a) 

mar aکمیت   × v⃗ a    را بردار ممانتم زاویه ای ذره𝑎  نامند و جمع بر روی اندیس ،𝑎   بردار ممانتم زاویه ای

 نشان میدهیم:  L⃗ (𝑡)سیستم ذرات مادی را بدست میدهد و ما آن را با  

(2-4 ) L⃗ (𝑡) = ∑L⃗ a(𝑡) =∑  

a

mar a(𝑡) × v⃗ a(𝑡) 

 (2-5 ) 𝜏 =
dL⃗ 

dt
 

ام را به صورت نیرو های a( باز هم ساده تر میشود. چه اگر نیرو های وارد به ذره  2-5طرف چپ رابطه )

 ( خواهیم داشت:2-2داخلی و خارجی تقسیم کنیم بموجب )

𝜏 =∑  

𝑎

𝑟 𝑎 × (𝐹 𝑎
𝑒𝑥𝑡 +∑  

𝑏

𝑓 𝑏𝑎)

=∑  

𝑎

𝑟 𝑎 × 𝐹 𝑎
𝑒𝑥𝑡 +∑  

𝑎

∑ 

𝑏

𝑟 𝑎 × 𝑓 𝑏𝑎

 

𝑓 𝑏𝑎  نیروی داخلی است که ذره𝑏  ام به ذره𝑎  ام وارد میکند و فرض بر این است که𝑓 𝑎𝑎  .صفر است 

 جمله دوم طرف راست رابطه فوق را به صورت: 

∑ 

𝑎

∑ 

𝑏

𝑟 𝑎 × 𝑓 𝑏𝑎 =
1

2
[∑  

𝑎

∑ 

𝑏

𝑟 𝑎 × 𝑓 𝑏𝑎 +∑  

𝑏

∑ 

𝑎

𝑟 𝑏 × 𝑓 𝑎𝑏] 
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 نویسیم و چون: می

𝑓 𝑏𝑎 = −𝑓 𝑎𝑏 

 است پس:

∑ 

𝑎

∑ 

𝑏

𝑟 𝑎 × 𝑓 𝑏𝑎 =
1

2
∑  

𝑎

∑ 

𝑏

(𝑟 𝑎 − 𝑟 𝑏) × 𝑓 𝑏𝑎 

𝑟 𝑎)(  2-۱در میاید که به موجب شکل ) − 𝑟 𝑏) و 𝑓 𝑏𝑎  .موازی هم هستند 

 

 ( 2- ۱شکل )

 ( اصلاح شده به صورت:2-5و در نتیجه گشتاور نیرو های داخلی صفر میشود بنابراین رابطه )

(2-6 ) 𝜏 𝑒 = ∑𝑟 𝑎 × 𝐹 𝑎
𝑒 =

𝑑𝐿⃗ 

𝑑𝑡
 

ل نیوتن استخراج شده است. این رابطه مزیت  ونامند که اساسا از فرم( را فرمول اویلر  2-6در میاید. رابطه )

( دارد چه غالبا در مسایل نیروهای خارجی وارد به سیستم ذرات معلوم  2-5بسیار زیادی نسبت به رابطه )

میباشد اما از نیروهای داخلی که بین ذرات وجود دارد بی خبر هستیم. از درس مکانیک میدانیم ممانتم خطی  

 م نقطه هندسی مرکز جرم است، یعنی: سیستم ذرات برابر با ممانت

(2-۷ ) ∑ 

𝑎

𝑚𝑎𝑟 𝑎 = 𝑀𝑅⃗ 𝑐 
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 اما در مورد ممانتم زاویه ای چنین رابطه ای برقرار نمیباشد. برای اثبات چنین میکنیم:

 
 ( 2- 2شکل )

امتداد محور آن نسبت  دستگاه مرکز جرمی را که نسبت به دستگاه مرجع حرکت انتقالی انجام میدهد )یعنی 

 به امتداد محورهای دستگاه مرجع ثابت است( در نظر میگیریم. 

 ( داریم: 2-2بموجب شکل )

𝑟 𝑎 = 𝑅⃗ + 𝑟 𝑎
′

𝑣 𝑎 = 𝑉⃗ 𝑐 + 𝑣 𝑎
′
 

 حال 

𝐿⃗ (𝑡) =∑  

𝑎

𝑚𝑎𝑟 𝑎 × 𝑣 𝑎 =∑  

𝑎

𝑚𝑎(𝑅⃗ + 𝑟 𝑎
′) × (𝑉⃗ 𝑐 + 𝑣 𝑎

′ )

=∑  

𝑎

𝑚𝑎𝑅⃗ 𝑎 × 𝑉⃗ 𝑐 +∑  

𝑎

𝑚𝑎𝑅⃗ × 𝑣 𝑎
′ +∑  

𝑎

𝑚𝑎𝑟 𝑎
′ × 𝑉⃗ 𝑐 +∑  

𝑎

𝑚𝑎𝑟 𝑎 × 𝑣 𝑎
′  

 به موجب تعریف نقطه مرکز جرم 

∑ 

a

𝑚a𝑟 a
′(𝑡) =  ∑و0

a

𝑚a𝑣 a
′(𝑡) = 0 
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 در نتیجه:

(2-۸ ) L⃗ (t) = MR⃗⃗ (t) × V⃗⃗ c +∑  

a

mar a
′ (t) × v⃗ a

′ (t) 

یعنی ممانتم زاویه زاویه سیستم ذرات نسبت به دستگاه مرجع برابر ممانتم زاویه نقطه مرکز جرم به علاوه 

( قرار دهیم خواهیم  2-6( را در )2-۸رابطه )فوق    سیستم ذرات نسبت به دستگاه مرکز جرمای  زاویه ممانتم  

 داشت:

𝜏 𝑒 =∑  

𝑎

𝑟 𝑎 × 𝐹 𝑎
𝑒 ≡∑  

𝑎

(𝑅⃗ + 𝑟 𝑎
′) × 𝐹 𝑎

𝑒

=
𝑑

𝑑𝑡
[𝑀𝑅⃗ × 𝑉⃗ 𝑐(𝑡) +∑  

𝑎

𝑚𝑎𝑟 𝑎
′(𝑡) × 𝜈 𝑎

′ (𝑡)]

𝑅⃗ × 𝐹 𝑒 +∑  

𝑎

𝑟 𝑎
′ × 𝐹 𝑎

𝑒 = 𝑀𝑅⃗ × 𝑎 𝑐(𝑡) +
𝑑

𝑑𝑡
∑  

𝑎

𝑚𝑎(𝑟 𝑎
′(𝑡) × 𝜈 𝑎

′ )

 

 با حذف جملات مساوی نتیجه میگیریم که: 

(2-9 ) ∑ 

𝑎

𝑟 𝑎
′(𝑡) × 𝐹 𝑎

𝑒(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑎(𝑟 𝑎

′(𝑡) × 𝜈 𝑎
′ (𝑡)) 

𝐹 𝑎(  2-9توجه کنید در رابطه )
𝑒    نیروی خارجی وارد به ذره𝑎   که در دستگاه مرجع مشخص شده است

𝑟 𝑎میباشد؛ اما  
𝐹𝑎بازوی نیرو    ′

𝑒    از مبدا دستگاه مرکز جرم تا نقطه اثر نیروی𝐹 𝑎
𝑒    است. همچنین𝑟 𝑎

𝜈 𝑎و    ′
′ 

 ام نسبت به دستگاه مرکز جرم است. 𝑎مختصات و سرعت ذره  

 ( را غالبا به صورت:2-9رابطه )

(2-۱۰ ) 𝜏 ′𝑒 =
𝑑

𝑑𝑡
𝐿⃗ ′(𝑡) 

 مینویسند. البته منظور از پریم دستگاه مرکز جرم است که نسبت به دستگاه مرجع دارای حرکت انتقالی است. 

( استفاده میکنیم توجه میکنیم که ظاهر هر 2-۱۰هنگامیکه یک نقطه از جسم صلب ساکن نباشد از رابطه )

 یکی میباشد اما در باطن اینگونه نیست. ( 2-۱۰( و )2-6دو فرمول )



 5۷  - جسم صلب یبرا لری فرمول او

 فرمول اویلر برای جسم صلب 3-2

 مانتم زاویه ای یک سیستم ذرات با رابطه م

L⃗ (𝑡) =∑  

a

𝑚𝑎𝑟 𝑎(𝑡) × 𝜈 𝑎(𝑡) 

 رابطه با 𝑣 𝑎 داده میشود اما فرق اساسی جسم صلب با سیستم ذرات در این است که

(2-۱۱ ) 𝑣 𝑎(𝑡) = 𝜔⃗⃗ (𝑡) × 𝑟 𝑎 

 شود: ای جسم صلب برابر می برای هر ذره از جسم صلب صادق است. درنتیجه ممانتم زاویهکه  شود  داده می

𝐿⃗ (𝑡) =∑  

a

𝑚𝑎𝑟 𝑎(𝑡) × [𝜔⃗⃗ (𝑡) × 𝑟 𝑎(𝑡)] 

 کب( خواهیم داشت:- داده میشود با استفاده از فرمول )بک

(𝑎-2-۱۱ ) L⃗ (𝑡) =∑  

a

𝑚𝑎[𝜔⃗⃗ (𝑡)𝑟𝑎
2(𝑡) − 𝑟 𝑎(𝑡)(𝜔⃗⃗ (𝑡) ⋅ 𝑟 𝑎(𝑡)] 

 ضرب کنیم،   𝑒 𝑖ام در دستگاه مرجع کافیست طرفین را در 𝑖برای تعیین مؤلفه  

Li(𝑡) =∑  

a

𝑚𝑎[𝛿𝑖𝑗𝑟𝑎
2(𝑡) − 𝑥𝑖𝑎(𝑡)𝑥𝑗𝑎(𝑡)]𝜔𝑗(𝑡) 

 فاکتور بگیریم خواهیم داشت: 𝜔𝑗(𝑡)و اگر از 

(2-۱2 ) Li(𝑡) =∑  

a

𝑚𝑎[𝛿𝑖𝑗𝑟𝑎
2(𝑡) − 𝑥𝑖𝑎(𝑡)𝑥𝑗𝑎(𝑡)]𝜔𝑗(𝑡) 

را تانسور اینرسی جسم صلب نامند و به ساختار هندسی جسم صلب بستگی دارد و آن را    𝜔𝑗(𝑡)ضریب 

 نشان میدهند.  Iijبا  

(2-۱3 ) Iij(t) =∑  

a

𝑚𝑎[𝛿𝑖𝑗𝑟𝑎
2(𝑡) − 𝑥𝑖𝑎(𝑡)𝑥𝑗𝑎(𝑡)] 

 :و برای جسم صلب پیوسته تانسور اینرسی به صورت

(2-۱4 ) Iij(𝑡) = ∫ 𝜌(𝑟 ̇)[𝛿𝑖𝑗𝑟
2(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡)𝑥𝑗(𝑡)]𝑑

3𝑥 
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 ( به صورت2-۱2در میاید. بنابراین )

(2-۱5 ) Li(t) = Iij(t)ωj(t) 

 ید. حال به موجب فرمول اویلر داریم: آ در می

(2-۱6 ) 
𝜏 𝑒 =

𝑑𝐿⃗ 

𝑑𝑡

𝜏𝑖
𝑒 =

𝑑

𝑑𝑡
[𝐼𝑖𝑗(𝑡)𝜔𝑗(𝑡)]

 

 تابعی از مختصات  Iij( با کمال تاسف در میابیم که تانسور 2- ۱6با مشاهده رابطه )

 𝑥𝑖𝑎(𝑡)    ها[𝑎 = 1,2,… , 𝑁; 𝑖 = میگردد. مگر نه    𝑡میباشد که از طریق آن ها تابعی از از    [1,2,3

𝑥𝑖𝑎(𝑡) [𝑎تعیین مجهولات     ما برایآنکه تمامی تلاش   = 1,2, … , 𝑁; 𝑖 = بود که هنوز موفق       [1,2,3

 میباشد.    𝑡 به تعیین آن نشده ایم پس تانسور اینرسی تابع مجهولی از

( را در دستگاه متصل به جسم صلب مینویسیم یعنی طرفین رابطه را در  𝑎-2-۱۱در مقام چاره جویی رابطه ) 

𝑒 𝑖′  :ضرب اسکالر میکنیم و در نتیجه خواهیم داشت 

(2-۱۷ ) Li
′(t) =∑  

a

𝑚𝑎[𝜔𝑖
′(𝑡)𝑟𝑎

′2(𝑡) − 𝑥𝑖𝑎
′ (𝑡)(𝜔𝑗

′(𝑡)𝑥𝑗𝑎
′ (𝑡))] 

اینکه مجذور طول بردار در دو دستگاه یکسان هستند و  2-۱۷توجه کنید که در استخراج ) از خاصیت   )

همچنین مقدار حاصلضرب اسکالر دو بردار در دو دستگاه که یکی از دوران دیگری حاصل شده است ناوردا 

𝜔𝑗( از  2-۱۷است، استفاده کردیم. حال اگر در )
 فاکتور بگیریم خواهیم داشت: ′

(2-۱۸ ) 
Li
′(𝑡) =∑  

a

𝑚𝑎[𝛿𝑖𝑗 𝑟𝑎′
2 (𝑡) − 𝑥𝑖𝑎

′ (𝑡)𝑥𝑗𝑎
′ (𝑡)]𝜔𝑗

′(𝑡) 

Li
′(t) = 𝐼𝑖𝑗

′ (𝑡)𝜔𝑖
′(𝑡) 

 نمایش محض رابطه  29-۱۸( و )2-۱5روابط )

L⃗ (𝑡) = 𝐼𝜔⃗⃗ (𝑡) 



 59  - جسم صلب یبرا لری فرمول او

،  𝑡میباشد. بظاهر چنین مینماید که تانسور اینرسی در دو دستگاه تابعی از     {′𝑒𝑖}و      {𝑒𝑖}در دو دستگاه  

زمان میباشد اما اگر کمی دقت کنیم مشاهده میکنیم که تانسور اینرسی در دستگاه متصل به جسم صلب تابعی  

از زمان نیست چون بردار مکانی هر نقطه از جسم صلب در دستگاه متصل به جسم صلب تابعی از زمان  

𝑡نیست و اگر دو دستگاه در لحظه  =  برهم منطبق باشند در این صورت 0

(2-۱9 ) 
𝑟 𝑎
′(𝑡) = 𝑟 𝑎(0)

𝑥 𝑖𝑎
′ (𝑡) = 𝑥 𝑖𝑎(0)

 

 میباشد بنابراین تانسور اینرسی در دستگاه متصل به جسم صلب تابعی از زمان نمیباشد و آن را به صورت 

(2-2۰ ) 𝐼𝑖𝑗
′ =∑  

𝑎

𝑚𝑎[𝑟𝑎
2(0)𝛿𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑎(0)𝑥𝑗𝑎(0)] ≡ 𝐼𝑖𝑗(۰) 

 دهیم.نشان می

( کافیست  2-۱3( و چه از روی رابطه )2-2۰برای استخراج نمایش محض تانسور اینرسی چه از روی رابطه )

𝐼𝑖𝑗و یا    𝐼𝑖𝑗که از  
𝑒𝑖⟩یا      ⟨𝑒𝑗|و   |𝑒𝑖⟩براکت های    `

𝑒𝑗|و    |`
را فاکتور بگیریم. به عنوان مثال ما چنین کاری     ⟨`

 دهیم:انجام می  29-2۰در مورد )

𝐼𝑖𝑗
′ = ⟨𝑒𝑖

′|𝐼|𝑒𝑗
′⟩ =

〈𝑒𝑖
′| {∑  

𝑎

𝑚𝑎[𝑟𝑎
2(0)1 − |𝑟𝑎⟩⟨𝑟𝑎|]} |𝑒𝑗

′〉
 

 شود با:در این صورت رابطه محض تانسور اینرسی برابر می 

(2-2۱ ) 𝐼′ =∑  

𝑎

𝑚𝑎[𝑟𝑎
2(0)1 − |𝑟𝑎⟩⟨𝑟𝑎|] 

( مشاهده میشود تانسور اینرسی یک ماتریس هرمیتی )متقارن( میباشد که 2-2۱( با ) 2-2۰همانگونه که از )

 باشد: بی میلدارای خواص هندسی جا 

 عملگر هرمیتی حقیقی و مثبت است.این مقادیر ویژه  - الف



 6۰  - جسم صلب یبرا لری فرمول او

 بردار های ویژه عملگر هرمیتی متعامد است.   - ب

و در نتیجه نمایش یک عملگر هرمیتی در بردار پایه متعامد که حاصل از بردار های ویژه آن باشد قطری    - ج

 میباشد 

 باشد در این صورت داریم: |𝐼𝑖|با مقدار ویژه    𝐼بردار ویژه   ⟨𝐼𝑖|برای اثبات اگر  

𝐼 = 𝐼+ 

(2-22 ) 𝐼|𝐼𝑖⟩ = 𝐼𝑖|𝐼𝑖⟩ 

 

(2-23 ) ⟨𝐼𝑗|𝐼
+ = 𝐼𝑗

∗⟨𝐼𝑗| 

 ضرب کنیم و سپس از هم کم کنیم خواهیم داشت:  ⟨𝐼𝑖|( را در 2- 23و )  ⟨𝐼𝑗|( را در 2-22اگر )

(2-24 ) 0 = (𝐼𝑖 − 𝐼𝑗
∗)⟨𝐼𝑗 ∣ 𝐼𝑖⟩ 

 

⟨𝐼𝑖|هرگاه   ≠ |𝐼𝑗⟩   انتخاب کنیم چون⟨ 𝐼𝑖 ∣∣ 𝐼𝑖 ⟩ ≠  است، نتیجه میگیریم:   0

(2-25 ) 𝐼𝑖 = 𝐼𝑖
∗ 

iمیبایستی حقیقی باشد. یعنی مقادیر ویژه حقیقی هستند. حال اگر    𝐼𝑖در نتیجه   ≠ 𝑗    در نظر بگیریم و𝐼𝑖 ≠

𝐼𝑗 ( 2-24باشد، در این صورت به موجب  ) 

(2-26 ) ⟨𝐼𝑖|𝐼𝑗⟩ = 0 

iاست. یعنی بردار های ویژه مربوط به مقادیر ویژه متفاوت بر هم عمود هستند. ولی هرگاه   ≠ 𝑗       باشد اما

𝐼𝑖 = 𝐼𝑗  ( صادق نیست. یعنی بردار ای ویژه بر هم عمود نیستند اما مسئله در این حالت  2-26باشد نتیجه )



 6۱  - جسم صلب یبرا لری فرمول او

iآسان تر از آن است که تصور میشود. هرگاه برای هرگاه   ≠ 𝑗    و𝐼𝑖 = 𝐼𝑗   باشد بردار های ویژه متفاوت

 :بالاجبار به صورت

(2-2۷ ) ∣ 𝐼𝑖 , 1⟩      ,      ∣ 𝐼𝑖 , 2⟩ 

 نشان میدهیم هرچند که  

(2-2۸ ) ⟨𝐼𝑖 , 2|𝐼𝑖 , 1⟩ ≠ 0 

است یعنی این بردار های ویژه برهم عمود نیستند اما هر بردار دلخواهی که ترکیب خطی از این دو بردار 

با   𝐼که به صورت زیر تعریف شده بردار ویژه    ⟨𝜀|محسوب میشود مثلا    𝐼باشد باز هم بردار ویژه عملگر  

 است. 𝐼همان مقدار ویژه  

(2-29 ) |𝜀⟩ =∑  

2

𝑗=1

𝛼𝑗|𝐼𝑖 , 𝑗⟩

𝐼|𝜀⟩ = 𝐼𝑖|𝜀⟩

 

پس در این حالت )دژنرسی( تعداد بردار های ویژه بیش از سه میشود. بنابرین از این مجموعه بردار های  

اینرسی   تانسور  ویژه  مقدار  سه  اگر  مثلا  باشند  عمود  هم  بر  همگی  که  میکنیم  انتخاب  را  هایی  آن  ویژه 

𝐼3 و 𝐼2 و 𝐼1      باشند به طوری که𝐼2 = 𝐼1    اما𝐼3 ≠ 𝐼1    باشد در اینصورت|𝐼3⟩    عمود بر|𝐼1⟩    و|𝐼2⟩ 

انتخاب کرد که بر عم عمود میباشند )با   ⟨𝜀|و  ⟨𝐼1|و   ⟨𝐼3|نمیباشد. اما میتوان  ⟨𝐼1|عمود بر   ⟨𝐼3|است اما 

 مناسب(.  𝛼𝑗انتخاب ضرایب 

𝑒𝑖|در بردار پایه و   𝐼حال توجه کنید نمایش  
𝑒𝑖|ه بردار پایه  او دستگ  ⟨′

 به صورت زیر خواهد بود:  ⟨𝐼𝑖|و  ⟨′

(2-3۰ ) ⟨𝑒𝑖
′|𝐼|𝑒𝑗

′⟩ = 𝐼𝑖𝑗
′  

(2-3۱ ) ⟨𝐼𝑖|𝐼|𝐼𝑗⟩ = 𝐼𝑖𝛿𝑖𝑗 

در بردار پایه ای که از بردار های ویژه آن تشکیل شده است دارای ساده ترین شکل یعنی      𝐼یعنی نمایش 

قطری میباشد مشاهده خواهیم کرد که محور های دستگاه متصل به جسم صلب را اگر در امتداد بردار های 
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( دو دستگاه متصل به جسم  2-3ویژه عملگر اینرسی انتخاب کنیم حل مسئله آسان تر خواهد بود. در شکل )

صلب رسم شده که یکی اختیاری است و در مورد دستگاه دوم امتداد محور ها منطبق بر بردار های ویژه  

 است. 𝐼عملگر 

 
 ( 2- ۳شکل )

 تشکیل شده است به صورت Iدر دستگاهی که از بردار های عملگر  Iنمایش صریح 

(2-32 ) ⟨𝐼𝑖|𝐼|𝐼𝑗⟩ = (
𝐼1 0 0
0 𝐼2 0
0 0 𝐼3

) 

بود. در مورد   بودخواهد  اینرسی و نحوه محاسبه آن به علت ساده  تانسور  اینجا ذکر    ندیگر خواص  در 

 دهیم.شود و خواننده را به کتب معتبر مکانیک ارجاع می نمی

 "دو نشان ریت  کی با " -   تعیین معادله حرکت جسم صلب  4-2

همانگونه که مشاهده کردیم تانسور اینرسی فقط در دستگاه متصل به جسم صلب قابل محاسبه میباشد و در 

 نتیجه در رابطه  

𝐿𝑖
′ = 𝐼𝑖𝑗

′ 𝜔𝑗
′  
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ωj
 ( اویلر داریم:2-6در دستگاه متصل به جسم صلب است. به موجب فرمول )  𝜔⃗⃗مؤلفه  ′

𝜏 𝑒 =
𝑑𝐿⃗ 

𝑑𝑡
 

 ( رابطه فوق به صورت۱-۱44و با استفاده از فرمول )

(2-33 ) 𝜏 𝑒 =
𝑑∗𝐿⃗ 

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗⃗ × 𝐿⃗  

𝑒 𝑗ام رابطه فوق را رد دستگاه متصل به جسم صلب بنویسیم خواهیم داشت )طرفین را در  𝑖و اگر مولفه  
` 

 ضرب اسکالر میکنیم(. 

(2-34 ) 𝜏𝑖
′𝑒 =

𝑑𝐿𝑖
′

𝑑𝑡
+ 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗

′𝐿𝑘
′  

𝐿𝑖که با جایگزار مقدار  
𝐼𝑖𝑗بر حسب   `

′ 𝜔𝑗
 خواهیم داشت: `

(2-35 ) 𝜏𝑖
′𝑒 =∑  

𝑗

𝐼𝑖𝑗
′ 𝜔̇𝑗

′(𝑡) +∑  

𝑗𝑘𝑙

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗
′𝐼𝑘𝑙
′ 𝜔𝑙

′  

𝜔𝑗از رابطه فوق که یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول غیر خطی است میتوان  
′(𝑡)  (i = را بدست (1,2,3

تعیین   اما  𝜔𝑗آورد. 
`(𝑡)      ما نمیکند چه حداقل  را حل  مسئله جسم صلب  حالت عمومی،  را     𝜔(𝑡)در 

 میخواستیم که با جایگزاری آن در معادله

𝑑𝑟 𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜔⃗⃗ (𝑡) × 𝑟 𝑎(𝑡) 

𝑟 𝑎(𝑡) .را به دست آوریم 

( و  ۱-۱۱۱در اینجاست که پارامتر های دوران و یا پارامتر های اویلر به کمک ما می آیند چه به موجب )

(۱2۱-۱  )𝜔𝑙
′(𝑡)    را بر حسب پارامتر های نامبرده استخراج گردیده است و اگر𝜔𝑙

′(𝑡)    را بر حسب این

( قرار دهیم سه معادله دیفرانسیل مرتبه دوم و غیر خطی بر حسب پارامتر های  2-35پارامتر ها در معادله )

به   𝑡کنیم پارامتر های دوران یا پارامتر های اویلر بر حسب    لنامبرده بدست میاید که اگر بتوانیم آن ها را ح

𝜔𝑗دست می آیند. چه زیباست. خاطر نشان میسازیم با تعیین پارامتر های یاد شده بر حسب زمان نه تنها 
و    `
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𝜔𝑗    بر حسب𝑡     به دست می آیند بلکه عملگر چرخش که بر حسب پارامتر های دوران یا اویلر میباشد بر

به دست می آید و در نتیجه معادله حرکت هر ذره از جسم صلب به دست می آید و این ان چیزی   𝑡حسب 

 بود که برای آن این همه تلاش نموده اید )و این یک تیر و دو نشان است(  

 نکات مهمی که میبایستی مد نظر داشته باشیم: 

( 2-35گشتاور نیروهای خارجی را میبایست بر حسب پارامتر های اویلر استخراج کنیم تا از رابطه )  -الف

 بتوان پارامتر ها را بر حسب زمان به دست آوریم. 

( 2-35قرار گیرد رابطه )  𝐼اگر محور دستگاه متصل به جسم صلب در امتداد بردار های ویژه عملگر    -ب

 ساده تر شده  به صورت:

(2-36 ) 
𝜏𝑖
′𝑒 =∑  

𝑗

𝐼𝑖
′𝛿𝑖𝑗𝜔̇𝑗

′(𝑡) +∑  

𝑗𝑘

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗
′𝜔𝑙

′𝐼𝑙
′𝛿𝑘𝑙 

𝜏𝑖
′𝑒 = 𝐼𝑖

′𝜔̇𝑖
′(𝑡) + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗

′𝜔𝑘
′ 𝐼𝑘

′  

شکل    باگر هیچ نقطه از جسم صلب ساکن نباشد تفاوت اساسی در مسئله نخواهیم داشت به موج   -ج

 ( دستگاه مرکز جرمی در نظر میگیریم: 4-2)

 

 ( 2- 4شکل )
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دهد و دستگاه سوم متصل به جسم صلب میباشد. بنابرین  که نسبت به دستگاه مرجع حرکت انتقالی انجام می

( 2-۱۰کنیم و برای این منظور از اویلر )نسبت به دستگاه مرکز جرم تعیین می حرکت دورانی جسم صلب را 

کند. پس از حل مسئله با یک انتقال حرکت  کنیم یعنی بازوی گشاور نیروها در این مسئله تغییر می استفاده می

 .گرددجسم صلب را نسبت به دستگاه مرجع باسانی تعیین می 

 ضمیمه 5-2

 برحسب پارامترهای دوران با استفاده از عملگر چرخش: 𝜔(𝑡)های  استخراج مؤلفه

ای است، بلکه های سرعت زاویه هدف از انجام این محاسبات نه تنها نشان دادن روش دیگر محاسبه مؤلفه 

قصد بر این است که نشان داده شود که اگر از خواص و قوانین تبدیل عملگرها استفاده نشود این محاسبات  

 شود. این محاسبات را اکبر محرمی انجام داده است. انجام می 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒قولی بصورت  طولانی و به 

𝐴𝐴+ = 𝜔̅. 𝑆 

(𝐴𝐴̇+)
𝑖𝑗
= 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑘 

(𝐴𝐴̇+)
12
= 𝜀123𝜔3 

𝐴11𝐴̇
+
12 + 𝐴12𝐴̇

+
22 + 𝐴13𝐴̇

+
32 = 𝜔3 

𝐴𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 + (1 − cos 𝜙)(𝑙𝑖𝑙𝑗 − 𝛿𝑖𝑗) − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑙𝑘sin 𝜙 

𝐴11 = 1 + (1 − cos 𝜙)(𝑙1
2 − 1) 

𝐴12 = (1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙2 − 𝑙3sin 𝜙 

𝐴13 = (1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙3 + 𝑙2sin 𝜙 

(𝐴̇+)
𝑖𝑗
= 𝐴̇𝑗𝑖 = 𝜙̇sin 𝜙(𝑙𝑖𝑙𝑗 − 𝛿𝑖𝑗) + (1 − cos 𝜙)(𝑙𝑖̇𝑙𝑗 + 𝑙𝑙𝑗̇) + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑙𝑘̇sin 𝜙 + 𝜙̇cos 𝜙𝜀𝑖𝑗𝑘𝑙𝑘 

(𝐴̇+)
12
= 𝜙̇sin 𝜙𝑙1𝑙2 + (1 − cos 𝜙)(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙2̇𝑙1) + sin 𝜙𝑙3̇ + 𝜙̇cos 𝜙𝑙3 

(𝐴̇+)
22
= 𝜙̇sin 𝜙(𝑙2

2 − 1) + (1 − cos 𝜙)(2𝑙2̇𝑙2) 

(𝐴̇+)
32
= 𝜙̇sin 𝜙(𝑙3𝑙2) + (1 − cos 𝜙)(𝑙2̇𝑙3 + 𝑙3̇𝑙2) − 𝑙1̇sin 𝜙 − 𝜙̇cos 𝜙𝑙1 

𝐴11𝐴̇12
+ = (1 + (1 − cos 𝜙)(𝑙1

2 − 1))(𝜙̇sin 𝜙𝑙1𝑙2 + (1 − cos 𝜙)(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙2̇𝑙1) + sin 𝜙𝑙3̇ + 𝜙̇cos 𝜙𝑙3) 

𝐴12𝐴̇22
− = ((1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙2 − 𝑙3sin 𝜙)(𝜙̇sin 𝜙(𝑙2

2 − 1) + 2(1 − cos 𝜙)𝑙2̇𝑙2) 

𝐴13𝐴̇32
+ = ((1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙3 + 𝑙2sin 𝜙)(𝜙̇sin 𝜙𝑙2𝑙3 + (1 − cos 𝜙)(𝑙2̇𝑙3 + 𝑙3̇𝑙2) − 𝑙1̇sin 𝜙 − 𝜙̇cos 𝜙𝑙1) 
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𝜔3 = 𝜙̇𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑙1𝑙2 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙𝑙2̇) + 𝑙3̇𝑠𝑖𝑛 𝜙 + 𝜙̇𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑙3

+ 𝜙̇𝑠𝑖𝑛 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙1𝑙2)(𝑙1
2 − 1) + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)2(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙1𝑙2̇)(𝑙1

2 − 1)

+ 𝑠𝑖𝑛 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙5̇(𝑙1
2 − 1) + 𝜙̇𝑐𝑜𝑠 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙5(𝑙1

2 − 1) + 𝜙̇𝑠𝑖𝑛 𝜙(1

− 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙2
2 − 1)𝑙1𝑙2 + 2(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)

2𝑙1𝑙2̇𝑙2
2 − 𝜙̇𝑠𝑖𝑛2 𝜙𝑙3(𝐿2

2 − 1)

− 2𝑠𝑖𝑛 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙2𝑙3̇ + 𝜙̇𝑠𝑖𝑛 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙1𝑙2𝑙3
2 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)2𝑙1𝑙3𝑙3

+ 𝑙2𝑙3̇ − 𝑠𝑖𝑛 𝜙̇(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙1𝑙1̇𝑙3 − 𝜙̇𝑐𝑜𝑠 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙1
2𝑙3 + 𝜙̇𝑠𝑖𝑛

2 𝜙𝑙2
2𝑙3

+ 𝑠𝑖𝑛 𝜙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙2(𝑙2̇𝑙3 + 𝑙𝑙3̇) − 𝑙1̇𝑙2𝑠𝑖𝑛
2 𝜙 − 𝑙1𝑙2̇𝜙̇𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑐𝑜𝑠 𝜙 

𝜔3 = 𝜙̇ sin
2𝜙𝑙3 + 𝜙̇ sin 𝜙 (1 − cos𝜙)𝑙1𝑙2(𝑙1

2 + 𝑙2
2 + 𝑙3

2 − 2)

− 𝜙̇ cos𝜙 (1 − cos𝜙)𝑙3 + 𝜙̇ sin𝜙 𝑙1𝑙2 + 𝑙3̇ sin𝜙 + 𝑙3𝜙̇ cos 𝜙 − 𝑙1̇𝑙2 sin
2𝜙

− 𝑙1𝑙2̇𝜙̇ sin𝜙 cos𝜙 − 2 sin𝜙 (1 − cos𝜙)𝑙2𝑙2̇𝑙3 − sin 𝜙(1 − cos 𝜙)𝑙1𝑙1̇𝑙5

+ (1 − cos 𝜙)2(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙𝑙2̇)(𝑙1
2 − 1) + (1 − cos𝜙)(𝑙1̇𝐿2 + 𝑙𝑙2̇)

+ sin𝜙 (1 − cos𝜙)𝑙3̇(𝑙1
2 − 1) + 2(1 − cos 𝜙)2𝑙1𝑙2̇𝑙2

2

+ (1 − cos 𝜙)2𝑙1𝑙3(𝑙2̇𝑙3 + 𝑙𝑙3̇) + sin𝜙 (1 − cos𝜙)𝑙2(𝑙2̇𝑙3 + 𝑙2𝑙3̇) 

𝜔3 = −𝜙̇sin 𝜙𝑙1𝑙2 + 𝜙̇sin 𝜙cos 𝜙𝑙1𝑙2 + 𝜙̇sin
2 𝜙𝑙3 − 𝜙̇cos 𝜙𝐿3 + 𝐿3𝜙̇cos

2 𝜙 + 𝑙1𝑙2̇𝜙̇sin 𝜙

+ 𝑙3̇sin 𝜙 + 𝜙̇cos 𝜙𝑙3 − 𝑙𝑙̇2sin
2 𝜙 − 𝑙1𝑙2̇𝜙̇sin 𝜙cos 𝜙

− sin 𝜙(1 − cos 𝜙)(2𝑙2𝑙2̇𝑙3 + 𝑙1𝑙1̇𝑙3 − 𝑙1
2𝑙3̇ + 𝑙3̇ − 𝑙2𝑙2̇𝑙3 − 𝑙2

2𝑙3̇)

+ (1 − cos 𝜙)2(𝑙1
2𝑙1̇𝑙2 − 𝑙1̇𝑙2 + 𝑙1

3𝑙2̇ − 𝑙2̇𝑙1 + 2𝑙2
2𝑙2̇𝑙1 + 𝑙3

2𝑙2̇𝑙1 + 𝑙1𝑙2𝑙3𝑙3)

+ (1 − cos 𝜙)(𝑙1̇𝐿2 + 𝑙2̇𝐿1) 

𝜔3 = 𝜙̇𝑙3 + 𝑙3̇𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 𝑙1̇𝑙2𝑠𝑖𝑛
2 𝜙 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙2̇𝑙1)  + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)

2[𝑙1𝑙2(𝑙1𝑙1̇

+ 2𝑙2𝑙2̇ + 𝑙3𝑙3̇) − 𝑙1̇𝑙2 − 𝑙2̇𝑙1 + 𝑙1
3𝑙2̇ + 𝑙3

2𝑙2̇𝑙1] 

𝜔3 = 𝜙̇𝑙3 + 𝑙5̇𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 𝑙1̇𝑙2𝑠𝑖𝑛
2 𝜙 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙1̇𝑙2 + 𝑙2̇𝑙1) − (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)

2𝑙1̇𝑙2̇ 

𝜔3 = 𝜙̇𝑙3 + 𝑙3̇
̇ 𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 𝑙1̇𝑙2(1 + 𝑠𝑖𝑛

2 𝜙 + 𝑐𝑜𝑠2 𝜙 − 2𝑐𝑜𝑠 𝜙) + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙1̇
̇ 𝑙2 + 𝑙2̇

̇ 𝑙1) 

𝜔3 = 𝜙̇𝑙3 + 𝑙3̇𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 2(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙2̇ + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙1̇𝑙2 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)𝑙1𝑙2̇ 

𝜔3 = 𝜙̇𝑙3 + 𝑙3̇𝑠𝑖𝑛 𝜙 + (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙)(𝑙2̇𝑙1 − 𝑙1̇𝑙2) 
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 (1-92( و )1-80ارز بودن روابط )اثبات بهتر هم  6-2

روش تحلیلی   𝑠𝑎𝑘𝑢𝑟𝑎𝑖( در کتاب  ۱-92( و )۱-۸۰ارز بودن روابط )مولف با مشاهده اثبات هندسی هم

 نماید. زیر را ارائه می

کنیم و سپس دستگاه پریم را با دوران  به وضعیت  بر هم منطبق فرض می ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧  و  𝑜𝑥𝑦𝑧ابتدا دو دستگاه  

کنیم با پارامترهای اویلر یعنی با سه دوران متوالی دستگاه پریم را  کنیم. حال سعی می نهایی دلخواه منتقل می 

شرح زیر به دستگاه به وضعیت نهایی خودش منطبق نماییم. برای این منظور دستگاه پریم با دوران اول به 

𝑜𝑥1𝑦1𝑧1    تبدیل نموده و سپس این دستگاه را با دوران دوم تبدیل به دستگاه𝑜𝑥2𝑦2𝑧2   و نهایتا با دوران

کنیم. هرگاه مختصات کروی  در وضعیت نهایی می  ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧را منطبق به دستگاه    𝑜𝑥2𝑦2𝑧2سوم دستگاه  

,𝛼در وضعیت نهایی )  ′𝑜𝑧محور   𝛽 :)( بنامیم )مطابق شکل 

 

 ( A-1شکل)

, 𝑘⃗دهیم که مختصرا با ) انجام می  𝛼و با اندازه زاویه     𝑘⃗بنابراین دوران اول را حول محور  𝛼دهیم. ( نشان می

 شود.حاصل می  𝑜𝑥1𝑦1𝑧1در اثر این دوران دستگاه 
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 ( A-2شکل )

اند، پس دوران دوم حول  قرار گرفته  𝑜𝑦1در صفحه عمود بر محور   𝑜𝑥1و  𝑜𝑧1و   𝑜𝑧موجب شکل فوق  به

 دهیم.انجام می 𝛽با اندازه   𝑦1محور  

معنای به  ′𝑜𝑧با    𝑜𝑧2شود. آیا منطبق شدن  دو محور  نهایی می   ′𝑜𝑧اولیه منطبق بر   ’𝑜𝑧یعنی محور    𝑜𝑧محور  

 است. منفیاز حالت اولیه به حالت نهایی است؟ پاسخ آن  ′𝑜𝑥′𝑦′𝑧منطبق شدن دستگاه  

⃗⃗′𝑘بنابراین کافیست دوران سوم )   ⃗, 𝛾 .انجام دهیم که دستگاه مختصات پریم اولیه و نهایی بر هم منطبق شود )

 کند با رابطهپس عملگر دورانی معادل که دستگاه پریم اولیه را به دستگاه پریم نهایی تبدیل می 

(۱-A ) 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝑒−𝛾𝑘
′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆  

𝑒−𝛾𝑘های پیچیده عملگرهای  ( در ماتریس A-۱شود. مشکل رابطه )داده می
′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆     و𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗  ⃗∙𝑆    است. حال تا

 اینجا مطلب جدیدی گفته نشده است.

 : گردیم( برمی ۱-6۸حال به رابطه )

𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ∙𝑆  𝑚⃗⃗ ∙ 𝑆  𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ∙𝑆 = (𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ∙𝑆  𝑚⃗⃗ ) ∙ 𝑆 = 𝑛⃗ ∙ 𝑆                     ,                  𝑒−𝜙⃗⃗⃗

 ∙𝑆  𝑚⃗⃗ = 𝑛⃗    
 است. با کمی دقت متوجه هستیم که  𝑚⃗⃗بردار دوران یافته   𝑛̂که 

(2-A ) 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ∙𝑆  (𝑚⃗⃗ ∙ 𝑆 )𝑃𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ∙𝑆 = [(𝑒 𝜙⃗⃗⃗
 ∙𝑆 ∙ 𝑚⃗⃗ ) ∙ 𝑆 ]

𝑃

= [𝑛⃗ ∙ 𝑆 ]
𝑃

 

 : و چون
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 𝑒±𝑚⃗⃗⃗ ∙𝑆 = ∑
(±𝑛⃗ ∙𝑆 )𝑝

𝑝!

∞
𝑝=1  

 بنابراین به نتیجه جدید  

(3-A ) 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ∙𝑆 𝑒±𝑚⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ∙𝑆 = 𝑒±𝑛⃗ ∙𝑆  

⃗⃗′𝑘به   𝑘⃗چگونه از  اکنونرسیم که نتیجه جالبی است. می  رسیم؟می ⃗ 

(4-A ) 𝑒−𝛾𝑘
′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 = 𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛾𝑘⃗

 ∙𝑆 𝑒+𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆  

𝐽1⃗⃗⃗به    𝐽و چگونه از   رسیم؟می   

(5-A ) 𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 = 𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛽𝐽 ∙𝑆 𝑒+𝛼𝑘⃗ ∙𝑆  

 (: A-۱با جایگزاری تدریجی روابط فوق در )

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝛾) = (𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛾𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒+𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 )𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆  

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝑒−𝛽𝐽1⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛾𝑘⃗ ∙𝑆  

 و با جایگزاری جمله اول با معادلش:

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝛾) = (𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛽𝐽 ∙𝑆 𝑒+𝛼𝑘⃗ ∙𝑆 )𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛾𝑘⃗ ∙𝑆  

(6-A ) 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝑒−𝛼𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝛽𝐽 ∙𝑆 𝑒−𝛾𝑘⃗ ∙𝑆  

 .دهد( را نشان می A-6( و )A-۱ارز بودن روابط )که هم

در فضای سه بعدی متصل به دستگاه پریم است و     𝑋شایان ذکر است که در مکانیک کوانتومی بردار مکانی  

 نماید، یعنی: می  ′ 𝑋را تبدیل به بردار  را هم دوران داده و آن   𝑋صورت اکتیو بردار  به  𝐴در نتیجه عملگر دوران  

𝐴 𝑋 = 𝑋 ′ 

را به   ⟨ 𝑋|شناسیم که بردار  می   𝐴آید که در فضای هیلبرت چه عملگر منتسب به  حال این سوال پیش می 

های کوانتوم کنند که ادامه این مطالب در کتاب مشخص می  𝐷تبدیل نماید. این عملگر را با نماد   ⟨′ 𝑋|بردار  

 مکانیک بخوانید. 
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 باشد. ( می3-3-۱9نشان داده شده است و رابطه مورد نظر ) 𝑅در کتاب ساکورایی با   𝐴عملگر 

𝐴گروه رابطه    𝐵و    𝐴و    𝑋ها، هرگاه برای عناصر  در نظریه گروه = 𝑋𝐵𝑋−1    برقرار باشد، عنصر𝐵   را

 (  A-3موجب )نامند. بنابراین به 𝐴مزدوج عنصر  

(۷-A ) 𝑒−𝜙⃗⃗⃗
 ∙𝑆 𝑒−𝛽𝑚⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒 𝜙⃗⃗⃗

 ∙𝑆 = 𝑒−𝛽𝑛⃗ ∙𝑆  

نهایت است(  اما با محورهای دوران متفاوت )تعداد بی  𝛽پس تمامی عملگرهای دوران با زاویه دوران یکسان  

 یک دیگر هستند.  یوغ()هم  مزدوج

به  )حال  عملگر  دهید  نشان  ) ۱-69آسانی  ساده  عملگر  با   )𝑘⃗ , 𝜑)𝐴    .هستند یکسان  ویژه  مقادیر  دارای 

 ( مراجعه نمائید( ۱-69( و )۱-6۸)راهنمایی: به رابطه بین )

( عملگر دوران با  ۱-۷9موجب )گردیم به مساله دوران با پارامترهای اویلر در مکانیک کلاسیک. به حال برمی 

 رابطه 

(۸-A ) 
𝐴(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝑒−𝜓𝑘

′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 𝑒−𝜑𝑘⃗ ∙𝑆  

⃗⃗′𝑘به   𝑘⃗کنیم با چه دورانی از داده شده است. مانند سابق سوال می  رسیم. می ⃗ 

(9-A ) 
𝑒−𝜓𝑘

′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑆 = 𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 𝑒−𝜓𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒+𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆  

 : (A- ۸) در( A-9با جایگزاری )

𝐴(𝜑, 𝜃, 𝜓) = [𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 𝑒−𝜓𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒+𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 ] 𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 𝑒−𝜑𝑘⃗ ∙𝑆  

= 𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 𝑒−𝜑𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝜓𝑘⃗ ∙𝑆  

𝑖1⃗⃗به   𝑖حال در رابطه فوق با چه دورانی از    رسیم. می  

𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 = [𝑒−𝜑𝑘⃗
 ∙𝑆 𝑒−𝜃𝑖 ∙𝑆 𝑒+𝜑𝑘⃗

 ∙𝑆 ] 𝑒−𝜑𝑘⃗
 ∙𝑆 𝑒−𝜓𝑘⃗

 ∙𝑆  

(۱۰ -A) 
𝐴(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝑒−𝜑𝑘⃗ ∙𝑆 𝑒−𝜃𝑖1⃗⃗  ⃗∙𝑆 𝑒−𝜓𝑘⃗ ∙𝑆  

 اثبات جالبی است! ( است. A- ۸( با )A-۱۰ارز بودن )دهنده همرابطه فوق نشان



 ۷۱  - (𝑴𝒂𝒑𝒍𝒆)برنامه   یوتر یبا استفاده از محاسبات کامپ 𝝎بردار  نییتع

 (𝑴𝒂𝒑𝒍𝒆با استفاده از محاسبات کامپیوتری )برنامه    𝝎⃗⃗⃗تعیین بردار   7-2

 مرور مختصر از مطالب گفته شده:

 گفته شد معادله حرکت هرنقطه از جسم صلب در حرکت دورانی از رابطه 

𝑣 = 𝜔⃗⃗ × 𝑟  

|𝑣 | = (−𝜔⃗⃗ ∙ 𝑔 )|𝑟⟩ 

 کند که پیروی می 

Ω = ω⃗⃗ ∙ S⃗ = (

0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

) 

 توان هر بردار دیگری را قرار داد(می  ω⃗⃗)در رابطه فوق بجای  

= 𝑣رابطه   𝜔⃗⃗ × 𝑟   ترین رابطه سینماتیکی جسم صلب است، با معلوم بودن  مهمω⃗⃗   ،𝑣    هر ذره و در نتیجه

𝑟    می بدست  ذره  که حل  هر  بود  اویلر  لئونارد  نبوغ  این  ,𝐴(𝜑صورت  به  𝑟 (𝑡)آید.  𝜃, 𝜓)  کرد. معرف ی 

 اگردرآن 

𝐴(𝑘⃗ , 𝜑) = (

𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝑠𝑖𝑛 𝜑 0

𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑐𝑜𝑠 𝜑 0

0 0 1

) 

 

𝐴(𝑖 , 𝜃) = (

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝑠𝑖𝑛 𝜑

0 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑐𝑜𝑠 𝜑

) 

 صورت باشند، در این 

𝐴(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝐴(𝑘⃗ , 𝜑)𝐴(𝑖 , 𝜃)𝐴(𝑘⃗ , 𝜓) 

 شود؛ انجام می 𝑀𝑎𝑝𝑙𝑒وسیله برنامه  باشد. حل ضرب این سه ماتریس به یم



 ۷2  - (𝑴𝒂𝒑𝒍𝒆)برنامه   یوتر یبا استفاده از محاسبات کامپ 𝝎بردار  نییتع

- ۷5هایی نظیر گلدشتاین گفته نشده و آن برقراری روابط  نچه که در این جزوه استخراج گردید و در کتابآ

 ( یعنی ۱-۱۰6( و )۱

𝐴𝐴̇⊤ = 𝛺 = 𝜔⃗⃗ ∙ 𝑆 =∑𝜔𝑖
𝑖

⋅ 𝑆𝑖  

𝐴̇⊤𝐴 = 𝛺′ = 𝜔′⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑆 =∑𝜔𝑖
′

𝑖

⋅ 𝑆𝑖  

𝜔𝑖و   𝜔𝑖است که  
ترتیب در دستگاه مرجع و دستگاه دوار )دستگاه متصل به جسم  به    𝜔⃗⃗های بردار  مؤلفه  ′

,𝐴(𝜑توان  باشند. هرچند می صلب است( می  𝜃, 𝜓)  صورت دستی محاسبه نمود. )هرچند طولانی است(  را به

کمک ما آمده به  𝑀𝑎𝑝𝑙𝑒صورت دستی کار بس مشکل است. در این جا است که برنامه  به   ⊤𝐴̇اما محاسبه  

𝜔𝑖و 𝛺′  ،𝜔𝑖و  𝛺است. با مقایسه نتایج حاصل با  
 آیند.بدست می  ′

𝜔𝑖علاوه بر این، روش دیگر محاسبه 
است که محاسبه دستی    𝑀𝑎𝑝𝑙𝑒هم وجود دارد و آن استفاده از برنامه    ′

 آن دشوار است. 

𝐀⊤|𝛚⟩ = |𝛚⟩′ 

ای درحالت خاص که محور دوران ثابت است ماتریس  برای خواننده جالب خواهد بود بردار سرعت زاویه

, 𝐴(𝑘⃗صورت  اویلر فقط به  𝜙)   هحفص  رد  همان رب  طسو ت  تابسا حم  شود.صورت دستی محاسبه میاست و به 

.ددرگی م  تسویپ دعب



 



 

 


