
 چْارم : اًتگزال دٍگاًِفصل 

 :هعزفی هبحث

 .گبًِ آؿٌب خَاّین ؿذ دٍدس ایي هجحث ثب اًتگشال ّبي 

گبًِ ، ًحَُ هحبػجِ ثب اػتفبدُ اص اًتگشال ّبي هكشس تَضیح دادُ  دٍپغ اص تؼشیف ، كبسثشد ّب ٍ خَاف اًتگشال 

ػپغ اًذكي دسثبسُ  هختلبت لغجي ٍ ساثغِ آى ثب هختلبت كبستضیي ٍ ًحَُ سػن هٌحٌي ّبي لغجي  .هي ؿَد

گبُ لاصم اػت ثشاي ػبدُ تش ؿذى .سٍؽ تغییش تشتیت اًتگشالگیشي اسائِ هي گشدد ثؼذ اص آى خَاّین آهَخت.

ییش هتغیش ٍ تغییش دػتگبُ ثذیي هٌظَس سٍؽ كلي تغ. گبًِ ، اص تغییش هتغیش اػتفبدُ ؿَددٍهحبػجبت اًتگشال 

 .تَضیح دادُ خَاّذ ؿذ لغجيكبستضیي ثِ 

ّذف اص اسائِ ایي ػَالات ، ایدبد اًگیضُ ثشاي . ٌّگبم اسائِ ثؼضي اص هجبحث ، ػَالاتي هغشح خَاّین كشد 

دس ایي فلل ًیض ثش حل توشیٌبت ثیـتش تبكیذ هي . یبدگیشي هجحث ثؼذي ، یب تفكش ٍ تؼویك هغبلت لجلي اػت

 . گشدد

 :ثش هَاسد صیش هؼلظ ثبؿیذاص ؿوب اًتظبس هي سٍد دس پبیبى ایي هجحث 

  هـخق ؿذُ دس هؼئلِحدن ّبي سػن 

 تؼییي حذٍد اًتگشال ّبي هكشس 

  گبًِ دٍهحبػجِ اًتگشال ّبي 

 تغییش تشتیت اًتگشال گیشي 

  اػتفبدُ اص سٍؽ تغییش هتغیشكلي 

  لغجيگبًِ دس دػتگبُ هختلبت  دٍحل اًتگشال 

 

 يادآٍري اًتگزال يگاًِ :

ّب ٍ خغَط   هحذٍد ثِ هحَس        ثِ یبد هي آٍسین كِ ثشاي هحبػجِ ػغح ٍالغ دس صیش هٌحٌي 

 ثِ كَست صیش ػول هي كشدین.       



   لؼوت تمؼین هي كٌین ثِ ایي ػول اِفشاص كشدى ثبصُ گَیٌذ. اگش ایي اِفشاص سا   سا ثِ [   ]اثتذا فبكلِ 

 ثٌبهین آى سا ثِ كَست صیش ًـبى هي دّین.

  {                    } 

                        

  ، یک ًمغِ ًوًَِ [       ]دس فبكلِ ثبصُ ًوًَِ
اًتخبة هي ًوبیین. اكٌَى سٍي ایي ًبحیِ ًوًَِ  

    هؼتغیلي ثِ ثلٌذي 
 یي هؼتغیل ثشاثش اػت.هي ػبصین. هؼبحت ا    ٍ پٌْبي   

             
   

 

 هؼتغیل خضئي ٍخَد داسد ٍ دس ًتیدِ هدوَع ایي هؼبحت ّب ثشاثش اػت ثب:  nتؼذاد  [a,b]دس فبكلِ 

∑    ∑    
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خضئي هلاحظِ هي ؿَد كِ ثیي هؼبحت هغلَة ػغح صیش هٌحٌي ٍ هدوَع هؼبحت ّبي هؼتغیل ّبي 

 اختلاف ٍخَد داسد.

اهب اگش تؼذاد ًمبط تمؼین ثیـتش ؿَد ٍ دس ًتیدِ فبكلِ ثیي ًمبط تمؼین كوتش ؿَد هؼبحت هحبػجِ  

ؿذُ ثِ هؼبحت هَسد ًظش ًضدیكتش هیـَد. كَچک كشدى فَاكل خضئي سا اكغلاحب ظشیف كشدى افشاص 

ـَین.) )تَخِ داؿتِ ثبؿین كِ ًُشم گَیٌذ. ثٌبثشایي ثب ظشیف كشدى افشاص ثِ هؼبحت هغلَة ًضدیک هی

(ًـبى هي دٌّذ.( پغ || ||افشاص ثِ هؼٌي ثضسگتشیي عَل فَاكل خضئي هي ثبؿذ.ًشم افشاص سا ثِ ػلاهت 

اگش اص هدوَع ّبیي كِ ثِ دػت آٍسدین حذ گیشي كٌین ٍلتي ًشم افشاص ثِ ػوت كفش هیل هیكٌذ ٍ ایي 

  حذ هَخَد ثبؿذ ٍ ثِ اًتخبة ًمغِ  
ّن ثؼتگي ًذاؿتِ ثبؿذ ایي حذ هؼبحت ػغح صیش هٌحٌي سا    

 ًوبیؾ هي دّین. [a,b]دس فبكلِ   f(x)ًـبى هیذّذ كِ آى سا ثب اًتگشال تبثغ 

 

 

 

S= f x dx
b

𝑎
 



 ثب سٍؽ هـبثْي ثِ تؼشیف اًتگشال دٍگبًِ هي پشداصین.

 توزيي:

 ( سا دس اخؼبم صیش ثیبثیذ: A(x)ّب)  xهؼبحت ػغح همغغ ػوَد ثش هحَس 

ًین دایشُ ّبي   xy لشاس داسد ٍ تلَیش خؼن دس كفحِ   x = -1  ٍ x = 1 خؼن ثیي كفحبت 

y x    اػت. 21

 لشاس داسد.   xyالف( ػغح همغغ دایشُ ّبیي اػت كِ لغشؿبى دس كفحِ 

 

 3ؿكل 

 لشاس داسد.   xyِ ة( ػغح همغغ هشثغ ّبیي اػت كِ یک ضلؼـبى دس كفح
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 لشاس داسد.   xyج( ػغح همغغ هثلث ّبي هتؼبٍي الاضلاػي اػت كِ یک ضلؼـبى دس كفحِ 
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 اًتگزال دٍگاًِ:

y,x(fz(داساي هؼبدلِ S ي  فشم كٌین سٍیِ   اػت. لؼوتي اص سٍیِ كِ دس ثبلاي یک ًبحیِ هؼتغیل ؿكل

R گیشد سا دس ًظش هي گیشین: لشاس هي 

}|),{( dycbوxayxR   
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ax، اص اعشاف ثِ كفحبت Rّذف ، هحبػجِ حدن هحذٍد اص پبییي ثِ هؼتغیل   ،bx  ،cy  ،

dy  ِاص ثبلا ثِ  سٍی ٍ)y,x(fz  .اػت 

 كٌین. سا ثب سػن خغَعي ثِ هَاصات هحَسّب ثِ ًَاحي خضء تمؼین هي Rاثتذا ًبحیِ 

bxxxxxa nii   ...... 110 

dyyyyyc mjj   ...... 110 

m، تؼذاد Rثذیي تشتیت دس هؼتغیل  n.هؼتغیل خضء تـكیل هي ؿَد 

1ًبحیِ ًوًَِ سا ثب عَل  iii xxx  1ٍ ػشم jjj yyy  ِاًتخبة كشدُ ٍ دس آى یک ًمغ

ij,دلخَاُ ) ijx y كٌین ٍ اص آى ًمغِ خغي ثِ هَاصات هحَس  ( سا هـخق هيz كٌین تب سٍیِ سا  ّب سػن هي



دس ًمغِ 
ijP لغغ كٌذ. دس ایي كَست هكؼت هؼتغیلي سا دس ًظش ثگیشیذكِ هؼبحت لبػذُ آىyx ji   ٍ

ij,ثلٌذي آى ) ijx y ) f  ِاستفبع ًمغ(ijP .اػت)  
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ٍ اص ثبلا ثِ لؼوتي اص سٍیِ ٍالغ دس ثبلاي  ijRالجتِ حدن ایي هكؼت هؼتغیل ثب حدن هحذٍد اص پبییي ثِ ًبحیِ 

هتفبٍت اػت.ّوبًغَس كِ دس ؿكل ّبي ثبلا هـبّذُ هي ؿَد حدن ایي هكؼت هؼتغیل ، گبُ   ijRًبحیِ ًوًَِ 

 ًـبى هي دّین: ijVاص حدن صیش سٍیِ ثیـتش ٍ گبُ كوتش اػت. حدن ایي هكؼت هؼتغیل ًوًَِ سا ثب 

( , )ij i j ij ijV x y f x y      

 .كٌین ّبي خضئي سا ثب ّن خوغ هي توبم ایي حدن

( , )
n m n m

ij ij ij i j
i j i j

V f x y x y   

   

   
1 1 1 1

 

 هي گَیین. Rثش ًبحیِ  fثِ ایي هدوَع ّب ، هدوَع سیوبى تبثغ 

 تعزيف ًُزم اِفزاس ًَاحی دٍبعذي :

حیِ دٍثؼذي ثب سػن خغَعي ثِ هَاصات هحَّب ثِ هؼتغیل ّبي خضء تمؼین هي ؿَد. هبكضیون لغش هؼتغیل ًب

ًـبى دّین ، ًشم افشاص سا ثب ًوبد   P. اگش افشاص سا ثب هي ًبهٌذ  "ًُشم اِفشاص"ایي اِفشاص سا ّبي خضء تَلیذ ؿذُ دس 

P .ًـبى هي دّین 
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فبكلِ  سٍؽًْبیت  ثي ثِ ٍلؼوت  nسا ثِ [ ,baتَاى فبكلِ ] هي سٍؽًْبیت  ثيثِ چَى دلت كٌین كِ 

[c,d ِسا ث ]m ّبي خضئي  ًْبیت اص ایي هؼتغیل لؼوت تمؼین كشد، دس ایي كَست تؼذاد ثي

ثٌبثبیي ثیٌْبیت هدوَع ثِ فشم .كٌینتَلیذ  ینتَاً هي
n m

ij
i j

V
 

 
1 1

 ٍخَد داسد. 

كٌذ هَخَد ثبؿذ ٍ ثِ  ّب ثِ اصاء افشاصّبیي كِ ًشم آًْب ثِ ػوت كفش هیل هي حبل اگش حذ ایي هدوَع 

)اًتخبة ًمغِ  , )ij ijx y  یؼٌي دس ًبحیِ ًوًَِ ثؼتگي ًذاؿتِ ثبؿذ ، 

( , )lim
n m

ij ij i j
P i j

f x y x y  

  

 
0 1 1

 

 دّذ. ًـبى هيسا Sٍ اص ثبلا ثِ سٍیِ  Rحدن هحذٍد اص پبییي ثِ هؼتغیل ، ایي حذ هدوَع هَخَد ثبؿذ .



 .یندّ سا ثب اًتگشال دٍگبًِ صیش ًـبى هي(Rثش ًبحیِ  f)y,x(حذ هدوَع سیوبى تبثغ  ،)ایي حذ هدوَع 

( , ) ( , )lim
n m

ij ij i j
P i j R

f x y x y f x y dxdy  

  

  
0 1 1

 

 ًَؿت:تَاى  ثٌبثشایي هي
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تبثؼي پیَػتِ ثبؿذ، آًگبُ حدن ًبحیِ هحذٍد  Rثش ًبحیِ هحذٍد  fاگش 

 ثشاثش اػت ثب: Rٍ ًبحیِ  fثِ سٍیِ 

 



)یؼٌي تبثغ تحت اًتگشال  , )f x y ِدّذ كِ حدن اص ثبلا ثِ آى هحذٍد اػت.  اي سا ًـبى هي سٍیR ِاي دس  ًبحی

هؼبحت ػغح خضئي ًوًَِ سا ًـبى  dydxاػت كِ حدن اص پبییي ثِ آى هحذٍد اػت. ػجبست  xyكفحِ 

dydxyxfدّذ. دس ًتیدِ ػجبست تحت اًتگشال  هي ٍ  ًوًَِ اػتدس ٍالغ حدن خضئي هكؼت هؼتغیل سا  ),(

 هي ثبؿذ.ّبي خضئي  حدن حذ هدوَع ایي، اًتگشال دٍگبًِ 

هحذٍد ثبؿذ ثب اًتگشال تبثغ  Sٍ اص ثبلا ثِ سٍیِ  Rثٌبثشایي حدن خؼوي كِ اص پبییي ثِ ًبحیِ هؼتغیل ؿكل 

f(x,y)   ِثش ًبحیR  آهذ.  خَاّذ ثِ دػت 

 :ًكتِ 

ّوَاسُ ثِ ؿكل هؼتغیل ثبؿذ. ایي ًبحیِ ثِ ّش ؿكلي كِ ثبؿذ حدن هحذٍد اص پبییي   Rلضٍهي ًذاسد كِ ًبحیِ 

 ثش ایي ًبحیِ هحبػجِ هي ؿَد. f(x,y)ثب اًتگشال تبثغ   Sٍ اص ثبلا ثِ سٍیِ   Rثِ ًبحیِ 
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 ػَال:

 ثِ ؿكل هؼتغیل ًجبؿذ ، آیب فشهَل ّب كبدلٌذ؟Rاگش ًبحیِ 



 لشاس هي دّین.   Rسا دس یک هؼتغیل  Rثِ ؿكل هؼتغیل ًجبؿذ ، اثتذا ًبحیِ  Rاگش ًبحیِ 
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)تبثغ  , )f x y  سا ثش هؼتغیلR :ثِ كَست صیش تؼشیف هي كٌین 

( , ) ( , )
( , )

( , ) ,( , )

f x y x y R
f x y

x y R x y R


 

 0
 

)ٍ اص ثبلا ثِ سٍیِ  Rاكٌَى حدن خؼن هحذٍد اص پبییي ثِ ًبحیِ هؼتغیل ؿكل  , )f x y  سا هغبثك ثحث

 لجلي هحبػجِ هي كٌین.

)ٍ اص ثبلا ثِ سٍیِ  Rآیب ایي حدن ثب حدن هحذٍد اص پبییي ثِ ًبحیِ , )f x y تفبٍت داسد؟ 

)تبثغRٍ داخل Rهـخق اػت كِ چَى دس ًمبط خبسج اص ًبحیِ  , )f x y  ٍثشاثش ثب كفش تؼشیف ؿذُ ، ایي د

 ٍي ّؼتٌذ. ثٌبثشایي هي تَاى ًَؿت:حدن ثب ّن هؼب



( , ) ( , )

( , ) ( , )

lim

lim

n m

ij ij i j
P i j

n m

ij ij i j
P i j

V f x y dxdy f x y x y

f x y x y f x y dxdy

 

 

 

  

 

  

 

 

 

  

0 1 1

0 1 1

 

 كاربزدّاي اًتگزال دٍگاًِ:

دس هحبػجِ ثؼیبسي اص ٍیظگي ّبي فیضیكي اخؼبم كبسثشد داسًذ. خَة اػت دس ایي خب ثب اًتگشال ّبي دٍگبًِ 

 تؼذادي اص ایي كبسثشدّب آؿٌب ؿَین:

 :هحبػجِ حدن -1

dydxyxfV
R

 ),( 

 هحبػجِ هؼبحت لبػذُ : -2

ٍ استفبع آى ثشاثش یک اػت. دس ٍالغ  Rآیذ كِ لبػذُ آى ًبحیِ ، دس ٍالغ حدوي ثِ دػت هي1)y,x(fاگش 

 همذاس ػذدي ایي حدن ثب هؼبحت لبػذُ ثشاثش اػت.

dydxA
R

 

 هحبػجِ خشم ٍسلِ ًبّوگي:-3

ٍسلِ ًبّوگي ٍسلِ اي اػت كِ چگبلي آى دس توبم ًمبط ثبثت ًیؼت. چگبلي یكي اص خَاف فیضیكي هْن اػت كِ 

هبدُ اي سا اص هبدُ دیگش هتوبیض هي كٌذ. دس ؿشایظ فیضیكي یكؼبى ، ًوًَِ اي اص یک هبدُ هؼیي خشهي داسد كِ 

گبلي هي ًبهٌذ.ثشاي هحبػجِ خشم یک هؼتمیوب هتٌبػت ثب حدن آى اػت . ًؼجت خشم هبدُ ثِ حدن آى سا چ

 ٍسلِ ّوگي ثب چگبلي ثبثت هي تَاى ًَؿت: 



 چگبلي= خشم كل ٍسلِ ×هؼبحت ٍسلِ                                         

),(آى ثشاثش ثب  )y,x(ػغحي دس ّش ًمغِ  چگبلياي ًبّوگي دس ًظش ثگیشین كِ  سا ٍسلِ Rاگش yx  ثبؿذ، دس

dydxyx یؼٌيػغحي دس ػغح خضئي آى  چگبليضشة  ایي كَست حبكل ),( دّذ: خشم خضئي سا ًتیدِ هي 
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 ّبي خضئي اػت: حذ هدوَع ایي خشمٍسلِ ًبّوگي ثشاثش خشم كلي 

dydxyxM
R

 ),( 

 ثِ هحَسّب ًؼجتگـتبٍسّبي خشم  -4

dydxyxxM
R

y  ),(          ٍdydxyxyM
R

x  ),(

 

,فشم كٌیذ خشم ّبي  ,m m m1 2  ٍالغ ؿذُ اًذ. oحَل تكیِ گبُ  xسٍي هحَس  3
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ثبؿذ ٍ ثؼتِ ثِ اًذاصُ خشم ّب ٍ چگًَگي لشاس گشفتي سٍي هحَس ،هوكي اػت ػیؼتن دس حبلت تؼبدل لشاس داؿتِ 

یب ًبهتؼبدل ثبؿذ. خبرثِ صهیي ثِ ّش یک اص ایي خشم ّب ًیشٍیي ثِ عشف پبییي ٍاسد هي كٌذ. ایي ًیشٍّب هَخت  

چشخؾ هحَس حَل تكیِ گبُ هي ؿَد ثغَسیكِ هي تَاًذ هحَس سا هبًٌذ الاكلٌگي ثِ ثبلا یب پبییي ثجشد. ایي اثش 

 چشخـي گـتبٍس خشم ًبهیذُ هي ؿَد.

 

 سلِ ًبّوگيهشكض خشم ٍ -5

ثؼیبسي اص ػیؼتن ّبي هكبًیكي ثِ گًَِ اي سفتبس هي كٌٌذ گَیب ّوِ خشم آى ّب دس یک ًمغِ هتوشكض ؿذُ 

اػت.ایي ًمغِ ثِ ًبم هشكض خشم ًبهیذُ هي ؿَد. تؼییي هحل ایي ًمغِ اص هجبحث هْن هي ثبؿذ.هشكض خشم یک 

 ٍ رسُ.خفت رسُ ثب خشم هؼبٍي ًمغِ اي اػت ٍالغ دس هیبى خظ ٍاكل د

M

M
y x          ٍ

M

M
x

y
 

 گـتبٍسّبي هبًذ ًؼجت ثِ هحَسّب -6

dydxyxyI
R

x  ),(2          ٍdydxyxxI
R

y  ),(2

 



تدشثِ ًـبى هي دّذ كِ هي تَاى خؼوي سا ثِ كوک ًیشٍ ثِ دٍساى ٍاداؿت. ثشاي هثبل ًیشٍیي كِ ثِ عَس 

هوبػي ثش هحیظ چشخي ٍاسد ؿَد هي تَاًذ چشخ سا ثِ گشدؽ دس آٍسد. تَاًبیي ًیشٍ دس ایدبد دٍساى سا گـتبٍس 

ثبؿین ، هغلَثؼت ثذاًین چِ همذاس هبًذ هي ًبهٌذ. دس ٍالغ اگش خؼوي ثِ ؿكل یک هحَس اػتَاًِ اي داؿتِ 

اًشطي لاصم اػت تب ایي هحَس ثب ػشػت هـخلي ثچشخذ. دس ایٌدب هفَْهي ثِ ًبم گـتبٍس هبًذ هغشح هي گشدد 

 كِ ثب ایي چشخؾ صاٍیِ اي هشثَط اػت. 

 گـتبٍس ًؼجت ثِ هجذأ -7

dydxyxyxI
R

  ),()( 22

0  

 گاًِ دٍخَاص اًتگزال ّاي 

 ثبؿٌذ آًگبُ  ًبحیِ سٍي  تَاثؼي پیَػتِ                          اگز 

1-                                                 ( , ) ( , )
D D

kF x y dA k F x y dA  

 یک ػذد دلخَاُ اػت.    

 هدوَع ٍ تفبضل -2

( )
D D D

F G dA FdA GdA     

3- 



D

GdA if F on D  0 0 

4- 

D D

FdA GdA if F G on D   

 اگش ًبحیِ اًتگشالگیشي ثِ چٌذ ًبحیِ تمؼین ؿَد-5

              

....

nD D D D

FdA FdA FdA FdA      
1 2

 

 هحاسبِ اًتگزال دٍگاًِ :

)هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ  , )f x y  ثب اػتفبدُ هؼتمین اص تؼشیف آػبى ًیؼت. دس ایي خب هي خَاّین سٍؿي

)ثشاي هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ تبثغ دٍهتغیشُ , )f x y .اسائِ دّین 

ا ثِ تؼشیف ثِ كَست هٌظن تؼشیف ؿذُ ثبؿذ. ثٌبثشایي اثتذ Rثشاي هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ ، لاصم اػت ًبحیِ 

 ًبحیِ هٌظن هي پشداصین

 ّا: yًاحيِ هٌظن در اهتذاد هحَر 

اص ًمبط داخلي ًبحیِ ػجَس كٌذ ٍ هشص ًبحیِ سا دس دٍ ًمغِ لغغ  سػن ؿَد ٍ ّا yثِ هَاصات هحَس اگش خغي

 اػت.ّب هٌظن  yًبحیِ دس اهتذاد هحَس دس ایي كَست هي گَیین ایي ، ًوبیذ
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ًـبى  ّب y ًبحیِ اي ًبهٌظن دس اهتذاد هحَس( 15ًبحیِ اي هٌظن ٍ دس ؿكل ؿوبسُ ) (14دس ؿكل ؿوبسُ )

 دادُ ؿذُ اػت. 



 ػَال: 

 ( سا هٌظن كشد؟2چگًَِ هي تَاى ًبحیِ ؿوبسُ )

 ًبحیِ سا ثِ دٍ لؼوت تمؼین كٌین ًَاحي صیش ثِ دػت هي آیٌذ: ّب xاگش تَػظ هحَس 
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 ّب هٌظن ّؼتٌذ. yاكٌَى ّش یک اص ًَاحي ثِ دػت آهذُ دس اهتذاد هحَس 

 ّا: xًاحيِ هٌظن در اهتذاد هحَر

هشص ًبحیِ سا دس دٍ ًمغِ لغغ  ٍ ػجَس كٌذًبحیِ ّب سػن ؿَد ٍ اص ًمبط داخلي  xاگش خغي ثِ هَاصات هحَس 

  ّب هٌظن اػت. xًبحیِ دس اهتذاد هحَس ین ایي گَیهي دس ایي كَست  ًوبیذ ،
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ًـبى  ّب x اهتذاد هحَسًبحیِ اي ًبهٌظن دس ( 18ًبحیِ اي هٌظن ٍ دس ؿكل ؿوبسُ ) (17دس ؿكل ؿوبسُ )

 دادُ ؿذُ اػت.

 ّب ًبحیِ سا ثِ دٍ لؼوت تمؼین كٌین ًَاحي صیش ثِ دػت هي آیٌذ: yاكٌَى اگش تَػظ هحَس 
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 ّب هٌظن ّؼتٌذ. xّش یک اص ًَاحي ثِ دػت آهذُ دس اهتذاد هحَس 

تَاى ثب سػن خغَعي ثِ هَاصات هحَسّب ثِ ًَاحي هٌظن تجذیل كشد. اگش ّش دٍ هحَس  ًبحیِ ًبهٌظن سا هيثٌبثشایي 

 ؿَد كِ دس اهتذاد ّش دٍ هحَس هٌظن ّؼتٌذ. ًبحیِ خضء تمؼین هي 4ًبحیِ ثِ ایي سا دس ًظش ثگیشین 
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، تَاى دس ّش حبل ًبحیِ هَسد ًظش سا دس اهتذاد هحَسّب هٌظن فشم كشد، دس كَست ًبهٌظن ثَدى  ثٌبثشایي هي

nR...RRRكٌین. دس ایي كَست اگش   ًبحیِ سا ثِ ًَاحي خضء هٌظن تمؼین هي   iRكِ ّش  21

  خَاّین داؿت:اي هٌظن اػت،  ًبحیِ

dydxyxfdydxyxf
Ri

n

iR

),(),(
1




 

 



 سا ًـبى دّین:Rثِ دٍ كَست هي تَاًین ًبحیِ اي هٌظن اػت. ًبحیِ Rاكٌَى فشم كٌین 

 ّب yثب اػتفبدُ اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس  -1

 :فشم هي كٌینًبحیِ سا ثِ كَست صیش  دس ایي كَست
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سا اص سٍي ًبحیِ تؼییي  xهي ثبؿذ ، ثٌبثشایي اثتذا تغییشات  ّب yهحَس چَى  ًبحیِ ،ًبحیِ اي هٌظن دس اهتذاد 

a سا كِ ثیي دٍ همذاس ثبثت اػت هـخق هي كٌین. xهي كٌین ، یؼٌي حذالل ٍ حذاكثش  x b  

ّب سػن هي كٌین. اص  yدس ًظش گشفتِ ٍ اص ایي ًمغِ خغي ثِ هَاصات هحَسa    ٍbثبثتي ثیي xػپغ ًمغِ 

)، استفبع ًمغِ ، ثیي هٌحٌي    yسٍي ؿكل هـخق اػت كِ حذالل ٍ حذاكثش )c x  ٍ )ِهشص پبییٌي ًبحی (

)هٌحٌي )d x هشص ثبلایي ًبحیِ( تغییش هي كٌذ. یؼٌي( 

 

( ) ( )c x y d x           ٍa x b  



 

 ّب  xهٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَسثب اػتفبدُ اص  -2

 :فشم هي كٌینًبحیِ سا ثِ كَست صیش  دس ایي كَست
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سا اص سٍي ًبحیِ تؼییي  yهي ثبؿذ . ثٌبثشایي اثتذا تغییشات  ّب xچَى ًبحیِ ًبحیِ اي هٌظن دس اهتذاد هحَس

c سا كِ ثیي دٍ همذاس ثبثت اػت هـخق هي كٌین. yهي كٌین ، یؼٌي حذالل ٍ حذاكثش  y d  

سػن هي كٌین. اص  ّب xدس ًظش گشفتِ ٍ اص ایي ًمغِ خغي ثِ هَاصات هحَس  c ٍdػپغ ًمغِ  ثبثتي ثیي  

)، ثیي هٌحٌي   xسٍي ؿكل هـخق اػت كِ حذالل ٍ حذاكثش )x y  ٍ )ِهشص ػوت چپ ًبحی (

)هٌحٌي  )x y هشص ػوت ساػت ًبحیِ( تغییش هي كٌذ. یؼٌي( 

 



 dyc           )y(x)y(  

 

 

ن. ثشاي ایي هٌظَس اص یكي اص كبسثشدّبي اًتگشال یگبًِ اػتفبدُ یپشداص اكٌَى ثِ هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ هي

تَاًین  ػغح همغغ ػوَد ثش یک هحَس هي ثبداًؼتيهتغیشُ  ّبي تَاثغ یک دس اًتگشالثِ خبعش هي آٍسین كٌین. هي

 آٍسین. حدن خؼن سا ثِ دػت 
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 حدن خؼن اص ساثغِ صیش ثِ دػت هي آیذ: ثبؿذ، آًگبُ x(A(اگش ػغح همغغ ثشاثش 

( )
b

V A x dx 
0

 

 كٌین. كٌذ اػتفبدُ هي اًتگشال دٍگبًِ كِ حدن خؼن سا هحبػجِ هياص ایي خبكیت ثشاي هحبػجِ 

 هحاسبِ اًتگزال دٍگاًِ:



 ّب هٌظن اػت yالف( ًبحیِ دس اهتذاد هحَس 

 آى سا ثِ كَست صیش تؼشیف هي كٌین: ثبؿذ ّب yًبحیِ اي هٌظن دس اهتذاد هحَس، Rاگش ًبحیِ 
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( ) ( )c x y d x           ٍa x b  

 هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ:

)، اص ثبلا ثِ سٍیِ  Rعجك تؼشیف حدن خؼن هحذٍد اص پبییي ثِ ًبحیِ , )z f x y ِاص اعشاف ثِ سٍی ٍ

 ثب اًتگشال دٍگبًِ Rاػتَاًِ اي گزسًذُ  اص هشص ًبحیِ 

( , )
R

f x y dxdy 

ثِ دػت هي آیذ. ثشاي هحبػجِ ایي اًتگشال ، یب هحبػجِ حدن خؼن ، اص كبسثشد اًتگشال یگبًِ ) كِ دس ثبلا تَضیح 

 دادُ ؿذ( اػتفبدُ هي كٌین.
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ثبثتي سا ّوبًغَس كِ دس ؿكل دیذُ هي ؿَد ، سػن هي كٌین. ػغح همغغ ایي كفحِ  xثذیي هٌظَس كفحِ  

)ثبثت ثب خؼن ػبیِ صدُ ؿذُ اػت. هؼبحت ایي ػغح همغغ سا ثب   )A xًـبى هي دّین. دس كَستي كِ همذاس

( )A x  :هـخق ثبؿذ ، عجك كبسثشد اًتگشال هي تَاًین حدن سا ثشاػبع فشهَل صیش ثِ دػت آٍسین 

( )
b

a

V A x dx  

)ثٌبثشایي لاصم اػت ػغح همغغ   )A xسا هحبػجِ كٌین. اهب ایي هؼبحت چگًَِ لبثل هحبػجِ اػت؟ 

)دلت كٌیذ كِ  )A x ِػغح صیش هٌحٌي هحل تلالي كفحx ِثبثت ثب سٍی( , )z f x y  .اػت 

 ایي هٌحٌي دس فضبي ػِ ثؼذي ، ثِ ػٌَاى هحل تلالي دٍ سٍیِ ًـبى دادُ هي ؿَد 

 

 هتغیش هٌحٌي اػت. yتغییش ًوي كٌذ ٍ فمظ x ثٌبثشایي دس ایي هٌحٌي  
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 ثٌبثشایي

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( , )

( ) [ ( , ) ]

( , )

d x

c x

d xb b

a a c x

d xb

a c x

A x f x y dy

V A x dx f x y dy dx

f x y dydx



 





  

 

 

 

 ّب هٌظن اػت xة( ًبحیِ دس اهتذاد هحَس

 ّب اػتفبدُ كٌین ، ًبحیِ ثِ كَست صیش تؼشیف هي ؿَد:xثِ ّویي تشتیت اگش اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس 



dyc           )y(x)y(  
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]حبل اگش دس فبكلِ  , ]c d   ،y  ثبثتي دس ًظش ثگیشین ٍ اص ایي ًمغِ كفحِ اي ثش هحَسy  ػوَد كٌین، ّب

)ثبثت ثب خؼن سا ثب yػغح همغغ ایي كفحِ   )A y:ًـبى هي دّین. دس ایي كَست خَاّین داؿت 
( )

( )

( )

( )

( ) [ ( , ) ]

( , )

yd d

c c y

yd

c y

V A y dy f x y dx dy

f x y dxdy









 



  

 

 

 ًتبیح ثِ دػت آهذُ سا هشٍس هي كٌین:

 

 

 

 

 

 ّب                 yاػتفبدُ اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس

 

 ّب                 xاػتفبدُ اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس

 ثِ ایي اًتگشال ّب ، اًتگشال ّبي هكشس ثشاي هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ گَیٌذ.

 



 

گیشي تغییش  ؿَد كِ تشتیت اًتگشال اًذ. گفتِ هي ػَم ؿذُ dx  ٍdyدس ایي دٍ فشهَل دلت كٌیذ كِ خبي 

ثب  dx  ٍdyالجتِ تغییش تشتیت اًتگشالگیشي ثِ ایي هؼٌي ًیؼت كِ دس اًتگشال ّبي هكشس فمظ خبي  كٌذ. هي

 ّن ػَم ؿًَذ. دس ایي ثبسُ ثؼذا ثیـتش تَضیح خَاّین داد. 

 توزيي:

گبًِ عشاحي  دٍهحبػجِ اًتگشال ّبي  آهبدگي ثشايكؼت هْبست ثیـتش دسسػن حدن ّب ٍ  ثشايصیش توشیٌبت 

 ؿذُ اػت:   

,هغلَثؼت سػن حدن هحذٍد ثِ كفحبت  -1 ,z x y   0 1 zٍ سٍیِ اػتَاًِ اي 1 y 2 

zهغلَثؼت سػن ًبحیِ هحذٍد ثِ سٍیِ اػتَاًِ اي  -2 y ٍ كفحبت  2

, , , ,z x x y y     0 0 1 1 1 

x,حدن ٍالغ دس سثغ اٍل هختلبت هحذٍد ثِ كفحبت -3 z y z   1 2  سا سػن كٌیذ: 2

yحدن هحذٍد ثِ كفحبت هختلبت ٍ كفحِ -4 z  zٍ سٍیِ اػتَاًِ اي  2 y   سا سػن كٌیذ: 24

xحدن هحذٍد ثِ اػتَاًِ  -5 y 2 2 z,ٍ كفحبت  1 z y  0 :سا سػن كٌیذ 

 

 خذٍل هشخغ اًتگشالگیشي دس لؼوت خلاكِ دس پبیبى ایي فلل آهذُ اػت.

 



 

yxz هثبل: حدن خؼن هحذٍد ثِ كفحِ  20ٍ اص پبییي ثِ هشثغ 4  x 10  y  ٍِالغ دس كفح 

xy:سا ثیبثیذ 
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ثب تَخِ ثِ ؿكل  ّب هٌظن اػت. yّب ٍ ّن دس اهتذاد هحَس  xهشثؼي اػت كِ ّن دس اهتذاد هحَس  Rًبحیِ 

سا ثیي دٍ همذاس ثبثت دس  y اثتذا تغییشات  ّب اػتفبدُ كٌین، xاگش اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس  (1ؿوبسُ )

10                                 گیشین: ًظش هي  y 

سا سٍي ایي  xكٌین ٍ تغییشات  ّب سػن هي xكٌین، خغي ثِ هَاصات هحَس  ثبثت اًتخبة هي yٍ ػپغ یک 

20 كٌین: خظ هـخق هي  x  

 ثِ كَست صیش هـخق هي ؿَد:Rثذیي تشتیت ًبحیِ 

          
y

x

 

 

0 1

0 2
 



 ػَال:

چگًَِ هـخق هي   Rًبحیِّب اػتفبدُ كٌین، yاگش اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس ( 2ثب تَخِ ثِ  ؿكل ؿوبسُ )

 ؿَد؟
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20كٌین، سا هـخق هي xاثتذا تغییشات   x ػپغx ثبثتي ثیي 2,0  اًتخبة كشدُ ٍ خغي ثِ هَاصات

كٌین تب ًمغِ اص  ( سا هـخق هيy)حذالل ٍ حذاكثش yكٌین ٍ سٍي ایي خظ تغییشات ّب سػن هي yهحَس 

10 ّن ثبثت اػت، صیشا ًبحیِ ثِ كَست هشثغ اػت. yًبحیِ خبسج ًـَد. كِ دس ایي هثبل تغییشات  y   

 دس ایي كَست:

  
2

0

1

0
)4( dydxyxV 

       dxxdxyyx  
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123ٍاحذ حدن             
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  xxdxx 

 ػَال:

ّب ّن هحبػجِ كٌیذ ٍ همذاس اًتگشال ّب سا ثب ّن همبیؼِ xاًتگشال سا ثب اػتفبدُ اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس 

 كٌیذ. ثِ چِ ًتیدِ اي هي سػیذ؟

: هغلَة اػت هحبػجِ اًتگشال دٍگبًِ 2هثبل 
R

xydxdy  كِ دس آىR   ًبحیِ هحذٍد ثِ هثلثي ثب سئَع 00, ،

 01,ٍ 11, 
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اثتذا حذالل ٍ   ّب اػتفبدُ ؿَد، yدس اهتذاد ّش دٍ هحَس هٌظن اػت. اگش اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس   R ًبحیِ

10كٌین، داسین سا دس ایي ًبحیِ هـخق هي xحذاكثش  x ػپغ .x  ٍ ُثبثتي دس ایي فبكلِ اًتخبة كشد

 كٌین. كٌین ٍ حذالل ٍ حذاكثش استفبع سا سٍي ایي خظ هـخق هي ّب سػن هي yخغي ثِ هَاصات هحَس 

xy 0 ِثذیي تشتیت ًبحی R   :ثِ كَست صیش هـخق هي ؿَد 



x

y x

 

 

0 1

0  

 دس ایي كَست خَاّین داؿت: 

    dxy
x

xydydxxydxdy x

R

x

0
21

0 0
1
0 2

 

8
1

4
1

2
1

2
1
0

41
0

3
 xdx

x
 

 داسین: كٌین، سا هـخق هيy ّب اػتفبدُ كٌین، اثتذا تغییشات  xاگش اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس 

 10  y 

دس ایي فبكلِ،  1,0، y    ثبثتي دس ًظش گشفتِ ٍ خغي ثِ هَاصات هحَسx كٌین ٍ حذالل ٍ حذاكثش ّب سػن هي x  

1 كٌین تب ًمغِ دس ًبحیِ لشاس گیشد ٍ اص آى خبسج ًـَد. سا سٍي ایي خظ هـخق هي xy 
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:

yy
R

y
R

y x

x
xydxdy xydxdy y dy y y dy

 


 

       

2
1 1 1 11 3
0 0 0

0 1

1

1
2 2

 

8
1

4
1

2
1

4
1

2
1

2
1

4
1

2
1

2
1 1

0
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 yy 

دلت كٌین كِ دس ایي هؼئلِ ، تغییش تشتیت اًتگشالگیشي اػوبل ؿذُ اػت ٍلي ایي تغییش تشتیت دس عَل هحبػجِ 

 ٍ ػختي ٍ ػبدگي هحبػجبت ّیچ گًَِ اثشي ًذاؿتِ اػت.

 ًكتِ :

 ّب هٌظن ثبؿذ، دس ایي كَست: yّب ٍ دس اهتذاد هحَس  xاي ّن دس اهتذاد هحَس  گفتین كِ اگش ًبحیِ

 
 

 
 

 

 
  






d

c

y

y

b

a

xh

xg
dxdyy,xfdydxy,xfV 

 :2ًكتِ 

گیشي ػَم ؿذُ اػت. دس ثؼضي اص حبلات  ػَم ؿَد گَیٌذ تشتیت اًتگشال dx ٍ dyّب خبي  ٍلتي دس اًتگشال

 (1ًِ دس ػختي ٍ آػبًي هحبػجبت. )هثبل  گیشي ًِ دس عَل هحبػجِ اثش داسد، تغییش تشتیت اًتگشال

دّذ ٍ دس ثؼضي اص حبلات ثبیذ تغییش تشتیت  تش اًدبم هي گیشي كبس سا ساحت ثؼضي هَالغ تغییش تشتیت اًتگشال

 گیشي دادُ ؿَد، صیشا دس غیش ایي كَست اًتگشال لبثل هحبػجِ ًخَاّذ ثَد. گشالاًت

 

: هغلَة اػت هحبػجِ          3هثبل  
1
0

1 3

x

y dydxe 



 ػَال:

yeآیب هي تَاًیذ اًتگشال یگبًِ  dy
3

 سا حؼبة كٌیذ؟

 چَى تبثغ تحت اًتگشال
3ye ،3دس ایي كَست ثشاي هحبػجِ ایي اًتگشال ، ثبیذ هـتك  اػتy ُّوشا

3ye  لشاس

 ثبؿذ. پزیش ًوي گیشي اهكبى گیشي سا اًدبم داد. دس غیش ایي كَست اًتگشال داؿتِ ثبؿذ تب ثتَاى ػول اًتگشال

تَخِ ثِ اًتگشال فَق ًـبى هي دّذ كِ اص هٌظن الضاهي اػت.  گیشي ایي اص حبلاتي اػت كِ تغییش تشتیت اًتگشال

1 .كٌین  گیشي سا سػن هي اثتذا ًبحیِ اًتگشال اػتفبدُ ؿذُ اػتّب yثَدى دس اهتذاد هحَس yx          ٍ

10  x 
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 كٌین. ّب اػتفبدُ هي xّب، اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس  yخبي هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس ِ ث حبل

10كٌین:  سا هـخق هي yدس ایي حبلت اثتذا هحذٍدُ   y  



سا سٍي  xكٌین. حذالل ٍ حذاكثش  ّب سػن هي xگیشین ٍ خغي ثِ هَاصات هحَس  ثبثتي دس ًظش هي yٍ ػپغ

20كٌین تب ًمغِ اص ًبحیِ خبسج ًـَد. ایي خظ هـخق هي yx  

 دس ًتیدِ:

:

yy y
x

y
R

x y

V dx e dy dy e dx

 

 

    
23 3

2

1 1 1
0 0 0

0 1

0 

3
1

3
1 1

0
1
0

2 133 





e

edyey yy 

yxaz، كفح0y،0zِ: حدن خؼن كلت هحذٍد ثِ كفحبت 4هثبل   ًِاػتَا ٍ
a

x
ay

2
  (

a )سا هحبػجِ كٌیذ.همذاسي ثبثت اػت 

 

  : 1یبدآٍسي 

هؼبدلِ كلي كفحِ ثِ كَست
 
Ax By Cz D   0  اػت. ایي هؼبدلِ كفحِ اي اػت كِ هحَسّبي

تغییشات هختلبت سا ثِ تشتیت دس ًمبعي ثِ عَل
D

A
   ٍ

D

B
  ٍ

D

C
 لغغ هي كٌذ. ثشاي سػن كفحِ اثتذا

 هحل تلالي آى سا ثب هحَسّبي هختلبت ثِ دػت هي آٍسین:

x x y

y z z

z a y a x a

    
  

    
       

0 0 0

0 0 0 



 : 2یبدآٍسي 

)اگش  , )F x y 0 ًوبیـگش سٍیِ اي دس فضبي ػِ ثؼذي ثبؿذ ، ایي سٍیِ ، اػتَاًِ اي اػت كِ هٌحٌي هَلذ آى

)داساي هؼبدلِ  , )F x y 0   ٍِالغ دس كفحxy هحَساػت ٍ خظ ّبدي ثِ هَاصاتz  ّب لشاس داسد. ثٌبثشایي

هؼبدلِ 
a

x
ay

2
 یک سٍیِ اػتَاًِ اي ثب همغغ هٌحٌي

a

x
ay

2
  ٍِالغ دس كفحxy .اػت 

 : 3یبدآٍسي 

)هؼبدلِ كلي ػْوي صیش ثِ كَست  ) ( )x h c y k c   2 4  اػت . 0
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ثٌبثشایي 
a

x
ay

2
  ػْوي ثب هحَس هَاصيy ّب اػت كِ دس ًمبطx a  هحَسx .ّب  سا لغغ هي كٌذ 
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ّب ٍ ػْوي  xحدن هحذٍد ثِ ایي سٍیِ ّب ،سٍي پبي اػتَاًِ ، یؼٌي ًبحیِ هحذٍد ثِ هحَس 
x

y a
a

 
2

  

 دس ؿكل صیش ًـبى دادُ ؿذُ اػت: xyتلَیش ایي حدن دس كفحِ  تلَیش هي ؿَد.

 35ؿكل  

 



ّب  yّب هٌظن اػت. اص هٌظن ثَدى ًؼجت ثِ هحَس yّب ٍ ّن دس اهتذاد هحَس  xًبحیِ ّن دس اهتذاد هحَس 

 :یبثین سا هيyتغییشاتٍ ػپغ  xكٌین. ثٌبثشایي اثتذا تغییشات اػتفبدُ هي
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a x a

x
y a

a

  

  
2

0
 

 دس ًتیدِ:

 dydxyxaV
a

a
a

x
a

 




2

0
 

   dxyyxa a

x
aa

a

2

0
2

2
1 


  

dx
a

x
a

a

x
aa

a

a

222

2
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 dx
a

x
adx

a

x
a

a

x
aa

a

a

a
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دس اًتگشال دٍم چَى تبثغ تحت اًتگشال فشد اػت، اًتگشال آى دس فبكلِ a,a .كفش اػت 

 

 یبدآٍسي:

 هختلبت داساي تمبسى ثبؿذ.ثِ ػجبست دیگش:تبثؼي فشد اػت كِ ًوَداس آى ًؼجت ثِ هجذا 

 
:[ , ]

( ) ( )

f a a

f a f a



 
 

 

ٍاحذ حدن        
a

a

x
V a x a x dx a

a


  
        

   


4
2 2 2 2 3

2
1 28

2
2 15

 

 توزيي

 تذكز: بزاي هحاسبِ اًتگزال ّا لشٍها بايذ بِ طَر كاهل با بخش رٍيِ ّا آشٌايی داشتِ باشيذ.

21هغلَة اػت حدن ٍالغ صیش -1 xz  ِ10ٍ ثبلاي ًبحی  x،xy 0 

221هغلَة اػت حدن صیش -2 yxz  ِ0ٍ ثبلاي ًبحیx،0y ٍ1 yx 

ثبلاي هثلث ثب سئَع -3 00,، 0,a، b,0  ِصیش كفح ٍ
D

y

a

x
z  2 



222دسٍى دٍ اػتَاًِ -4 ayx ، 222 azy  ٍالغ دس
8
1

 اٍل هختلبت 

222حدن هحذٍد ثِ اػتَاًِ  -5 ayx  ِكفح ،xz 4  ِ0ٍ كفحz 

122حدن هحذٍد ثِ اػتَاًِ  -6  yx ِ0، كفحz  ِ1032ٍ كفح  zyx 

82داخل اػتَاًِ  -7 22  yx ِ4، ثبلاي كفح yz ِصیش كفح ٍxz  8 

 هحبػجِ كٌیذ: ّبي صیش سا اًتگشال -8

dx
x

xsin
dx

y 
 

2
0

2 

  
1
0

43
1

1x

x
dyydx 

 

 

تش اػت ثِ خبي آًكِ اًتگشال سا دس هختلبت دكبستي هحبػجِ كٌین، آى  ّب ساحت ثؼضي هَالغ دس هحبػجِ اًتگشال

 سا دس هختلبت لغجي اداهِ دّین.

 يادآٍري : آشٌايی با هختصات قطبی

 ؿَد. ّش ًمغِ  دس هختلبت لغجي هحَسي ثِ ًبم هحَس لغجي ٍ یک ًمغِ سٍي آى ثِ ًبم لغت دس ًظش گشفتِ هي

Pهختلبت لغجي ثب فبكلِ آى تب لغت  دس) r ( ِاي كِ خظ ٍاكل ثیي  ٍ صاٍیP  ثب هحَس )لغت ) ؿؼبع حبهل ٍ

 P(r,θ )ؿَد.  ( هـخق هي θػبصد )  لغجي هي
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 رابطِ بيي هختصات قطبی ٍ هختصات كارتشيييادآٍري: 

ّب لشاس xثشاي تؼییي استجبط ثیي هختلبت لغجي ٍ هختلبت كبستضیي، هؼوَلاً هحَس لغجي سا عَسي سٍي هحَس 

 دٌّذ كِ لغت سٍي هجذأ هختلبت لشاس گیشد. هي
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ٍ دس هختلبت لغجي داساي هختلبت  (x,y)دس هختلبت دكبستي داساي هختلبت  Pاگش فشم كیٌن ًمغِ 

),r(  اص سٍي اؿكبل فَق هي تَاى  ساثغِ ثیي ایي دٍ دػتِ اص هختلبت سا ثِ كَست صیش    ثبؿذ، دس ایي كَست

 ثِ دػت آٍسد:



cos              

sin              tan

x r r x y

y
y r

x



  

  

 

2 2

1
 

 تَاى دػتِ دیگش سا اص آى ًتیدِ گشفت. هؼلَم ثبؿٌذ هيثٌبثشایي ّش دػتِ اص هختلبت كِ 

 هثبل :

 ( دس دػتگبُ كبستضیي ثبؿذ. هغلَثؼت تؼییي هختلبت لغجي آى؟1ٍ1داساي هختلبت ) Pفشم كٌیذ 

 حل(

tan    چَى ساثغِ ثیي هختلبت كبستضیي ٍ لغجي ثِ كَست 
y

r x y
x

   2 2 اػت ، ثٌبثشایي   1

    tanr


   12 1
4

)ثشاثش  Pٍ دس ًتیدِ هختلبت لغجي   , )


2
4

 اػت. 

 هثبل:

)داساي هختلبت لغجي  Pاگش  , )


1
3

 ؟ Pثبؿذ، هغلَثؼت تؼییي هختلبت كبستضیي 

 حل(

cosداسین:       sin     x r y r  ثٌبثشایي 

cos =       sin =     x y
 

   
1 3

1 1
3 2 3 2

 

 



 rهثجت خَاّذ ثَد ٍ اگش سٍي اداهِ ؿؼبع حبهل اًتخبة گشدد  rؿؼبع حبهل اًتخبة ؿَداگش ًمغِ سٍي خَد 

 

  P. دس ؿكل صیش هختلبت ًمغِ اػوبل ؿَد   r   ٍθهٌفي دس ًظش گشفتِ خَاّذ ؿذ.ثذٍى آًكِ هحذٍدیتي سٍي 

 كَست ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت. 5ثِ 
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سا هتغیش ٍاثؼتِ ٍ یب تبثؼي  yسا ثِ ػٌَاى هتغیش هؼتمل ٍ  xهؼوَل ٍ ػشف اػت كِ دس دػتگبُ هختلبت دكبستي 

ًـبى هي دٌّذ، دس دػتگبُ هختلبت لغجي  y=f(x)دس ًظش هي گیشًذ ٍ استجبط ایي دٍ هتغیش سا ثِ كَست  xاص 

شفي هي كٌٌذ ٍ ساثغِ ثیي ایي دٍ سا ثِ كَست سا ثِ ػٌَاى هتغیش ٍاثؼتِ هؼ rسا هتغیش هؼتمل ٍ  θّن هؼوَلاً 

( )r f   ًـبى هي دٌّذ. ثبیذ دلت داؿت كِ اگش هحذٍدیتي ثشايr  ٍθ  لشاس ًذّین ٍ ّش دٍ ثتَاًٌذ دس كل



R   تَاى  ثبؿذ كِ هي هيهتفبٍتي لغجي  بتداساي هختلّش ًمغِ تغییش كٌٌذ، دس ایي كَست دس هختلبت لغجي

 صیش دس ًظش گشفت:ّبي  آًْب سا ثِ كَست

     (6)(5)(4)           (3)            (2)             )1(

                                                   ||||||
2)(22

r

n

rr

n

rr

n

r

PP














  

 رسن هٌحٌی در هختصات قطبی:

یبثي اػتفبدُ هي ؿَد. صٍایبي هختلف اًتخبة هي ؿَد ٍ  ثشاي سػن هٌحٌي دس هختلبت لغجي هؼوَلاً اص ًمغِ

r ّبي هتٌبظش آى سا اص سٍي ضبثغِ تؼشیف هـخق هي كٌٌذ ٍ ػپغ اص ٍكل ًمبط ثِ دػت آهذُ هٌحٌي سا سػن

  ّب اػتفبدُ كشد.اص خبكیت تمبسى هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَسهي تَاى تش  كٌٌذ. الجتِ ثشاي سػن ساحت هي

 ثشسػي ٍخَد تمبسى دس هٌحٌي ّبي لغجي:

 :1حبلت 

 ّب )هحَس لغجي( تمبسى داسد. xهٌحٌي ًؼجت ثِ هحَس 
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)دس ایي حبلت ًمغِ  , )r  ًمبط ٍ( , )r    یب( , )r   .ّن ثش سٍي هٌحٌي لشاس داسًذ 



 هثبل:

cos

cos( ) cos

cos( )

r

r



 



 

 

  

1

1

 

)پغ ًمغِ  , )r  داسد.سٍي هٌحٌي لشاس 
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 :2حبلت 

ّب )خظ y هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَس


 
2

 ( تمبسى داسد.
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)دس ایي حبلت ًمغِ  , )r  ًمبط ٍ( , )r     یب( , )r   .ّن ثش سٍي هٌحٌي لشاس داسًذ 

 :3حبلت 

 تمبسى ٍخَد داسد( x ٍyهٌحٌي ًؼجت ثِ هجذا ) لغت ( تمبسى داسد. ) ًؼجت ثِ ّش دٍ هحَس 
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)دس ایي حبلت ًمغِ  , )r  ًمبط ٍ( , )r    یب( , )r   .ّن ثش سٍي هٌحٌي لشاس داسًذ 

 هثبل:

cos

( ) cos

r

r







 

2

2

4

4
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): اگش ًمغ1ِػَال  , )P r  سٍي هٌحٌي( )r f   لشاس داؿتِ ثبؿذ ٍ هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَسx  ّب ) هحَس

 ّب ثیبثیذ ؟ xسا ًؼجت ثِ هحَس  Pهتمبسى   Pلغجي( داساي تمبسى ثبؿذ ، هختلبت ًمغِ 

 هٌحلشثفشد اػت یب ًِ؟ چشا؟  P آیب هختلبت
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): اگش ًمغِ 2ػَال  , )P r  سٍي هٌحٌي( )r f  لشاس داؿتِ ثبؿذ، ٍ هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَسy  ّب ) خظ


 

2
 ّب سا ثیبثیذ؟ yًؼجت ثِ هحَس  P، هتمبسى  P( داساي تمبسى ثبؿذ ، هختلبت ًمغِ  



 هٌحلشثفشد اػت یب ًِ؟ چشا؟  Pآیب هختلبت 
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 هٌحٌی ّاي قطبی

 گیشد. دس هختلبت لغجي چٌذ دػتِ هٌحٌي ثیـتش هَسد اػتفبدُ لشاس هي

 دس هغبلت صیش ثب ّش یک اص ایي هٌحٌي ّب ٍ هؼبدلات آًْب آؿٌب خَاّین ؿذ: 

 دٍایش 

 هشكض ثش هجذا هختلبت 

  هشكض ثش هحَس x ّب 

  هشكض ثش هحَسy ّب 

هٌحٌي ّبیي ثب هؼبدلات  
cos

sin

r a b

r a b





 

 
 هؼشٍف ثِ هٌحٌي ّبي دلگَى( a=b) دس حبلت خبف   

 هٌحٌي ّبي چٌذپش 

 هٌحٌي ّبي پشٍاًِ گَى ) لویٌؼكبت( 

 



 ؿًَذ: دٍایش: دٍایش دس دػتگبُ لغجي ثِ كَست صیش هؼشفي هي 

 :دٍایشي كِ هشكض آًْب دس هجذا هختلبت لشاس داسًذ ( الف 

 هؼبدلِ ایي دٍایش دس دػتگبُ هختلبت كبستضیي ثِ كَست صیش اػت. 

         

هؼبدلِ ایي دػتِ اص دٍایش سا ثب اػتفبدُ اص سٍاثظ هب ثیي دػتگبُ هختلبت كبستضیي ٍ لغجي دس دػتگبُ 

 هي آٍسین :لغجي ثِ دػت 

x                                

 ٍ اص هجذا هي گزسًذ : لشاس داسد xدٍایشي كِ هشكض آًْب سٍي هحَس ة( 

 هؼبدلِ ایي دػتِ اص دٍایش ثِ كَست صیش اػت. 

                  

 

 

هؼبدلِ ایي دػتِ اص دٍایش سا دس دػتگبُ هختلبت لغجي ثِ دػت ، هختلبت  ُثب اػتفبدُ اص سٍاثظ هبثیي دٍ دػتگب

 اثتذا هؼبدلِ سا ثبص هي كٌین:هي آٍسین. 

x                                                     

لشاس  ) هحَس لغجي (ًوبیـگش دایشُ ایؼت كِ هشكض آى سٍي هحَس عَلْب             ثٌبثشایي هؼبدلِ 

 اػت.هوبع  )ّب  yداسد، اص هجذا هختلبت ػجَس هي كٌذ ٍ دس هجذا ثش  هحَس ػشم ّب)
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 ٍ دس هجذا ثش هحَس عَل ّب هوبع اًذ. اص هجذا هي گزسًذ ،ّب لشاس داسد  yدٍایشي كِ هشكض آًْب سٍي هحَس ج( 

 ثِ ساحتي هي تَاى ًـبى داد كِ هؼبدلِ ایي دػتِ اص دٍایش ثِ كَست صیش اػت     

               x                                  
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  یي ثب هؼبدلات ّب دػتِ دٍم هٌحٌي  cosbar,sinbar 

 َئیذ هؼشٍفٌذ.یّبي دلگَى یب كبسد ثِ هٌحٌي ( : ایي حبلتa=b الف( حبلت خبف)

)sin(ar            )cos(ar  11 

  cos1            rهثبل: 

ّب تمبسى داسد. ثٌبثشایي ثشاي سػن هٌحٌي كبفي اػت  xّوبى گًَِ كِ لجلا ثشسػي ؿذ ایي هٌحٌي ًؼجت ثِ هَس 

دس فبكلِ   0:ًمغِ یبثي كٌین 

 

                             
 

 
            

 

 
            

 

 
          

 

 
      

  

 
         

  

 
         

  

 
           

                            
 

 
      

√ 

 
     

√ 

  
             

 

 
     

√ 

 
      

√ 

 
      

 

)اص اتلبل صٍج هختلبت  , )r  .هٌحٌي سا سػن هي كٌین 
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 ؿكل صیش ًـبى دادُ ؿذُ اػت: دس                            هٌحٌي ّبي  ًوَداس
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ثشاي یبفتي كٌذ.  كوک هي ثِ هب : هـخق ثَدى خغَعي كِ دس لغت ثش هٌحٌي هوبػٌذ ًیض دس سػن ؿكلًكتِ

)ایي خغَط كبفي اػت هؼبدلِ )f  0 .هثلاً دس  كبسدیَئیذ سا حل كٌینsinr  1 

sinخغَط هوبع دس لغت ثش ایي هٌحٌي اص حل هؼبدلِ  1  ثِ دػت هي آیٌذ:0

2
1


sin 



ة( حبلت كلي هٌحٌي ّبیي ثب هؼبدلات  cosbar,sinbar(      ) 

 سا سػن كٌیذ :            ًوَداس هٌحٌي : 1هثبل 

هتمبسى   Pّب ثشسػي هي كٌین. كبفي اػت هختلبت ًمغِ  xحل: اثتذا تمبسى هٌحٌي سا ًؼجت ثِ هحَس 

( , )P r  .سا دس هٌحٌي لشاس دّینP   داساي هختلبت( , )r   یب ٍ( , )r    .اػت 

cos

cos( )

cos

r

r







 

  

 

1 2

1 2

1 2

 

)چَى هختلبت  , )r  دس هؼبدلِ كذق هي كٌذ ، دس ایي كَست هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَسx  .ّب تمبسى داسد

)دس هؼبدلِ كذق ًكشد ثبیذ صٍج دٍم یؼٌي  Pالجتِ اگش ایي صٍج اص هختلبت ًمغِ , )r     ِسا دس هؼبدل

ّب تمبسى  xاهتحبى كشد. اگش صٍج دٍم ّن دس هؼبدلِ كذق ًكشد تٌْب ًتیدِ هي ؿَد كِ هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَس 

ّب ًتیدِ هي  xًذاسد، دس غیش ایٌلَست ّش كذام اص صٍج هختلبت دس هؼبدلِ كذق كٌذ تمبسى ًؼجت ثِ هحَس 

 ؿَد.

]ثٌبثشایي تٌْب دس فبكلِ , ]0 .ًمغِ یبثي هي كٌین 

( ) ( )r

r

      
 

  
         

    

2 3 5
0

6 4 3 2 3 4 6

3 2 1 1 2 3
1 1 2 1 2 1 2 1 2 0 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2 2

1 1 3 1 2 0 1 2 1 2 1 3 2

 

 ثب تَخِ ثِ خذٍل فَق ؿكل هٌحٌي ثِ كَست صیش خَاّذ ثَد .

 ًكتِ:

هٌفي ثبؿذ ، ًمغِ سٍي اداهِ ؿؼبع حبهل لشاس هي گیشد. ثشاي هثبل ثِ اصاء  rٍلتي  0 ِكr  1  ثِ دػت

 ( لشاس هي گیشد.P1اص هجذا )  1هٌفي ٍ ثِ فبكلِ  xآهذُ اػت ، ًمغِ سٍي هحَس 
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 :2هثبل 

 ثِ كَست صیش اػت.             ًوَداس هٌحٌي 
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             ٍ یب                دػتِ ػَم هٌحٌي ّبیي ثب هؼبد لِ  

فشد  nٍ اگش  2nصٍج ثبؿذ تؼذاد پشّب ثشاثش  nگَیٌذ. اگش  (rose curve)ّبي چٌذ پش ّب سا هٌحٌي هٌحٌيایي 

 اػت. nثبؿذ، تؼذاد پشّبي هٌحٌي ثشاثش 

sinrهثبل: هٌحٌي   سا سػن كٌیذ.  3

 ّب) xهحَس  كِ هٌحٌي ًؼجت ثِ نگیشی ًتیدِ هي ناگش اص تمبسى اػتفبدُ كٌی 0 )   تمبسى ًذاسد ٍلي ًؼجت

 ّب ) yهحَس  ثِ
2


 ) ِداساي تمبسى اػت. ثشاي تؼییي خغَعي كِ دس لغت ثش هٌحٌي هوبع ّؼتٌذ، هؼبدل

sin  3  كٌین. خَاّین داؿت:  سا حل هي 0

3

5

3

4

3

2

3
0

3

303












,,,,,
k

ksin

 

ّب ٍ خغَط هوبع ثش هٌحٌي دس لغت ، كبفي اػت ًمغِ یبثي سا  yثب اػتفبدُ اص تمبسى هٌحٌي ًؼجت ثِ هحَس 

]فمظ دس فبكلِ  , ]
 


2 2

 اًدبم دّین. هٌحٌي ثِ كَست صیش سػن هي ؿَد: 
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دػتِ چْبسم هٌحٌي ّب یي ثب هؼبدلات   2sin,2cos 2222 arar  

 هؼشٍفٌذ.  ثِ ًبم پشٍاًِ گَى یب لویٌؼكبتایي هٌحٌي ّب ثِ ًبم 

 :هثبل

sinr هٌحٌي  2 4  سا سػن كٌیذ: 2

  تمبسى ًذاسد. x  ٍyّیچكذام اص هحَس ّبي اٍلاً هٌحٌي ًؼجت ثِ  

 كٌین. خغَط هوبع دس لغت سا هـخق هي

sin

, , ,

k

k
k k

  

 
  

  

     

4 2 0 2

0 0 1
2 2 

sinثِ اصاء حذاكثش همذاس  rحذاكثش همذاس  4 sinي افتذ كِ هتٌبظش ثب حذاكثش همذاسه اتفبق2 2  یؼٌي

sin  2 ایدبد هي ؿَد. پغ دس صاٍی1ِ


 2
2

ٍ یب سٍي ؿؼبع  


 
4

rحذاكثش  r 2 4 2 

 ثِ دػت هي آیذ.

 

 54ؿكل 

 

 :2هثبل 



cosrدس ؿكل صیش ًوَداس  2 4  سػن ؿذُ اػت.2
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 توزيي:

 هٌحٌي ّبي صیش سا سػن كٌیذ:

) cos

) sin

) cos

) sin

) sin

)

r

r n

r

r

r

r













  





 

 



2

1 1

2 2

3 2 3

4 2

5 2

6

 

 :1ػَال 

 سا هـخق كٌیذ:  ًبحیِ  تَخِ ثِ ؿكل صیشثب پیَػتِ ٍ ًبهٌفي ثبؿذ.  [   ]ثش ثبصُ ثؼتِ   تبثغ  نفشم كٌی
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 اػت.    ٍ     ٍ خغَط     f  هحذٍد ثِ هٌحٌي ثب هؼبدلِ   ًبحیِ 

 

 :2ػَال 

)فشم كٌین )r f ٍ( )r g  ُتَاثؼي پیَػتِ ثش ثبص[ , ] ٍ( ) ( )f g  ِثبؿذ. ثب تَخِ ث

 كٌیذ: سا هـخق Rؿكل، ًبحیِ 
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)هحذٍد ثِ دٍ هٌحٌي ثب هؼبدلات  Rًبحیِ  )r f ٍ( )r g  اػت.    ٍ     ٍخغَط 

دس دػتگبُ اكٌَى ثِ ثحث اكلي خَد دس استجبط ثب تجذیل یک اًتگشال دٍ گبًِ  دس هختلبت كبستضیي  ثِ اًتگشال 

 هختلبت لغجي ثش هي گشدین.

ثشاي تجذیل یک اًتگشال دٍگبًِ اص دػتگبُ هختلبت دكبستي ثِ هختلبت لغجي لاصم اػت ثب اًَاع هختلف 

 آؿٌبیي داؿتِ ثبؿین. خَبیّب ثِ  دس ًَاحي هحذٍد ثِ ایي هٌحٌي r  ٍθّبي لغجي ٍ تغییشات  هٌحٌي

 

 دكارتی بِ دستگاُ هختصات قطبیتبذيل اًتگزال دٍگاًِ اس دستگاُ هختصات 

 

ثشاي تجذیل یک اًتگشال دٍگبًِ ًظیش 
R

dxdy)y,x(f ،اثتذا ثبیذ  ثِ اًتگشالي دس دػتگبُ هختلبت لغجي

 تلَیش كٌین.  قطبیكِ تَػظ هشصّبیي هحذٍد ؿذُ اػت سا دس كفحِ  Rًبحیِ 

 ًكتِ:

سا هـخق   ٍrتغییشات  ، ٍلي لاصم اػت دس ًبحیِ تلَیشایي تلَیش كشدى لضٍهبً ؿكل ًبحیِ سا تغییش ًوي دّذ 

اگش هحَس لغجي كٌین.  0 سا هٌغجك ثش هحَسx  ّب ٍ ؿؼبع


 
2

ّب اًتخبة كٌین،  yسا هٌغجك ثش هحَس 

xًذاسد. هثلا دایشُ R( تفبٍتي ثب ؿكل ًبحیِ  R) ًبحیِ Rدس ایي كَست ؿكل تلَیش  y 2 2 سا دس ًظش  1

rثگیشیذ. تلَیش ایي دایشُ دس كفحِ لغجي ثِ كَست 1 .اػت 
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x

x y x r

      

       2 2

1 1 0 2

1 1 0 1
 

ٍلي اگش هحَسّبي ٍ سا ثِ كَست دٍ هحَس ػوَد ثش ّن اًتخبة كٌین ، دس ایي كَست ًبحیِ اي ثب حذٍد تغییشات 

r

  

 

0 2

0 1
 ثِ كَست یک هؼتغیل ًوبیؾ دادُ هي ؿَد.  
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 دس اكثش هَاسد اص حبلت اٍل ًوبیؾ اػتفبدُ هي ؿَد.



 

اص سٍاثظ ثیي هختلبت دكبستي ٍ  y,xدس تبثغ تحت اًتگشال ثِ خبي ،   ٍr اص هـخق كشدى تغییشات  پغ

cosxلغجي یؼٌي  r  ٍsiny r  اػتفبدُ هي كٌین. دس هشحلِ ػَم ثِ خبي ػغح خضیيdxdy 

 كٌین. دس كفحِ لغجي تؼییي كٌین، كِ ثِ كَست صیش آى سا هـخق هي سا ثبیذ ػغح خضیي
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كِ دس كفحِ كبستضیي ثشاي تؼییي ػغح خضیي خغَط هَاصي هحَسّبي هختلبت سا سػن هي  یبدآٍسي هي كٌین

، سا دس ًظش هي گشفتین ایي y=y  ٍy=y+dyٍ خغَط  x=x  ٍx=x+dxثیي خغَط  تـكیل ؿذُ كشدین ٍ ػغح

 .گشدیذ ثِ ػٌَاى ػغح ًوًَِ اًتخبة هي dxdyهؼبحت  ثبػغح  
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rثشاي تؼییي هؼبحت خضئي دس هختلبت لغجي ، ًظیش حبلت هختلبت كبستضیي ، هٌحٌي ّبي  r ٍ

r r dr (r هٌحٌي ّبي ٍ )عشف دٍم ثبثت دس ًظش گشفتِ هي ؿَد  ٍd    (  دس

r ٍrعشف ساػت سٍاثظ فَق همبدیش ثبثت اػت( سا سػن هي كٌین. هٌحٌي ّبي dr هشكض هجذا ) دٍایشي ث ِ

 ٍdلغت( ٍ هٌحٌي ّبي   ؿؼبع ّبیي ّؼتٌذ كِ ثب هحَس ،x  ّب صاٍیِ ثبثت هي ػبصًذ. دس ؿكل صیش

 ایي هٌحٌي ّبي سػن ؿذُ اًذ.
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dAهؼبحت هحذٍد ثِ ایي چْبس هٌحٌي ثشاثش اػت ثب:  rdrd 



اًتگشال اص دػتگبُ هختلبت ، اػت دس ًتیدِ ایي ػولیبت rdٍ یک ضلغ آى drیک ضلغ ؿجِ هؼتغیل ثشاثش

 ؿَد. دكبستي ثِ اًتگشال دس دػتگبُ لغجي تجذیل هي





RR

rdrd]sinr,cosr[fdxdy)y,x(f 

 ًكتِ:

تش  دس هحبػجِ اًتگشال ّبي دٍگبًِ ٍلتي تلبٍیش ثِ كَست دایشُ ّؼتٌذ، اًتگشال گیشي دس هختلبت لغجي ساحت 

 اص اًتگشال گیشي دس هختلبت دكبستي اػت.

221، ػْوَي z=0هثبل: هغلَثؼت هحبػجِ حدن خؼن هحذٍد ثِ كفحِ  yxz  . 

xًبحیِ هحذٍد ثِ دایشُ ،  تلَیش ایي حدن  y 2 2  اػت. 1
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1

22

22

1
yx

dxdy)yx(V 

 اگش ایي اًتگشال سا دس هختلبت دكبستي حل كٌین، 

,

( ) ( )
x x

x

x y x x y x

V x y dydx x y dydx
 

  

          

        
2 2

2

2 2 2 2

1 1 1 12 2 2 2
1 0 01

1 1 1 1 1

1 4 1
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 .ؿذُ اػتدس ایٌدب  اص حبلت تمبسى حدن ًؼجت ثِ كفحبت هختلبت اػتفبدُ 
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 .آٍسین لغجي حل كٌین، اثتذا ًبحیِ تلَیش سا دس دػتگبُ خذیذ ثِ دػت هياهب اگش ایي اًتگشال سا دس هختلبت 

سا دس دػتگبُ لغجي ثِ دػت آٍسدتب ًبحیِ تلَیش Rثشاي ثِ دػت آٍسدى تلَیش ، ثبیذ تلَیش هشصّبي ًبحیِ 

R هـخق ؿَد.) دس ایي حبلت هحَس لغجي سا هٌغجك ثش هحَسx ّب ٍ خظ


 
2

ّب دس   yهٌغجك ثش هحَس  

 ًظش گشفتِ ؿذُ اػت(



0000

2
000

1122








sinsinry

coscosrx

ryx
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0
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   drrrdrdrV 
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122ٍالغ دس داخل اػتَاًِ : هغلَثؼت هحبػجِ حدن خؼن 2هثبل   yx  ُ4222صیش كش  zyx  ٍ

zكفحِ  ثبلاي  0 
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x

x y x

  

    2 2

1 1

1 1
 

122ًمبط ٍالغ دس داخل ٍ سٍي هشص دایشُ دس ٍالغ تلَیش حدن   yx  پبي اػتَاًِ  اػت، )یؼٌي

122  yx:R)  ِحدن اص پبییي ث z 0  ُ224ٍ اص ثبلا ثِ كش yxz  ایي اػت.  ؿذُ هحذٍد

 حدن داساي تمبسى اػت. ثٌبثشایي 

dydxyx

dydxyxdxdyyxV

x

yx:R

x

x
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1
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1

1

1

1

2222

2

22

2
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44

44

 

 تجذیل ایي اًتگشال ثِ اًتگشال دس هختلبت لغجي

( ) ( ( ) ) ( )|

r rdrd

r d d



 




 

 

       

 

 

1 2
20 0

3 3 3
12 2 2 22 200 0

4 4

1 1
4 4 4 4 3 4 8 3 3

3 3 6

 

 ػَال:



zحدن هحذٍد ٍالغ دس ثبلاي كفحِ  0 ًِ122، خبسج اص اػتَا  yx   ُ4222ٍ صیش كش  zyx سا

 ثیبثیذ؟

2222: حدن هحذٍد ثِ كشُ 3هثبل  4azyx   ٍ اػتَاًِ داخلayyx 222  ٍz 0 .سا ثیبثیذ 
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: sin

sin

( )

( ( sin ) ( cos )

( cos ( sin )) ( sin si
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R x y ay

R r a
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V a x y dxdy

a r rdrd
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 يادآٍري : تغييز هتغيز در اًتگزال ّاي يگاًِ :

)ثِ خبعش هي آٍسین كِ دس هحبػجِ اًتگشال ّبیي ثِ فشم  ( )) ( )f g x g x dx اص تغییش هتغیش

( ) ( )u g x du g x dx   ُاػتفبدُ هي كشدین. دس ایي كَست اًتگشال فَق ثِ كَست ػبد

( )f u duتجذیل هي ؿذ. ػپغ دس خَاة حبكل اص ایي اًتگشال هدذدا ثِ خبيu  ،( )g x سا خبیگضیي هي

 كشدین.

 : 1هثبل 



)sinهغلَثؼت هحبػجِ  )x x dx
2 3 

uحل( دس هحبػجِ ایي اًتگشال لشاس هي دّین x duدس ًتیدِ  3 x dx  ثٌب ثشایي :23

sin( ) sin cos cos( )x x dx udu u c x c       
2 3 31 1 1

3 3 3
 

 : 2هثبل 

هغلَثؼت هحبػجِ 
zdz

z 
 3 2

2

1
 

uحل( لشاس هي دّین z 2 duدس ًتیدِ 1 zdz 2  : 

( )

zdz du u
u du c

uz

z c

 


 

   


  

  

1
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3
3 13 2 1

3

2
2 3

2

1

3
1

2

 

 تغييز هتغيز كلی در اًتگزال ّاي دٍگاًِ 

لاصم اػت ثِ غیش اص تغییش هختلبت لغجي ّن كبسایي ًذاسد. ثٌبثشایي دس حل اًتگشال ّبي دٍگبًِ، ثؼضي هَالغ 

 هتغیش كلي هي ًبهین اػتفبدُ كٌین.هتغیش لغجي ثتَاى اص حبلت كلي تشي كِ آى سا تغییش 

ثِ  y,xسا ثش حؼت  v,uتَاًین  تَاثؼي یک ثِ یک ٍ هـتك پزیش اػت، ٍ هي x=x(u,v)  ٍy=y(u,v)فشم كٌین 

 دػت آٍسین.

u= u(x,y),        v=v(x,y) 

ي كفش ًو ّوگي ثب ّنٍخَد داسد ٍ  v,uّن ًؼجت ثِ  y,xٍ هـتمبت خضئي  y,xًؼجت ثِ  v,uهـتمبت خضئي 

 ؿًَذ. دس ایي كَست 







RR

dudv|)v,u(J|)]v,u(y),v,u(x[fdxdy)y,x(f 

ثب ًوبد  كِؿَد خَاًذُ هي v,uطاكَثي یب طاكَثیي  J(u,v)اػت. ّوچٌیي  uvدس كفحِ  Rتلَیش  Rكِ دس ایٌدب 

)v,u(

)y,x(




 ؿذُ ٍ ثِ كَست صیش تؼشیف هي ؿَد:ّن ًـبى دادُ  

 
v

y
      

u

y

v

x
      

u

x

)v,u(

)y,x(
)v,u(J





















  

تَاى ثبثت كشد كِ  هي
)y,x(J

)v,u(J
1

 

  ثغَسیكِ:

 
y

v
      

x

v

y

u
      

x

u

)y,x(J

















  

 

 :1هثبل 

u,ثب تغییش هتغیش x y v x y      هغلَثؼت هحبػجِ اًتگشالx y

R

e dxdy
 ِكِ دس آى ًبحی

R  ثِ كَست:R x y 1.تؼشیف هي ؿَد 

حل( دس ایي حبلت دس كَست هؼئلِ تغییش هتغیش دادُ ؿذُ اػت ٍ خَاػتِ هي ؿَد كِ ثب ایي تغییش هتغیش خبف 

سا سػن هي كٌین ٍ ثب تغییش هتغیش دادُ ؿذُ هشصّبي آى سا یک ثِ یک تلَیش هي  Rهؼئلِ سا حل كٌیذ. ًبحیِ 

 كٌین.



 71ؿكل  

 

x y u x y u

x y v x y v

x y u x y u

x y v x y v

       

       

          

          

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1
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 لاصم اػت همذاس طاكَثي  سا ثِ دػت آٍسین.اكٌَى 

( , )
( , )

( , )

x x

x y u v
J u v

y yu v

u v

 

  
 

 

 

 

 ثؼیبس ػبدُ اػت . u  ٍv ثش حؼت   x   ٍyهؼئلِ تؼییي  دس ایي



( )

( )

x u v

y u v

 

 

1
2
1
2

 

 ٍ دس ًتیدِ

( , )J u v   



1 1
12 2

1 1 2
2 2

 

ثِ دػت آٍسد. ثب تَخِ ثِ ساثغِ u  ٍvسا اص  x   ٍy ٍلي ّوَاسُ چٌیي ًیؼت كِ ثتَاى ثِ ساحتي 

( , )
( , )

J u v
J x y


1

)هي تَاى همذاس   , )J x y   كِ ثِ كَست صیش تؼشیف هي ؿَد سا هحبػجِ كشدُ ٍ ثب

)هؼكَع كشدى آى همذاس  , )J u v .سا ثِ دػت آٍسد 

( , )

u u

x y
J x y

v v

x y

 

 

 

 

 

ًیؼت ٍ ثب ساثغِ فَق ثِ ساحتي   u   ٍv ثش حؼت  x  ٍyدلت كٌیذ كِ دس ایي هحبػجِ الضاهي ثِ تؼییي 

( , )J u v .ثِ دػت هي آیذ 



( , ) ( , )

( , )

( ) ( )

x y u

R R

u u

J x y J u v

e dxdy e J u v dudv

e dudv e dv

e e dv e e e e





  

  



     




  


      

 

  



1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

1

1 1 1
2

1 1 2

11 1
12 2

1 1
2

2 2

 

 ثشاي اػتفبدُ اص تغییش هتغیش كلي حبلات صیش ٍخَد داسد:

) هبًٌذ اػتفبدُ كٌیذ. x=x(u,v)  ٍy=y(u,v)ؿَد كِ اص تغییش هتغیش  دس كَست هؼئلِ گفتِ هي -1

 (  1هثبل 

 (  2ٍ3) هبًٌذ هثبل . ؿَد. گیشي تغییش هتغیش حذع صدُ هي اص سٍي حذٍد ًبحیِ اًتگشال -2

 (   4) هبًٌذ هثبل. اص سٍي تبثغ تحت اًتگشال تغییش هتغیش حذع صدُ هي ؿَد. -3

 

 غلَثؼت هحبػجِ اًتگشال صیش:: ه2 هثبل

 

32,02                      

1,0:         )( 2





yxyx

yxyxRdxdyyx
R  

ن ثبیذ چٌذ ٌیخغَط هَاصي ّؼتٌذ. اگش ایي اًتگشال سا دس دػتگبُ هختلبت دكبستي اػتفبدُ ك Rي ًبحیِ هشصّب

 اًتگشال سا هحبػجِ كٌین.
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 :اص تغییش هتغیش صیش اػتفبدُ كٌین تَاًین  كٌین، هي تَخِهَاصي ثَدى هشصّب  ثِاهب اگش 
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 تجذیل هي كٌذ. uvدس كفحِ سا ثِ ًبحیِ هؼتغیل ؿكل  ایي تغییش هتغیش ًبحیِ هتَاصي الاضلاع



3

1

12

11

1

     

     

1
   

v)J(u,

1
y)J(x,
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    002     00
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y

v
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v
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u
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u

vyxuyx

vyxuyx

yxvyxu
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)2(

2

vu
x

vu
y

vyx

uyx 












 

 

 

 ًكتِ :

دس تجذیل اًتگشال اص دػتگبُ هختلبت كبستضیي ثِ دػتگبُ خذیذ حتوب ثبیذ لذس هغلك طاكَثي دس ًظش گشفتِ ؿَد 

 هثجت اػت.تجذیل هي ؿَد كِ همذاسي dAثِ هؼبحت خضیي   dAصیشا هؼبحت خضیي

       ∬     : هغلَثؼت اًتگشال 3هثبل

 كِ ػجبستؼت اص:   Rسٍي ًبحیِ 

                                                               

 

 

3

1

3

1
)3(

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1
 

3

0

1

0

2
3

0

1

0

2

222





  




duudvdudvu

dudvududvudxdyyx
RRR
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 ثباػتفبدُ اص تغییش هتغیش ّب ثِ كَست صیش خَاّین داؿت:

x y u

x y v

  


 

2 2

2 2
 

uًبحیِ خذیذ ثِ كَست  u v v   4 9 1  تؼشیف خَاّذ ؿذ. 4

                              ٍ دس ًتیدِ

 

       |

  

  
            

  

  
  

  
             

  

  

|  
 

 √     
:                                           لشاس هي دّین   

( )

v u

u v u v
dudv

u v

dudv area of R

 

 



  

 



4 9

2 21 4

1
2 2 4

1 1 15
8 8 8

 

 

: هغلَثؼت هحبػجِ  4 هثبل




R

dxdy
yx

yx
cos كِ دس آى 

R : x=0  ,   y=0  ,   x+y=1 



 ؿَد: دس ایي هؼئلِ تغییش هتغیش اص سٍي تبثغ تحت اًتگشال تـخیق دادُ هي
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 اثتذا هشصّبي ًبحیِ سا تلَیش هي كٌین:
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:

x y u

x y v

x y u u v

y v

y x u u v

x v

x y v

u v

R u v

v

 

 

      

 

     

 

   




  
 

0 0

0

0 0
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1 1

1
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11

11
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    )y,x(J
)v,u(J

dudv|)v,u(J|
v

u
cos dxdy

yx

yx
cos

RR

 



 

   






















 

1

0

1

0

1

0

0

1

1 1

0

1

1
2

1
11
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1

2

1

2

1

2

1

2

1

sindv)sin(sinv

dv
v

u
sinvdvdu

v

u
cos

dvdu
v

u
cosdvdu

v

u
cos dxdy

yx

yx
cos

|
vu

vu

vu

vu

v

uv uv
R

 

 توزيي :

1-  xdxdy
S

  سا ثیبثیذ، اگشS  222لشف  yx .اػت 



ydA هغلَثؼت هحبػجِ  -2
R

  كِ دس آىR  ًبحیِ هحذٍد ثِ ًیوِ ثبلایي كبسدیَئیذr=1+cosθ 

 اػت.

22حدن هحذٍد ثِ دٍ ػْوَي  -3 yxz   ٍ2243 yxz  .سا ثیبثیذ 

4-  dxdye
a|y||x|

yx




 .سا هحبػجِ كٌیذ 

5-  dxdy)yx(
R

  ًبحیِ ٍالغ دس سثغ اٍل هختلبت هحذٍد ثِ  Rكِ دس آى  22

01122  y,xy,xy,yx. 

سا  y=2x, y=x, xy=4, xy=1ّبي  هؼبحت ًبحیِ ٍالغ دس سثغ اٍل هختلبت هحذٍد ثِ هٌحٌي -6

 هحبػجِ كٌیذ.

222222حدن هحذٍد ثِ دٍ اػتَاًة  -7 ayx,azx  ٍالغ دس یک ّـتن اٍل هختلبت سا

 ثیبثیذ.

8-  dxdy)yx(
S

   كِ دس آىS  ًبحیِ ٍالغ دس سثغ اٍل هختلبت ٍالغ دسٍى لشف

222 ayx   صیش خظ ٍxy 3 .ثبؿذ 

 خلاصِ : 

 تعزيف اًتگزال دٍگاًِ

( , ) ( , )lim
n m

ij ij i j
P i j R

f x y x y f x y dxdy  

  

  
0 1 1 

 اًتگزال دٍگاًِ كاربزدّاي

 هحبػجِ حدن: -1



dydxyxfV
R

 ),( 

 هحبػجِ هؼبحت لبػذُ : -2

dydxA
R

 

 هحبػجِ خشم ٍسلِ ًبّوگي:-3

dydxyxM
R

 ),( 

 گـتبٍسّبي خشم ًؼجت ثِ هحَسّب -4

dydxyxxM
R

y  ),(          ٍdydxyxyM
R

x  ),(

 

 هشكض خشم ٍسلِ ًبّوگي -5

M

M
y x          ٍ

M

M
x

y
 

 گـتبٍسّبي هبًذ ًؼجت ثِ هحَسّب -6

dydxyxyI
R

x  ),(2          ٍdydxyxxI
R

y  ),(2

 

 گـتبٍس ًؼجت ثِ هجذأ -7

dydxyxyxI
R

  ),()( 22

0  

 



 خَاص اًتگزال ّاي دٍ گاًِ

 ثبؿٌذ آًگبُ  ًبحیِ سٍي  تَاثؼي پیَػتِ                          اگز 

1-                                                 ( , , ) ( , , )
D D

kF x y z dV k F x y z dV  

 یک ػذد دلخَاُ اػت.    

 هدوَع ٍ تفبضل -2

( )
D D D

F G dV FdV GdV     

3- 

D

GdV if F on D  0 0 

4- 

D D

FdV GdV if F G on D   

 اگش ًبحیِ اًتگشالگیشي ثِ چٌذ ًبحیِ تمؼین ؿَد-5



              

....

nD D D D

FdV FdV FdV FdV      
1 2 

 

 هحاسبِ اًتگزال دٍگاًِ :

ّب                                       yهٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَساػتفبدُ اص 
( )

( )
( , )

b d x

a c x
V f x y dydx   

 

ّب                                       xاػتفبدُ اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس
( )

( )

( , )
yd

c y

V f x y dxdy




   

 دٍگبًِ گَیٌذ.ثِ ایي اًتگشال ّب ، اًتگشال ّبي هكشس ثشاي هحبػجِ اًتگشال 

 رابطِ بيي هختصات قطبی ٍ هختصات كارتشيي

cos              

sin              tan

x r r x y

y
y r

x



  

  

 

2 2

1

 

 هٌحٌی ّاي قطبی

 گیشد. دس هختلبت لغجي چٌذ دػتِ هٌحٌي ثیـتش هَسد اػتفبدُ لشاس هي

 دٍایش 

  هشكض ثش هجذا هختلبت 

             



 

    

                    

  هشكض ثش هحَس x ّب 

                

               

 

  هشكض ثش هحَسy ّب 

             

             

   

هٌحٌي ّبیي ثب هؼبدلات  
cos

sin

r a b

r a b





 

 
 هؼشٍف ثِ هٌحٌي ّبي دلگَى( a=b) دس حبلت خبف   

 هٌحٌي ّبي چٌذپش 

             ٍ یب                ثب هؼبد لِ 

ثب هؼبدلات  ) لویٌؼكبت( هٌحٌي ّبي پشٍاًِ گَى  2sin,2cos 2222 arar  

  

 تبذيل اًتگزال دٍگاًِ اس دستگاُ هختصات دكارتی بِ دستگاُ هختصات قطبی

 





RR

rdrd]sinr,cosr[fdxdy)y,x(f
 



 تغييز هتغيز كلی در اًتگزال ّاي دٍگاًِ





RR

dudv|)v,u(J|)]v,u(y),v,u(x[fdxdy)y,x(f
 

ؿَدكِ ثب ًوبد  خَاًذُ هي v,uطاكَثي یب طاكَثیي  J(u,v)اػت. ّوچٌیي  uvدس كفحِ  Rتلَیش  Rكِ دس ایٌدب 

)v,u(

)y,x(




 ّن ًـبى دادُ ؿذُ ٍ ثِ كَست صیش تؼشیف هي ؿَد: 

 
v

y
      

u

y

v

x
      

u

x

)v,u(

)y,x(
)v,u(J























 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 خذٍل هشخغ اًتگشالگیشي:

tan ln cos ln sec

cot ln sin ln csc

( , )
ln

sinh cosh

cosh sinh

sin

tan

sec

sinh ( )

u u

u
u

udu u c u c

udu u c u c

e du e c

a
a du c a a

a

udu u c

udu u c

du u
c

aa u

du u
c

a aa u

du u
c

a au u a

du u
c a

aa u

d
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cosh ( )
u u

c u a
au a

   



1

2 2
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( )

( )

ln

sin cos

cos sin

sec tan

csc cot

sec tan sec

csc cot csc

n
n

du u c

kdu ku c

du dv du dv

u
u du c n

n

du
u c
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udu u c

udu u c

udu u c

udu u c

u udu u c

u udu u c



 

 

  

   


 

  

 

 

  

 

  





  

















1

2

2

1
1

 



 : توزيٌات حل شذُ

xحدن هحذٍد ثِ اػتَاًِ  -1 y 2 24 zٍ كفحِ 4 0  ِكفح ٍz x 2 ِسا سػن ٍ آى سا هحبػج

 كٌیذ:

 حل(

zثشاي سػن ؿكل اثتذا سٍیِ اػتَاًِ اي سا سػن هي كٌین. ایي حدن اص پبییي ثِ كفحِ  0  هحذٍد اػت ٍ اص

zثبلا ثِ ٍػیلِ كفحِ  x 2  هحذٍد هي ؿَد. هي داًین كِ ٍلتي اػتَاًِ ٍ كفحِ ثِ عَس هَسة ّوذیگش سا

ثیضي اػت. ثشاي آى كِ ؿكل سا ثِ عَس دلیك تش سػن كٌین، اثتذا هحل تلالي  لغغ هي كٌٌذ، همغغ ثِ ؿكل

zكفحِ  0  ِكفح ٍz x 2  .سا هـخق هي كٌین، یؼٌي دٍ هؼبدلِ سا ثب ّن حل هي كٌین 

z x
x

z

 
  



2
2

0
 

 

 

zپغ كفحِ  x 2  ِكفحz 0  ِسا دس ًمغ( , , )2 xلغغ هي كٌذ. اص عشفي یبل  00  دس استفبع  2

z  تَػظ ایي كفحِ لغغ هي ؿَد. ثب ایي اعلاػبت ٍ داؿتي ؿكل همغغ لؼوتي اص كفحِ كِ دس داخل  4

اػتَاًِ لشاس هي گیشد ٍ حدن سا هحذٍد هي كٌذ سػن هي ؿَد. هـخق اػت كِ دس ایي حبلت تلَیش حدن پبي 

yxاػتَاًِ یؼٌي ثیضي   
22  اػت. 44



:R yx

x y

 

 

22

2
2

4 4

1
4 

:

( )
R yx

V x dxdy
 

 
22 44

2 

 دس هؼبئلي كِ ثب ثیضي ّب كبس هي كٌیذ هي تَاًیذ ثب تغییش هتغیش ثیضي سا ثِ یک دایشُ ٍاحذ تجذیل كشد. 

x y
u v

a b

yx
u v

a b
       

22
2 2

2 2
1 1 

ثؼذ اص تجذیل ثیضي ثِ دایشُ، ثِ خبي اػتفبدُ اص هختلبت دكبستي، اص هختلبت لغجي اػتفبدُ كٌیذ. اهب هي تَاى 

 ایي دٍ تغییش هتغیش سا ًیض ثب ّن اػوبل كشد: 

cos , sin cos , sin
x y

r r x ar y br
a b

r
yx

r
a b

       

     

22
2

2 2
1 1 1

  

)                     دس ایي حبلت طاكَثي ثشاثش اػت ثب :                                                  , )J u v abr 

دس ایي هؼئلِ                       
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حدن خؼن ٍالغ دس  -2
1
8

y,اٍل هختلبت هحذٍد ثِ كفحبت   z x y z    1 2 سا سػن ٍ  2

 آى سا هحبػجِ كٌیذ.
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هغلَثؼت تؼییي حدن خؼن ٍالغ دس  -3
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اٍل هختلبت ٍ هحذٍد ثِ دٍ اػتَاًِ  
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هغلَثؼت هحبػجِ   -4
sin

D

x xy
dxdy
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 ًبحیِ هحذٍد ثِ هٌحٌي ّبي صیش اػت: Dكِ دس آى 

:
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D x x y y y x
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 ثب تَخِ ثِ هؼبدلات هشصّب ، تغییش هتغیش صیش هٌبػت هي ثبؿذ:

x y
u v

y x
 

2 2
 

 ایي تغییش هتغیش، هشصّب سا ثِ كَست صیش تلَیش هي كٌذ:
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 یک هؼتغیل خَاّذ ثَد.دس ًتیدِ تلَیش 
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zحدن ٍالغ دس صیش سٍیِ اػتَاًِ اي  -5 y  zٍ ثبلاي سٍیِ اػتَاًِ اي    21 x  سا ثیبثیذ:  2

z x
x y

z y

 
  

 

2
2 2

2
1

1
 



 

دٍ هتغیش ثیي ایي دٍ هؼبدلِ حزف هي ؿَد، ثِ هؼبدلِ اي ٍلتي هؼبدلِ دٍ سٍیِ سا ثب ّن حل هي كٌین ٍ یكي اص 

 هي سػین كِ ؿبهل دٍ هتغیش اػت.

اگش ایي هؼبدلِ دس فضبي ػِ ثؼذي دس ًظش گشفتِ ؿَد ، یک سٍیِ اػتَاًِ ایؼت كِ هٌحٌي تلالي دٍ سٍیِ سٍي 

ٍیِ اػتَاًِ اي ثب كفحِ آى ّن لشاس داسد. اگش ایي هؼبدلِ سا دس فضبي دٍ ثؼذي دس ًظش ثگیشین هحل تلالي س

xایؼت كِ هتغیشّبي آى دس هؼبدلِ ظبّش ؿذُ اػت. یؼٌي ٍلتي ثِ هؼبدلِ  y 2 2 هي سػین ٍ آى سا ثِ  1

ػٌَاى یک هؼبدلِ دس فضبي دٍ ثؼذي دس ًظش هي گیشین، ایي هحل تلالي  سٍیِ اػتَاًِ اي ثب هؼبدلِ

x y 2 2 xاػت. تلَیش حدن هحذٍد ثِ ایي دٍ سٍیِ ًبحیِ xyِثب كفح  1 y 2 2  اػت. 1

( )
D

V y x dxdy  
2 21 

 ثِ تبثغ تحت اًتگشال دلت كٌیذ كِ تفبضل دٍ سٍیِ اػت.

 ًكتِ:

كشدُ اػت. ثٌبثشایي اگش حدوي اص یک سٍیِ حدن سا اص ثبلا هحذٍد كشدُ ٍ یک سٍیِ ّن حدن سا اص پبییي هحذٍد 

)ثبلا ثِ سٍیِ , )z f x y  ِاص پبییي ثِ سٍی ٍ( , )z g x y   ِهحذٍد ؿذُ ثبؿذ ، تبثغ تحت اًتگشال ك

 استفبع سا دس ایي حدن ًـبى هي دّذ ، تفبضل دٍ سٍیِ اػت.
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 اػت ، ساحت تش اػت كِ اص هختلبت لغجي اػتفبدُ ؿَد.چَى تلَیش یک دایشُ 
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xهغلَثؼت هحبػجِ  -6 y
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e dxdy
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 دس ایي حبلت تغییش هتغیش صیش هٌبػت خَاّذ ثَد. ایي تغییش هتغیش اص سٍي هؼبدلات هشصّب لبثل تـخیق اػت:
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ٍلتي كِ حذٍد اًتگشال همبدیش ثبثت ثبؿذ ٍ هتغیشّبي تبثغ تحت اًتگشال اص ّن خذا ؿَد ، هي تَاى اًتگشال سا ثِ 

 كَست حبكلضشة دٍ اًتگشال یگبًِ هحبػجِ كشد.
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zٍ دسٍى هخشٍط  xyحدن ٍالغ دس ثبلاي كفحِ  -7 a yx  
ٍ دسٍى اػتَاًِ   222

ayyx  
22  سا هحبػجِ كٌیذ: 2
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z,هغلَثؼت هحبػجِ حدن خؼن هحذٍد ثِ كفحبت   -8 x z 4 yxٍ اػتَاًِ   0  
22 16 . 



 

z,اثتذا هحل تلالي كفحِ  x z 4 xسا هـخق هي كٌین. اص حل ایي دٍ هؼبدلِ ثِ هؼبدلِ 0 0  هي

zّب لغغ هي كٌٌذ. ؿكل ، حدن صیش كفحِ  yسػین. یؼٌي ایي دٍ كفحِ ّوذیگش سا سٍي هحَس  x 4  ٍ

zثبلاي كفحِ 0   ًِداخل اػتَا ٍyx  
22 سا ًـبى هي دّذ. هـخق اػت كِ تلَیش حدن ، ًین  16

yxدایشُ   
22 16    ٍy 0 .هي ثبؿذ 
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V xdxdy  4 

 

چَى تلَیش ، ًین دایشُ اػت، هختلبت لغجي هٌبػت تش اص هختلبت دكبستي اػت ) اص تمبسى اػتفبدُ ؿذُ 
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دس  xّب ٍ هثجت ٍ هٌفي ثَدى  yدلت كٌیذ اگش اص تمبسى اػتفبدُ ًـَد ، ثِ دلیل تمبسى ) تلَیش( ًؼجت ثِ هحَس 

 ایي ًبحیِ ، حبكل كفش خَاّذ ؿذ.

zحدن صیش اػتَاًِ  -9 x  yٍ ثبلاي ًبحیِ  21 x x   0 0  سا هحبػجِ كٌیذ: 1
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 سا سػن كٌیذ ٍ تشتیت اًتگشالگیشي سا ػَم كٌیذ:  Dًبحیِ  -11

) الف( , )
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xالف(                                   x y x   4 20 1 



 

ّب اػتفبدُ ؿذُ اػت.ثشاي تغییش تشتیت اًتگشالگیشي ، چَى ًبحیِ  yدس ایي حبلت اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس 

yسا هـخق هي كٌین. دس ایي حبلت  yّب ّن هٌظن اػت ، ثٌبثشایي اثتذا تغییشات  xدس اهتذاد هحَس  0 1  

]ثبثتي دس فبكلِ  yػپغ  , ّب سػن هي كٌین. ایي خظ اثتذا ثِ  xس اًتخبة كشدُ ٍ خغي ثِ هَاصات هحَ 01[

yهٌحٌي   x x y  2 ػپغ ثِ هٌحٌي ٍy x xٍ یب 4 y  هي سػذ. ثٌبثشایي    4
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yّب اػتفبدُ هي كٌین. ثبیذ دلت كٌین كِ اگشچِ  xثشاي تغییش تشتیت اص هٌظن ثَدى دس اهتذاد هحَس  1 8 

 ٍلي ًبحیِ اص ػوت ساػت ٍ چپ ثِ دٍ هٌحٌي هحذٍد اػت.
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 اًتگشال ّبي صیش سا سػن كٌیذ: -11
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yثبیذ حتوب تغییش تشتیت اًتگشالگیشي اػوبل ؿَد ، صیشا  
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e dy
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اهكبى پزیش  

 ًیؼت. پغ ثبیذ اثتذا ًَاحي اًتگشالگیشي سا سػن كشدُ ٍ ػپغ تغییش تشتیت اًتگشالگیشي سا اًدبم دّین:
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 ٍاصُ ًاهِ : 

 Moment of interia گشتاٍر هاًذ Double integral اًتگزال دٍ گاًِ

 Rectangular ًاحيِ هٌظن Single integral اًتگزال يگاًِ
region 

 Norm of the ًزم افزاس
partition 

 Iterated integral اًتگزال هكزر

 Repeated integral اًتگزال هكزر Volume حجن

 Polar coordinate هختصات قطبی Area هساحت

 symmetry تقارى Mass جزم

 Polar graph هٌحٌی قطبی Torque گشتاٍر جزم

 Cardioid هٌحٌی دلگَى Center of mass هزكش جزم

تغييز تزتيب 

 اًتگزاگيزي

Reverse the order 
of integration 

 Rose هٌحٌی چٌذپز

 lemniscate هٌحٌی پزٍاًِ گَى Sobstitution تغييز هتغيز

   jacobian صاكَبيي

 


