
 بسمه تعالی

 زوج تحویل گرفته می شود ئلمسا               مسائل بخش انتگرالهای دو گانه و سه گانه

 14/2/94تاریخ تحویل       5/1/94تاریخ ارسال                   

می سازد  °60و دو صفحه بر مرکز کره که با هم زاویه  𝑎جسمی که به کره ای به شعاع مطلوبست تعیین مختصات مرکز ثقل  -1

 محدود است.

 در مختصات استوانه ای محاسبه کنید.انتگرال سه گانه زیر را  -2

∭ √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2𝑑𝑣
𝑉

 

𝑧حجم محدود به مخروط  𝑉که در آن  = √𝑥2 + 𝑦2  و صفحه𝑧 =  است. 3

∭مطلوبست محاسبه انتگرال  -3 𝑒
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𝑉که در آن   = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) |
𝑥²

𝑎²
+

𝑦²

𝑏²
+

𝑧²

𝑐²
≤ 1}  

𝑥²استوانه  محدود به مطلوبست مرکز ثقل جسمی  -4 + 𝑦² = 𝑧سهموی  و 4 = 𝑥² + 𝑦²   و از پایین به صفحه𝑧 = 0 . 

𝜙حجم جسم محدود به مخروط  -5 =
𝜋

3
𝜌و کره   = 1. 

 ها.zمطلوبست محاسبه گشتاور ماند ناحیه محدود به مثال فوق نسبت به محور  -6

 انتگرال  -7
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𝑢را با تغییر متغیر  =
2𝑥−𝑦
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𝑦

2
   ,   𝑤 =

𝑧

3
 حل کنید. 

سانتیمتری آب ریخته ایم. حجم آب درون کاسه را  3سانتیمتر است، تا ارتفاع  5در کاسه ای که به شکل نیم کره ای به شعاع  -8

 بیابید.

𝑝مطلوبست حجم ناحیه ای از کره  -9 = 𝑎  که بین مخروطهای𝜙 =
2𝜋

3
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𝜋

3
 قرار دارد. 

∭مطلوبست محاسبه  -10 𝑧√𝑥² + 𝑦²𝑑𝑣
𝑣

𝑥²ناحیه محدود به استوانه  𝑉که در آن   + 𝑦² = 2𝑥  و صفحات𝑧 = 0 , 𝑦 = 0 

𝑧 = 𝑎 >  باشد. 0
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𝑧محدود به مخروط  مطلوبست جرم کل و مرکز ثقل حجم -12 = √𝑥² + 𝑦²  و استوانه𝑥² + 𝑦² = 𝑧و صفحه  4 = در  0

,𝜌(𝑥صورتی که تابع چگالی  𝑦, 𝑧) = 𝑧 + 3. 

∭مطلوبست محاسبه  -13
𝑑𝑉

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)
3
2

𝑉
𝑥²حجم محدود به کره های  𝑉که   + 𝑦² + 𝑧² = 𝑏²  , 𝑥² + 𝑦² + 𝑧² = 𝑎²  می

 باشد.

𝑟استوانه حجم محدود به  -15 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃  و کره ای به مرکز مبداء و شعاعa .را محاسبه کنید 

𝜌د از بالا به کره مطلوبست تعیین حجم ناحیه محدو -16 = 2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃  و از پایین به مخروط𝜙 = 𝛼  0که < 𝛼 <
𝜋

2
.در حالتی که 

𝛼 =
𝜋

2
 در مسئله بحث کنید. 

 باشد.  𝑏و شعاع داخلی آن برابر با  𝑎کروی که شعاع بیرونی آن  مطلوبست تعیین گرانیگاه یک لایه -17

 ( در حالتی که دانسیته حجمی ثابت باشد.1)

 سیته متناسب با مربع فاصله از قاعده باشد.( دان2)

در صورتیکه دانسیته متناسب با مربع فاصله از نقطه ای واقع روی  𝑏و ارتفاع  𝑎مطلوبست تعیین جرم یک استوانه به شعاع  -18

 محیط قاعده باشد.

𝑧گشتاور ماند ناحیه محدود به سهموی  -19 = 𝑥² + 𝑦²  و استوانه𝑥² + 𝑦² = 𝑎²  و صفحه𝑧 = ها را به 𝑧نسبت به محور  0

 دست آورید.شعاع چرخشی را محاسبه کنید.

𝑥²یگاه ناحیه محدود از بالا به کرهمطلوبست تعیین حجم و گران -20 + 𝑦² + 𝑧² = 𝑎²  و از پایین به صفحه𝑧 = 𝑏   که در آن

𝑎 > 𝑏 > 0. 

𝑎²𝑧²مطلوبست تعیین گرانیگاه قسمتی از مخروط  -21 = ℎ²(𝑥2 + 𝑦2) ین صفحات واقع در ب𝑧 = 𝑧و   0 = ℎ. 

𝐼𝑧پر از آب شده است. مطلوبست گشتاور ماند نسبت به محور مخروط.)جواب:  hو ارتفاع  aمخروط قائمی به شعاع  -22 =
3

10
) 

𝑥²مرکز جرم قسمتی از کره همگن  -23 + 𝑦² + 𝑧² = 𝑎²  بالای ربع اول مختصات را بیابید.واقع در 

𝑥²جسم محدود به دو کره  𝐼𝑧عیین گشتاور ماند مطلوبست ت -24 + 𝑦² + 𝑧² = 4𝑧  , 𝑥² + 𝑦² + 𝑧² = 4 . 

𝑥²حجم داخل استوانه  -25 + 4𝑦² = 𝑧و زیر صفحه  4 = 2 + 𝑥. 

𝑧حجم بین سهموی های  -26 = 2(𝑥2 + 𝑦2 − 1)  ,   𝑧 = 10 − 𝑥² − 𝑦². 

𝑧، داخل مخروط 𝑥𝑦حجم واقع در بالای صفحه  -27 = 2𝑎 − √𝑥² + 𝑦²  و داخل استوانه𝑥² + 𝑦² = 2𝑎𝑦. 

𝑧، زیر سهموی 𝑥𝑦حجم واقع در بالای صفحه  -28 = 1 − 𝑥² − 𝑦²  و در داخل گوه−𝑥 ≤ 𝑦 ≤ √3𝑥 . 

29-∭ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑉
𝑉

0استوانه  𝑉که در آن   ≤ 𝑧 ≤ ℎ   ,   0 ≤ 𝑥² + 𝑦² ≤ 𝑎² . 

30- ∭ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑉
𝑉

𝑥²کره  𝑉که در آن   + 𝑦² + 𝑧² ≤ 𝑎². 



31-∭ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑉
𝑉

𝑧بالای مخروط  𝑉که در آن   = 𝑐√𝑥² + 𝑦²  و داخل کره𝑥² + 𝑦² + 𝑧² = 𝑎².است 

32- ∭ 𝑧𝑑𝑉
𝑉

𝑥²که در آن   + 𝑦² ≤ 𝑧 ≤ √2 − 𝑥² − 𝑦²    ∶ 𝑉. 

 


