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 فيدبک حالت: فصل ششم

 
 
 
 

   مقدمه)١-٦

 بـه    كنترل كننـده   معيني از ساختار  فيدبك خروجي و    مبتني بر   کلاسيک  ة  نترل کنند طراحي ک 
اه مـدرن  گايـن در حاليسـت كـه در ديـد    . س فـاز اسـتوار اسـت   پ-زپيش فايا   PIDعنوان مثال   

لذا ايدة اصلي   .  خروجي سيستم در متغيرهاي حالت سيستم فشرده شده است         -اطلاعات ورودي 
ابتـدا  در ايـن بخـش   . باشـد   مـي فيـدبك حالـت  تفاده از در طراحي كنتـرل كننـدة مـدرن اس ـ       

را ي از روشهاي طراحي کنترل کننـده        برخخصوصيات فيدبك حالت را مورد بررسي قرار داده و          
 سـير ابتـدا روش جايـابي قطـب و سـپس روش            مدر اين   .  بررسي خواهيم نمود   ي حالت در فضا 

  .د گرفتن قرار خواهبررسيمورد  هبهين ةطراحي کنترل کنند
  

   خصوصيات فيدبک حالت)٢-٦

  :سيستم خطي زير را درنظر بگيريد

)٦-۱( 
x Ax Bu

y Cx
= +

 =

�
 

از هـدف   . باشـد  مـي  بعدي   m خروجي   y بعدي و    r ورودي   u,  بعدي n متغير حالت    xکه در آن    
  .توان به صورت زير برشمرد ميرا  طراحي کنترل کننده

  
  خليپايداري دا •
  رديابيتنظيم يا  •
 حذف اثر اغتشاش •
 اثر نويزكاهش  •
 عدم حساسيت به مدل •

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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در اسـت، كـه   حلقة فيدبک استفاده از همزمان خصوصيتهاي فوق   ميدانيم روش اصلي در ارضاء      

 کـه کليـة     ،xمتغيـر حالـت     خواص   با توجه به     .گردد مي پيشنهاد   فيدبک حالت  ,ل مدرن کنتر
 اگـر کنتـرل    ،سـازد  ميخروجي هاي آينده مرتبط     اطلاعات  قبل را به    ورودي در زمان    عات  اطلا

مزمـان بـا    ي لازم جهـت پايـدار سـازي سيسـتم ه          دننظر بگيريم توانم   در x را تابعي از     uکننده  
را نيز  كنترل كننده   در سيستمهاي خطي اين     . توان بدست آورد   ميرا   تنظيم يا حذف اغتشاش   

  .گيريم ميدرنظر  xاز خطي تابعي 
)٦-۲( u Kx= − 

 يکتـا  x ولـي چـون متغيـر    باشد، مي مفهوم فيدبک منفي     به هراعلامت منفي در اينجا تنها اش     
 تنهـا بـه      و ا منفي باشد  يمثبت   Kتواند   مينيست بسته به تحقق هاي مختلف از يک سيستم          

از علامـت منفـي اسـتفاده شـده         ايدارسازي سيستمها   پدر   فيدبک منفي    تخاطر توجه به اهمي   
]يک ماتريس   Kدر اين نمايش    . است ]r n

K
×

، و كنتـرل كننـده از تركيـب خطـي           باشـد  مـي  
کنتـرل  بـا   يسـة ايـن کنتـرل کننـده         امقبه منظور    .ه است متغيرهاي حالت سيستم تشكيل شد    

و  xمعمولا هم موقيعت سيستم تغيرهاي حالت با توجه به اين نكته كه م  هاي کلاسيک   کننده  
 را  PDة  اي از كنترل كننـد     تعميم يافته  ترکيب خطي آنها فرم      ،يرندگرا در بر مي    �xهم سرعت   

را  Kدر اينجـا مـاتريس       . که برروي کلية متغيرهاي حالت ترکيب شده است        ،دهد ميتشكيل  
  .ناميم مي ١"بهره حالت"ماتريس 

تشـكيل   فضـاي حالـت      درابتدا سيستم حلقـه بسـته را        , کنترل کننده براي بررسي خواص اين     
  .دهيم مي

)٦-۳( 
( )x A BK x

y Cx
= −
=
�

 

clAکه در آن     A BK= اگـر  . دهـد  مـي نيز يک سيستم خطي غير متغير با زمان را نشان           , −
را به گونه اي انتخـاب کنـيم کـه           K کافي است    ،خاصيت پايداري داخلي سيستم مدنظر باشد     

clAمقادير ويژة    A BK= )Re)رنديگسمت چپ قرار    باز  صفحة   همگي در نيم     − ) 0)iλ < .
limدهـد کـه    مـي اين انتخاب علاوه بر ايجاد پايـداري داخلـي نشـان          ( ) 0

t
x t

→∞
 يعنـي کليـة   =

 لذا خروجي که ترکيب خطي از .کنند ميبه سمت صفر ميل ار گدر حالت ماندمتغيرهاي حالت   
  . ميل خواهد نمودباشد نيز به سمت صفر ميورودي 

)٦-۴( ( ) ( ) lim ( ) 0
t

y t Cx t y t
→∞

= → = 

                                                 

1 State Gain Matrix 
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صـورت خودکـار انجـام      بـه   كنتـرل كننـده     نيـز توسـط ايـن        ١اين بدان معني است که تنظـيم      
 تنظـيم   به سمت مبدا يا حالت صفر     كلية متغير هاي حالت و خروجيهاي سيستم        ا   امّ .پذيرد مي
تنظيم خروجيهـاي  ، ستمهای کنترل يسكاربردي   اغلب مسائل   در اين در حاليست که    .شوند مي

ر کـوچکي در  ي ـتغياين مهم نيـز بـا      . باشد مي مدنظر   به سمت متغيرهاي ثابت غيرصفر    سيستم  
   .شود ميزير محقق صورت به کنترل کننده حالت سازي  يادهپ

  :مايش دهيم که در آن نdy را با ورودي مرجعفرض کنيد 
)٦-۵( 0dy ≠ 

. کنيم مي را محاسبه dyوروديهاي لازم براي رسيدن به    و  ابتدا مقدار ماندگار متغيرهاي حالت      
  در حالت ماندگار 

)٦-٦( 
0x =�  
* *

*

0

d

Ax Bu
y Cx

 = +
⇒  =

 

درحالتي جواب وجود خواهد داشـت    و مجهول داردn + r معادله و n + m معادلات اين دستگاه
  که ماتريس

)٦-۷( 
0

A B
C
 
 
 

 

يف صفر انتقال اين اما با توجه به تعر)  باشدn + r اين ماتريس حداقل برابر رتبةيا (تکين نباشد 
  .ل داشته باشد صفر انتقا،s=0مبدأ سيستم نبايستي در  بدان معناست

 مسـاوي يـا بيشـتر از تعـداد          rاگر تعـداد متغيرهـاي کنتـرل        فيزيكي،  ير  عبدقت کنيد که با ت    
) باشند yيعني خروجيها    متغيرهائي که بايستي کنترل شوند     )r m≥،      هژنـاوي  ايـن مـاتريس 

 داراي تعداد محركهاي مساوي     که سيستم   چرا .باشد ميبق انتظار   اطحاظ فيزيکي م   از ل  كه بوده
. و حداقل بـراي کنتـرل هـر خروجـي يـک متغيـر مسـتقل ورودي وجـود دارد                   با خروجي بوده    

 r > m باشد يک پاسخ يکتا در معادلة فوق صدق خواهـد نمـود و درحالتيکـه    r = mدرحالتيکه 
  .عادله وجود خواهد داشتباشد بي نهايت پاسخ براي اين م

وجود در حالت کلي پاسخ ، ديها کمتر از تعداد خروجيها شود باشد يعني تعداد وروr < mاما اگر 
بايسـتي تعـداد    آن   کـه بـراي حـل        ،افتـد  ميل به ندرت اتفاق     معاين حالت در    . نخواهد داشت 

 .شوداضافه سيستم عملگرهاي 
ت وجود داشته و آنرا بتوان بفـرم زيـر نمـايش            حال فرض کنيد پاسخي براي اين دستگاه معادلا       

  .داد
                                                 

1 Regulation 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)٨-٦( 
*

*
x d

u d

x M y

u M y

=

=
 

  . را به صورت زير تعريف کنيمافزايشيحال همانند معادلات غيرخطي سيستمها اگر متغير 

)٩-٦( 

*

*

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) d

x t x t x
u t u t u
y t y t y

∆ = −
∆ = −
∆ = −

 

)سـت کـه     ينصـفر ا   غيـر  مينارسيدن به يک مقدار     تعبير رياضي    اينحالت   در ) dy t y= .  لـذا
∆0y بايستي صفر گردند     افزايشيمتغيرهاي   لـذا  .  صـفر گـردد    ∆xکند   مياين ايجاب   و   ،=

 بنا کنيم و فيدبک حالت را روي اين متغيرهـا           شيافزاياگر سيستم جديد را برحسب متغيرهاي       
ار گ كه در حالت ماند    با پايداري داخلي اين سيستم اطمينان خواهيم داشت       , پياده سازي نمائيم  

  :متغيرهاي حالت و خروجي سيستم به مقادير مطلوب خود ميل خواهند نمود
)١٠-٦( 0, 0 dx y y y∆ → ∆ → ⇒ → 

مـي باشـد،    همان معادلات حالـت قبـل       منطبق بر    در اينحالت    افزايشيمعادلات حالت سيستم    
  :يعني

)١١-٦( 
x A x B u
y C x

∆ = ∆ + ∆
∆ = ∆
�

 

  لذا کنترل کننده برابر است با
)١٢-٦( u K x∆ = − ∆ 

clA کهدر حالي  Kبا انتخاب مناسب    كه   A BK= ار گ مقـادير مانـد    ، گـردد   پايـدار داخلـي    −
  :اما در سيستم اصلي کنترل کننده برابر است با .مطلوب نيز بدست مي آيند

)١٣-٦( 

*

*

* *

( )

( )
( )u x d

ex

u t u u
u K x
u K x x
M KM y Kx

u Kx

= + ∆

= − ∆

= − −
= + −
= −

 

)که در آن     )ex u x du M KM y= k, با فرض وجـود جـواب        و بوده   + uM M     براحتـي قابـل 
مطابق با   افزايشي بلوکي سيستم حلقه بسته براساس متغيرهاي        لذا دياگرام . محاسبه خواهد بود  

  .است) ١-٦(شکل 
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  ياده سازي كنترل كنندة تنظيم براي ورودي مرجع ثابت غير صفرپنحوة ) ١-٦(شكل 

x,و محاسبة  Kولي پس از طراحي      uM M نبـوده و    افزايشـي زي به استفاده از متغيرهاي       نيا 
  .قابل پياده سازي استنيز ) ٢-٦(شكل کنترل کننده براحتي به فرم 

  
ياده سازي كنترل كنندة تنظيم براي ورودي مرجع ثابت غير صفر بدون پنحوة ) ٢-٦(شكل 

  افزايشياستفاده از متغير هاي 

uکه در آن بلوک      xM KM+     عددي يـا تحليلـي    و از محاسبة     ١ورخ به فرم پيش,x uM M 
در  . بدست آمـده و حلقـة فيـدبک کـاملا مثـل قبـل بـاقي خواهـد مانـد                    ٢خارج خط به صورت   
  :اينصورت

)١٤-٦( 
*

*

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )d

x A BK x

x t x x t
u t u u t

y t y C x t

∆ = − ∆

 = + ∆
 = + ∆
 = + ∆

�

 

تنظيم به سمت صفر را مدنظر گرفته با انتخاب        لذا براي طراحي کنترل کننده کافي است حالت         
clAماتريس   Kمناسب   A BK=  را پايدارسازي نموده و اين کنترل کننـده را بـه همـراه              −

  .معادلات فوق در سيستم اصلي پياده سازي نمائيم
                                                 

1 Feed Forward 
2 Offline 

u xM K M+ ⋅ 1( )sI A B−−
dy

exu u y

−
C

K

x

Kx

xM K 1( )sI A B−− C

xM

dy *x

*u

x−∆ u∆ u y  x

−

+
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 با ايـن  .باشد مينيز  ١يم به حالت رديابي معم نهائي ارائه شده براحتي قابل ت      موضوع تنظيم با فر   
)تفاوت که در آن      )d dy y t=               ٢روز بـه  تابعي از زمان بوده که بايستي در حلقـة فيـدبک نيـز 

  .گردد
  

  .اپايدار زير را درنظر بگيريدن سيستم :)۱-۶ (مثال
0 1 1
0 0 1

x x u
−   

= +   
   

�  

1با درنظر گرفتن فيدبک حالت       1 2 2( )u Kx k x k x= − = − قطبهاي سيستم حلقه بسته را , +
  .تعيين نمائيد

  :پاسخ

[ ] 1 2
1 2

1 2

10 1 1
0 0 1cl

k k
A A BK k k

k k
+−     

= − = − =     − −     
  

1 2

1 2

2
2 1 1

1
det( ) det 0

( ) 0

cl

s k k
sI A

k s k

s k k s k

− − − 
− = = + 

+ − + =

  

: قطبهاي سيستم حلقه بسته
2 2

1 2 1 1 2 2 1
1 2

2 4
,

2
k k k k k k k

s s
− ± − + −

=  

  
2محل قطبها کاملاً به      1,k k 1درصـورتي کـه      وبـوده،   ط  وربم 2 0k k− 1 يـا    > 2k k<   باشـد 

   . پايدار خواهند ماندي سيستم حلقه بستهقطبها
  

همانگونه که مشاهده گرديد قطبهاي سيستم توسط کنترل فيدبک حالـت کـاملاً قابـل تنظـيم                 
  ؟ت را دارندي انتقال نيز اين خاصيآيا صفرها, باشند مي

  تغيير ناپذيري صفرهاي انتقال) ۱-۶قضية 
  . حلقه باز زير باشد يک صفر انتقال سيستمzفرض کنيد 

 x Ax Bu
y Cx Du

= +
 = +

�
  

                                                 

1 Tracking 
2 Update 
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exuکنترل فيدبک حالت     Kx u= −  سيسـتم    صـفر انتقـال    zدر اينحالـت    .  را درنظر بگيريد   +
  ). ارتباط خواهد دادexu را به yکه  ميسيست(باشد  مي بسته نيز حلقه

1 همانگونه که از تعريف صفر انتقال داشتيم بايستي بردار           :اثبات

2

0
v

v
v
 

= ≠ 
 

 وجـود داشـته     

  :باشد که

)١٥-٦( 1

2

0
vzI A B
vC D

− +   
=  

   
 

  :ابر است بانيز بر معادلات حالت حلقه بسته

 ex

ex

x Ax BKx Bu
y Cx DKx Du

= − +
 = − +

�
 

)لذا صفر انتقال سيستم حلقه بسته  )ξ در معادلة زير صدق کند بايستي:  

)١٦-٦( 1

2

0
vI A BK B
vC DK D

ξ ′− + −   
=   ′−   

     1

2

0
v

v
v
′ ′∀ = ≠ ′ 

 

zξتوان نشان داد که  مياما  1که با انتخاب  چرا .= 1

2 2 1

v v
v v Kv

′ = 
 ′ = + 

  : خواهيم داشت

1 1 2

2 1

( )vI A BK B I A v Bv B K
v kvC Dk D

ξ ξ− + −    − + + −
=   +−   

1v B K+ 1

1

v
Cv D K+ 1 2v Dv D K+ + 1v

 
 
 

 

1 2 1

1 2 2

( )
0

I A v Bv vI A B
z

Cv Dv vC D
ξ ξ

ξ
− + + − +    

= = = ⇒ =    +     
  

■  

   تغيير ناپذيري کنترل پذيري)۲-۶قضية 
سيسـتم  , اگـر و تنهـا اگـر      , سـت  کنترل پذير ا   exuسيستم حلقه بسته با فيدبک حالت ورودي        

  .حلقه باز کنترل پذير باشد
  

فـرض کنيـد سيسـتم حلقـه بـاز          .  سيستم حلقه بسته با فيدبک حالت را درنظر بگيريـد          :اثبات
0T و زمانfxلذا براي هر متغير حالت     , کنترل پذير باشد   )*ورودي , < )u t  وجود دارد کـه 

(0)متغيرهاي حالت را از شرايط اوليه صفر         0x ) به   = )fx t    در زمان T فرض کنيـد    . برساند
)*اين حالت را  )x tدر اينحالت. بناميم *( ) fx T x=.  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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* حال ورودي    *( ) ( ) ( )exu t u t Kx t= * لذا در اينحالت     + *( ) ( ), ( )x t x t u t u=  لـذا در    =
)*حالت حلقه بسته نيز      ) , ( ) ( )fx T x x t x t=  وجود دارد کـه     exuلذا ورودي   .  خواهد بود  =

 . بود بسته نيز کنترل پذير خواهد حلقه لذا سيستم.  برساندfxمتغير حالت را از حالت صفر به 
  

 را  x کنتـرل ناپـذير از       د وجود ندارد که مـو     uهيچ نوع   , اگر سيستم حلقه باز کنترل پذير نباشد      
 سيسـتم   بدين ترتيب . تواند اينکار را انجام دهد     ميلذا کنترل فيدبک حالت نيز ن     , تحريک نمايد 

  .ماند مي باقي حلقه بسته نيز کنترل ناپذير
■  

 مـود کنتـرل ناپـذير تحـت فيـدبک حالـت              نيز مـي تـوان نشـان داد كـه          آناليز مودال از لحاظ   
 لـذا  . مود کنترل ناپذير سيستم حلقـه بـاز باشـد   isفرض کنيد . ناپذير باقي خواهد ماند   کنترل

0T
iw B T که در آن     =

iw   ماتريس    بردار ويژة چپ A)     بردار ويـژةTA ( باشـد حـال در      مـي
  :اينحالت براي سيستم حلقه بسته نيز

)١٧-٦( ( )T T T T
i i i i i iw A BK s w w BK s w− = − = 

Tا همان بردار ويژة سمت چپ       ، ي  مقدار ويژة سيستم حلقه بسته     isلذا  
iw چـون   .باشد مي نيز 

ماند مود کنترل ناپذير نيز ثابـت        مي نيز در سيستم حلقه بسته به همان شکل باقي           Bماتريس  
 هرگونـه   بـا  هـا توسـط کنتـرل فيـدبک حالـت بلکـه           ير ناپذيري نه تن   ياين تغ . باقي خواهد ماند  

  .شد خواهد حفظکنترلي وريتم گلآ
  

  ١جايابي قطب:  طراحي کنترل کننده فيدبک حالت)٣-٦

مناسب ضرايب   که با انتخاب     رديدگمشاهده   دوستة  ريک سيستم   براي  ) ١-٦(با توجه به مثال     
2ماتريس بهره    1,k k  ،توان قطبهاي حلقه بسته را به هر نقطه اي از فضـاي              ميS   انتقـال داد .

2ي به علت اسـتقلال خطـي        اين توانائ  1,k k              در تنظـيم محـل قطبهـاي سيسـتم حلقـه بسـته 
از طـرف ديگـر   . نيز براي سيستم هاي کنترل پذير برقـرار اسـت   مي که در حالت عمو    ،باشد مي

)ي مرجع   ود که مسئله رديابي و تنظيم سيستم به ور        ه شد شاهدم )dy t  لة ئمسل به   قابل تبدي
 که پايداري و سرعت پاسـخ بسـتگي         ،گردد ميور  خش  ييک حلقه پ  به علاوة   ل صفر   حوتنظيم  

 اگـر کليـة قطبهـاي سيسـتم         . دارد Sمستقيم به محل قطبهاي سيستم حلقه بسته در صفحة          
  و حفظ نمـوده   داخلي خود را     ي سيستم پايدار  ،دنحلقه بسته در نيم صفحه سمت چپ واقع شو        

                                                 

1 Pole Placement 
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نوساني يا غير  ( کند ميرا مشخص سيستم حلقه بسته شکل پاسخ ) درجه يک يا دو(نوع قطب 
سـرعت پاسـخ را تعيـين    نسبت به محور موهومي محل قرارگيري قطبها   ر  گاز طرف دي   .)نوساني

بـراي طراحـي كنتـرل       يک روش مناسب  قطب در عين سادگي     بدين ترتيب جايابي    . نمايند مي
ظار از حلقة فيـدبک حالـت را        توان کلية خواص مورد انت     مي که توسط آن     ،استتم  كنندة سيس 

  .وردبدست آ

   ) ١ -۶لم 
)فرض کنيد    , )A b    يک سيستم SISO      کنترل پذير و مرتبة n تبديل همانندي ناويژه اي   .  باشد

nبا ابعاد  nT    :ي زيرتم به فرم کانونيکال کنترل پذير وجود دارد که توسط آن سيس×
{ }1 1( , ),  ,  c c c cA b A T AT b T b− −= =  

   .قابل نمايش خواهد بود
 

توان به يک تحقق کانونيکال کنترل پـذير         ميرا   ميدقت کنيد در اينجا يک تحقق عمو       (:نکته
  .تبديل نمود

  
 :ق خروجي را مساوي کلية متغيرهاي حالت فرض کنيد براي سيستم کنترل پذير فو:اثبات

)١٨-٦( 
.

x Ax bu
y I x
= +

 =

�
 

که مسلماً بـا دانسـتن کليـة متغيرهـاي حالـت بـه صـورت                  چرا . است ذيرپكاهش نا اين تحقق   

) ماتريس تبديل سيستم     الذ .باشد مي پذير رؤيتسيستم  خروجي   )( )
( )

y sh s
u s

 داراي مرتبـة    =

n تـوان يـک     مـي  نجمپ مطابق روشهاي ذکر شده در فصل        ،براي اين ماتريس تبديل   . باشد مي
  .نويسيم مياين تحقق را به فرم زير  .بدست آوردکنترل پذيري کانونيکال تحقق 

)١٩-٦( c cz A z b u
y Tz

= +
 =

�
 

ا محقـق  ريكسـان   هر دو يک ماتريس تبـديل  x,zبا توجه به اينکه تحققهاي ارائه شده برحسب  
  :نموده اند لذا

)٢٠-٦(     cA tAt
ct e b Te b∀ = 

  .کنيم مي استفاده t = 0از اين معادله و مشتقات آن در زمان 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)٢١-٦( 22

11

c

c c

c c

nn
c c

b Tb
Ab TA b

A b TA b

A b TA b−−

=
=

=

=

#
 

  يا

)٢٢-٦( 
11 nn

c c c c c

c

b Ab A b T b A b A b

T

−−    =   
=

" "

^ ^
 

تحقـق  فرم  درماتريس کنترل پذيري  ^cيه و  فرم اول ماتريس کنترل پذيري در    ^که در آن    
   لذا.باشد ميكانونيكال 

)٢٣-٦( 1
cT −=^^ 

1که با فرض کنترل پذيري سيستم       
c
ژه ي نـاو Tاز طرف ديگـر مـاتريس      .  وجود خواهد داشت   ^−

nکه از حاصل ضرب دو ماتريس      است چرا  n× ,             مرتبة کامـل تشـکيل شـده اسـت لـذا تحقـق
  .کانونيکال کنترل پذيري براحتي از اين تبديل همانندي بدست خواهد آمد

)٢٤-٦( 1

1 1

y x Tz
z T x

z T ATz T bu

−

− −

= =
=

⇒ = +�
 

  

   SISO جايابي قطب )۳-۶قضية 
) کنترل پذير داده شده باشـد        nاگر يک سيستم مرتبة      , )A b  ،         و يـک چنـد جملـه اي( )p s 

مـاتريس بهـرة    ,  نيز داده شده باشد    )ندک مياي حلقه بسته را مشخص      که محل قطبه   (nدرجة  
Tk به صورت يکتا وجود دارد که معادلة مشخصة ماتريس ( )TA bk− همان ( )p sگردد.  
  

 به صـورت    SISOيعني به ازاي يک ورودي در سيستم        . باشد مياهميت قضيه در يکتائي پاسخ      
  . را بدست آورد که جايايي قطب را بصورت دلخواه انجام دهدTkماتريس بهرة , توان مييکتا 

  
  .نويسيم مي سيستم را به فرم کانونيکال کنترل پذيري ۱-۶ با استفاده از لم :تاثبا
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)٢٥-٦( 

0 1 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

,   
0 1 0

1

c c

n

A b

a a a −

   
   
   = =   
   
   − − −   

"

� � � �� � � �� � � �

"

 

Tحال 
ck  را يک بردار سطري با بعدn و ضرايب cikدر نظر بگيريد در اينحالت :  

)٢٦-٦( 

0 1 1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 1
c

c c n cn

A

a k a k a k−

 
 
 =  
 
 − − − − − − 

"

� � �� � �� � �

"

 

  :باشد معادلة مشخصة آن به صورت زير است ميكانونيكال چون ماتريس بفرم 
)٢٧-٦( 1

1 1 2 0 1( ) ( ) ( ) ( )n n
c n cn c cp s s a k s a k s a k−

−= + + + + + + +" 
)با برابر قـراردادن      ) ( )d cp s p s=    ضـرايب ik     را برحسـب ia ضـرايب معادلـة مشخصـة        و 

)دلخواه   )dp s ,به مختصـات    ۱-۶حال با استفاده از تبديل همانندي لم        . توان تعيين نمود   مي 
  :مگردي مياول بر

)٢٨-٦( 1,c cA TA T b Tb−= =    n nT ×∀ 
  :لذا

)٢٩-٦( 1( )T T
c c cT A b k T A bk−− = − 

  :که درآن
)٣٠-٦( 1TT

ck k T −= 
T,معادلة مشخصة   دو   T

c c cA bk A b k− کـه تبـديلهاي اسـتفاده شـده         چرا .باشند مي يکي   −
Tبه علت اينکـه تنهـا يـک       . باشد ميهمانندي  

ck   ـ  مشـخص  ة  وجـود دارد کـه هـم ارزي معادل
( ) ( )d cp s p s=بهرة حلقة , قرار سازد را برTk باشد مي نيز يکتا.  

 
  
عـددي   روش   Tkتعيـين    بـراي شـايد    اما   ،کند مي قضيه يکتائي پاسخ را مشخص       كه اين اينبا  

 MIMO, SISOاي  را بـراي سيسـتمه  Tkمناسبي نباشد در ادامـه روشـهاي عـددي محاسـبه     
  .شوند معرفي مي

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  فيدبک حالتة بهرروش مستقيم براي تعيين ماتريس  )١-٣-٦

Tمشخص شـد کـه      . کند ميضاياي قبل استفاده    قاولين روش به صورت مستقيم از        T
ck T k= 

  :رب کنيم داريمطرف اين معادله را در عناصر چند جمله اي ض اگر هر دو

)٣١-٦( 
1 1

1 1
T T

c

n n

k T s k s

s s− −

   
   

=   
   
      
� �� �� �

 

  .شود ميمحاسبه زير سمت راست معادله از طريق 
)٣٢-٦( 2 1

1 2 3 ( ) ( )n
c c c cn cl ok k s k s k s p s p s−+ + + + = −" 

)در آن  که )op sو  معادلة مشخصة سيستم مدار باز ( )clp s  معادلة مشخصة سيسـتم مـدار  
  .تاسبسته 

)٣٣-٦( ( ) det( ) det( )o cp s sI A sI A= − = − 
 ،براي محاسـبة سـمت چـپ معادلـه    . باشد مينمايش سيستم در فرم كانونيكال  cAدر آن  که
1توان از رابطة     مي را   T. وريدآ را درنظر    ۱-۶ لم

cT  محاسـبه نمـود امـا ايـن عمليـات           ^^=−
 را محقق نموده ايم براي محاسبة آن        Tاجازه دهيد از روشي که      . ان گير است  بسيار مفصل و زم   

 بدسـت   h(s) با استفاده از تحقق سطرهاي مـاتريس تبـديل           Tدر واقع سطرهاي    . استفاده کنيم 
yآيد که در آن خروجيها را        مي I x= y يا به فـرم تبـديل يافتـه          ⋅ T z= بـه  . باشـد  مـي  ⋅

3 بـه صـورت      ۴سـتة    يکي از سطرهاي سيستم ر     عنوان مثال اگر   22 3 1s s s+ +  باشـد بـا     +
] مربوطـه بـه شـکل        Cاستفاده از تحقق کانونيکال کنترل پذيري سطر         ]1 1  تحقـق   2  3

لذا حاصل ضرب    . يابد مي
1

1

n

T s

s −

 
 
 
 
  
���

 صورت ماتريس تبـديل     طرهايدر سمت چپ از تحقق س      

h(s) يا با تعبير دقيق رياضي. آيد مي بدست:  

)٣٤-٦( 
1

1
det( ) ( ) ( )

n

T s sI A h s Adj sI A b

s −

 
 

= − = − 
 
  
���

 

1لذا بدون حل 
c
  .توان معادلات مشخصه را هم ارز قرارداد مي ^^−

)٣٥-٦( ( ) det( ) ( )T
clp s sI A k Adj sI A b= − + − 
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  يا
)٣٦-٦( ( ) ( ) ( )T

cl op s p s k Adj sI A b= + − 

  :جمع بندي روش
sI ماتريس Adjان و نيدترمابتدا   A−  کنيم ميرا محاسبه.  
 .کنيم ميمحاسبه معادلة مشخصة مورد نياز را براساس محل قطبهاي مورد نظر  
 بدست ikدستگاه معادلات خطي برحسب      سازيم تا يک   مي را برقرار    )٣٦-٦(معادلة   

 .وريمآ ميبدست را با حل اين دستگاه معادلات بهرة فيدبک حالت . دآي
*مقادير   *,u x  مينک ميرا براساس ورودي مرجع غير صفر محاسبه. 
*فرم را به کنترل کننده نهائي   *( )Tu u k x x= −  .كنيم ياده سازي ميپ −

  
 روشهاي عددي با    .مناسب براي محاسبات دستي است    شود اين روش     ميهمانگونه که مشاهده    

  .شوند ميهمان ايده ولي به صورت عددي پياده سازي 
  

   و ضد هوائيDC موتور )٢-٦ (مثال
 سيسـتم را بـه      بدست آوريد که قطبهاي حلقـه بسـته       ونه اي   گبه  بهرة فيدبک حالت سيستم را      

3نقاط   3 , 24j− ± براي تنظـيم سيسـتم بـه       کنترل کننده    كامل اين    معادلة.  جايابي گردند  −
dθمقدار مرجع    θ=   ة سيسـتم  ت تابع تبديل سيستم حلقه بسـت      براي اينحال تعيين كرده و     را 

( )
( )d

s
s

θ
θ

  . را بدست آوريد

  
  : ند از ماتريسهاي حالت عبارتفوقبراي سيستم  :پاسخ

0 1 0 0
0 0 4.438 , 0
0 12 24 20

A b
   
   = =   
   − −   

  

سيسـتم  تابع تبديل حلقـه بـاز   .  0 ,2.424- ,21.576-  قطبهاي سيستم حلقه بسته عبارتند ازو 
( )op s ،عبارتست از:  

3 2det( ) ( 2.424)( 21.576) 24 53.37sI A s s s s s s− = + + = + +  
  .آوريم مي را بدست Adjحال معادلة 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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2 2

4.438 0 88.76
( ) 4.438 0 88.76

20 20
Adj sI A b s s

s s

× ×     
     − ⋅ = × × =     
     × ×     

  

  .کنيم مي را محاسبه )٣٦-٦(ادلة حال مع

[ ]

3 2

3 2
1 2 3

2

3 2
3 2 1

( ) ( 24)( 3 3 ) 30 162 432
88.76

( ) ( 24 53.37 ) 88.76
20

(24 20 ) (52.058 88.76 ) 88.76

d

d

p s s s j s s s

p s s s s k k k s
s

s k s k s k

= + + ± = + + +

 
 ≡ + + +  
  

≡ + + + + +

  

  .شود مياين هم ارزي به سه معادله خطي منجر 
3 3

2 2

1 1

24 20 30  0.3
53.37 88.76 162 1.23

88.76 432 4.86

k k
k k
k k

+ = → =
 + = → =
 = → =

  

  :و در نتيجه بهره فيدبك حالت مقدار زير را خواهد داشت
[ ]4.86 1.23 0.3k =  

*اسبة پاسخ به ورودي مرجع غير صفرحال براي مح *,u x کنيم مي را محاسبه.  
* *

* * * * *

*

0              *
0 0 1 0 0
0 0 0 4.438 0 0
0 0 12 24 20

d

d

Ax Bu

v i v
i

θ θ
θ
ω ω

= + =

       
       = = ⇒ = = =       
       − −       

 

[ ]1 2 3* 0 0
0

d

v v k x k k k
i

θ θ
ω

    
    ⇒ = − ∆ = − −    
        

 

4.86( ) 1.24 0.3dv iθ θ ω⇒ = − − − −  
لـذا تـابع تبـديل سيسـتم مـدار      . است) ٣-٦(شكل  بلوک دياگرام پياده سازي کنترل به صورت        

  .بسته به شکل زير است

2

( 2 )( 3 3 )

( 24)( 6 18)

d

k
s s s j

k
s s s

θ
θ

=
+ + ±

=
+ + +

  



  فيدبک حالت: فصل ششم 
 

۱۹۳

  
  )٢-٦(ياده سازي كنترل مثال پرام گبلوك ديا) ٣-٦(شكل 

 و قطبهاي سيسـتم     باز است  حلقه سيستم   يکه صفرهاي سيستم حلقة بسته معادل صفرها       چرا
 تابع تبديل مـدار بسـته نيـز بـا           DCحلقه بسته به محل جايابي شده انتقال يافته است و مقدار            

lim   توجه به اينکه ( ) ( )dt
y t y t

→∞
    لذا،=

0

( )lim 1
( )s

d

y s
y s→

  . خواهد بود=

0

2

( )lim 1 432
( ) 24 18
( ) 432
( ) ( 24)( 6 18)

s
d

d

s k k
s
s
s s s s

θ
θ
θ
θ

→
= = ⇒ =

⋅

=
+ + +

  

 
  پاندول معكوس) ۳-۶(مثال 

) ٥-٢( معرفي شده در مثال پاندول معكوسبهرة كنترل كنندة فيدبك حالتي را براي سيستم 
طراحي كنيد كه قطبهاي سيستم حلقه ) ٩-٢( مدل خطي سازي شدة مثال با مقادير اوليه و

,4.43بسته را بر روي  4.43, 2 2 j− − − قانون كنترلي لازم براي كنترل .  جايابي نمايد±
  .سيستم در حالت عمودي به سمت بالا را بيان نمائيد

  
  :پاسخ

  :مدل خطي سازي شدة سيستم عبارتست از

  

0 1 0 0 0
0 0 9.8 0 1
0 0 0 1 0
0 0 19.6 0 1

x x
v vd u

dt θ θ
ω ω

       
       −       = +
       
       −       

  

  :بدين ترتيب

4.86

1.24

0.3

1( )sI A −−

θ

dθ eu

i ω

θ
−

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  2 2

1 0 0
0 9.8 0

det( ) ( 19.6)
0 0 0 1
0 0 19.6

s
s

sI A s s

s

−

− = = −
−

−

  

,0,0لذا قطبهاي سيستم حلقه باز عبارتند از  حال معادلة تعيين بهرة حالت را به . 4.43±
  .ترتيب زير محاسبه مي كنيم

2

2

2

3

( 19.6) 9.8
( 19.6) 9.8

Adj ( )
0
0

s
s s s

sI A
s
s

 × − × −
 × − × − − =
 × ×
 
× ×  

  

  
[ ]

2

2

1 2 3 4 2

3

2 2 2 3
1 2 3 1

9.8
( 9.8)

Adj ( )

( 9.8) ( 9.8)

T

s
s s

k sI A b k k k k
s
s

k s k s s k s k s

 −
 − − =
 −
 

−  
= − + − − −

  

  : سيستم عبارتست ازند جمله اي مشخصة مطلوبچ

  
2

4 3 2

( ) ( 4.43) ( 2 2 )

12.86 63.04 149.3 157.8
clp s s s j

s s s s

= + + ±

= + + + +
  

  :بهرة فيدبك حالت عبارتست از) ٣٥-٦(با حل معادلة 
  2 3 416,       15.2,       98.6,       28.1     k k k k= − = − = − = −  

يرند يا به گ هاي حالت بر روي مبدأ قرار ميار كلية متغيربا توجه به اينكه در حالت ماندگ
*ر گعبارت دي * 0x u=   :نترل عبارتست از، قانون ك=

  16 15.2 98.6 28.1u x v θ ω= + + +  
(0)سخ سيستم حلقه بسته به شرايط اولية اپ) ٤-٦(شكل  15 0.26 radoθ =  و =

(0) (0) (0)x v ω= ايدار به پونه كه مشخص است اين سيستم ذاتاً ناگهمان.  نشان مي دهد=
  .ايدار سازي شده استپصورت كامل 
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  اندول معكوس به شرايط اولية غير صفرپاسخ زماني سيستم حلقه بستة پ) ٤-٦(شكل

  ١روش بس و گيورا) ٢-٣-٦

k,برخلاف روش قبل اين روش با محاسبات عددي T فرض کنيد. کند مي را تعيين:  
1          :                        معادلة مشخصه مطلوب

1 0( ) ...n n
d np s s sα α−

−= + + +  
1 :                      معادلة مشخصه حلقه باز

1 0( ) ( ) ...n n
o np s a s s a s a−

−= = + + +  
)                     : بستهمعادلة مشخصه حلقه  ) ( ) det( )T

cl clp s a s sI A bk= = − +  
  :بفرم زير نوشتجبر خطي با استفاده از قواعد توان  مي را ة آخرمعادل

   
1

1

det{( )[ ( ) ]}
det( ) det[ ( ) ]

T

T

sI A I sI A bk
sI A I sI A bk

−

−

= − + −
= − ⋅ + −

  

  :لذا
                  1( ) ( ) (1 ( ) )T

cla s a s k sI A b−= ⋅ + −  
)٣٧-٦( 1( ) ( ) ( ) ( )T

cla s a s a s k sI A b−− = ⋅ − 

                                                 

1 Bass & Gura 
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باشـند و بـا هـم ارز قـراردادن دو           مي Sکه در واقع هر دو طرف معادله چند جمله اي برحسب            
)1بـراي اينکـار از مـاتريس         .ين نمـود  توان تعي ـ  مي را   Tkمعادله ضرايب معادله و      )sI A −− 

  .کنيم مياستفاده 
1 1 2 2 3

1 1 2
1( ) [ ( ) ( ) ...]
( )

n n n
n n nsI A s I A a I s A a A a I s

a s
− − − −

− − −− = + + + + + +  

  :لذا

1 1

2 2 1
2

3 3 1 2

T
n n

T T
n n n

T T T
n n n n

a k b

a k Ab a k b

a k A b a k Ab a k b

α
α
α

− −

− − −

− − − −

− =

− = +

− = + +
#

  

  .کنيم ميمعادلات را به صورت زير بازسازي 
)٣٨-٦( Ta kα − = Ψ^ 

  :که در آن
1 2 1

1 2

1

1 ...
0 1 ...

0 1

0 0 0... 1

n n

n

n

a a a
a a

a

− −

−

−

 
 
 
 Ψ =
 
 
  

# " #
# # #

           
[ ]
[ ]

1 2 0

1 2 0

1

 ...

 ...

 ...

n n

n n

n

a a a a

b Ab A b

α α α α− −

− −

−

=

=

 =  ^

 

  
)٣٩-٦( 1 1( )Tk aα − −⇒ = − Ψ ^ 

   روش تبديل همانندي )٣-٣-٦

 تبديل همانندي ناويژه اي وجود دارد که سيستم را به فرم کانونيکـال کنتـرل                ۱-۶مطابق با لم    
)پذيري  , )c cA bل کندتبدي:  

)٤٠-٦( 1 1,c cA T AT b T b− −= = 
1که در آن 

cT   .شود مي زير محاسبه  و بهرة کنترل فيدبک حالت از رابطة^^=−
)٤١-٦( 1( )Tk a Tα −= − ⋅ 

)1 :از طرفي با مقايسة روش قبل داريم )( )Tk aα −= − Ψ^  
Tلذا  = Ψ^1لذا.  بوده از اين طريق نيز قابل محاسبه است

c
−Ψ   .باشد مي ^=
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 را به صورت تحليلـي      Ψ معكوس ماتريس    A خوشبختانه با توجه به فرم كانونيكال ماتريس         و
  .بدست آوردفرم زير مي توان به 

)٤٢-٦( 

11

1
2

1 1 2
2 3

1 1 2 1 1 2 3

0 0 0 0 1

0 0 1
0 1
1 2

n
c c c c c c

n

n n n

n n n n n n n

b A b A b

a
a a a

a a a a a a a

−−

−

− − −

− − − − − − −

 Ψ = =  
 
 
 
 = −
 − − 
 − − − + − 

^ "

# # # #
#

"

 

  :نينچهم
)٤٣-٦( 1nb Ab A b− =  ^ " 

  .شود ميو نهايتاً ماتريس بهره از محاسبة زير تعيين 
)٤٤-٦( 1 1( )Tk aα − −= − Ψ ^ 

  نيز بـه صـورت پارامتريـک       Ψ−1در واقع اين روش منطبق با روش قبل است با اين تفاوت که              
ورده و  را بدست آΨتوان  مي کامپيوتر  توسطمحاسبات عدديانجام  درصورت  .حل شده است  

1−Ψرا از طريق عددي محاسبه نمود .  

 ١ فرمول آکرمن)٤-٣-٦

  .شود ميبه در اين روش بهرة فيدبک حالت از فرمول زير محاس
)٤٥-٦( ( )T T

nk q Aα= 
)که در آن     ) ( )dp s sα=         چند جمله اي مشخصة مطلوب است و T

nq    سـطر  خرين  آ در واقع
  .باشد مي ^−1ماتريس کنترل پذيري 

)٤٦-٦( [ ] 10 0 0 1T
n cq −= ⋅" ^ 

)ين روش اطلاع صريحي از چند جمله اي مشخصة سيسـتم            در ا  ) det( )a s sI A=  مـورد   −
بـراي   .گيـرد  مـي باشد و تنها ماتريس کنترل پذيري و معکوس آن مورد محاسبه قرار              مينياز ن 

تعميم اين اثبات به . کنيم مييد أي محاسبه و تn = 3نشان دادن صحت فرمول آکرمن آنرا براي 
   . نيز براحتي قابل اجراستn ميحالت عمو

  
                                                 

1 Ackermann Formula 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  :فرض کنيد

2 2 2

3 3 3 2 2

( )
( )

T

T T T

T T T T

A A bk
A A bk A Abk bk A
A A bk A A bk Abk A bk A

= −
= − = − −
= − = − − −

 

  
  :لذا خواهيم داشت

3 2
2 1

2 3 2 2
0 1 2

2 3 2 2
0 1 2 1 2

( ) ( )T T T T T T

T T T T T

A A A I
I A bk A Abk bk A A A bk Abk A bk A

I A A A bk Abk A bk Abk A bk A

α α α
α α α
α α α α α

+ + + ⋅ =

= + − + − − + − − −

= + + + − − − − −

  

) داريم   A براي   .C.Hبا بکارگيري قضية     ) 0Aα هر مـاتريس در معادلـة مشخصـة خـود           (=
  :بنابراين ).کند مي صدق

2 2
1 2 2

2
1 2

2
2

2
1 2

2

( ) ( ) ( )T T T T T T

T T T

T T

T

T T

T T

T

A b k k A k A Ab k k A A bk

k k A k A
b Ab A b k k A

k

k k A kA
k k A

k

α α α α

α α
α

α α
α

= + + + + +

 + +
  = ⋅ +  
  

 + +
 = ⋅ + 
  

^

  

  . و ضرايب بالاتر محاسبه نمودA را بدون نياز به محاسبة Tkتوان مياز رديف آخر معادله 
)٤٧-٦( [ ] 10 0 1 ( )Tk Aα−= ^ 

  :باشد مي قبل که اين همان معادلة
)٤٨-٦( ( )T T

nk q Aα= 

 ١اخدر مِ-ين روش مِ)٥-٣-٦

 بلکه مستقيماً مقادير ويژه ماتريس مورد استفاده        ،در اين روش از معادله مشخصه استفاده نشده       
و ريشـه هـاي مطلـوب حلقـه         ه  ژوي ـ و مقادير     قطري بوده  Aماتريس  فرض کنيد   . گيرد مي قرار

                                                 

1 Mayne-Murdoch 
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}سته آن به ترتيب     ب } { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nµ µ µ λ λ λ معادلة تعيـين بهـرة فيـدبک       . باشند
  : را درنظر بگيريد)٣٧-٦( يا معادلة حالت

1( ) ( ) ( ) ( )T
cla s a s a s k sI A b−− = −  

  يا

)٤٩-٦( 
1

( ) 1
( )

n
cl i i

i i

a s k b
a s s λ=

= +
−∑ 

)ايـن بـدان معناسـت کـه اگـر       )
( )

cla s
a s

هـيم ضـريب عبــارت    بسـط د ١كسـرهاي جزئـي   بــه را 
1( )is λ iبرابر   −− ik b از اين طريـق      .باشد مي ik        امـا ضـرايب    .  قابـل محاسـبه خواهـد بـود

  .توان محاسبه نمود مي را به ترتيب زير كسرهاي جزئي
  

)٥٠-٦( 

( )

( )

i j
j

i i
i j

j
j i

k b
λ µ

λ λ
≠

−
=

−

∏
∏

 

  
. يابـد  مـي  بهرة فيدبک حالت افزايش      iµ از   iλدهد که با افزايش فاصلة       مينشان  اين فرمول   

 لحاظ پيچيدگيهاي محاسباتي    اين روش را به حالت مقادير ويژه تکراري قابل تعميم است اما به            
  .شود مين کمتر استفاده آاز 

  
سازد را   که ماتريس را قطري مي   T قطري نباشد، تبديل همانندي      Aيس   در حالتيکه ماتر   :نکته

1Tتعيين نموده و بهرة فيدبک حالت به صورت  Tk k T −
Λ=شود  محاسبه مي.  

  
  )۴-٦(مثال 

  :نظر بگيريد در سيستم زير را
0 1 0

( ) ( )
20.6 0 1

x x t u t
   

= +   
   

�  

                                                 

1 Partial Fraction 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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قطبهـاي  ,  و لذا سيستم حلقه باز ناپايدار است±4.539مقادير ويژه حلقه باز سيستم برابرند با      
1.8: مطلوب سيستم حلقه بسته عبارتند از   2.4j− بـا اسـتفاده از روشـهاي مختلـف بهـرة      . ±

  :فيدبك حالت را تعيين كنيد
  :اسخپ
   روش مستقيم-

2

det( ) ( 4.539)( 4.539)
0 ( 20.6)

sI A s s
s s

− = + −

= + ⋅ + −
  

1 0 1
( )

1
Adj sI A b

s s
×     

− = =     ×     
  

[ ]

2

3
1 2

22
2 1

1

( ) ( 1.8 2.4) 3.6 9
1

0 ( 20.6)

3.6
( 20.6 )

20.6 9

dp s s j s s

s s k k
s

k
s k s k

k

= + ± = + +

 
≡ + ⋅ + − +  

 
=

≡ + + − + →− + =

 

1 229.6,   3.6k k⇒ = =  
  
   :روش بس گيورا -

  :باشند لذا  ميمعادلات به صورت کانونيکال 

2

2

0 0 1 1

( ) ( ) 3.6 9

( ) 20.6

[     ] [29.6    3.6]

T T
c

d

T
c

k k a

s p s s s

a s s

k a a

α
α

α α

= = −

= = + +

= −

= − − =

  

  :روش آکرمن -

[ ] [ ]

1

2

0 1 0 1
,

1 0 1 0

29.6 3.6
( ) 3.6 9

74.16 26.6

29.6 3.6
( ) 1 0 29.6 3.6

74.16 26.6

c c

T T
n

A A A I

k q A

ϕ ϕ

α

α

−   
= =   
   

 
= + + = 

 
 

= = = 
 

  

   مرداخ-مين روش  -
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  :ة سيستمژبردارهاي ويبا استفاده از 
11 1 4.539 11

4.539 4.539 4.539 19.08
T T −   

= → =   − −   
  

  4.539 0 1/ 9.08
,

0 4.539 1/ 9.08
bΛ

   
Λ = =   − −   

  

[ ]

[ ]

1 1 1 2
1

1 1 2

2 1 2 2
2

2 2 1

1

1 ( )( ) (4.539 1.8 2.4)(4.539 1.8 2.4)
( )

45.94
1 ( )( ) ( 4.539 1.8 2.4)( 4.539 1.8 2.4)

( )
13.26

4.539 11 45.94 13.26
4.539 19.08

29.6 3.6

T T
c

k j j
b

k j j
b

k k T

λ µ λ µ
λ λ

λ µ λ µ
λ λ

−

− −= = + − + +
−

=
− −= = − + − − + +

−
=

 
= =  − 
=

 

  د خروجيچن -د ورودي چنجايابي قطب سيستمهاي )٤-٦

 بيـان   SISOتاکنون روشهاي تعيين مـاتريس بهـرة يکتـا فيـدبک حالـت را بـراي سيسـتمهاي                   
 بـا ارائـة مثـال زيـر     .دشبا مي منحصر بفرد ن   Kريس بهرة    مات MIMOدر سيستمهاي   . يما هنمود
  :كنيم مياسخ را بررسي پبودن نيكتا 

  
  )٥-٦ (مثال

ونه اي تعيين كنيد، كه قطبهاي حلقه بستة سيستم         گبهرة فيدبك حالت را براي سيستم زير به         
)منطبق با  )dp s رددگ.  

2 2

0 1 1 0
( ) ( )

1 2 0 1

( ) ( ) ( 1) 2 1d c

x t x u t

p s a s s s s

   
= +   −   

= = + = + +

�
  

  .باشد مي ٢*٢ , K لذا ماتريس بهرةدارد وجود نيد که در اينحالت دو ورودي جه کتو

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
 

۲۰۲

11 12

21 22

11 12

21 22

0 1 1 0
1 2 0 1

1
1 2

k k
A BK

k k

k k
k k

    
− = −     −     

− − 
=  − − − 

  

  :و لذا معادلة مشخصة سيستم حلقه بسته عبارتست از
2

11 22 21 12 11 22( 2 ) (1 )( 1 ) (2 )s k k s k k k k+ − + − + − + + −  
  .لذا دو معادله و چهارمجهول براي جايابي قطب وجود دارد

11 22

21 12 11 22

2 2
(1 )( 1 ) (2 ) 1

k k
k k k k

− + =
− + − + + − =

  

   متصور است از جمله Kا بي نهايت حالت براي ماتريس لذ

1 2

2 0 1 1
,

0 2 0 3
K K

   
= =   
   

  

 K مسائل ديگـري را در انتخـاب   ، هاقطبجايابي  که علاوه بر ،دهد ميد جوابها به ما اجازه     تعد
در . يـرد گ ميقرار  بررسي مورد در روشهاي کنترل بهينه بعضي از اين روشها  ، که يمري گ در نظر 
 از حاصل ضرب دو     Kکه در آن    ،  کنيم ميرا بيان   دو روش تعيين ماتريس بهره      ن بخش   ادامة اي 
1بردار   1,  ,    T

n mm f K f m× × =  كـه توزيـع ورودي      f در ايـن دو روش بـردار         .باشـد  مي ⋅
  .شود كند، به اختيار طراح انتخاب مي رها را مشخص ميگكنترل بر روي عمل

  ش طيفي رو)١-٤-٦

1 با درنظر گرفتن  1,  ,    T
n mm f K f m× × =  قطب هاي مطلوب حلقه بسته ةبراي مجموع، ⋅

{ }iµ ، بردارTm کنيم مي را بدين ترتيب محاسبه.  

)٥١-٦( 
1

q
T T

i i
i

m vδ
=

=∑ 

T تعداد قطبهائي است که بايستي جايابي شوند و qکه در آن 
iv بردارهاي ويژة معکوس متناظر 

رفي  معw ا را بA در واقع اگر بردارهاي ويژة ماتريس .باشند مي Aماتريس iλويژة با مقادير 
  کنيم

)٥٢-٦( 1v w−= 
  .شوند ميباشند که از رابطة زير محاسبه  ميفاکتورهاي وزني  iδعلاوه بر آن،
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)٥٣-٦( 
1

1

( )

( )

q

i i
j

i q

i i j
j
i j

p

λ µ
δ

λ λ

=

=
≠

−
=

−

∏

∏
 

  .گردند مي زير تعيين يب داخل از ضرipکه در آن اسکالرهاي 
)٥٤-٦( T

i ip v Bf=< > 
f برداري است دلخواه به شرطي که ( , )A Bfکنترل پذير باقي بماند .  

  )۶-٦(مثال 
سيستم  قطبهاي مطلوبرفته و با طراحي فيدبك حالت مناسب و گسيستم زير را در نظر  

,2 حلقه بسته را بر روي 2, 2− −   .يابي نمائيدجا −
2 1 2 0 0
1 2 2 0 1
2 0 2 1 0

A b
− −   
   = − − =   
   −   

  

  :اسخپ
3مقادير ويژه حلقه باز سيستم عبارتند از  1,22, jλ λ= − =  بردارهاي ويژه متناظر عبارتند ±

  :از

[ ]1 2 3

1
1

2

3

1 2 1 2 2
2

2 2 1

5 2 6 2
1 5 2 6 2

10
0 4 2

T

T

T

j j
w w w w j j

j j

v j j
v v w j j

v

−

+ − 
 = = − − 
 − 

  − − − 
   = = = + − +   
   − →  

  

 
3 قطبهاي مطلوب سيستم عبارتند از ( 2)× .  مورد نظر است قطبدو لذا تنها جايابي −

1 2 3 32, 2µ µ µ λ= = − = = ]با انتخاب دلخواه  − ]1 1 Tf توان نشان  مي بسادگي =
) داد زوج , )A Bf پذير است کنترل .  

2

0 0 1 2
1         [      ] 1 0 3
1 1 2 2

rank 3

Bf Bf ABf A Bf
   
   = = =   
      

=

^

^

  

2-مربوط به مود

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
 

۲۰۴

T بردارهاي يب داخل را از ضرipحال اسکالرهاي 
iv Bf<   .کنيم مي تعيين <

1 1 1 2
1 1 1

1 1 2

2 1 2 2
2 2 2

1 2 1

4 3 ( )( ) 7 24
10 ( ) 5

4 3 ( )( ) 7 24
10 ( ) 5

T

T

j jp v Bf
p

j jp v Bf
p

λ µ λ µδ
λ λ

λ µ λ µδ
λ λ

− − − − − +=< >= → = =
−

− + − − − −=< >= → = =
−

  

  .شود مي به صورت زير محاسبه Tmبنابراين بردار 
( )1 1 2 2 1.4 0.4 3.6T T Tm v vδ δ= + = = −"  

  :و ماتريس فيدبک حالت عبارت است از
1.4 0.4 3.6
1.4 0.4 3.6

TK fm
− 

= =  − 
  

 .دهيم ميتريس سيستم حلقه بسته را تشکيل براي تصديق صحّت عمليات ما
2 1 2

0.4 2.4 1.6
0.6 0.4 1.6

A BK
− 

 − = − − 
 − − − 

  

1,2,3مقادير ويژه ماتريس متناظر برابر است با  2λ = عمليات انجام نشاندهندة صحت  که −
  .شده است

  
  . ماتريس بهرة بدست آمده مسلماً يکتا نخواهد بودf با توجه به اختياري بودن :۱نکته 

  
 اگر ماتريس حلقه باز سيستم داراي مقادير ويژه تکراري باشند روش فوق قابل اعمال :۲کته ن

  .نبوده و بايستي از روشهاي تعميم يافته استفاده نمود

   روش نگاشتي)٢-٤-٦

  : با فرض.باشد ميدر اين روش محاسبه مقادير ويژه سيستم حلقه باز ضروري ن
1:                         دله مشخصه دلخواهمعا 

1( ) n n
d np s s d s d−= + + +"  

1:                         بازمدار معادله مشخصه 
0 1( ) n n

np s s a s a−= + + +"  
) افزايشيآنگاه چند جمله اي  )sδکنيم ميبدين صورت تعريف   را.  

)٥٥-٦( 0
1 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
d

n n
n n

s p s p s

d a s d a s d a

δ
− −

= −

= − + − + + −"
 

) را به گونه اي اختيار کنيم که fاگر همانند قبل  , )A Bfکنترل پذير باشند آنگاه :  
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)٥٦-٦( 1 1Tm X δ
− − =  ^ 

) ماتريس کنترل پذيري زوج ^که در آن , )A Bf باشد مي.  
)٥٧-٦( 1   nBf ABf A Bf− =  ^ " 
  و

)٥٨-٦( 
1

2 3         

1 2          1

1 0    0 0
1        

1 0
1

n n

n n

a
X

a a
a a a

− −

− −

 
 
 
 =
 
 
  

"

# # ## 

  و مسلماً 
)٥٩-٦( [ ]1 1 2 2    T

n nd a d a d aδ = − − −" 
X,هاي توجه کنيد ماتريس  يک ماتريس بهره fباشند و لذا با انتخاب هر  مي هر دو ناويژه ^

kقابل محاسبه است .  
  

  )۷-٦(مثال 
3             .ر بگيريد سيستم قبل را درنظ 2( ) 2 2op s s s s= + + +  

1

1 0 0 1 0 0
2 1 0 2 1 0
1 2 1 3 2 1

X X −

   
   ⇒ = → = −   
   −   

 

1با انتخاب 
1

f
 

=  
 

   داريم

1
0 3 2 0.4 0.6 0.4
1 0 1 ;   0.4 0.4 0.6
1 2 2 0.6 0.4 0.6

T −
− −   

    = =    
   − − −   

^ ^  

3براي قطبهاي مطلوب در  ( 2)× 3   داريم− 3 2( ) ( 2) 6 12 8dp s s s s s= + = + + +  
  و لذا

[ ]4 11 6 Tδ =  

1                با جايگذاري در معادلة 1Tm X δ
− − =  ^  

  :خواهيم داشت

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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1.4
0.4
3.6

m
− 
 = =  
  

"  

  :سرانجام ماتريس بهره فيدبک حالت عبارتست از

( )1
1.4 0.4 3.6

1

1.4 0.4 3.6
1.4 0.4 3.6

Tk fm
 

= = − 
 

− 
=  − 

  

  .که منطبق بر نتيجه بدست آمده از روش طيفي است

  بهينه کنترل فيدبک حالت )٥-٦

Linear Quadratic Regulator (LQR) 

  : مقدمه)۶-۵-۱

 با شاخص عملکردي خطي بهينهتنظيم كنندة رم معرفي کنندة ت در واقع خلاصة LQRعبارت 
ر طراحي  شايد مهمترين نتيجه کنترل مدرن د(LQ) مربعي -روش خطي .باشد مي ١مربعي

ه شت توسط اين روش حل گمهندسيبسياري از مسائل . الت باشدکنترل کننده هاي فيدبک ح
عليرغم روش جايابي قطب که  .و روشهاي گوناگون عددي براي حل مسئله ابداع شده است

يک معيار يا در اين روش , کنيم ميمعيار و مشخصه خاصي را براي جايابي قطبها بهينه ن
  :کنيم ميتعريف ورت به صمشخصه اي را 

)٦٠-٦( 
0

( ) ( ) ( ) ( )T TJ x t Qx t u t Ru t dt
∞

 = + ∫ 

R,که در آن ماتريسهاي  Qماتريسهاي مثبت نيمه معين بوده و در واقع فرم مربعي در  
  .شود مي مشاهده رال فوقگي انتالمانها

                                                 

1 Optimal linear regulator for a quadratic performance index 
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Q x Q x x

Q x

= + + +

+ + +
+
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0Qت نيمه معين باشد مثب Qاگر ماتريس   ها خواهيم xبه ازاي کلية  در اينحالت ،≤
0Tx: داشت Qx )مثبت معين باشد  Q اگر .≤ 0)Q 0xبه ازاي همة در اينصورت  < ≠ 

0Txخواهيم داشت  Qx >.   
  

مشخصه عملکردي مناسبي براي طراحي کنترل کننده فيدبک حالت تابع اما چرا اين 
د آن بوديم که کوچک شدن هشاتنظيم و تعقيب  ميباشد؟ دقت کنيد در مسئله عمو مي

. است به صورت نمائي و با سرعت مناسب  مدنظر )در مسئله تعقيب ∆xو يا ( متغيرهاي حالت
  حالدر اين 

)٦١-٦( 1
0

( )TJ x Qx dt
∞

= ∫ 

ا بهمراه متغيرهاي حالت رصفر   که اندازة خطاي غير،کند ميرم يا عدد مثبتي را مشخص ن
مقدار اگر . کند مي تعيين ،داده ايمآن نسبت که به هر يک از المانهاي مناسبي وزني فاكتور 

خطا داراي دامنة کوچک و سرعت  مي نمايانگر آنست که در حالت عمو،اين معيار کوچک شود
يار در واقع متناسب با از طرفي به علت مربعي بودن اين مع. باشد مينمائي زايل شدن زيادي 

معادلة  در تابع  حالت درنظر گرفتن معيار کوچک شدن متغيرهايبا .  خواهد بودانرژي خطا
 منتج به 1J لذا مينيمم کردن ، نداشتهu کنترل مورد نياز تلاش توجهي به اندازة )٦٢-٦(

  رفتن گبا در نظر . بزرگي خواهد شد كنترلي تلاشداشتن 

)٦٢-٦( 2
0

( )TJ u Ru dt
∞

= ∫ 

از بزرگ شدن و , ختهارد سا ودر معيار عملکردنرژي سيگنال کنترل را نيز ا ميبه صورت عمو
  :شاخص عملكردلذا  .ردخواهيم کيري گ جلوu بدون محدوديت

)٦٣-٦( 
0

( )T TJ x Qx u Ru dt
∞

= +∫ 

بهينه در اين  كنترلي تلاشي ژانرخطا در طول زمان را با لحاظ کردن اندازة ي ژانرکاهش 
  بين انرژي خطا و انرژي سيگنال کنترلي متناسب بااي لحها مصشود و لذا ميخواستار سازي 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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R,مقادير  Qکه معيارهاي عملکردي سيستم حلقه بسته رددقت کبايستي .  انجام خواهد شد 
  همانند
  پايداري داخلي •
 )کوچک بودن خطا(تنظيم يا تعيقيب  •
 حذف اغتشاش  •
 ذف نويزح •
 عدم حساسيت به مدل •

اما اين معيار عملکرد با .  شود فشردهJتابع غالباً پيچيده تر از آن خواهد بود که در يک 
که روشهاي  چرا, از لحاظ رياضي نيز بسيار جذاب استمناسب  مين مشخصات عموداشت

  .ار وجود داردسازي و حل مسئله به صورت مدرن براي اين معي نهيبه
  

ر امعياين شرايط را به ازاي ) ٧-٥(نجم و قضية پفصل اجازه دهيد معادله لياپانوف ارائه شده در 
  .پايداري سيستم را تحليل نمائيمو معرفي نموده طراحي 

   معادله ماتريسي لياپانوف)٢-٥-٦

xسيستم خطي  Ax Bu= u و کنترل فيدبک حالت �+ kx= سيستم .  را درنظر بگيريد−
   .باشد ميحلقه بسته به صورت زير 

)٦٤-٦( ( )x A Bk x= −� 
  .کنيم مييستم محاسبه را براي اين س Jحال مشخصة عملکردي 

 

 

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

T T

T T

T T

J x t Qx t u t Ru t dt

x Qx kx R kx dt

x Q k Rk x dt

∞

∞

∞

 = + 

 = + − − 

 = + 

∫

∫

∫

 

  
  :توان صورت مسئله کنترل بهينه را به صورت زير نوشت ميلذا با احتساب اين دو معادله 

clxتحت معادلة حالت  را clAسيستم حلقه بسته  A x=� کنيد که سيستم طراحي به نحوي 
  .گردد زير كمينه ار داخلي باشد و در آن معيارپايد
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)٦٥-٦( 
0

 TJ x S x dt
∞

= ∫ 

  كه در آن
 ,T

clS Q k Rk A A Bk= + = −  
در اين که  چرا. آيد ميه در فصل قبل بدست دپاسخ اين مسئله از ماتريس لياپانوف معرفي ش

  .يردگبايستي مورد تحليل قرار پايداري داخلي مسئله موضوع 

   قضية معادلة ماتريسي لياپانوف)۴-۶ ةيقض
)  پايدار داخلي بودهAسيستم فرض کنيد  Re( ) 0)i iλ λ∀ →  ماتريس متقارن و S و>

x(0)0در اينصورت به ازاي شرايط اوليه . مثبت معين يا مثبت نيمه معين باشد x= خواهيم 
  :داشت

)٦٦-٦( 0 0
0

( )  ( )  T TJ x t S x t dt x P x
∞

= =∫ 

  .شود مي از معادلة ماتريسي لياپانوف زير محاسبه Pکه در آن ماتريس 
)٦٧-٦( TA P PA S+ = − 
  

x(0)0 با درنظر گرفتن :اثبات x=وتم بدون ورودي است و با توجه به اينکه سيس  x Ax=� 
  : خواهيم داشتصادق است،

0
0

0 0
0

0 0
0

0 0

( )   

  dt

 

  

T

T

At T

T A t At

A tT At

T

x t e x J x S x dt

J x e S e x

J x e S e dt x

x P x

∞

∞

∞

= ⇒ =

=

 =  

=

∫

∫

∫

  

  که در آن

)٦٨-٦( 
0

 
TA t AtP e S e dt

∞

= ∫ 

 تنها ترمهاي نمائي منفي دارد و لذا انتگرال Ateتوان نتيجه گرفت  مي Aبا توجه به پايداري 
 چراکه . توان نشان داد متقارن است ميق محدود مانده و فو
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)٦٩-٦( 
0 0

( ) ( )   
T TA t A tT At T T T AtP e S e dt e S e dt P

∞ ∞

= = =∫ ∫ 

  . حداقل مثبت نيمه معين استPاز طرفي ماتريس 

)٧٠-٦( 0 0
0

  0T Tx P x J x S x dt
∞

= = ≥∫ 

  .انتگرال خود مثبت نيمه معين استداخل چراکه تابع 
  .کند مي با تعريف بدست آمده معادله لياپانوف را ارضاء P ن داد کهتوان نشا ميحال 

)٧١-٦( 
0

   
T TA t A tT T At AtA P PA A e S e e S e A dt

∞
 + = + ∫ 

  :با توجه به خاصيت ماتريس انتقال
At At Atd e Ae e A

dt
  = =   

,ي بين يابجخاصيت جا  AtA eوجود دارد لذا :  

   
T T TA t A t A tAt T At Atd e S e A e S e e S e A

dt
  = +  

  :لذا

0

0

 

 0 1 1

T

T

A tT At

A t At

dA P PA e S e dt
dt

e S e S

S

∞

∞

 + =  

= = − ⋅ ⋅

= −

∫

  

  کند ميصدق  Pدر معادلة لياپانوف  Sلذا 
TA P PA S+ = −   

■  
  

 ، معادلة فوق صدق کندمثبت معين که در Pانوف و وجود پليادر واقع با توجه به قضية 
راي مقدار اين موضوع را ب.  و عکس آن نيز صادق استاست داخلي  پايدارAسيستم 
/1 اجازه دهيد نماد ،قبل از معرفي قضيه. کنيم ميتدوين در قضية زير  Sمشخص 2S را به 

  :تعريف کنيمصورت زير 
  .توان نمايش داد ميهر ماتريس متقارن مثبت معين يا مثبت نيمه معين را به صورت زير 

)٧٢-٦( 1/ 2 1/ 2( )TS S S= 
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/1که ماتريس  2S ماتريس  مجذورS 1مسلماً براي محاسبه عددي . شود مي ناميده/ 2S 
يا استفاده از قضية  ، به فرم جوردنS روشهاي مناسبي بهره جست که تبديل بايستي از

 روشهاي عددي مناسبي householder reflectionيا و  يا تبديل چولسکي  هميلتون،-كيلي
افزارهاي مهندسي همانند   كه در نرمباشند ميبراي تعيين مجذور يک ماتريس مثبت معين 

Matlab ديرگ مي مورد استفاده قرار.  
  

   پايداري داخلي)۵-۶قضية 
0Pفرض کنيد  بهمراه (  وجود داشته باشد که در معادلة ماتريسي لياپانوف صدق کند ≤

0S TAة در معادل≤ P PA S+ = /1ين فرض کنيد ن همچ.)− 2( , )A Sباشد  آشکارپذير 
/1 تعبير که خروجي ا اينب( 2y S x=در اينصورت سيستم .) اختيار شود x Ax=� پايدار 

   .باشد ميداخلي 
  

  .زير را درنظر بگيريدکنيم فرض کنيد تابع لياپانوف  مي از قضية لياپانوف استفاده :اثبات

( )  

T

T T

T T T

T T T

V x Px
V x Px x Px

x A Px x PAx
x A Px PA x x S x

= →
= +

= +

= + = −

� � �
  

  : به صورت مجذور قابل نمايش است لذاSاما 
1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 2

( )
( ) ( ) || || 0

T T

T

V x S S x
S x S x S x

= −

= − = − ≤

�
  

  با استفاده از قضية لياپانوف مشخص است که سيستم

1/ 2

x Ax
y S x

=
 =

�
  

  .پايدار داخلي خواهد بود
■  

  
/1مثبت معين باشد  S اگر :نکته 2S 1 لذا .باشد مي ناويژه/ 2( , )A S ًپذير است رؤيت حتما 

/1 که راچ 2 1( )x S y−= به صورت يکتا از روي yقابل محاسبه است .  
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  )۸-٦(مثال 
  :زير  براي سيستم

0 1 0
0 1 1

x x u
   

= +   −   
�

  
1u حالت فيدبكکه توسط  kx=   شاخص عملكردِ زير کنترل شده است مقدار −

0

( )T TJ x Qx u Ru dt
∞

= +∫
  

x(0)0 را با شرط اوليه  x= و با فرضQ I= محاسبه کنيد.  
  .کنيم ميسيستم حلقه بسته را محاسبه  :پاسخ

[ ]0 1 0 0 1
( ) 0

0 1 1 1
x A Bk x k x x

k
      

= − = − =      − − −      
�  

   برابر است با Jلذا معيار عملکردي 

[ ]
0

2

0 0
0

1 0
( ) 0 ( )

0 1 0

1 0
( ) ( )

0 1

T

T T

k
J x t r k x t dt

rk
x t x t dt x Px

S

∞

∞

    
= +    

    
 +

= = 
 

∫

∫
��	�


  

TA معادله لياپانوف Pبا فرض اينکه  P PA S+ =   :را ارضاء کند −
 

2
11 12 11 12

12 22 12 22

2

11
2

12 12

22 11 12 12

12 22 12 22

22

0 0 1 1 0
1 1 1 0 1

1 1 ( 1)
2 2 2 21

10
2 2

1 1 1
2 2 2

p p p pk rk
p p p p k

k rkp r
kkp kp rk

rkkp p p p
k

p p p p rkp
k

−      +   
+ = −       − − −        


= + + + +

 − = − − 
 − + − = → = + 
 − + − = −  = + +



  

  .توان براحتي محاسبه نمود ميلذا معيار عملکردي را 
0 0

2 2
11 1 12 1 2 22 2

 

(0) 2 (0) (0) (0)

TJ x P x

J p x p x x p x

=

= + +  



  فيدبک حالت: فصل ششم 
 

۲۱۳

براي تعيين  .رسم کرد) ٤-٦(مطابق شكل ختلف هاي مrتوان اين تابع را برحسب  ميکه 
  . را بررسي نمودPتوان مثبت معين بودن  مي kمحدودة پايداري 

  

11
2 3

2 2
11 22 12

0
0 1 1 (3 1) 0

2 2 4 2 4

p
k r r r kp p p k k

k

>
∀ >  +− = + + + + >

  

  
  .استلذا سيستم حلقه بسته پايدار داخلي 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

K

J

r=0

r=1

r=2

  
  k برحسب بهرة كنترل Jمنحني تغييرات شاخص عملكرد ) ٤-٦(شكل 

  LQR طراحي کنترل کننده )٣-٥-٦

  :شود مي به صورت زير تعريف LQR کنترل فيدبک حالت ةنيمسئله طراحي به
  

x(0)0 شرايط اوليه با زير را LTIسيستم خطي  x=درنظر بگيريد .  
)٧٣-٦( x Ax Bu= +� 

uخواهيم کنترل فيدبک حالت مي kx= نيم که معيار عملکرد زير كطراحي ونه اي گرا به  −
  .سازدكمينه را 

)٧٤-٦( 
0

T TJ x Qx u Ru dt
∞

 = + ∫ 
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R,که در آن ماتريسهاي  Q 0 متقارن بوده و,  0Q R≥   . دنباش  مي<
  

  . آن به صورت زير خواهد بود عملكردمعادله سيستم حلقه بسته و معيار

)٧٥-٦( 

0

( )

( )(  ) ( ) T T

x A Bk x

J x t Qx k R k x t dt
∞

= −

= +∫

�
 

. بايستي کنترل کننده بتواند سيستم را پايدار سازدابتدا براي اينکه مسئله جواب داشته باشد 
ي تسسيستم باير جامعتلذا حداقل مودهاي ناپايدار بايستي پايدار پذير بوده و يا در حالت 

  .کنترل پذير باشد

  LQR کنترل کننده )۶-۶قضية 
را به ازاي کليه شرايط  Jبتواند معيار طراحي , kبراي اينکه ماتريس بهره حلقه پايدار کننده 

  . بايستي در معادلة زير صدق کند، سازدكمينه x(0)اوليه 
)٧٦-٦( 1 Tk R B P−= 

   .کند مي در معادله ماتريسي ريکاتي صدق Pکه در آن 
)٧٧-٦( 1 0T TA P PA PBR B P Q−+ − + = 
  

  : پايدار سازk از بحثهاي قبل نتيجه گرفتيم که براي هر :اثبات
( ) (0)  (0)TJ k x P x=  

  . لياپانوف را ارضاء نمايدي بايستي معادله ماتريسP که در آن 
( ) ( ) ( )T TA Bk P P A Bk Q k Pk− + − = − +  

کنترل  k*فرض کنيد کنترل کننده . کنيم ميبراي اثبات قضيه از حساب تغييرات استفاده 
 P*را  k* متناظر با Pسازد و ماتريس  مي را مينيمم Jکننده بهينه اي باشد که 

  در اينحالت. ناميم مي
* * * * * *( ) ( )

TTA Bk P P A Bk Q k Rk− + − = − −  
 اين ر كنترل كننده بهينه باشد،گا. کنيم ١مغشوشحال فرض کنيد بهره کنترل کننده را قدري 

اين تغييرات به صورت جزئي . دارذ تاثير گJ بايستي فقط در جهت افزايش kاغتشاش در 

                                                 

1 Perturbed 
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لذا نقطة مينيمم . ذا نقطة مينيمم به صورت محلي تعيين خواهد شدشود و ل ميدرنظر گرفته 
  حال فرض کنيد. کنيم ميجامع را با شرايط ديگري تعيين 

*k k kδ= + ∈  
 اين تغيير با. دهد مي را نمايش k تغييرات جزئي kδ بسيار کوچک بوده و ∋که در آن 

را با استفاده از بسط تيلور برحسب  ماتريساين تغييرات  .شود ميمغشوش  نيز P*ماتريس 
  .نويسيم مي زير به صورت ∋درجات مختلف 

* 2
1 2 ...P P P Pδ δ= + ∈ + ∈ +  

  .کنيم ميحال معادله لياپانوف را مجددا بازنويسي 
* * 2

1 2
* 2 *

1 2
* *

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

T

T

A Bk B k P P P

P P P A Bk B k

Q k k R k k

δ δ δ
δ δ δ

δ δ

− −∈ + ∈ + ∈

+ + ∈ + ∈ − − ∈ =

− − + ∈ + ∈

  

  : خواهيم داشت∋با دسته بندي درجات مختلف 
* * *

* * * * 2
1 1

* * * * 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

     ( )
T T

T

T T T T

T

A Bk P A Bk

k B P A Bk P P A Bk p B k O

Q k Rk k Rk k R k O

δ δ δ δ

δ δ

− − +

 ∈ − + − + − − + ∈ 
 = − − + ∈ − − + ∈ 

  

  : خواهيم داشت∋با هم ارز قراردادن ضرايب درجات مختلف 

)٧٨-٦( * * * *

* *
1 1

(0) Lyapunov eq.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0

TT T

T

O

O k B P Rk P B k R k
A Bk P P A Bk

δ δ
δ δ

→

∈ → − + −

+ − + − =

 

  .کنيم مي را بازنويسي حال معادله شاخص عملکرد
*

* 2
1 2

( ) (0)  (0)
(0) (0) (0) (0) (0) (0) ...

T

T T T

J k k x P x
x P x x Px x P x

δ
δ δ

+ ∈ =

= + ∈ + ∈ +
  

 بهينه باشد بايستي شاخص عملکردي k* صفر باشد چراکه درصورتي که 1Pδحال بايستي 
(0)*آن برابر  (0)Tx P xشند و لذا ساير ترمها بايستي بزرگتر از صفر باد گرد.  

2
1 2(0)  (0) (0)  (0) 0      (0)T Tx P x x P x xδ δ∈ + ∈ + ≥ ∀"  

1حال اگر  0Pδ    يافت كه توسط آنتوان مي خاص x(0)يک ,  باشد≠
 1(0)  (0) 0Tx P xδ ≠   
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)2 را به اندازه کافي کوچک فرض کنيم ∋اگر  )O )توان در مقابل  ميو بالاتر را  ∋ )O ∈ 
(0)1حال اگر اينگونه باشد و ترم . صرفنظر نمود (0)Tx Pxδ∈ الب باشدغ بر ساير ترمها. 

خورد لذا براي آنکه  مي مشود و شرط فوق بره مي منفي اين ترم منفي ∋بادرنظر گرفتن 
1                     واره شرط فوق برقرار شودهم 0Pδ =  

1اگر  0Pδ    باشد دراينصورت=
* * * *( ) ( ) 0T T Tk B P Rk P B k R kδ δ− + − =  

  يا 
* * * *( ) ( ) 0

TT T T Tk B P Rk k B P Rkδ δ − + − =   
P,دقت کنيد  R ط به ازاي براي اينکه اين شر. باشند مي هر دو متقارنkδ∀ برقرار باشد 

  شرط لازم آن اينست که 
)٧٩-٦( * * * 1 *0T TB P Pk k R B p−− = → = 

TPمجدداً از ( ماتريسي لياپانوف خواهيم داشت معادلهدر  معادلهبا جايگذاري اين  P= 
  )شود مياستفاده 

* * 1 * * * 1 * * 1 1 *T T T TA P P BR B P P A P BR B P Q P BR RR B P− − − −− + − = − −   
  يا
)٨٠-٦( * * * 1 * 0T TA P P A P BR B P Q−+ − + = 

 
.  حل نمائيمP بايستي معادله ريکاتي فوق را براي LQRتاکنون دريافتيم که براي حل مسئله 

Aرا محاسبه نموده و  kسپس  Bk− چون معادلة . را براي پايداري داخلي امتحان کنيم
 لذا بايستي .داراي جوابهاي بيشمار است ميدرحالت عمو, ريکاتي معادله اي است غيرخطي

)تنها پاسخهاي پايدار ساز  0)P نقطة مينيمم  Jو براي آنها با مقايسة انتخاب نموده  را <
 خوشبختانه نياز به انجام لير دشوار و وقت گير است واين مراحل بسيا. جامع را تعيين کنيم

  .باشد ميکلية اين مراحل در عمل ن
/1کنيم  مي ابتدا فرض  2( , )A Qتوان نشان داد که دراينصورت يک  مي.  آشکار پذير باشد

اين کنترل کننده  .خواهد شد منتج پايدار ساز k به بهره کنترلي P پاسخ مثبت نيمه معين
 که معادله ختانه نشانداده شده استخوشب.  را به صورت محلي مينيمم خواهد نمودJحتماً 

) و فقط يک پاسخ فقطريکاتي  0)P مينيمم , تواند داشته باشد و لذا اين مينمم محلي مي <
  .[10] باشد مي LQRجامع براي مسئله 

  : روشجمع بندي



  فيدبک حالت: فصل ششم 
 

۲۱۷

 ∆x افزايشي معادلات را به فرم LQRبه فرم تعقيب براي تدوين مسئله تنظيم يا  
 و ∆x افزايشيدهيم و شاخص عملکرد را برحسب متغيرهاي حالت  مينمايش 
  .کنيم مي تعيين ∆uورودي 

0pتنها يک پاسخ , ريکاتي مربوط به اين مسئله دانيم معادلة مي  معادله ,  دارد≤
 .کنيم ميرا براي رسيدن به اين پاسخ حل ) ٨٠-٦(
  .کنيم مي را محاسبه kماتريس بهرة کنترل ) ٧٩-٦(با استفاده از معادله  
 exuخور  يشپالگوريتم کنترل فيدبک حالت را به علاوة , kره کنترل با دانستن به 

 .کنيم مياعمال در فرم نهائي كنترل كننده مطابق با مراحل ارائه شده قبل 
  

دستي ورت خوشبختانه هم به ص.  منجر به تعيين پاسخ معادلة ريکاتي گرديدLQRحل مسئله 
تدوين شده  و بسيار مناسبي براي حل معادله ريکاتي متنوعهاي شوو هم به صورت عددي ر

  .استقابل حل   LQR ,AREستورات داين معادله توسط  Matlabنرم افزار در . است
  

  )۹-٦(مثال 

0  را براي سيستمLQR کنترل کننده  1 0
0 0 1

x x u
   

= +   
   

شاخص عملکردي ضرايب  و �

1 0
0,    

0 0
R Qρ  

= > =  
 

  :يد حل نمائ

  :پاسخ

/1دهيم که  مي ابتدا نشان -١ 2( , )A Qآشکار پذير است .  
1/ 2 1 0

0 0

1 0
0 0

rank rank 2
0 1
0 0

Q
 

=  
 

 
 
 = =
 
 
 

O
  

  .کنيم مي را حل  معادله ريکاتي-٢
* * * 1 * 0T TA P P A P BR B P Q−+ − + =  
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[ ]

11 12 11 12

12 22 12 22

11 12 11 121

12 22 12 22

0 0 0 1
1 0 0 0

0 1 0 0 0
0 1

1 0 0 0 0

p p p p
p p p p

p p p p
p p p p

ρ−

      
+      

      
        

− + =        
          

  يا

[ ]12 12
12 22

11 22 22 22

0 0 0 1 0 0 01
0 0 0 0 0

p p
p p

p p p pρ
         

+ + =         
        

  

2 1/ 2
12 12

12 2
12 22 22 12 22 12

11 12 22

3/ 4 1/ 4
12 22 11

1 1 0

12 0 [2 ]   if    0

1 0

2 2

p p

p p p p p p

p p p

p p p p p

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ρ

− + = → = ±



− = → = ± ⇒ ∈ ≥



− =


⇒ = → = → =

\
  

  
1/ 4 1/ 2

1/ 2 3/ 4

2

2

ρ ρ
ρ ρ

 
⇒ Ρ = 

  
  

0P آيا -۳   ؟ است≤
 11 0,det 0 0p P Pρ> = > ⇒ >  

  
  .کنيم مي را حل k حال معادله -٤

[ ]

1

1/ 4 1/ 2
1/ 2 1/ 4

1/ 2 3/ 4

21 0 1 2
2

Tk R B P

p p
ρ ρ

ρ ρ ρ

−

− −

=

 
 = =     

  

  .تعيين كردتوان  ميحال پايداري سيستم حلقه بسته را 

1/ 2 1/ 4

0 1

2
A Bk

ρ ρ− −

 
− =  

− − 
  

2 1/ 4 1/ 22 0s sρ ρ− −⇒ + + =  
0ρبه ازاي    .  همواره پايدار است معادله مشخصه<
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2باشد  مي دواين يک معادله استاندارد مرتبة  2
0 02s sζω ω+    که در آن +

1/ 4
0

2
2

ξ

ω ρ−


=


 =

  

2لذا ضريب ميرائي پاسخ  / بسيار مناسب بين سرعت و فراجهش صالحة  است که يک م2
 را افزايش دهيم و شرط ρلذا هر چه .  ارتباط معکوس داردρ با 0ωاز طرف ديگر . باشد مي

 پهناي باند سيستم حلقه بسته کوچکتر ،قرار دهيم ي كنترلتلاشروي  سخت گيرانه تري بر
 .يابد مي سرعت پاسخ کاهش شدة يا

  
   و ضد هوائيDC موتور )۱۰-٦(مثال 

0LT و ضد هوائي با فرض اغتشاش صفر DCبراي سيستم موتور   مسئله تنظيم سيستم به =
dθپاسخ  θ= 0 و شرايط ماندگارi vω = = . ايد حل نمLQR را به صورت کنترل بهينة =

  :فرض کنيد را به صورت زير شاخص عملکرد

2 2 2
11 22

0

[ ( ) ]dJ Q Q v dtθ θ ω
∞

= − + +∫  

22فرض کنيد) الف 0Q   را به گونه اي بيابيد که با شرايط اوليه صفر11Qبدين ترتيب . =
0x d 1  و= radθ شود  مي درنظر گرفته Volts 3 به حد اشباع خود که u كنترلتلاش =

  .نرسد
22تاثير ) ب 0Q   .ي بررسي نمائيدساز را برروي پاسخهاي بدست آمده توسط مشابه ≠

 
  :پاسخ

A,ماتريسهاي  B داريمفوقاخص عملكردي ش قبلاً داده شده اند با توجه به :  

 
11

22

0 0
0 0 ,   1
0 0 0

Q
Q Q R

 
 = = 
  

  

22 به ازايMatlab نرم افزار LQR اين مسئله را با دستور  0Q هاي مختلف حل 11Q  و =
  :دقت کنيد که. کنيم مينموده و پاسخ را مشابه سازي 

  
* *

1 2 3( ) ( )T
dv v k x x k k k iθ θ ω= − − = − − −  
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11براي را له مسئ 4,9, 20Q   . شده اندرسم) ٥-٦(در شكل ها   پاسخكه  حل نموده =
  

 ولت ۳اي مربوط به ولتاژ از حد اشباع ه کمتر شده و پاسخRاهميت ترم  11Qبا افزايش 
يز افزايش يافته ولي فراجهش نيز رعت پاسخ ن س11Qاز طرف ديگر با افزايش . يابد ميافزايش 

11يابد با توجه به منحني هاي بدست آمده به ازاي  ميمتناسباً افزايش  9Q  ضريب بهرة =
[ ]3 0.8796 0.1529Tk   . مناسب استآيد که نسبتاً مي بدست =
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 LQRترلر  با كنDCاسخ سيستم حلقه بستة سيستم موتور پ) ٥-٦(شكل 
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   DCاسخ حلقه بستة سيستم موتور پ در 22Qتاثير )٦-٦(شكل 

11حال با ثابت نگه داشتن  9Q  کاهش ω ميزان خطاي سه از صفر به 22Q و افزايش =
 در Dضريب بهرة ,  در واقع با اضافه نمودن اين ضريب.رعت پاسخيافته ولي به قيمت کاهش س

دهيم که اين به معناي افزايش ضريب استهلاک و کاهش سرعت  مي را افزايش PDکنترل 
  ).باشد مي θط به  مربو11Q و ω مربوط به 22Qدقت کنيد . (باشد ميپاسخ 

  مناسب ماتريسهاي وزنيانتخاب  )٤-٥-٦

 تلاشدر پاسخ و  مي تاثير مستقيQهمانگونه که در مثال قبل مشاهده شد افزايش يک ترم در 
طرفي پاسخ بهينه تنها شاخص از . ي توليد شده توسط كنترل فيدبك حالت بهينه داردکنترل

)عملکردي  , )J Q R را که تابعي از ,R Q لذا با تغيير .کند مي بهينه ،باشد مي ,R Q 
حل بهينه  LQRمسئله بدين ترتيب . ر به سزائي داشته باشديتوان انتظار داشت پاسخ تغي مي

فيزيکي صورت به كه و بهينه کردن جامع عملکرد ارامترهاي طراحي توليد ميكند، پ ازاي را به
لذا لازمست در انتخاب اوليه . را نبايستي انتظار داشتباشد مسئله حل در بهترين حالت 

,R Qر گرفتظ را درن زير و سپس تنظيم آن توسط پاسخ مشابه سازي نکات.  
R,تخاب  اولين ان Q لرمانکند را با  مي که وزن مساوي بين کليه متغيرهاي حالت برقرار 

  .توان پيدا نمود ميکردن متغيرهاي حالت به شکل زير 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)٨١-٦( 
max max max max

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 20

x x u uJ dt
x x u u

∞                = + + + + +                              
∫ " " 

  که در آن
  

)٨٢-٦( 

max max

max max

2 2

1 1

2 2

2 2

1 10 0 0 0

1 10 0 ,     0 0

0 0 0 0

x u

Q R
x u

      
                  
      
   = =            
   
   
   
      

% %

 

  
ميزان  نسبت مشابه سازي سيستم حلقه بسته، به و LQR  حلپس از اعمال اين ضرايب در

، خواهيم اعمال نمائيم مي ju يا متغير ورودي ixکاهشي که در هر يک از متغيرهاي حالت 
 .دهيم مييش افزا آنرا jjR و يا iiQ ضريب اًمتناظر

   رفع اغتشاش و ورودي مرجع ثابت)٦-٦

تنظيم را با  ميدر اين بخش مسئله عمو. تنظيم ارائه شد ميدر بخش قبل حل مسئلة عمو
 و مرجع ثابتورودي تعقيب  و w که رفع اغتشاششود، ميير عبير به گونه اي تيتغ ميک

ديناميک زير و ) ٧-٦(شكل  مطابق wفرض کنيد اغتشاش .  را در خود جاي دهدdy متغير
   . باشدdyبه سيستم اعمال شده و ورودي مرجع 

)٨٣-٦( 
d

x Ax Bu w
y Cx y

= + + Γ
∆ = −
�

 

  
   نمايش اعمال اغتشاش و ورودي مرجع به يك سيستم خطي)٧-٦ (شكل

 

 

فرآيند

w
y  dy  

y∆  

u +  −  
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 ورودي مرجع و اغتشاش ثابتي به سيستم  را درنظر بگيريم که ايحالت سادهابتدا فرض کنيد 
* :اعمال شود *,d dy y w w= 0x  معادلة در اينصورت.= حل براي نقاط تعادل  را  �=

  لذا. کنيم مي

)٨٤-٦( 
* * *

**
d

Ax Bu w

Cx y

+ = −Γ

=
 

  :يا به عبارت ديگر

)٨٥-٦( 
**

* *0
d

wA B x
C u y

 −Γ  
=    

      
 

 مستلزم آنست که ،اگر معادلة فوق جوابي داشته باشد و اين پاسخ يکتا باشدبدين ترتيب 
* *,u x ترکيب خطي از * *,dy wباشند .  

)۶-٨٦( ** * * *
w y du k w k y= + 

*ه در آن ك *,y wk k لذا سيستم با اغتشاش . باشند مي ماتريسهاي بهره ثابتيw و ورودي 
اين كنترل كننده . نمودكنترل توان  مي )٨-٦(ر و مطايق شكل  را به فرم پيش خوdyمرجع 

* بهره هاي كنترلي ١با محاسبة خارج خط *,w yk k قادر خواهد بود به صورت ) ٨٤-٦( از معادلة
  .كامل اغتشاش ثابت را حذف و ورودي مرجع ثابت را تعقيب نمايد

  
   ثابتورودي مرجع تعقيب اغتشاش و ر براي حذف  پيش خوترليسيستم كن )۸-٦(شكل 

  .باشد ميروش ديگر نمايش اين معادله به صورت تابع تبديل 
)٨٧-٦( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )wy s P s u s P s w s= + 

                                                 

1 Offline 

*
yK  

فرآيند

w

y dy

y∆

*u −

*
wK  

++

+
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  .لذا اگر حالت ماندگاري وجود داشته باشد بايستي در معادله زير صدق کند
 * * *(0) (0)wy P u P w= + 

  و لذا
 ** 1 *(0)[ (0) ]d wu P y P w−= − 

 تكين غيرمعادل شرط  اين شرط . وجود داشته باشد−P(0)1و اين درحالتي قابل اجراست اگر 
   ماتريسبودن

0
A B
C
 
 
 

  

0sو اين دقيقاً شرط عدم وجود صفر انتقال در نقطة . باشد مي   .است=
توان هر ورودي مرجعي که به  ميور علاوه بر وروديهاي مرجع ثابت خپيش توسط اين مکانيزم 

** ميفرم عمو s t
dy e)  کسينوسي با فرکانس يا سينوسي*s(ري که يتنها تغي.  را تعقيب نمايد

,(0)پذيرد جايگزين کردن  ميدر محاسبات فوق صورت  (0)wP P با مقدار * *( ), ( )wP s P s  و
)**اعمال ورودي  ) s tu t u e= لذا توانمندي تعقيب وروديهاي .باشد مي به جاي حالت قبل 

  .مهيا استسينوسي يا حذف اغتشاش سينوسي توسط اين روش 
ر تأثي اين بخش  در.ورودي مرجع غير صفر را بررسي کرديمتعقيب  ئلةمسدر ابتداي اين فصل 

و ) ٨٤-٦(را مطابق معادلات عمليات سيستم و تعميم را برروي ثابت همزمان اغتشاش اعمال 
تعيين مقدار و با شود  مين اعمال  قبلر اصلي در روشيتغيبدين ترتيب . بيان نموديم) ٨٥-٦(

*u يا exuکنترل کننده نهائي علاوه . شود ميطراحي تكميل پيش خور ت  و اعمال آن به صور
مجهز ، LQRفيدبک حالت طراحي شده توسط جايابي قطب يا به ور بايستي خبر ترم پيش 

  .باشد
  

    و ضد هوائيDC موتور )۱۱-٦(مثال 
)امنةلّه با دپشتاور ورودي براي اين سيستم با فرض گ )L LsT T u t= ، موارد زير را محاسبه و

  .اجرا نمايد
 محاسبه نمائيد تا بتوان به ورودي LsT را برحسب تابعي از svورودي  مقدار ولتاژ ثابت )الف

dθمرجع  θ=رسيد .  
را مينيمم نمايد زير  نتايج مثال قبل کنترل کننده اي را که معيار عملکرد  با استفاده از)ب

  .محاسبه نمائيد

2 2

0

[9( ) ( ) ]d sJ v v dtθ θ
∞

= − + −∫  
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) ابتدا مقادير ماندگار را به ازاي :پاسخ )L LsT T u t= کنيم مي محاسبه.  

0                     
4.438 7.396 0

24 20 0        
Li T

i v

ω =
 − =
− + =

  

Lبا فرض  LsT T=ت در مقدار ماندگار خواهيم داش:  
7.396 1.667
4.438
24 1.2 2.0
20

s Ls Ls

s s s Ls

i i T T

v v i i T

= = =

= = = =
  

  :لذا مقادير ماندگار ورودي و حالت عبارتند از
,   0,   2.0 ,   1.667d s Ls Lsv T i Tθ θ ω= = = =  

  :طراحي شده عبارتست از LQRنده نبا استفاده از مثال قبل کنترل ک
  

3.0( ) 0.879 0.1529( )s d sv v i iθ θ ω− = − − − − −  
در بر پيشخور حذف اغتشاش را نيز بايستي ترم  ،فوقکنترل کننده کامل علاوه بر ترمهاي 

  .يردگ
3.0( ) 0.879 0.153( 1.667 )

2.0 3.0( ) 0.879 0.153 0.255
2.255 3.0( ) 0.879 0.1529

s d Ls

Ls d Ls

Ls d

v v i T
T i T

T i

θ θ ω
θ θ ω

θ θ ω

= − − − − −
= − − − − +
= − − − −��	�
 ��	�


  

  
  

)اسخ سيستم حلقه بستة خطاي موقعيت زاويه اي پ) ٩-٦(شكل  ) dtθ θ− يش خور پ با ترم
0.01لّة واحد پحذف اغتشاش را به ورودي اغتشاش  ( )l sT u t=ولية  و شرايط اdθ θ= و 

0iω =   .باشيم دهد، كه در آن حذف كامل و سريع اغتشاش ثابت را شاهد مي  نشان مي=

ورودي مرجع غير
 صفر 

ترم پش خور حذف
اغتشاش

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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يش خور حذف اغتشاش به ورودي پاسخ سيستم حلقه بستة سيستم با ترم پ) ٩-٦(شكل 

  لّة واحد پاغتشاش 

اغتشاش و ورودي ) يا نمائي بودن( ن با فرض ثابت بودن مطالب ارائه شده در اين بخش تا كنو
كنيم اين وروديها از يك بخش ثابت و يك بخش  در حالت كلي فرض مي. باشد مرجع مي

  :متغير تشكيل شده باشند

)٨٨-٦( 
*

*

( ) ( )
( ) ( )d d d

w t w w t
y t y y t

= + ∆
= + ∆

 

  .آيند ت مي به صورت زير بدسافزايشيمعادلة حالت متغيرهاي ) ٨٣-٦(با استفاده از معادلة 
)٨٩-٦( *x x x A x B u w∆ = − = = ∆ + ∆ + Γ∆� � � " 

  :نينچهم
)٩٠-٦( dy C x y∆ = ∆ − ∆ 

*چرا که  * 0dCx y− ، حال با اضافه نمودن متغيرهاي حالت كمكي.  است=
( ),  ( )dw t y t∆  .ئيمنما ايدار زير مدلسازي ميپاسخ بدون ورودي سيستم پ را به صورت ∆

)٩١-٦( w w w

w w

z A z
w C z

=
∆ =
�

 

  و
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)٩٢-٦( y y y

d y y

z A z

y C z

=

∆ =

�
 

w,متغيرهاي  yz zبا تركيب اين . ناميم  را متغيرهاي حالت ورودي مرجع و اغتشاش مي
  :معادلات حالت با سيستم اصلي خواهيم داشت

)٩٣-٦( 

0
0 0 0
0 0 0

 0  

w

w w w

y y y

y w

y

x A C x B
d z A z u
dt

z A z

x
y C C z

z

     ∆ Γ ∆  
       = + ∆       
             

 ∆
  ∆ = −   
  

 

 در متغيرهاي حالت كمكي ∆uدي سيستم چرا که وروذير نيست، پسيستم كنترل اين 
w,ايدار براي پامّا با انتخاب مدلهاي . سيستم تأثيري ندارند yA Aذير پ ، مودهاي كنترل نا

لت سيستم را با بهرة فيدبك فيدبك حا .استذير پايدار پ سيستم پس در اين حالتايدار بوده، پ
  :يريدگزير در نظر ب

)٩٤-٦( 
[ ]x w z w

y

x w w y y

x
u k k k z

z

k x k z k z

 ∆
 ∆ = −  
  

= − ∆ − −

 

  :بدين ترتيب معادلات حالت حلقه بستة سيستم عبارتست از

)٩٥-٦( 0 0
0 0

x w w y

w w w

y y y

x A Bk C Bk Bk x
d z A z
dt

z A z

     ∆ − Γ − − ∆
     =     
          

 

ة ژة ماتريس از تركيب مقادير ويژ بالا مثلثي بودن اين ماتريس مقادير وي–با توجه به بلوكي 
,اتريسهاي م ,x w yA Bk A A− رفت  ميونه كه انتظار گو بدين ترتيب همان. شود مي تشكيل

  .يابند ميذير تغيير نپمودهاي كنترل نا
  :در صورتيكه

)زوج  • , )A B ذير باشد وپايدار پ  
w,سيستمهاي  • yA A ايدار باشندپ. 
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 قطبهاي حلقه بستة xkذير بوده و ميتوان تنها با انتخاب مناسب پيدار اپ) ٩٥-٦(سيستم 
 به منظور طراحي ماتريس LQنين از روش كنترل بهينة چهم. سيستم اصلي را جايابي نمود

]بهرة  ]x w zk k kبهره جست .  
  

  :جمع بندي روش
  

بدست را ي رسيدن به ورودي مرجع ثابت و اغتشاش ثابت ار ورودي لازم براگمقادير ماند 
  .)همانند قبل اين محاسبات را تعميم دهيدنالهاي نمائي هم، گ سيدر حالت. (آوريد

w,نمايش فضاي حالت سيستم تعميم يافته را با متغيرهاي حالت كمكي   yz z بدست 
  .آوريد

  .آوريدست دا بنه ريبک بهيد فة بهرLQبا حل مسئلة  
  

    و ضد هوائيDC موتور )۱۲-٦(مثال 
  .شود ميشتاور اغتشاشي زير اعمال گيريد كه به آن گ مثال قبل را در نظر بDCسيستم سرو 

  0.01 ( )t
LT e u t−=  

)كه در آن  )u t همانند .باشد ميهاني باد به مجموعه گشتاور مدل وزش ناگلّة واحد و اين پ 
dθ مسئله تنظيم سيستم به پاسخ ،اغتشاشاين  با فرض )١١-٦(مثال  θ= و شرايط ماندگار 

0i vω = =  را به صورت زير شاخص عملکرد.  حل نمايدLQR را به صورت کنترل بهينة =

2                       :فرض کنيد 2

0

[9( ) ( ) ]d sJ v v dtθ θ
∞

= − + −∫  

   :اسخپ
  .يريدگمعادلات حالت سيستم را به علاوة معادله كمكي زير براي مدلسازي اغتشاش در نظر ب

L

z z
T z

= −
=
�

  

  :با اضافه نمودن اين مجموعة معادلات به معادلات فضاي حالت سيستم خواهيم داشت

  

0 1 0 0 0
0 0 4.438 7.396 0
0 12 24 0 20
0 0 0 1 0

e e
d v

i idt
z z

ω ω
       
       −       = +
       − −
       −       

  

de) ١١-٦(كه همانند مثال  θ θ= با توجه به شاخص عملكرد . رفته شده استگ در نظر −
  :داريم
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  [ ]diag 9 0 0 0 ;    1Q R= =  
رة كنترل بهينة سيستم به صورت زير بدست  بهMatlab نرم افزار lqrبا استفاده از دستور 

  :آيد مي
  [ ]3 0.8796 0.1529 1.8190k = −  
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با در نظر گرفتن ی اغتشاش د به وروDCاسخ حلقه بستة سيستم سرو پ) ١٠-٦(شكل

  خور رفع اغتشاش و بدون آن  يشپ

شتاور اغتشاشي در صورت اعمال گسخ سيستم به اين اپمشابه سازي سيستم حلقه بسته با 
 شرايط اولية انتخاب شده .كنيد ميمشاهده ) ١٠-٦(يش خور و بدون آنرا در شكل پكنترل 

  :ااست ببراي انجام اين مشابه سازي برابر 
  (0) (0) (0) 0;   (0) 0.01e i zω= = = =  

يش خور جبران سازي اغتشاش، به مراتب بهتر از حالت رفتار سيستم حلقه بسته با اعمال پ
نين سه ضريب بهره فيدبك بهينه حالت اين مثال دقيقاً مشابه چيش خور بوده و همپبدون 

با توجه به بلوكي اين امر اتفاقي نبوده و . باشد مي) ١١-٦(يش خور در مثال پحالت بدون 
به بخش   اينمثلثي بودن ماتريس سيستم حلقه بستة سيستم قابل اثبات است، كه در مسائل

  .رداختپآن خواهيم 
  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
 

۲۳۰

   :قطار )۱۳-٦(مثال 
اين . يريدگفصل دوّم معرفي شده است را در نظر ب) ٤-٢(معادلات سيستم قطار را كه در مثال 

سرعت مطلوب .  برسانيمm/s 25خواهيم به سرعت  مييستم را در يك مسير افقي س
/لكوموتيو را برابر  40( ) 25(1 )t

dv t e−= ، حداكثر نيروي رانش ±m/s 2 با حداكثر خطاي −
 و N 75000ر آنرا به ترتيب پ فنر و دمگلينپ كو و حداكثر نيروهايkN 120مجاز را برابر 

50000 Nن طرح و حل گهار واچمسئلة كنترل بهينه را براي يك قطار با . يريدگ در نظر ب
  .نمائيد

  
  :پاسخ

ابتدا بايستي نقطة تعادل سيستم را در غياب نيروي اصطكاك و بر روي مسير مسطح بدست 
 m/s 25با توجه به فيزيك مسئله مشخص است كه در حالت تعادل كلية سرعتها برابر . آوريم
2ار متغيرهاي گحالت ماند. شود مي نيروئي به سيستم اعمال نچو هي 3, , , ,Nx x x" به گونه 

  1xنين متغير حالت چهم. شود ميها اعمال نگلينپ نيرويي به كوچايست كه در حالت تعادل هي
را كه در چشود،  ميسازد در اين مسئله استفاده ن مي كه جابجائي مطلق لكوموتيو را مشخص 

   زيرافزايشيلذا با استفاده از متغير هاي . ذار نيستگتعيين سرعتها و نيرو ها تأثير 

  0 ,      2,3, 4,5
25,      1,2,3, 4,5

i i

i i

x x x i
v v i

∆ = − =
∆ = − =

  

  :توان بدست آورد ميفصل دوم براي سيستم ) ٣٨-٢(را با استفاده از معادلة معادلات حالت زير 
1

1 2 1 2 1

1 1 1

5 5 4 5

,            2,3,4,5
12.5 0.75 0.75 0.005

62.5 62.5 3.75 7.5 3.75 2,3,4
62.5 3.75 3.75

i i i

i i i i i i

x v v i
v x v v F
v x x v v v i
v x v v

−

+ − +

∆ = ∆ − ∆ =
∆ = − ∆ − ∆ + ∆ +
∆ = ∆ − ∆ + ∆ − ∆ + ∆ =
∆ = ∆ + ∆ − ∆

�
�
�
�

  

معادله خطاي سرعت لكوموتيو به صورت زير .  نيروي رانش لكوموتيو است1Fدر اينجا 
  . باشد مي

  
/ 40

1 1

1

25 (25 25 )t
dv v v e

v z

−− = + ∆ − −
= ∆ +

  

/كه در آن  4025 tz e−= كند مي در معادلة كمكي زير صدق:  

  1 ,    (0) 25.
40

z z z= − =�  

  :كنيم ميبراي انتخاب شاخص عملكرد روابط زير را يادآوري 
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  0

1 1

Coupler spring force

Damper force

 = ( )
= ( ) ( )

i i i

i i i i

K x x K x
D v v D v v− −

− = ∆
− = ∆ − ∆

  

  
62.5رفتن گبا در نظر  10  N/mK = 51.5 و × 10  N/m/sD =  انتخاب اوّل ،×

 مشخص به صورت زير رفتن فرم نرماليزة متغير هاي حالتگي وزني را با در نظر ماتريسها
  .كنيم مي

  

( ) ( ) ( )( )

2 2 2 25 5
1 1 1

1 10

25 5 22 2 1
1 1

1 10

( )
75000 50000 2 120

3.34 3( ) 0.5
120

i i i

i i

i i i
i i

K x D v v v z FJ dt

Fx v v v z dt

∞
−

= =

∞

−
= =

 ∆ ∆ − ∆ ∆ +        = + + +       
        

   = ∆ + ∆ − ∆ + ∆ + +  
   

∑ ∑∫

∑ ∑∫
  

  : به فرم زيرQرفتن متغير نهائي حالت و ماتريس وزني گبا در نظر 
  

[ ] T
2 3 4 5 1 2 3 4 5 ;    xTx x x x x v v v v v z Qx= ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

  
  :خواهيم داشت

  

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2

3.34 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 3.34 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 3.34 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 3.34 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 0.5 3 0 0 0 0.5
0 0 0 0 3 2 3 3 0 0 0
0 0 0 0 0 3 2 3 3 0 0
0 0 0 0 0 0 3 2 3 3 0
0 0 0 0 0 0 0 3 3 0
0 0 0 0 0.5 0 0 0 0 0.5

Q

 
 
 
 
 
 
 +
 =

× 
 × 
 ×
 
 
  

  

  و ماتريس وزني ورودي عبارتست از

  
21

120
R  =  

 
  

 بهرة بهينة فيدبك حالت به صورت زير تعيين  Matlab نرم افزار lqrبا استفاده از دستور 
  :شود مي

  [ ]54.53 17.28 1.303 4.361 191.7 40.8 34.21 29.70 27.34 52.09k = − − − − − −  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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خطاي سرعت . دهد مياسخ سيستم حلقه بسته را با شرايط اولية صفر نشان پ) ۱۱-۶(شكل 

 نيز كاملاً زير سطح پلينگ باقي مانده و نيروهاي كوm/s 2لكوموتيو به خوبي زير سطح مجاز 
ند چبا انجام . امّا نيروي رانش مورد نياز بيش از ميزان مجاز طراحي است. باشند ميمجاز 

زينة بهينة گتوان  مي، براحتي Rشتي بهرة فيدبك حالت با افزودن گمرحلي محاسبة باز
235با انتخاب . طراحي را كه كلية محدوديتها را ارضاء نمايد تعيين كرد /120R  خواهيم =

  :داشت
[ ]0.4559 0.3331 0.2170 0.1069 11.54 0.2622 0.3371 0.3865 0.4110 5.373k = − − − −  

  
پلينگ اي كونيروه. دهد اسخ سيستم حلقه بسته را با اين بهرة فيدبك نشان ميپ) ١٢-٦(شكل 

و نيروي رانش در اين حالت نسبت به حالت قبل كاهش يافته و كاملاً در محدودة مجاز قرار 
كاهش خطاي سرعت با .  شده استm/s 2اما خطاي سرعت لكوموتيو بيش از . دارند

ايستي به خطاي لذا يا ب. آيد ، به نظر ميسر نميپلينگمحدوديتهاي نيروي رانشي و نيروهاي كو
  :بيشتر رضايت داد و يا مسير آهسته تري را تعقيب تمود، به عنوان مثال

/( ) 25(1 );    40  sect
dv t e τ τ−= − >  
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و تعقيب ورودي مرجع متغير با زمان با در نظر  اسخ حلقه بستة سيستم قطارپ) ١١-٦(شكل

  )اولين بهرة فيدبك حالت(خور  يشپگرفتن 

  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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و تعقيب ورودي مرجع متغير با زمان با در نظر  سيستم قطاراسخ حلقه بستة پ) ١٢-٦(شكل

  )بهرة فيدبك حالت نهائي(خور  يشپگرفتن 
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  ل حالترافيدبک انتگ) ٧-٦

ترکيب خطي حالات در فيدبک از حالت به علت اينکه فيدبك همانگونه که قبلاً بيان نموديم 
ترم انتگرال گير است و لذا مقادير ماندگار خطا يا تاثير اغتشاش د قامولا فمع, کند ميستفاده ا

ر با توجه با ماهيت گاز طرف دي. تواند به سمت صفر ميل دهد برروي خطاي ماندگار را نمي
يش خور به سهولت پاغتشاش ورودي در سيستم، تخمين ميزان آن براي استفاده در روش 

با تغيير توان  مينيز مانند بخش قبل حالت ودن ترم انتگرال براي اضافه نم. يردگ انجام نمي
  که انتگرال خطاهاي مورد نظر را در،متغيرهاي حالت جديدي را تعريف کنيم, معادلات حالت

برگرفته و با اعمال کنترل فيدبک حالت به صورت اتوماتيک از خواص کنترل کننده انتگرال 
ت اينکه محاسبات عددي توسط کامپيوتر انجام خوشبختانه به عل. گير نيز استفاده نمود

مسئلة طراحي در روشهاي  زيادي را در حل تلاش, شود اين افزايش متغيرهاي حالت مي
  . كند  اضافه نميLQRجايابي قطب و يا 

  .معادله حالت اوليه سيستم را درنظر بگيريد
)٩٦-٦( x Ax Bu w= + + Γ� 

  .کنيم مي انتگرال گير نيز اضافه ،(m)تعداد مورد نياز به اين معادلات به 
)٩٧-٦( dz Cx y= −� 

  :لذا معادلات حالت تعميم يافته عبارتند از

)٩٨-٦( 
0 0
0 0 0 d

x A x B
u w y

z C z I
Γ           

= + + +           
           

�
�

 

  رال حالتگ فيدبك انت شرايط وجود جواب۷-۶قضية 
)فرض کنيد  , )A Bزوجدر اينصورت,  کنترل پذير باشد   

0
,

0 0
A B
C

    
    
    

  

)سيستم اصلي , اگر و تنها اگر, ماند ميکنترل پذير باقي  , , )A B C داراي صفر انتقال در 
0sمبداء    . نباشد=
  :اثبات

ة ماتريس آن ژ مثلثي است، لذا مقادير وي–لوكي ماتريس سيستم تعميم يافته در اين حالت ب
1 يا Aة ماتريس ژبرابر مقادير وي 2, , , ns s s…علاوة  به m 0 قطب درs با فرض .  است=

1اينكه بردارهاي  2, , ,T T T
nw w w…ماتريس چپة سمت ژردارهاي وي ب Aاهگ باشد، آن:  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)٩٩-٦( 
0

0 0 0
0

T T T
i i i i

A
w w A s w

C
      = =       

 

0Tكه 
iw  0ة ماتريس ژ بردار وي

0
A
C
 
 
 

  .باشد ميis متناظر با مود 

  :گيريم ميه بهره ژ اين مود از تست بردار ويودنذيربپبراي تحليل كنترل 

)١٠٠-٦( 0 0
0

T T
i i

B
w w B

   = ≠    
 

0sة مودهاي ژمقادير وي. ذير بودن سيستم اصلي غير صفر استپاين عبارت به علت كنترل  = 
  .كنند ميدر عبارت زير صدق 

)١٠١-٦( 1 2

0
0

0
T T
i i

A
w w

C
   =    

 

  يا 

)١٠٢-٦( 1 2 0T T
i i

A
w w

C
   =    

 

  :ه خواهيم داشتژفرض كنيد يكي از اين مودها كنترل ناپذير باشند، با توجه به تست بردار وي

)١٠٣-٦( 1 2 0
0

T T
i i

A B
w w

C
   =    

 

اين عبارت معادل اينست كه ماتريس 
0

A B
C
 
 
 

 نقص رتبه يافته كه با توجه به قضاياي فصل 

0s صفر انتقال بر روي مبدأ  م معادل داشتنسوّ  معادلة  رگ ا معكوس، به صورت .  است=
نيز صادق بوده و اين بدان معناست كه در ) ١٠١-٦(و ) ١٠٢-٦(صادق باشد معادلات ) ١٠٣-٦(

0sصورت وجود صفر انتقال بر روي مبدأ    .ذير وجود خواهد داشت مود كنترل ناپ=
■  

. توان بررسي نمود ميبا داشتن شرط کنترل پذيري امکان پايدار سازي کنترل فيدبک فوق را 
  با درنظر گرفتن 

 [ ]f x z

x
u u k k

z
 

= −  
 

 

,باشد که از ترکيب خطي  مي ترم پيش خور fuکه در آن  dyωبا فرض .  خواهد آمد بدست
yاينکه  zk k  پايدار باشد درحالت ماندگار خواهيم داشت :  
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)١٠٤-٦( [ ]
*

** *
*

0 0
0 0 0 0x z f d

A B Bx
k k u w y

C Iz
  Γ          

− = − − +           
           

 

چ مقدار هي ( لذا ناويژه خواهد بود،ماتريس سمت چپ داراي مقادير ويژه اکيداً منفي است
0sای در  ويژه *لذا جواب يکتائي براي . ) ندارد= *,x z آيد مي از اين معادله بدست .  

*ز طرف ديگر اين جواب در معادلة خروجي ا
dCx y=لذا .  بايستي صدق كند* *

dy y= . از
*توان گفت هر  مي ليملحاظ ع

fuكه يستم را به يک سطح ماندگاري خواهد رساند ثابتي س 
dyدر آن  y= . چراکه وجود ،باشد ميبدين ترتيب استفاده از ترم پيش خور انتخابي 

 fuاما با اعمال . ترمهاي انتگرال گير سبب خواهد شد حالت ماندگار به حالت دلخواه برسد
توسط ، fuعدم قطعيتي در محاسبة گونه در هر حال هر . يابد مي نتقال افزايشسرعت اين ا

 ١يكتعميم سيستمهاي نوع واقع در اين نوع فيدبك حالت . شود ميکنترل انتگرال گير جبران 
  .باشد مي MIMOيستمهاي راي سب

  

  :جمع بندي روش
dyخطاي از کنيم که  مياضافه  انتگرال گير در معادلات حالت mابتدا  y− يرندگفيدبك ب.  

 .کنيم مي کنترل کننده پايدار سازي براي سيستم جديد طراحي LQRتوسط روش جايابي يا 
اسخ پذاري شده و شرط وجود گرالها در شاخص عملكرد جايگدر اين طراحي خروجي كلية انت

/1نسبت به خروجي مجازي  zيرها گرال گ انتذير بودن كلية متغيرهاي حالتپرؤيت  2Q x 
 .است

  )اين حالت انتخابي است. (توان يک کنترل کننده پيش خور نيز اضافه نمائيم ميدرصورت نياز 
  

   :سيستم تعليق فعال اتومبيل )۱۴-٦(مثال 
فصل دوّم معرفي شده است را در ) ٣-٢(معادلات سيستم تعليق فعال اتومبيل را كه در مثال 

جاده اي با فرآيند وينر به شكل زير مدلسازي شوند  فرض كنيد نوسانات .يريدگنظر ب
( )Ry w t=�.  

  
  .يسي كنيدمعادلات حالت سيستم را به ازاي متغيرهاي حالت زير بازنو) الف

  1 1 2 2 1 1 2, , ,Rl x x l x y v v= − = −  

                                                 

1 Type one 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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ونه اي طراحي كنيد كه ضمن تضمين گ كنترل فيدبك حالتي براي اين سيستم به )ب
1 1dl l= 3 قطبهاي حلقه بستة سيستم را بر روي 3 , 25 25 ,5j j− ± −   . جايابي كند±

)سخ سيستم را از حالت تعادل به ورودي ضربة  پا)ج ) 0.1 ( )w t tδ= 1 و 0.1dl = 
  .سازي كنيد مشابه

  
  :پاسخ

  .آوريم ميير بدست گرال گمعادلات حالت سيستم را با اضافه نمودن يك انت

  

1 1 2

2 1

1 1 1 2

2 1 1 2 1 2

1 1

10 2( ) 0.00334
60 12( ) 660( ) 0.02

d

l v v

l v w
v l v v u
v l v v l l u
x l l

= −

= −
= − − − +
= + − − − + −
= −

�

�

�
�
�

  

  :رم ماتريسييا به ف

  

1 1

2 2

11 1

2 2

0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
10 0 2 2 0 0.00334 0 0

720 660 12 12 0 0.02 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1

d

l l
l l

d u w lv v
dt

v v
x x

−           
           −           
           = + + −− −
           − − −           
                      

  

 بهرة فيدبك حالت را براي سيستم به صورت زير Matlabافزار  نرم placeبا استفاده از دستور 
  :آوريم ميبدست 
  4 4 3 3 45.15 10 2.52 10 6.23 10 1.31 10 5.10 10Tk  = × − × × − × ×   

1توان براحتي نشان داد كه در حالت تعادل  مي 2 1dl l l= = ،1 2 0v v=  و نهايتاً =
13000 du l= در حالي كه متغير x لذا قانون كنترلي . تواند داشته باشد مي هر مقداري

  :عبارتست از
  1 1 2 2 3 1 4 1 5u k l k l k v k v k x= − − − − −  

  :در نقطة تعادل داريم

  
*

1 1 1 2 1 5
*

1

3000

0.574
d d d

d

l k l k l k x

x l

= − − − ⇒

= −
  

اسخ سيستم حلقه بسته را به شرايط اولية تعادل ورودي جادة ضربه پ) ١٣-٦(شكل 
( ) 0.1 ( )w t tδ= س از اعمال ورودي پبا توجه به وجود فيدبك انتگرال حالت، . دهد مي نشان

  .گردد ميار هر دو متغير نشان داده شده به حالت اولية خود باز گضربه حالت ماند
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رال گاسخ حلقه بستة سيستم تعليق فعال اتومبيل با استفاده از فيدبك انتپ) ١٣-٦(شكل

  حالت

  جمع بندي)٨-٦

ارائه  LQRصل اصول طراحي فيدبك حالت با دو روش جايابي قطب و كنترل بهينة در اين ف
طراحي كنترلر براي سيستمهاي صنعتي را بر شمرده، و  مي اهداف عموهمچنين. شده است

. ايداري سيستم به علاوه مسئله تنظيم و يا تعقيب، به صورت دقيق تعريف شده استپحفظ 
ه مسئلة تعقيب را با استفاده از تعميم روش تنظيم قابل نشان داده شده است ك علاوه بر آن

لذا در ادامه، حل مسئلة تنظيم توسط دو روش جايابي قطب و كنترلر بهينة . دستيابي است
LQRدر . وريتمهاي مختلف حل عددي اين مسائل نيز تشريح شده اندگ و آله استده شئ ارا

متغير در سيستمهاي كنترل به تعميم ايان به منظور بررسي روشهاي رفع اغتشاش ثابت و پ
رال حالت گنين فيدبك انتچيش خور رفع اغتشاش و همپروش فوق و اضافه نمودن ترم 

در كلية بخشها با ارائة مثالهاي صنعتي نحوه عملي تنظيم كنترل كنندة . رداخته شده استپ
 محقق شده يوتريپ با مشابه سازيهاي كام بررسي عملكرد سيستم حلقه بستهفيدبك حالت و

  .است

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  لئمسا

  .سيستم زير را درنظر بگيريد )۱- ۶

[ ]

0 1 0
1 1 1

1 1

x x u

y x

   
= +   − −   
=

�
  

y تابع تبديل )الف
u

  . را محاسبه کنيد

] با فرض )ب ]1 2 exu k k x u= −   . بازنويسي کنيدexu معادلات حالت را با ورودي +

تبديل  تابع )ج
ex

y
u

 را محاسبه نموده و نشان دهيد صفر اين تابع تبديل همانند صفر تابع 

yتبديل 
u

  . است

  
  . را براي سيستم زير تکرار کنيد۱-۶مسئله  )۲- ۶

[ ]

0 1 1
0 0 1

1 0

x x u

y x

   
= +   −   
=

�
  

  
 در  کنترلي تعريف شدهتلاشه و تحت  کنترل پذير بود۱-۶نشان دهيد سيستم مسئله  )۳- ۶

  .ماند مي، کنترل پذير باقي آن مسئله
  
  . مجددا حل کنيد۲-۶ را براي سيستم مسئله ۳-۶مسئله  )۴- ۶
  
  .سيستم زير را درنظر بگيريد )۵- ۶

[ ]1 2

0 1 1
0 1 1

x x u

y c c x

−   
= +   −   
=

�
  

  .کنيد نشان دهيد سيستم فوق کنترل ناپذير است و مود کنترل ناپذير آنرا تعيين )الف
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]با فرض فيدبک حالت ) ب ]1 2 exu k k x u= −  exu معادلات حالت را به ازاي ورودي+
  .بازنويسي کنيد

2به ازاي کليه مقادير ) نشان دهيد سيستم بدست آمده در بند ب) ج 1,k k کنترل ناپذير باقي 
  .مقايسه کنيد) همچنين مود کنترل ناپذير را بدست آورده و با قسمت الف .ماند مي

تابع تبديل ) د
ex

y
u

1 را بدست آوريد و نشان دهيد به ازاي کليه مقادير  2 2 1, , ,c c k k حذف 

  .شد خواهد ديدهصفر و قطب در اين تابع تبديل 
  
يد و بهره فيدبک حالت را به را درنظر بگير) ۱-۶(ئله سيستم معرفي شده در مس )۶- ۶

1,2اي تعيين کنيد که قطبهاي سيستم حلقه بسته در محل  گونه 1s = از .  قرار گيرد−
  .استفاده کنيدبه منظور تعيين بهرة فيدبك روشهاي زير 
   روش مستقيم)الف
   فرمول آکرمن)ب
  گيورا- روش بس)ج

  
  .مجددا حل نمائيد) ۲-۶(ل را براي سيستم معرفي شده در مسئله مسئله قب )۷- ۶
  
  .سيستم زير را درنظر بگيريد )۸- ۶

0 1 0 0
0 1 1 0
0 1 2 1

x x u
   
   = − +   
   −   

�  

  . کنترل پذيري سيستم را چک کنيد)الف
1  بهره فيدبک حالت لازم را براي جايابي قطبهاي حلقه بسته برروي)ب 2s =  و −

2,3 1s j= − ± 
  .بدست آوريد

  .کرمن محاسبه کنيدآ گيورا و فرمول - قسمت ب را با استفاده از روش بس)ج
  
   و هارمونيک درايوDC موتور )۹- ۶

  :دومفصل ) ٣-٢( و هارمونيک درايو معرفي شده در مسئله DCبراي سيستم موتور 
,5روي   بر را  فيدبک حالت لازم براي جايابي قطب سيستم حلقه بسته بهره)الف 4−  و −

150 150, 21.52j− ±   . تعيين کنيد−

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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شود،  ميرا براي قطبهاي حلقه بسته شامل  ميابي نسبي ک برخلاف حالت قبل که جابج)ب
,5 سته بررويبهره فيدبک حالت لازم براي جايابي قطب سيستم حلقه ب 2.47,0−   و−

150 150, 21.52j− ±   . را تعيين نموده و اين بهره فيدبک را با حالت قبل مقايسه کنيد−
قانون کنترلي لازم براي تنظيم خروجي سيستم )  با استفاده از بهره فيدبک حالت الف)ج

2 dθ θ=2ل  را بيابيد و تابع تبدي

d

θ
θ

  . را محاسبه کنيد

2 پاسخ پلة واحد تابع تبديل )د

d

θ
θ

  . را بيابيد و رسم کنيد

  ي مبدل حرارت)۱۰- ۶
. فصل دوم معرفي شده است را درنظر بگيريد) ٦-٢(سيستم مبدل حرارتي را که در مسئله 

  :اي سيستم عبارتند ازقطبه
0.9531 0.1278, 1.2875, 0.5252 0.1278, 0.1914j j− ± − − ± −  

 اما از سرعت لازم برخوردار باشند ميسيستم داراي نسبت استهلاک مناسبي قطبهاي 
تغييرات درجه حرارت سيال گرم نسبت  ∆HFورودي سيستم برابر اينكه با فرض . باشند مين

  :باشد به حالت ماندگار خود
  :بهره فيدبک حالت لازم براي جايابي قطبهاي حلقه بسته سيستم برروي )الف

0.9531 0.1278, 1.2872 0.5252 0.5252, 0.7j j− ± − − ± −  
 کنترلي لازم تلاش) فصل دوم) ۱۲-٢(مسئله ( با توجه به مدل خطي سازي شده سيستم ) ب

3cبراي رسيدن به حالت دلخواه  d∆Τ = ∆Τ را با استفاده از بهره فيدبک حالت فوق تعيين 
  .کنيد

3بديل تابع ت) ج

d

c∆Τ
∆Τ

  .يددست آوره واحد آنرا ب را تعيين نموده و پاسخ پلّ

  
  ي راکتور شيميائ)۱۱- ۶

 خطي سازي )١٣-٢( فصل دوم را که در مسئله )٧-٢(راکتور شيميائي معرفي شده در مسئله 
 فصل پنجم نشان داده شده است که معادلات )٤-٥(در مسئله . شده است را درنظر بگيريد

,ديفرانسيل مربوط به  c∆Τ ∆Τ تشکيل يک تحقق کاهش ناپذير را براي ورودي Q∆ و 
  .دهد مي Τ∆خروجي 

 کنترلي لازم براي تلاشو  کاهش ناپذير بهره فيدبک حالت با استفاده از اين تحقق) الف
0.5جايابي قطبها برروي برروي  0.5j− d∆Τ و تنظيم ± = ∆Τبدست آوريد .  
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 ورودي d∆Τدهد که در آن  ميسيستم حلقه بسته قبل تشکيل معادله حالت جديدي را ) ب
بدست آورده ) ١٣-٢(ار مسئله هبا استفاده از مدل درجه چ معادلات حالت اين سيستم را .است
  .دهاي کنترل ناپذير آنرا تعيين کنيدوو م
معرفي ) ۷-٢(اين کنترل خطي محاسبه شده را برروي مدل خطي سيستم که در مسئله ) ج

40ه با دامنه شده است اعمال کنيد و پاسخ سيستم را به پلّ , 20 ,10o o oK K K به d∆Τ 
  .پاسخ کنترل خطي اعمال شده به سيستم غيرخطي را تحليل کنيد. بدست آوريد

  
  ز بندبا)۱۲- ۶

خطي سازي ) ١٥-٢(فصل دوم معرفي شده است و در مسئله ) ١٠-٢(مدل بندباز که در مسئله 
  .شده است را درنظر بگيريد

 مدل خطي سازي شده سيستم بهره فيدبک لازم براي جايابي قطبهاي  با استفاده از اين)الف
0.5حلقه بسته سيستم برروي  0.5, 12, 11j− ± −   . را تعيين کنيد−

 اين کنترل خطي را برروي مدل غيرخطي سيستم اعمال نموده و پاسخ سيستم را به ازاي )ب
0شرايط اوليه  0(0) , 0.5,1,1.5 rad, (0) (0) (0) 0θ θ θ φ φ θ= = = = =�  مشابه سازي �

  .و برروي پاسخها بحث کنيدوده نم
  
  يل جرثق)۱۳- ۶

 خطي سازي )١٤-٢(فصل دوم معرفي شده و در مسئله ) ٩-٢(در مسئله سقفي مدل جرثقيل 
  .شده است

با استفاده از مدل خطي سازي شده سيستم بهره فيدبک حالت لازم براي جايابي سيستم ) الف
2برروي  2, 2, 1j− ± − dx کنترلي لازم براي تنظيم تلاشرا بدست آورده و − x= را تعيين 

  .پاسخ پله واحد را براي سيستم بدست آوريد .کنيد
8سرعت پاسخ سيستم را با جايابي قطب برروي ) ب 8, 8, 4j− ± −  افزايش دهيد و بهره −

  .فيدبک حالت را بدست آوريد
ه سيستم را به مدل غيرخطي سيستم را با اعمال فيدبک حالت فوق تعميم داده و پاسخ پلّ) ج
dx 10 برابر m,1 mمشابه سازي کنيد .  
مشابه سازي نموده و با حالت قبل ) ه سيستم را به ازاي بهره فيدبک حالت بند ب پاسخ پلّ)د

  . کنترلي را نيز در اين دو حالت تعيين نموده و مقايسه نمائيدتلاشد ميزان مقايسه نمائي
  
  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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۶ -۱۴( Maglev   
عليق مغناطيسي براساس وروديهاي جديدي ت مدل فضاي حالت سيستم )١٧-٢(در مسئله 

 ∆LCu توسط ∆zترل ارتفاع که کنكاملاً منطقي است از لحاظ فيزيکي . نويسي شده استباز
 صورت ∆GDu توسط ∆yکت عرضي  و کنترل حر∆LDu توسط ∆θکنترل چرخش رول 

  .گيرد
, سيستم خطي سازي شده را تعيين نموده و متناظر با  بردارهاي ويژه)الف ,z y θ∆ ∆ ∆ 

  .دسته بندي کنيد
x به ميزان ∆z براي جايابي قطب ∆LCu با استفاده از روش جايابي قطب از )ب jx−   و±

100,150, 20  rad secx   . استفاده نمائيد=
, بهθ)رول( براي جايابي قطب چرخش ∆LDuاز ) ج 1.5 1.5x x j x− ) بق بر بند با مط±

  .استفاده نمائيد
, به ∆y براي جايابي قطب حرکت عرضي GDuاز ) د 0.5 0.5x x j x− )  منطبق بر بند ب±

  .استفاده نمائيد
) پاسخ سيستم )ه , , )y zθ∆ ∆ 2 را به وروديهاي ∆ 1 2 1, , ,G G L Lu u u u∆ ∆ ∆  و شرايط ∆

(0)اوليه  1,  (0) 1,  (0) 1z yθ∆ = ∆ = ∆  و ساير متغيرهاي حالت برابر صفر در سه =
  .هاي مختلف بدست آورده و پاسخها را ترسيم نمائيدxاي مشابه سازي مستقل به از

  
۶ -۱۵(   

0uبا درنظر گرفتن . ر بگيريدظرا درن) ۱-۶(معرفي شده در مسئله سيستم  معادله  =
2ماتريسي لياپانوف متناظر با 

0
( )J y t dt

∞
= x(0)0 را به ازاي ∫ x= معين نموده و حل 

  .از پاسخ اين معادله پايداري سيستم را تحليل نمائيد. نمائيد
  
۶ -۱۶(   

uفيدبک خروجي  ky=   .بکار برده ايم) ۲-۶( را براي سيستم معرفي شده در مسئله −
  . معادلات حالت حلقه بسته را در اينحالت بنويسيد)الف

2ه ماتريسي لياپانوف متناظر با معادل) ب

0
( )J y t dt

∞
=   . معين کنيدk را به صورت تابعي از ∫
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)تابع ) ج )J k  را برحسبk 1رسم نموده و نقطه بهينه آنرا به ازاي
(0)

0
x

 
=  
 

 و 

0
(0)

1
x

 
=  
 

ة  بهينمقداربا استفاده از معادله ماتريسي لياپانوف نشان دهيد که . بدست آوريد 

kدر هر مورد منجر به پايدار سازي سيستم حلقه بسته خواهد شد .  
  
۶ -۱۷(   

Qمعادله ماتريسي لياپانوف براي سيستم زير به ازاي  I=ان دهيد اين  حل نموده و نش
  .سيستم ناپايدار است

0 1
1 2

A
 

=  − − 
  

۶ -۱۸(   
  .سيستم زير را درنظر بگيريد

[ ]

0 1 0
1 0 1

1 0

x x u

y x

   
= +   −   
=

�
  

  .به صورت تحليلي بهره فيدبک حالتي را بدست آوريد که شاخص عملکردي زير را بهينه سازد
2 2

0
( ) ( ) , 0y t u t dtρ ρ

∞
 + > ∫  

  
۶ -۱۹(   

  .ر بگيريدسيستم زير را درنظ

[ ]

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0

x x u

y x

   
   = +   
     

=

�
  

  . پذيري اين سيستم را بررسي نمائيدي آشکار پذيري و پايدار)الف
سازد تعيين  مي به صورت تحليلي بهره فيدبک حالتي را که شاخص عملکردي زير را بهينه )ب

  .نمايد
2 2

0
( ) ( ) , 0y t u t dtρ ρ

∞
 + > ∫  
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   و هارمونيک درايوDC موتور )۲۰- ۶
 و هارمونيک درايو طراحي کنيم که DCدرنظر است کنترل کننده بهينه اي براي سيستم موتور 

حداکثر سرعت پاسخ را با توجه به محدوديتهاي اشباع ولتاژ موتور و حداکثر نيروي پيچشي فنر 
rad1dθ واحد خواهيم به ازاي پاسخ پله ميبه صورت دقيق . ايجاد نمايد  دامنه ولتاژ ورودي =
radنرسيده و حداکثر  V 5سيستم به 

1 2 0.03θ θ− = ∆   . گردد>
2 مقدار حالت ماندگار متغيرهاي حالت را به ازاي )الف dθ θ= محاسبه نموده و معادلات 

x*رحسب متغيرهاي  را بافزايشيحالت  x x∆ =   . بازنويسي کنيد−

2 به ازاي شاخص عملکردي )ب 2 2
11 33 20

( )dJ Q Q Rv dtθ θ
∞
 = ∆ + − + ∫  و مقدار

33اوليه  112 2

1 1,  1,  
5 (0.03)

R Q Q= =   . بهره فيدبک حالت بهينه را تعيين کنيد=

1dθ  واحدلّة ازاي شرايط اوليه صفر و ورودي پ پاسخ سيستم حلقه بسته را به)ج  تعيين =
  .کنيد

Q, با انجام عمليات بازگشتي ضرايب )د R را به گونه اي تنظيم کنيد که محدوديتهاي 
  .طراحي را ارضاء نمايد

  
   کنترل سرعت غلطک)۲۱- ۶

اهيم طراحي کنيم که زاويه پيچش خو ميکنترل بهينه اي براي سيستمهاي سرعت غلطک 
 V ۱۸۰ تجاوز ننموده و حداکثر ولتاژ ورودي به موتورها به rad0.02محورهاي موتورها از 

0LTفرض کنيد گشتاور بار . محدود گردد  را 0ωکنترل بهينه بايستي سرعت پاسخ  . باشد=
2.0به ازاي  rad sdω شاخص .  حداکثر نموده درحاليکه محدوديتهاي فوق را ارضاء نمايد=

  .عملکردي زير را در بهينه سازي فوق استفاده نمائيد
2 2 2 2 2

33 0 44 1 55 2 11 1 22 20
Q w Q Q R u R u dt

∞
 ∆ + ∆ + ∆ + + ∫  

  .استفاده نمائيد ضرايب اوليه زير را در طراحي کنترل بهينه در مرحله اول )الف

33 44 55 11 222 2 * 2

1 1 1, ,
(2) (0.02) (180 )i

Q Q Q R R
u

= = = = =
−

  

  .و بهره فيدبک بهينه را تعيين نمائيد
* را به ازاي zsبدون شرايط اوليه  پاسخ )ب *

1 2 , 2.0 rad sdu u ω= ضرايب .  تعيين کنيد=
 شابه سازي شدهاسخهاي مپماتريسهاي وزني را آنقدر افزايش دهيد تا محدوديتهاي فوق در 

  .ند و بهره حالت را در اين حالت بدست آوريددارضاء گر



  فيدبک حالت: فصل ششم 
 

۲۴۷

توجه نمائيد که در اينحالت مدل را .  تکرار کنيد1uطراحي قبل را به ازاي تنها يک ورودي ) ج
 V ۳۶۰ را تا 1uبراي انجام مقايسه مناسب حد اشباع . بايستي محدود به يک ورودي سازيد

  .پاسخ سيستم را در اين دو حالت مقايسه نمائيد. درنظر بگيريد
  
   مخزنظتکنترل غل )۲۲- ۶

  .را درنظر بگيريددوّم فصل ) ١١-٢(مدل خطي سازي شده مخزن در مسئله 
  .محاسبه کنيد  مقادير زير حالت را به ازاي مقادير ماندگار متغيرهاي)الف

* ** 50.1,  0,  1 10A BC F −∆ = ∆ = ∆ = ×A  
به شرايط فوق تغيير حالت ) ۱۳-۲(خواهيم از حالت ماندگار معرفي شده در مسئله  مي )ب

4به شرطي که . دهيم
0 , 0.5 10 ,  ( ) 0.02AF F t−∆ ∆ < × ∆ ≤A شاخص عملکردي زير 

  .را درنظر بگيريد
2 2 2

11 11 22 00
[ ]AJ Q R F R F dt

∞
= ∆ + ∆ + ∆∫ A  

11 ا فرضب 22 114 2 2

1 1,  
(0.05 10 ) 0.02

R R Q−= = =
×

به عنوان انتخاب اول بهره فيدبک  

0 کنترلي را براي تلاشحالت بهينه را تعيين کنيد و معادله  , AF F∆ اين .  بدست آوريد∆
  . را نيز شامل شود∆BF کنترلي بايستي يک ترم پس خور تلاش

R,به سازي هاي لازم و تنظيم ضرايب ماتريسهاي وزني  با انجام مشا)ج Q کنترل کننده اي 
  .را تعيين کنيد که سرعت پاسخ را حداکثر نموده و محدوديتهاي فوق را ارضاء نمايد

  
   بندباز)۲۳- ۶

طراحي ) ۱۲-۶(بندباز در مسئله کنترل کننده اي براساس جايابي قطب براي مدل سيستم 
(0)کنترل کننده بهينه اي طراحي کنيد که با شرايط اوليه . شده است 0.5radθ = 

 :محدوديتهاي زير را ارضاء کند
( ) 0.5rad,  ( ) 0.5rad, ( ) 0.5rad/sec, ( ) 75t t t t Nmθ ϕ ϕ τ≤ ≤ ≤ ≤� 

هينه اي را طراحي کنيد که شاخص ب با استفاده از مدل خطي سازي شده سيستم کنترل )الف
  .رد زير را بهينه کندعملک

2 2 2 2
11 33 44 110

[ ]J Q Q Q R dtθ ϕ ψ τ
∞

= + + +∫ �  

11و به عنوان انتخاب اول مقادير  33 44 11 2

1 1,
0.25 75

Q Q Q R= = =  را انتخاب نموده و =

  .ماتريس بهره حالت را تعيين کنيد

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
 

۲۴۸

 با تنظيم ضرايب ماتريسهاي وزني، ماتريس بهره حالتي را تعيين کنيد که محدوديتهاي )ب
  .طراحي را ارضاء کند

برروي مدل غيرخطي سيستم ) ۱۲-۶( کنترل کننده نهائي را به ازاي شرايط اوليه مسئله )ج
  .پياده سازي نموده و نتايج را تحليل کنيد

  
   جرثقيل)۲۴- ۶

طراحي ) ۱۳-۶(کنترل کننده اي براساس روش جايابي قطب براي سيستم جرثقيل در مسئله 
 در مسير Fراحي براساس اين روش حداکثر اندازة ورودي کنترل چون در ط. شده است

خواهيم طراحي کنيم  ميشود، با استفاده از روش بهينه کنترل کننده اي را  ميطراحي وارد ن
,0.2radکه  1500NFθ ≤ ≤.  
 dx که سيستم را به يدستم کنترل کننده اي را طراحي کن با استفاده از مدل خطي سي)الف

  : زير را بهينه كندتنظيم کند و با اين کنترل کننده شاخص عملکردي
2 2 2

11 33 110
[ ( ) ]dtdJ Q x x Q R Fθ

∞
= − + +∫  

  .در اين بهينه سازي ضرايب انتخابي زير را درنظر بگيريد 

11 33 112 2 2

1 1 1, ,
10 0.2 1500

Q Q R= = =  

  .و بهره فيدبک حالت بهينه را تعيين کنيد
11 )ب 33,R Q (0) را به گونه اي تنظيم کنيد که براي 0, 10mdyθ =  ي و سرعتهاي خط=

حداکثر  xمحدوديتهاي فوق ارضاء شود و درعين حال سرعت پاسخ ، و زاويه اي برابر صفر
  .گردد
 سيستم را جرثقيل مشابه سازي نموده و پاسخ کنترل تعيين شده را برروي مدل غيرخطي )ج

  . تحليل نمائيد
  
  معکوس  پاندول دوتائي)۲۵- ۶

  .فصل دوم ارائه شده است) ١٦-٢(مدل خطي براي سيستم پاندول معکوس در مسئله 
 فيدبکي نياز داريم که ة به حداقل کنترل کنندبا توجه به ناپايدار بودن سيستم حتماً) الف

2با فرض  .سيستم را پايدار سازي نمايد 10.5m, 1m= =A A مسئله LQ با شاخص 
  .عملکردي زير را حل کنيد

2

0
J F dt

∞
= ∫  



  فيدبک حالت: فصل ششم 
 

۲۴۹

2 پاسخ حالتهاي )ب 1( ), ( )t tθ θ و ورودي ( )F t (0)1 را به ازاي شراي اوليه 1radθ = 
2 مقدار حداکثر نيروي کنترلي. بدست آوريد (0) 0.1radθ =   و ساير متغيرهاي حالت صفر−

1 2(0) (0) (0) (0) 0v x ω ω= = = که بايستي اعمال شود  و همچنين توان مورد نياز =
( ) ( )F t v t⋅در اينحالت بدست آوريد را .  

1 که اگر )١٣-٤مسئلة  (ارم نشان داده شده است در فصل چه)ج 2=A A باشد سيستم کنترل 
1لذا بايستي انتظار داشته باشيم که کنترل سيستم درحالتيکه . ناپذير است 2A � A باشد 
2را به ازاي ) و ب) قسمتهاي الف. مشکل گردد 10.9m, 1m= =A Aجددا حل کنيد م.  

محدود است و مناسب است به عنوان مثال آنرا در بازة  xرکتي بازة حاز لحاظ عملي ) د
4m±2با فرض .  محدود کنيم 10.9m, 1m= =A Aکنترل بهينه اي )  و شرايط اوليه بند ب

2طراحي کنيد که شاخص عملکري  2
110

J Q x F dt
∞
 = + ∫ را کمينه نموده و با تنظيم 

11Qدر اين حالت حداکثر توان مورد نياز چه ميزان است؟.  محدوديت فوق را ارضاء سازيد  
  
۶ -۲۶( Maglev   

. فصل دوم ارائه شده است) ۱۷-٢(سئله مدل خطي سازي شده سيستم تعليق مغناطيسي در م
خواهيم کنترل کننده بهينه اي طراحي کنيم که علاوه بر پايدار سازي سيستم  مي

تنها مجاز معمولا فاصله هوائي . محدوديتهاي فاصله هوائي مغناطيسها و ريل را ارضاء نمايد
وائي بين  بهينه اي طراحي کنيد که فاصله هاي هةکنترل کنند. باشد مي 14mmحدود 

mm6±ن  آ باقي مانده و علاوه بر  
1 2 1 2, 700, , 170L L G Gu u u u∆ ∆ ≤ ∆ ∆ ≤  

  با فرض شاخص عملکردي زير) الف
2 2 2 2 2 2 2 22

1 2 1 2 1 2 1 20
[ ( ) ( )]L L G G L L G GJ S S S S r u u u u dtα

∞
= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆∫

لت برحسب تابعي از فاصله ا محدوديتهاي واقع بر متغيرهاي حة را با محاسبQضرايب ماتريس 
 را مرتبا افزايش دهيد تا بهره حالت به اعداد مشخصي rمقادير . وائي ارائه شده تعيين نمائيده

  .همگرا شود
باشد مشابه سازي   که همگرائي فوق به شکل قابل قبولي درآمدهrبراي مقدار مناسبي از  )ب

  .را با اين کنترل کننده بهينه تکرار کنيد) ۱۴-۶(مسئله ) هاي بند ه
  
۶ -۲۷(   

  :م زير را درنظر بگيريدسيست

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
 

۲۵۰

1 1

1

x x u
y x

= +
=
�

  

*را به گونه اي بيابيد که در اثر آن خروجي ماندگار سيستم  u* ميزان ورودي ثابت )الف
dy 

  .گردد
* درصورتيکه )ب t

d dy y Ae−= ه با اين شرايط شاخص قانون کنترلي ک,  مدنظر باشد+
  .عملکرد زير را کمينه کند را پيدا کنيد

2 * 2

0
[( ) ( ) ]dJ y y u u dt

∞
= − + −∫ 

  
)* را به ازاي ۲۷-۶مسئله  )۲۸- ۶ ) sindy t B t=تکرار کنيد .  
  
   کنترل سرعت غلطک)۲۹- ۶

ستم غلطک طراحي شده است و پاسخ سيستم به کنترل بهينه اي براي سي) ۲۱-۶(در مسئله 
درصورتيکه بخواهيم دامنة سرعت بصورت .  امتحان شده است0ωه براي ازاي ورودي پلّ

به . د كه اين امر ميسر شود طراحي و تعميم بخشيونه اي گ، سيستم را به افزايش يابدتدريجي 
)/عبارت ديگر فرض کنيد  ) 25 25 t

d t e τω −= يري در قانون کنترلي ي در اينصورت چه تغ−
  . ثابت نيز بايستي به شرح زير تعيين شودτبايستي صورت پذيرد و ميزان 

  . بهره فيدبک حالت بهينه را براي شاخص عملکرد زير تعيين کنيد)الف

{ }2 2 2 2 2
33 0 44 1 55 2 11 1 22 20

[ [ ( ) ( )]J Q t z t Q Q R u R u dtω
∞

= ∆ − + ∆ + ∆ + +∫  
)/که در آن  ) 25 tz t e τ−= rad/s و متغيرهاي افزايشي برحسب مقدار ماندگار −

0 25ω = 
R,را براي ) ۲۱-۶(ضرايب متناظر با مسئله . تعريف شده اند Q  10درنظر گرفته و sτ = 

  .درنظر بگيريد
2 صفر تعيين کنيد و ميزان متغيرهاي  پاسخ سيستم را به ازاي شرايط اوليه)ب 1 2 1, , ,u u∆ ∆ 

 در τبا تغيير مقدار . مقايسه کنيد) ۲۱-۶(را نسبت به محدوده هاي تعيين شده در مسئله 
  .قسمت قبل عمليات طراحي را تکرار نمائيد تا محدوديتهاي طراحي ارضاء شوند

  
  غلطکسرعت   کنترل)۳۰- ۶

در اين مسئله طراحي کنترلر به انصمام پيش خور اغتشاش را براي سيستم کنترل سرعت 
  . کنيم ميغلطک بررسي 
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* مقدار ماندگار متغيرهاي حالت و ورودي را به ازاي )الف * *
1 2 0 0 0, , dT T ω ω∆ = ∆ = = 

*مقادير . محاسبه کنيد *
2 1,u uا به صورت تابعي از  ر*

0 , dT ωتعيين کنيد .  
rad/s مقادير ماندگار را به ازاي )ب

0 00, 25T ω= گشتاور ورودي .  بدست آوريد=
N.m

0 10T  را به سيستم اعمال کنيد و پاسخ سيستم را به کنترل بهينه طراحي شده در =
*در اين قسمت . ط فوق بدست آوريدبا شراي) ۲۱-۶(مسئله  *

2 1,u u را تغيير داده و پيش خور 
0مقادير حداکثر . اغتشاش را اعمال نکنيد 2 1( ), ,tω ∆   . را در اينحالت تعيين کنيد∆

تم ساش را نيز به سيش قسمت ب را تکرار کنيد با اين تفاوت که در اينحالت پيش خور اغت)ج
*ن ترتيب که تغييرات پله اي به يبد. ضافه کنيدا *

2 1,u uاعمال )  به فرم تعيين شده در بند الف
  . و پاسخ را با حالت بدون پيش خور اغتشاش مقايسه کنيدردهک
  
   مخزنظتغل  کنترل)۳۱- ۶

  .درنظر بگيريدرا ) ١١-٢مسئلة ( مخزن مدل خطي سازي شده غلظت
* با استفاده از اين مدل خطي مقادير ماندگار )الف *

0,AF F∆  را که براي حذف اغتشاش ∆
*

BF∆مورد نياز است را تعيين کنيد . * *
0,AF F∆ * را برحسب تابعي از∆

BF∆تعيين نموده و  
نشان دهيد که اعمال پيش خور اغتشاش به اين فرم نه تنها درحالت ماندگار بلکه درحالت گذرا 

  .کند مينيز اغتشاش را به کلي حذف 
* فرض کنيد )ب /500,  ( ) (1 )t

B Ad AdF C t C e−∆ = ∆ = ∆  کنترل بهينه را براي شاخص −
  عملکردي زير

2 22
00

[ ( ( ) ( )) ]A Ad AJ Q C t C t R F R F dt
∞

= ∆ −∆ + ∆ + ∆∫  

به ازاي 
4 2 2

1 1,
(10 ) 0.8

R Q−= را به  R. ترل را مشخص کنيد تعيين نموده و قانون کن=

*گونه اي تنظيم کنيد به گونه اي که به ازاي شرايط  0.1,  (0) (0) 0Ad AC V∆ = ∆ = ∆ =A 
)خطاي  )A AdC t C∆ − 0 کمينه گردد و ∆ ( ) , ( )AF t F t∆  کمتر از مقدار ∆

4 30.5 10  m / s−×باقي بماند .  
  
  حرارتي  مبدل)۳۲- ۶

يک کنترل کننده براساس روش جايابي قطب براي مدل خطي سازي شده ) ۱۰-۶(در مسئله 
 يا درجه حرارت ∆0CTو اغتشاش اصلي وارد بر سيستم  مبدل حرارتي طراحي شده است

  .سيال ورودي است

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
 

۲۵۲

 ةدارد و کنترل کنند خود قرار ميتم در ابتدا در حالت ماندگار ناسيس براي حالتي که )الف
 به اندازه 0CT را به ازاي تغيير پله اي ∆3CTطراحي شده برروي سيستم اعمال شده است، 

02 Cتعيين کنيد .  
ابتدا با استفاده از . ر را به صورت زير به سيستم اعمال کنيدپيش خوكنندة  حال کنترل )ب

* افزايشيمدل خطي سازي شده مقدار ماندگار و متغير 
HF∆ را همانند قبل به ازاي مقدار 

*ماندگار 
3 0CT∆ * محاسبه کنيد اما در اينحالت =

0 0CT∆ معادله خطي . ر بگيريد درنظ≠
*بدست آمده براي 

HF∆ را برحسب *
0CT∆ قانون کنترل اضافه نموده به  به عنوان پيش خور

  .و پاسخ سيستم را در اينحالت مجددا مشابه سازي نمائيد
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 حالتر گطراحي رؤيت: هفتمفصل 
 

  
  
  
  

  دمهمق) ١-٧

در کلية روشهاي طراحي کنترل کننده فيـدبک        ونه كه در فصل قبل به تفصيل بيان شد،          گهمان
درصورتي که در عمل    . باشند ميدسترس    که کليه متغيرهاي حالت در     استحالت فرض براين    

 هتعبيگيري   ازهاندسيستم  و  هر يک از متغيرهاي حالت لازمست يک سنسور         گيري   اندازهبراي  
  .نمود که مستلزم هزينه زيادي است

  :شود ميسيستم مشاهده همانگونه که در معادلات حالت 

)١-٧( 
x Ax Bu
y Cx

= +
=
�

 

 فـرم   شـوند و يـا در      مـي گيـري    انـدازه تنها برخي از متغيرهاي حالت و يا ترکيب خطـي آنهـا             
 درسـد کـه کـاربر      مـي يـب بـه نظـر       بدين ترت . استدسترس   کلاسيک تنها فيدبک خروجي در    

بسياري از مواقع قابـل حـل        اما اين مشکل در   . يردگ ميفيدبک حالت بشدت تحت الشعاع قرار       
صـورتي کـه    در  تخمين متغيرهاي حالت از روي خروجيها اسـت کـه           , راه حل منطقي آن   . است

 ي بنـام اين عمليات تخمين توسـط سيسـتم دينـاميک     .  امکانپذير است  ، پذير باشد  رؤيتسيستم  
 خروجـي سيسـتم     ،سيستم دينـاميکي جديـد    اين    ورودي  که ,پذيرد ميصورت  "  حالت رؤيتگر"

دراينصورت امکـان   . باشند مي متغيرهاي حالت تخمين زده شده       ،رؤيتگراصلي است و خروجي     
نشـود  گيـري    اندازهاز فيدبک حالت حتي در مواردي که کلية متغيرهاي حالت            مياستفادة عمو 

يزة اسـتفاده در فيـدبك حالـت        گ با اينكه تئوري تخمين متغيرهاي حالت با ان        .پذير است  امکان
بسط داده شده است، امّا استفاده از اين تئوري به اين كاربرد محدود نشده و امروزه در بسـياري              

رفتـه  گيش بيني وقوع خطا و جبرانسازي آن مورد اسـتفاده قـرار            پاز كاربردهاي مهندسي نظير     
  .است

   مقدماتيگررؤيتيک ) ۷-۲

  .کنيم ميبا سيستم خطي زير شروع 
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)٢-٧( x Ax Bu= +� 
توان تخميني   ميکنيم  مشابه سازي   اگر اين مدل را به صورت ديناميکي در کنار سيستم اصلي            

 نمايش دهيم ساده ترين معادلة تخمـين        x̂را با   تخمين حالت   ر  گا. از متغير حالت بدست آورد    
  :به صورت طبيعي برابر است با

)٣-٧( ˆ ˆx Ax Bu= +� 
 معرفـي  eخطاي تخمين را با .  بتواند متغير حالت را تعقيب کند    x̂که در آن فرض برآنست که       

  .کنيم مي
)٤-٧( ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t= − 

  .توان تعيين کرد ميديناميک خطا را با مشتق گيري از اين معادله 

)٥-٧( 

ˆ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆ( )

e t x t x t
Ax Bu Ax Bu
A x x
Ae

= −
= + − −
= −
=

�� �

 

  .رات زماني خطا به صورت زير استيدر اينصورت تغي
)٦-٧( ( ) (0)Ate t e e= ⋅ 

 متغيـر   x̂کند و لذا در حالت مجانبي        مياگر سيستم پايدار باشد اين خطا به سمت صفر ميل           
 شود ميخطا واگرا   در حالت كلّي    ناپايدار باشد    Aاما اگر سيستم    . کند ميرا تعقيب    xحالت  

x,ˆو يا درحالت خاصي که شرايط اوليه         x      پايدار تحريک نشوند  دهاي نا و به گونه اي باشد که م ,
  .شود ميخطا همگرا 

اما ايراد اصـلي    . باشد ميايدة اصلي رؤيتگر استفاده از ديناميک اصلي سيستم در تخمين حالت            
 Aنداشـته و درحالتيکـه سيسـتم         وجـود  ابر ديناميک خط  کنترلي    اعمال اين روش آنست که   

. به روند مطلوبي براي تخمين متغيرهاي حالت نخواهيم رسـيد         , سبي نداشته باشد  ديناميک منا 
اشکال ديگري که به اين روش وارد است نيـاز بـه اطـلاع دقيـق از ديناميـک اصـلي سيسـيتم                       

A, ماتريسهاي( B (تـوان ديناميـک     مـي هيچگاه در مدلسـازي بـه صـورت کامـل ن          . باشد مي
ثير أدر اين روش هرگونه خطاي مدلسازي دقيقاً در تخمين حالـت ت ـ           . لسازي نمود سيستم را مد  

راه حـل اصـلي حـل ايـن مـوارد           . کنـد  ميده و سيستم رؤيتگر را از حالت مطلوب جدا           بو گذار
  .استفاده از يک نوع فيدبک اطلاعات در سيستم رؤيتگر است

   کامل–رؤيتگر مرتبة) ٣-٧

  .ا معادله خروجي در نظر بگيريدبحال سيستم خطي کامل زير را 
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)٧-٧( 
x Ax Bu
y Cx

= +
 =

�
 

  .سازيم ميمعادله تخمين حالت را با فيدبکي از اطلاعات خروجي تکميل 
)٨-٧( ˆ ˆ ˆ( )x Ax Bu G y Cx= + + −� 

)  تعـداد خروجيهـا    mداد متغيرهـاي حالـت و        تع ـ m*n) nيک مـاتريس     Gکه در آن ماتريس     
در ايـن معادلـه يـک تـرم اصـلاحي           . دوش ميناميده  باشد و به عنوان ماتريس بهره رؤيتگر         مي
ˆ( )G y Cx− به رؤيتگر مقدماتي اضافه شده است در اينصورت اگر x̂ x=باشد :  

)٩-٧( ˆ 0y Cx y Cx− = − = 
Cxˆلذا ترم اصلاحي هيچ تاثيري نخواهد داشت از طرف ديگر درصورتي که              y≠ )   به هر علت 

ترم اصلاحي به صورت مثبـت بـه معادلـه          )  . . .دقيق نبودن تخمين و     , ودن مدل ب کامل ن  نظير
ت طـراح سـرعت     خواس ـديناميکي اضافه شده که در نتيجه ديناميک خطا را پايدارتر و مطـابق              

  .اين موضوع در قضية بعد اثبات شده است. کند مي به سمت صفر را تنظيم اهمگرائي خط

  : مرتبه کاملرؤيتگر) ۱-٧ (قضية
)فرض کنيد    , )A C گر رؤيتدراينصورت ماتريس بهره .  پذير باشد رؤيتG  تـوان يافـت    ميرا

)ˆکه  )x t به صورت جانبي به سمت ( )x t ميل کند.  
ˆ( ) ( )x t x t→  

  
eˆ به صورت ا با فرض تعريف خط:اثبات x x=   .کنيم مي ديناميک خطا را محاسبه −

)١٠-٧( 

ˆ
ˆ ˆ( )

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ( )( )

( )

e x x
Ax Bu Ax Bu G y Cx
A x x G Cx Cx
A GC x x
A GC e

= −
= + − − − −
= − − −
= − −
= −

�� �

 

 کـه در آن مسـئله دوگـان بـه صـورت            ،باشـد  مـي کنتـرل کننـده     اين مسئله دوگـان طراحـي       
T Tx A x C u= جايـابي  ( لذا مطابق با قضـاياي طراحـي کنتـرل کننـده             .تنظيم شده است   �+

يا به صـورت يکتـا بـراي اينکـه          ضاق را با شرايط فوق الذکر در آن         TGتوان   مي) LQRقطب و   
Aويژه ماتريس کلية مقادير  GC−بدست آورد، در نيم صفحة سمت چپ قرار گيرد .  

■ 
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 .کند ميآنرا نيز معرفي  ميروش محاسبه عمو Gيد وجود يکتائي جواب أياين اثبات علاوه بر ت 
ليـة روشـهاي محاسـبة     و کنترل کننده ک رؤيتگربدين ترتيب که با توجه به دوگاني مسئله حل          

k را به صورت دوگان به حلTG توان تعميم داد مي.  
  

  :خلاصه روش
Tمسئله جايابي قطب را براي سيسـتم دوگـان            Tx A x C u= ل  بـه گونـه اي ح ـ      �+

)ه خطا از     ب  مربوط ةصکنيد که معادله مشخ    )dp s         تبعيت نموده و يا قطبهـاي ايـن 
  .دهدسيستم در محلهاي از پيش تعيين شده قرار 

سيسـتم دينـاميکي    , به صورت موازي با سيستم اصلي     , براي تخمين متغيرهاي حالت    
 .زير را اجرا کنيد

ˆ ˆ ˆ( )x Ax Bu G y Cx= + + −� 
  

  : ضد هوائي وDC موتور )۱-٧(مثال 
. قـرار گيـرد  گيـري   انـدازه  مـورد  θفصـل دوّم، فرض کنيد در سيستم ضدهوائي ارائه شـده در         

i,خواهيم مقادير    مي ω    ثابت   درحالتيکه که اغتشاش     زده، را تخمينLT       بـه سيسـتم اعمـال 
  :سريعتر اصلي سيستم درنظر بگيريد مي را کي تخمينديناميک خطا. شود

( ) ( 5 5)( 7 7)dp s s j s j= + ± + ±.  
  . را به صورت عددي براي شرايط زير حل نمائيدرؤيتگرمعادله 

ˆ( ) sin( ),   1 ,   (0) 1 ,   (0) 1 / ,   (0) 0,   (0) 0Lv t t T N rad rad s i xθ ω= = = = = =  
  

  :پاسخ
  .دهيم ميم زير تغيير  فرسيستم را براي اغتشاش ثابت بهابتدا معادلة حالت ) الف

[ ]

0 1 0 0 0
0 0 4.438 7.396 0
0 12 24 0 20
0 0 0 0 0

1 0 0 0

d v
i idt
z z

y
i
z

θ θ
ω ω

θ
ω

       
       −       = +
       − −
       
       

 
 
 =
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  .کنيم مي آنرا تعيين رتبة پذيري را تشکيل داده و رؤيتماتريس ) ب

2

3

( ) 4

C
CA

rank rank
CA
CA

 
 
 = =
 
 
 

O  

  . پذير استرؤيتلذا سيستم 
T,وگان را با دسيستم ) ج TC A دهيم مي تشکيل داده و جايابي قطب را انجام.  

0 0 0 0 1
1 0 12 0 0
0 4.439 24 0 0
0 7.396 0 0 0

x x u

   
   −   = +
   −
   −   

  سيستم دوگان : �

  :توان حل نمود مياين مسئله را به صورت دستي نيز 
0 0 0

1 12 0
( )

0 4.438 24 0
0 7.396 0

T

s
s

sI A
s

s

 
 − − =
 − +
 
 

  

2 2det( ) ( 24 53.256)TsI A s s s− = + +  
  .سه سطر اول مقدار دارد تنها ستون اول را محاسبه کينمدر  که تنها TCشكل با توجه به 

2( 24 53.256)
( 24)

( )
4.438

7.396( 24)

T

s s s
s s

Adj sI A
s

s

 + + × × ×
 + × × × − =
 × × ×
 

− + × × ×  

  

  
4 3 2

3 2 2
1 2 3 4

det( ) ( ) 24 53.256
( 24 53.256 ) ( 24 ) (4.438 ) ( 7.396 177.5)

T T TsI A G Adj sI A C s s s
g s s s g s s g s g s

− + − = + +
+ + + + + + + − −

  
  و

4 3 2

( ) ( 5 5)( 7 7)

24 288 1680 4900
dp s s j s j

s s s s

= + ± + ±

= + + + +
  

  :با هم ارز قراردادن معادلات خواهيم داشت
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[ ]

1

1 2

1 2 3 41

4

24 24
53.256 24 288
53.256 24 4.438 7.396 1680

177.5 4900

0 234.7 937.6 27.60T

g
g g

g g g g
g

G

+ =
 + + =
 + + − =
− =
⇒ = − −

  

  .شود مي زير خلاصه ت به صوررؤيتگرمعادله 
ˆ ˆ0 1 0 0 0 0

0 0 4.438 7.396 0 234.7ˆ ˆ ˆ( )
ˆ ˆ0 12 24 0 20 937.6

0 0 0 0 0 27.6ˆ ˆ

d N
dt i i

z z

θ θ
ω ω θ θ

        
        −        = + + −        − − −
        −           

  

 ثانيه حل کـرده کـه   دوه در مسئله به صورت عددي براي       معادله فوق را با شرايط اوليه ذکر شد       
  :پاسخ به صورت زير است

0 0.5 1 1.5 2
-3

-2

-1

0

1

2

0 0.5 1 1.5 2
-5

0

5

10
real state     
estimated state

0 0.5 1 1.5 2
-30

-20

-10

0

10

20

30

0 0.5 1 1.5 2
-3

-2

-1

0

1

2

theta omega 

i TL 

time(sec) time(sec) 

time(sec) time(sec) 

 

  
  مقايسة منغير هاي حالت واقعي و تخمين زده شده توسط رؤيتگر حالت) ۱-۷(شكل 

  .شوند ميپاسخها همگي با سرعت خوبي به متغيرهاي حالت همگرا 
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  )فيلتر کالمن( رؤيتگر بهينه )٤-٧

  نهرؤيتگر بهي طراحي )١-٤-٧

ب سرعت همگرا شـدن خطـا بـه سـمت صـفر را بـا تنظـيم                  طق براساس جايابي    رؤيتگرطراحي  
)قطبهاي   )A GC−   سيسـتم   اين درحالتي اسـت کـه خطـائي در مدلسـازي          . کند مي تعيين 

  :داراي خطا باشد، آنگاهر مدلسازي گا. وجود نداشته باشد

)١١-٧( 
x Ax Bu w
y Cx v

= + +
 = +

�
 

 با معادله مستقيم که به صورت ،ض نمودلسازي سيستم فر مدتوان خطاي ميرا  wاز يک نظر 
 vگيـري    انـدازه خروجيهـا نيـز داراي نـويز        گيـري    انـدازه از طرفـي    . سيستم جمع شده است   

معادله . توان درنظر گرفت   ميگيري   اندازه را نويز    vيند و   آرا نويز فر  wبدين ترتيب   . باشد مي
  . همانند قبل استرؤيتگر

)١٢-٧( ˆ ˆ ˆ( )x Ax Bu G y Cx= + + −� 
  :لذا معادله خطا عبارتست از

)١٣-٧( ( )e A GC e w Gv= − + −� 
با ) ديدگاه کالمن (توان تعبير نمود که در يک ديدگاه         ميبه دو صورت     نه را  بهي رؤيتگرطراحي  

w,توجه به وجود منابع اتفاقي      v   بـا  تعبيـر نمـوده و   فرآيندهاي سيستم را به صورت تصـادفي
w,اعمال شرايط آماري براي      v      در . خمين را کمينه کنيم    سعي خواهيم نمود واريانس خطاي ت

)شود   مياين ديدگاه فرض     ), ( )w t v t به صورت نويز سفيد باشند     وسيگيندهاي تصادفي   آ فر ، 
W,که کواريانس آنها به ترتيب       V اه واريانس خطا را کـه       بهينه در اين ديدگ    رؤيتگر. باشد مي

اميد رياضي نـرم دو خطـاي        با شاخص کمينه سازي      ،باشد مي وسيگند تصادفي   آيخود يک فر  
   .سازد مي بهينه تخمين

)١٤-٧( { }0
( ) ( )TJ E e t e t dt

∞
= ⋅∫ 

 W نويز فرآينـد      يا لذا اين خطا که خود تابع شناخت مشخصات آماري عدم دقت در مدلسازي            
در اين حالت کمينه شده و مصالحه اي بـين سـرعت پاسـخ و    , باشد مي Vگيري   اندازهو نويز   

   .کند ميميزان استفاده از اطلاعات اوليه برقرار 
تفصيل بيشتر اين ديدگاه نياز به مقدمات فرآيندهاي تصادفي دارد که در جاي ديگري بايسـتي                

بـدون كاسـتن از     تـوان    مـي امـا خوشـبختانه     . و از حوصله اين کتاب خارج اسـت       گردد  تشريح  
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تصـادفي نيـز    از اين ديدگاه دوري گزيد و مسئله را به صورت کاملاً معين و غير             عموميت مسئله   
  . بررسي نمود

نترل هدف از   فراموش نکنيم که در سيستمهاي ک     . يريدگدر نظر ب  را  ) ١٣-٧(خطا  معادلة  مجدداً  
 لـذا بـا فـرض طراحـي         .باشد ميتخمين متغيرهاي حالت استفاده از آن در حلقه فيدبک حالت           

در اينحالت . يريدگ در نظر ب،كرده ايم معرفي Tkبا  كه  بهرة کنترل را    بردار   حالت   ةکنترل کنند 
)فرض کنيد فرآيند تصـادفي       )w t 0ا بـا يـک تـابع ضـربه بـا دامنـة               رw       مـدل سـازي کنـيم 

0( ) ( )w t w tδ=      0گيري   اندازه و همچنين براي نويز( ) ( )v t v tδ=.         دقـت کنيـد کـه نـويز 
)سفيد و    )tδ      و بـدين ترتيـب      اشـند ب مـي يكسان  حتواي فرکانسي   م در حوزة فرکانسي داراي 

0در هر دو صورت     . باشد ميزين مناسبي براي نويز سفيد      گع ضربه جاي  تواب 0,v w   واريـانس  ك با
( ), ( )v t w tبا رابطة زير ارتباط دارد .  

)١٥-٧( 
2
0

2
0

Cov( ( ))

Cov( ( ))

V v t v

W w t w

= =

= =
 

)انسي اين دو تعبيـر از       در اينصورت از لحاظ انرژي سيگنال و محتواي فرک         ), ( )v t w t   يکسـان 
رفتن توابع ضـربه معـادلات   گبا اين تفاوت كه با در نظر       . بوده و به يک موضوع منتج خواهد شد       

ثير هـر   أحال اگـر ت ـ   . حالت سيستم كاملاً معين بوده و نيازي به تحليل آماري نتايج وجود ندارد            
 بـه صـورت غيرتصـادفي ارائـه         δگيري را که با توابـع        ز اندازه يک از ترمهاي نويز فرآيند و نوي      

 ظـاهر   ز فرآيند به صـورت ورودي در معادلـه        نوي, اند را برروي خطاي تخمين بررسي کنيم       شده
 e اوليـة  شود و اثر آن را در شـرايط  گيري در خروجي ظاهر مي  صورتي که نويز اندازه    شده در 

  :توان نوشت  لذا با قدري ساده سازي رياضي مي.توان اعمال نمود مي
):باشد مي zsاسخ به صورت پبر  wتأثير  ) ( )zs we t e t=  
) :  باشد مي ziاسخ به صورت پبر vتأثير  ) ( )zi ve t e t=  

  .زير قابل نمايش است ميلذا براساس اصل رويهم گذاري معادلة خطا به صورت عمو
)١٦-٧( ( ) ( ) ( )w ve t e t e t= + 

توان آنرا در شاخص عملکرد بهينـه سـازي بـه            مياگر بخواهيم خطاي تخمين را مينيمم کنيم        
  .صورت زير کمينه کرد

)١٧-٧( 0

0

( )

( )

T T
w w v v

T

J e e e e dt

J e e dt

∞

∞

= +

=

∫

∫
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باشد که   مي ساريانو يا   رياضيعدم وجود نماد آماري اميد       با ديدگاه قبل تنها در       که تفاوت آن  
.  خطا به صورت کامل درج شده استمقدار نرم دو فرآيند،بودن  در اينحالت به علت غيرتصادفي

اين شاخص عملکرد در واقع سرعت پاسخ خطا و همچنين پاسخ خطا به مقادير اولية زياد را بـه       
  .سازد ميمينه صورت مصالحه ک

  
 مشهور است   LQG2 يا   ١LQE نامهاي      بوده و به   LQRخوشبختانه اين مسئله نيز دوگان مسئله       

  .آيد مي بدست LQRو پاسخ آن نيز با حل يک معادلة ريکاتي دوگان حل 

  : فيلتر کالمن، بهينهرؤيتگر)۲-٧(قضية 
)نيد  فرض ک  , )A C  0د و همچنين     آشکارپذير باش( , )A w  دراينصـورت بـراي    ,  پايدارپذير باشد

0 0  ( 0)v V>  بهينه که شاخص عملکرد واريانس خطا را مينيمم کند          رؤيتگر ماتريس بهرة    ≠
  :آيد مياز معادلة زير بدست 

)١٨-٧( 1TG PC V −= 
  . ماتريسي زير است- حل مثبت معين معادله ريکاتي جبريPکه در آن 

)١٩-٧( 1 0T TAP PA PC V CP W−+ − + = 
2که در آن

0V v= ) يا( ( ))V Cov v t= ( 2و
0W w= )يا( ( ))W Cov w t=( باشد مي .  

  

  در کاربردهاي مختلفموفق تئوري :  فيلتر کالمن)٢-٤-٧

در ايـن  را بحـث مبسـوطي   . باشد مييکي از موفق ترين روشهاي تخمين       در عمل   فيلتر کالمن   
نـه  هاي متغير با زمـان و بهي رؤيتگرکه توان يافت  ميکنترل ديجيتال كتب مربوط به    زمينه در   

 به عنوان موفق ترين يـا کارآمـدترين         ۱۹۹۴فيلتر کالمن در سال     . دهد ميرا مورد بررسي قرار     
 ايـن تئـوري کـه       . برگزيده شد  IEEE  انجمن علمي    تئوري در ميان تئوريهاي متنوع کنترل در      

ار بـراي چـاپ     کتري پذيرفته شد و چند ب      د  به سختي به عنوان تز     ۱۹۶۰در سال   توسط کالمن   
بکـارگيري موفـق در     س از   پ ـو   سـال    ۳۵پـس از    , داوري مردود شـناخته شـد     رد  ومدر مجلات   

پردازش تصـوير و پـيش      ،  سيگنالردازش  پ, ناوبري و هدايت  , کاربردهاي مختلف تئوري تخمين   

                                                 

1 Linear Quadratic Estimator 
2 Linear Quadraic Gaussian 
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 اصل اين تئوري  اما دلايل اين موفقيت در دو       . گرديدنائل   به اين درجه اعتبار      ١بيني و رفع خطا   
   .دازيمپر مينهفته است که به آن 

  

  عدم نياز به مدل دقيق و مقاوم بودن) ١
W,با توجه به وجود      ،در فرمول بندي مسئله دقت کنيم     ر  گا V     نويز فرآيند يـا    رفتن  گو در نظر

 با توجـه بـه ايـن عـدم قطعيتهـا طراحـي              ر بهينه اي  گرؤيتگيري   اندازه نويز   وعدم قطعيت آن    
 V را بزرگتـر از  Wدرصـورتي کـه     حـال   . شود كه واريانس خطاي تخمين را كمينـه كنـد          مي

اين بدان معناست که اطلاعات ما از مدل کم بوده ولي فيـدبک اطلاعـاتي کـه از      , درنظر بگيريم 
درجة اعتبار بيشـتر  اعمال بدين ترتيب با عدم تکيه به مدل و با       . استدقيق  ريم  گي ميخروجي  

از طـرف ديگـر اگـر       . به خـوبي عمـل خواهـد نمـود        ر بهينه    تخمينگ ،به اطلاعات ورودي  نسبت  
تي کـه   درصـور ،ة اعتبار زيادي برخوردار نباشند بوده و يا از درج    همراه  ي   بسيار ويزبا ن خروجيها  

ي حالت سيستم و يا     باز هم به تخمين متغيرها    ،  ند استخراج نمود  آيراي فر بتوان مدل مناسبي ب   
  .ائل خواهيم شدن فيلتر كردن بهينة خروجيها

  

  عدم محدوديت در اجرا) ٢
اما از لحاظ پياده سـازي بـا        .  دوگان کنترل بهينه است    ،همانگونه که بيان شد حل رؤيتگر بهينه      

 kبهره فيدبك حالـت   در کنترل کننده بهينه محصول محاسبات       . ر اختلاف اساسي دارند   يکديگ
uبه صورت   باشد كه    مي kx= ر گاز طرف دي. ياده سازي شودپبايستي  برروي سيستم واقعي     −

بهـرة  تـوان    د و لـذا نمـي     نش ـبا  مـي   عملکـرد   داراي محدوديت دامنه و فرکانس     عملگرها عموماً 
توان به شکل     را به اندازه دلخواه بزرگ نمود و بدين ترتيب سرعت عملکرد پاسخ را نمي              فيديك

عمليات کلية , پياده سازي فيلتر کالمندر درصورتي که   . تنظيم نمود مطلوب و بدون محدوديت     
لـذا هـيچ گونـه    و  يـرد   گيوتر صـورت مي   پروسسـور يـا كـام     پميكروبرروي  لازم براي تحقق فيلتر     

ائي خطاي تخمين وجـود     رسرعت همگ تنظيم   و   Gر  گ رؤيت  در افزايش بهره    فيزيكي محدوديت
v,تنها مصالحه بين    لذا در اين طراحي     . ردندا we e   يـت در    عدم قطع  ماهيتاز  که  رفته  گ صورت

تنظـيم معمـولا طراحـي فيلتـر کـالمن بـه        ذا با کمي ل،بدست آمده مدل و يا اطلاعات خروجي      
 . باشد صورت بهينه پاسخگوي کاربردهاي متعددي مي

  

                                                 

1 Fault detection and diagnosis 
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  :قطار )۲-٧(مثال 
خـواهيم بررسـي کنـيم کـه         مـي  .ريـد يعرفـي شـده در فصـل دوم را درنظـر بگ           سيستم قطار م  

تنهـا دو   فرض كنيـد    . روجيها تخمين بزنيم  از خ  مي ک متغيرهاي حالت سيستم را با تعداد نسبتاً      
کنـيم   مـي گيـري    انـدازه  لوکوموتيو ثانويـه را      الوکوموتيو اول و فاصله نسبي آن ب      متغير سرعت   

1 2,v x∆       25 مي متغيرهاي حالت را براي شرايط سرعت ناm/s          در مسـير همـوار افقـي بررسـي 
  کنيم  مي
  .آوريم ميبدست رفتن ماتريس خروجي زير گدر نظر با  پذيري را رؤيت ماتريس )الف

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0

C
 

=  
 

  

) rank                       .  پذير استرؤيتسيستم  ) 9 n= =O  
  
1سـرعت بـا دقـت       گيـري    انـدازه   فرض كنيد  )ب /m s±      0.02 و فاصـله نسـبي بـا دقـتm± 

  .توان به صورت زير انتخاب کرد مي را V لذا، شود ميگيري  اندازه
2

2

(0.02) 0
0 1

V
 

=  
 

  

جانبي و   و د با از طرفي نامعيني موجود در مدل و اغتشاشات وارد بر سيستم به صورت نيروهاي             
دهـد بـا    ميرا تحت تاثير قرار الت ح که اين تنها معادله پنجم ،شوند مي در معادلات وارد   غيره

  .را به صورت زير درنظر گرفت Wتوان  مي kN 3فرض حداکثر اغتشاشات 
[ ]0 0 0 0 9 0 0 0 0W diag=  

 2*9 رؤيتگـر مـاتريس بهـره     : کنيم مي محاسبه   Matlab در   "lqe"حال فيلتر کالمن را با دستور       
  . اهد بودخو

21.00 41.138 0.4889 0.0587 352.3 107.88 12.15 5.6 7.96
0.1409 0.0086 0.0031 0.0014 4.703 0.9010 0.258 0.204 0.203

TG
− − 

=  − − 
  

)سيستم در حالتيكه   برايرؤيتگر مشابه سازي وضعيت )ج ) 10 ,   0i iF t KN x v= ∆ = ∆ = 
بـر آن   براي مدت چهار ثانيه به صورت اغتشـاش  KN ۲نيروي علاوه بر آن     ثانيه و    ۱۰در مدت   

حل نموده و پاسخ زير بدست       را براي سيستم     رؤيتگرمعادله  . كنيم مي را شبيه سازي     دووارد ش 
شوند  ميحال اگر پارامترهاي مدل را نيز به صورت نامعيني وارد سازيم پاسخها همگرا               .آيد مي

   .در اين پاسخهاي كمتر از دقت بدست آمده با دقتولي 
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  فيلتر كالمنغير هاي حالت واقعي و تخمين زده شده توسط تمقايسة م) ۲-٧(شكل 

 
فيلتر كالمن بدون ير هاي حالت واقعي و تخمين زده شده توسط غتمقايسة م) ۳-٧(شكل 

  ريك مدلپارامت و با نامعيني KN 2داشتن اطلاع از ورودي اغتشاش
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  رنبرگئ لورؤيتگر )٥-٧

بـا فـرض    . شـوند  ميگيري   اندازهدر برخي از موارد يک يا چند متغير حالت به صورت مستقيم             
ديگـر نيـازي بـه      , شـده گيـري    انـدازه و با اعتبار بودن اطلاعات      گيري   اندازهکوچک بودن نويز    

کـالمن  فيلتـر   اما عملاً با توجه به عملکـرد فـوق العـادة            . باشد ميتخمين مجدد اين متغير ها ن     
حتــي متغيرهــاي , داشــته باشــدتــوان لازم را و درصــورتي کــه پروسســور محاســباتي قــدرت 

به هـر حـال   . در آنها حذف شود  گيري   اندازهويز  شوند تا ن   ميشده نيز تخمين زده     گيري   ندازها
 ررؤيتگر لـوئنبرگ  از نوع   , درصورتي که نياز نداشته باشيم کلية متغيرهاي حالت را تخمين بزنيم          

الت کـه بـه صـورت زيـر          متغير ح  mفرض کنيد تعداد     .کنيم ميکاهش مرتبه يافته استفاده     يا  
   .ندشو ميمستقيم نگيري  اندازه آنها n-m  وشدهگيري  اندازه ،مرتب شده اند

 
 m

u

x m
x x n m

→ 
=  → − 

 

  . نمودتفكيك, توان سيستم اصلي را مطابق با اين دسته بندي ميدر اينحالت 

)٢٠-٧( 

[ ]0

m mm mu m m

u um uu u u

m

u

x A A x B
x ux A A x B

x
y I x

       
= = +       
       

 
=  

 

�
� �

#

 

 به فرم فـوق نباشـد بـا يـک تبـديل             Cعموميت مسئله درصورتي که     كاهش  دقت کنيد بدون    
. uxˆ: را تخمـين بـزنيم     uxحال کافي است تنهـا قسـمت        . توان به فرم فوق رسيد     ميهمانندي  

,نيم  كفرض   , ,m mmx u A شناخته شـده و     uxفوق به جز    ارامترهاي مدل سيستم    پ کلية    و …
  : توان نوشت مي در اين صورت .دنباشدر دسترس 

)٢١-٧( u uu u um m ux A x A x B= + +� 
  . را به صورت زير تعريف کردzتوان  مياز طرفي 

)٢٢-٧( mu u m mm m mA x x A x B u z= − − =� 
mx,باشد و    مي ux متغير   حالت  معادلة  به عنوان   ) ٢١-٧(ه  معادل u    ورودي به عنـوان       در آن

از ) ٢٢-٧( بـدون نيـاز بـه سـمت چـپ معادلـه              zهمچنـين متغيـر     . باشند ميشناخته شده   و  
,روي ,m mx u xبريم مي بهره  اين طراحي نيز دررؤيتگرايده اصلي  لذا از .  قابل محاسبه است�.  

)٢٣-٧( ˆ ˆ ˆ( )uu u um m u mu ux A x A x B u G z A x= + + + −� 
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) در اين معادله     Gدقت کنيد ابعاد     )n m m− nاز   خواهد بود که     × m×    کـوچکتر بـوده و ايـن 
حـال ايـن معادلـه را بسـط       .  تـر اسـت    معادله از لحاظ پياده سازي در کامپيوتر به مراتب سـاده          

  :دهيم مي
)٢٤-٧( ˆ ˆ ˆ( )uu u um m u m mm m m mu ux A x A x B u G x A x B u A x= + + + − − −� � 

 بـه صـورت مسـتقيم قابـل         �mx اما به علـت وجـود         معلوم است،  اين معادله کاملاً  کلية ترمهاي   
  :کنيم که در آن مي استفاده ψد از متغير جدي .کنيم مي را جايگزين �mxمحاسبه نيست لذا

)٢٥-٧( ˆ ˆu m u mx Gx x Gxψ ψ= − → = + 
  حال

)٢٦-٧( 
G xψ +� � m uu u m u m uu mA A Gx A x B G xψ= + + + + � m

mm m m mu mu mGA x GB u GA GA Gxψ− − − −
 

  و با دسته بندي معادلات

)٢٧-٧( 
( )

( ) ( )
u muu

uu um mm mu m u m

A GA
A G A GA GA G x B GB u

ψ ψ= − +
+ − − + −

�
 

  .کنيم ميساب ح را از معادله زير uxˆس پو سه  را تخمين زدψلذا از اين معادله ابتدا 
)٢٨-٧( ˆu mx Gxψ= + 

  :اندول معكوسپ )۳-٧(مثال 
ه اي پانـدول     سـرعت زاوي ـ   ωتنهـا   مدل پاندول معکوس فصل دوم را درنظر بگيريد که در آن            

  . آنرا تخمين بزنيدروئنبرگل رؤيتگربا يک . شود مينگيري  اندازه
 :پاسخ

  :كنيم ميابتدا مدل سيستم را تفكيك 
  

0 1 0 0 0
0 0 9.8 0 1
0 0 0 1 0
0 0 19.6 0 1

x x
v vd u

dt θ θ
ω ω

       
       −       = +       
       −              

  

  در اينحالت
0
1
0

mB
 
 =  
  

  
0
0
1

muA
 
 =  
  

  
0 1 0
0 0 9.8
0 0 0

mmA
 
 = − 
  

 

[ ]1uB = −  [ ]0uuA =  [ ]0 0 19.6umA =  
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 ، ماتريس سيسـتم خطـا در        را درنظر بگيريد  ) ٢٧-٢(معادله  . اشدب مي ۳*۱ رؤيتگرلذا ماتريس   
 :آن عبارتست از

[ ]1 2 3 3

0
0 0

1
uu muA GA g g g g

 
 − = − = − 
  

  

3باشـد لازمسـت    −4 اخط ـمعادلـة  براي اينکه مقدار ويژه    4g− = 3 يـا  − 4g در .  باشـد =
2جايابي قطبهاي سيستم خطا مقادير       1,g g  مقدار  لذا بهرة ماتريس تخمين را برابر        .ثيرندأ بي ت

  .كنيم ميزير انتخاب 
[ ]0 0 4G =  

  :عبارت است از ωلذا معادله تخمين 

[ ] [ ]
0 0

ˆ ˆ0 0 19.6 0 0 4 9.8 1 0
0 0 1

x x v
v u v uω θ ω
θ θ

          
          = − + − − − −          
                    

�
� �

�
  

ˆ ˆ19.6 4uω θ θ ω= − + −� �  
  

  . استفاده کنيم)٢٧-٧ (اگر از معادله

[ ] [ ] [ ]
0

(0 4) 0 0 19.6 0 0 4 0 0 0 4 ( 1)
1

x
v uψ ψ
θ

   
   = − + − − + −   
      

�

 
  يا

4 3.6
ˆ 4

uψ ψ θ
ω ψ θ

= − + −
 = +

�
 

در دسترس بود ديگـر     به طور دقيق     �θاين معادله بر معادله قبل بسيار ترجيح دارد چرا که اگر            
  .بود مي نω̂به تخمين احتياجي 

   حالترؤيتگر –سيستم حلقه بسته فيدبک حالت ) ٦-٧

کنتـرل فيـدبک حالـت و       اي طراحـي    روشـه تـاکنون    م و اين فصل    فصل شش  با توجه به مطالب   
به صـورت شـهودي بـه نظـر      . تدوين شده است  بهينه  را به صورت جايابي قطب و        حالت   رؤيتگر

مين زده شده بـا سـرعت دلخـواه بـه متغيرهـاي             خکه به علت اينکه متغيرهاي حالت ت      آيد   مي
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ت بـه جـاي      در فيدبک حال  آنها را   توان   مي بدون هيچ مسئله اي      ،شوند ميحالت واقعي همگرا    
  : بدين ترتيب.استفاده کرداصلي متغير حالت 

)٢٩-٧( ˆu kx= − 
  و رؤيتگـر فـرض کنيـد     ر حالت،   گق و رياضي اثرات تلفيق فيدبك حالت و رؤيت        براي بررسي دقي  

G,طراحي ولاً فيدبک حالت مستق kبدست آمده اند در اينصورت :  

)٣٠-٧( 
ˆ ˆ,           

x Ax Bu
u kx x x e

= +
= − = −
�

 

)٣١-٧( 
( )

x Ax Bkx Bke
e A GC e

= − +
⇒  = −

�
�

 

  :يردگدر بر که هر دو معادله را همزمان  ميبا درنظر گرفتن سيست

)٣٢-٧( 
0

x A Bk Bk x
e A GC e

−     
=     −     

�
� 

لذا مقـادير ويـژه مـاتريس نهـائي بـا      , خوشبختانه اين ماتريس به صورت بلوکي بالا مثلثي است       
) مقـادير ويـژه بلوکهـاي قطـري آن يعنـي             ، برابـر  ايـن مـاتريس   توجه به ويژگـي      )A Bk− و

( )A GC− اين بدان معناست که مقادير ويژه طراحي شده بـه صـورت مسـتقل در               . باشد مي
)کنترل کننده فيدبک حالت      )A Bk−   حالت رؤيتگرو ( )A GC−    شـده   تلفيـق  در سيستم 

. پاسخ مثل پايداري و سرعت آن نيز تغيير نخواهـد کـرد           اصلي  لذا خصوصيات   , کنند ميتغيير ن 
مشخصـات اصـلي    ولي در کنترل کننده آيد، مي بوجود نيهيچ تغيير رؤيتگرر توجه كنيد كه د 

در معادلة كنتـرل كننـده وجـود خطـاي           Bkeو بسته به تأثير ترم      کند   مير محسوسي ن  يتغي
  .شتاسخ خواهد داپبر روي شكل  ميتاثير کتخمين 

 حالت را بـه    رؤيتگر -شکل زير بلوک دياگرام پياده سازي سيستم حلقه بسته توام فيدبک حالت           
  .گذارد مينمايش 

 
  لتر حاگرؤيت–ياده سازي حلقة فيدبك حالت پ) ۴-٧(شكل 

  :بدين ترتيب خواهيم داشت

kرگرؤيت فرآيند

*u

u+ y  x̂+e y=−+dy u

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)٣٣-٧( ˆ ˆ ˆ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( )

x A x B u G y C x
A x B k x G y C x

∆ = ∆ + ∆ + ∆ − ∆
= ∆ + − ∆ + ∆ − ∆

�
 

  يا

)٣٤-٧( 
ˆ ˆ( )

ˆ
x A Bk GC x G y
u k x

∆ = − − ∆ + ∆

∆ = − ∆

�
 

)لذا توابع تبديل  )y s∆ به ( )u s∆عبارت است از :  
)٣٥-٧( 1( ) ( ) ( )u s k sI A Bk GC G y s−∆ = − − + + ∆ 

y،باشد مي همان خطاي فيدبک ∆yکه  e∆ = −: 

)٣٦-٧( 1( ) ( )
( )
u s k sI A Bk GC G

e s
−∆ = − + + 

شـوند بـه همـين ترتيـب        گيـري    انـدازه درصورتي که تعدادي از متغيرهاي حالت نيز مستقيما         
  . يا کاهش مرتبه يافته استفاده نمودلوئنبرگر رؤيتگرتوان از  مي

  
  :هوائي و ضد DC موتور )۴-٧(مثال 

 مرتبـه کامـل طراحـي شـده         رؤيتگرمطابق مثالهاي قبل که در آن کنترل کننده فيدبک حالت           
0.01 اگر گشتاور اغتشاشي     ،است t

LT e−=          بـه سيسـتم اعمـال گـردد درحاليکـه  dθ θ= و  
0iω =  حالت را بدسـت آوريـد و        رؤيتگر – پاسخ سيستم حلقه بسته فيدبک حالت        ، است =

  .مقايسه نمائيد) xدردسترس بودن  ( رؤيتگربا حالت فيدبک حالت بدون 
  

  . مطابق زير بديت آمده اندرؤيتگر از مثالهاي قبل ماتريس هاي بهرة کنترل کننده و :پاسخ
[ ]
[ ]
3 0.8796 0.1529 1.8190

1 265.7 112.7 20.66T

K

G

= −

= − − −
  

ه سازي نموده ايم که پاسخهاي      ي شب رؤيتگر –سيستم را درحالت فيدبک حالت و فيدبک حالت         
ر در ايـن مثـال      گاسخ سيستم فيدبك حالت بدون استفاده از رؤيت       پ .آيد مي بدست   )۵-۷(شکل  

دقـت  امّـا   . باشـد  مـي به مراتب بهتر از استفاده از متغيرهاي حالت تخمين زده شده در فيدبك              
يـا  , داريم با تبديل رؤيتگر به فيلتـر کـالمن  نکنيد چون محدوديتي در جايابي قطبها در رؤيتگر      

توان پاسخ را تا حد دلخواه به حالت فيدبک حالت           مي jω دور کردن قطبهاي رؤيتگر از محور     
  .نزديک نمود
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  ر حالتگرؤيت- با فيدبك حالت و فيدبكDCاسخ سيستم حلقه بستة موتور پ) ٥-٧(شكل 

  .توان استفاده نمود ميرا بدست آوريم از معادله زير  اگر بخواهيم تابع تبديل کنترل کننده
1( ) ( )

( )

92.8( 21.6)( 2.438 1.17)
( 1.33)( 11.47)( 7.127 12.14)

u s k sI A Bk GC G
e s

s s j
s s s j

−∆ = − + +

=
+ + ±=

+ + + ±

"  

  
مسـلماً بـا بـزرگ     . تحليـل نمـود   توان با ديدگاه کلاسيک نيز پاسخهاي فوق را          ميبدين ترتيب   

تخمين خطاي  ميزان  ،   دور شده  jωيستم کنترل کننده از محور      قطبهاي س ر  گبهرة رؤيت شدن  
 رؤيتگـر حالت دقيق تر و نزديک تر به حالت بـدون           ر  گرؤيت-فيدبك حالت نتيجة  و  كاهش يافته   

  .خواهد شد

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  با اغتشاش ثابت حالت گر رؤيت -سيستم حلقه بستة فيدبك حالت  )٧-٧

بدين ترتيب مقادير   . فرض کنيد به سيستم اغتشاشي ثابت ولي با دامنة غيرمشخص اعمال شود           
. باشـد  مـي ادير ماندگار مشـخص ن    ق سيستم جابجا خواهد شد و ميزان م       ماندگار يا نقطة تعادل   

اين مسئله را با افزايش متغير حالت به شکل استاندارد حل فيـدبک              ميتوان به صورت عمو    مي
ول نقطـه تعـادل      سيسـتم را ح ـ    افزايشـي معادلـه   , ابتـدا  . حالـت تبـديل نمـود      رؤيتگـر  –حالت

dy y=  وجـود داشـته باشـد فـرم         لتاحاگر جواب ماندگار براي اين    . وريمآ مي ثابت بدست    =
  . به صورت زير استافزايشيمعادله 

)٣٧-٧( 
x A x B u
y C x

∆ = ∆ + ∆
∆ = ∆

�
 

u* را بر حسب     ∆uحال   u−         بسـط داده کـه در آن*u            ثابـت بـوده ولـي مقـدار آن معـين
  .توان تغييرات آنرا برابر صفر قرار داد ميباشد لذا  مين

)٣٨-٧( 

*

* 0
x A x Bu Bu

u
y C x

∆ = ∆ − +


=
∆ = ∆

�
� 

  يا 

)٣٩-٧( 

[ ]

* *

*

0 0 0

0

x A B x Bd uu udt

x
y C u

∆ − ∆       
= +       

       
∆ 

∆ =  
 

 

 پـذير   رؤيتدرصورتي که سيستم فوق     . کنيم مي حالت را براي اين سيستم تدوين        رؤيتگرحال  
اما چون اين مسئله دوگان کنترل پـذيري سيسـتم    . استذير  پر حالت امكان    گتعريف رؤيت باشد  
0s سيستم را عدم وجود صـفر انتقـال در         پذيري   رؤيتتوان شرط    مي ،است حـال  .  ناميـد  =

  .کنيم مي فيدبک حالت را با فرض ارضاء شرط فوق بررسي -رؤيتگريق فتل
  

)٤٠-٧( 
1

* *
2

* *

ˆ ˆ
ˆ( )0 0 0

ˆ ˆ ˆ

x A B x B Gd u y C xu u Gdt

u u u u k x

∆ − ∆         
= + + ∆ − ∆         

         
= + ∆ = − ∆
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 در معادلـه تخمـين خـواهيم        uبا اعمـال    . شود مي از سيستم خطي قبل محاسبه       kکه در آن    
  .داشت

)٤١-٧( 

1 1

*
2 2

*

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ       

d x A Bk G C x G y
dt
d u G C x G y
dt

u u k x

 ∆ = − − ∆ + ∆

 = − ∆ + ∆


= − ∆

 

  ه فرم ماتريسي خواهيم داشتلذا ب

)٤٢-٧( 

[ ]

1 1
* *

2 2

*

ˆ ˆ0
0

ˆ

x A Bk G C xd G yu G C udt G

x
u k I u

∆ − − ∆       
= + ∆       −       

∆ 
= −  

 
#

 

داراي بلـوک  . (باشـد  مـي  سيستم فوق به صورت بلوکي تکـين  Aجالب توجه است که ماتريس     
 مقـدار ويـژه مـاتريس    nايـن بـدان معناسـت کـه عـلاوه بـر       . باشـد  مـي ) r به انـدازه    0 ستوني

1( )A Bk G C− /1 انتگـرال گيـر   rتعداد  مقدار ويژه صفر يا   rراي   سيستم فوق دا   − s اسـت .
در اينجا به صورت اتوماتيک براي رفـع        , در عمل اين بدان معناست که همانند کنترل کلاسيک        

  .شود مييا انتگرال گير در حلقة فيدبک استفاده  ١نوع يكاز سيستم , اغتشاش ثابت
  

  :ضد هوائي و DC موتور )۵-٧(مثال 
تغييـرات  . را تحت بار اغتشاشي ثابت و نامشـخص قـرار دهـيم     مثال قبل    DCفرض کنيد موتور    

براي اين سيستم . نظر بگيريد در±rad 0.05 را حدود  θ و تغييرات    ±0.5ولتاژ در اينحالت را     
  .گر حالت بهينه طراحي و پياده سازي کنيدرؤيت -يک فيدبک حالت

  .کنيم ميمعادلة سيستم را بفرم اغتشاش ثابت بازنويسي  :پاسخ

[ ]

* *

*

0 0 0

0

x A B x Bd uu udt

x
y C u

∆ − ∆       
= +       

       
∆ 

∆ =  
 

  

2 بهينه را براي رؤيتگر 2(0 0 0 (0.5) ),  (0.03)W diag V=   کنيم مي طراحي =

                                                 

1 type one 
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[ ]

0 1 0 0 0
0 0 4.458 0 0

,0 12 24 20 20
0 0 0 0 0

1 0 0 0

nA B

C

   
   
   = =   − − −
   
      

=

  

  :Matlab در lqeبا استفاده از دستور 
  [ ]1 2 7.174 19.60 4.823 17.67T T TG G G = = −   

  .کنترل کننده بهينه را قبلا در مثالهاي قبل بدست آورده ايم
[ ]3 0.876 0.1529K =  

  :  ماتريس حلقه بسته

1

7.174 1 0
19.06 0 4.438
64.82 29.59 27.06

A Bk G C
− 
 − − = = − 
 − − − 

"  

  :رابر است بالذا معادله تخمين گر بهينه ب

  

[ ]

* *

*

ˆ ˆ7.174 1 0 0 7.174
19.06 0 4.438 0 19.06ˆ ˆ
64.82 29.59 27.06 0ˆ ˆ 4.823
17.67 0 0 0 17.76ˆ ˆ

ˆ

ˆ
3 0.8796 0.1529 1 ˆ

ˆ

d y
dt i i

u u

u
i

u

θ θ
ω ω

θ
ω

−      ∆ ∆
      −∆ ∆      = + ∆    − − −  ∆ ∆
      − −          

 ∆
 
∆ = − − −  ∆
 
 

  

  :در اينحالت عبارتست از تابع تبديل کنترل کننده
( ) 52.69( 3.958 5.494)( 21.92)
( ) ( 5.971 6.531)( 22.29)

u s s j s
y s s s j s

− + ± +=
∆ + ± +

  

dyو چون  eθ θ∆ = − = −:  
( ) ( )
( ) ( )

u s u s
e s y s

= −
∆

 

  .توان پاسخ اين کنترل کننده را مشابه سازي نمود ميبراحتي 
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   جمع بندي)٨-٧

اين در حاليسـت كـه      . باشد ميرن كنترل سيستمهاي صنعتي مبتني بر فيدبك حالت         روش مد 
معمولاً در اين سيستمها كلية حالتهاي سيستم در دسترس نبوده و تنها خروجيهـاي خاصـي از                 

 در اين فصل ايدة تخمـين متغيرهـاي حالـت از روي             .شوند ميواقع  گيري   اندازهسيستم مورد   
ر حالت به عنوان سيستم ديناميكي كـه مبتنـي   گرؤيت. ده استخروجيهاي سيستم بسط داده ش 

كليـة  گيـري    انـدازه شود، نياز طراح را به       ميبر مشخصات سيستم و اطلاعات خروجي تشكيل        
سازد و متغيرهاي تخمـين زده شـده را در حلقـة فيـدبك اسـتفاده                 ميمتغيرهاي حالت مرتفع    

 در ادبيات كنترل مدرن معرفي شده است،        وربدين منظ گر حالت   علي رغم اينكه رؤيت   . نمايد مي
يهاي منحصر بفـرد خـود، مـورد مقبوليـت و اسـتفاده در بسـياري از كاربردهـاي                   ژگبه خاطر وي  

حـل مسـئلة    . رفتـه اسـت   گيش بيني مورد نياز است، قـرار        پري كه به نوعي فيلتر سازي يا        گدي
كليـة روشـهاي تشـريح      ان حل مسئلة فيدبك حالت بوده، فلـذا         گر حالت، خوشبختانه دو   گرؤيت

شده در تعيين بهرة فيدبك حالت، به صورت متناظر در حل مسـئلة رؤيتگـر حالـت نيـز مـورد                     
ر بهينة فيدبك حالت كـه بـه   گبدين ترتيب روشهاي جايابي قطب و رويت  . يردگ مياستفاده قرار   

ر نيـز   گبررهاي با كاهش مرتبه يا لـوئن      گدر ادامه رويت  . فيلتر كالمن مشهور است تشريح شده اند      
يات ص ـر حالـت و فيـدبك حالـت خصو        گ ـايان با تركيب رؤيت   پدر  . رفته است گمورد بررسي قرار    

استفاده از متغير حالت تخمين زده شده در حلقة فيدبك بررسي شده است و بـا ارائـه مثالهـاي      
نين بررسـي   چر و هم  گارامترهاي كنترل كننده و رؤيت    پصنعتي همانند فصول قبل، نحوة تنظيم       

  .ذيرفته استپد سيستم حلقه بسته صورت عملكر

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  مسائل

  .سيستم زير رادرنظر بگيريد )۷-۱

[ ]

0 1 0
1 1 1

1 1

x x u

y x

   
= +   − −   
=

�
  

3 درجه دو براي اين سيستم چنان طراحي کنيد که قطبهـاي آن بـرروي                گررؤيتيک   3j− ± 

1با فرض ورودي پله واحد و شرايط اوليه       . قرار گيرند 
(0)

1
x

 
=  
 

 توسط مشابه سازي کامپيوتري 

(0)ˆپاسخ متغيرهاي حالت اصلي و تخمين زده شده را بـه ازاي              0x  بدسـت آورده و مقايسـه       =
  .کنيد

  
  . را براي سيستم زير تکرار کنيد۱-۷مسئله  )۷-۲

[ ]

0 1 1
0 0 1

1 0

x x u

y x

   
= +   −   
=

�
  

  حرارتي  مبدل)۷-۳
فرض کنيد . فصل دوم ارائه شده است) ۱۲-٢( حرارتي خطي سازي شده در مسئله مدل مبدل

خواهيم  ميشود و ساير متغيرهاي حالت را  ميگيري  اندازه ∆3cTتنها درجه حرارت خروجي 
  .تخمين بزنيم

0با فرض ) الف 0, , 0c H c HF F T T∆ ∆ ∆ = ∆ گري را براساس رؤيت. شوند ميگيري  اندازه =
,1.1روش جايابي قطب براي سيستم طراحي کنيد که قطبهاي آن  1, 0.8 0.8, 1j j− − − ± − ± 

  .باشد
  .با استفاده از مدل خطي سازي شده متغيرهاي حالت را براي شرايط زير تعيين کنيد) ب

3 3
0 0

0 0
1 2 3 1 2 3

( ) ( ) 0,  ( ) 0.05m /s, ( ) 0.01m /s

( ) ( ) (0) 7 , (0) (0) (0) 10
c H H c

c c c H H H

T t T t F t F t

T t T t T C T T T C

∆ = ∆ = ∆ = ∆ = −

∆ = ∆ = ∆ = ∆ = ∆ = ∆ = −
  

)3زده شده را با استفاده از همچنين پاسخ متغيرهاي تخمين  ), ( ), ( )H c cF t F t F t∆ ∆ ∆ 
  .شبيه سازي نموده و با مقادير بدست آمده از مدل مقايسه کنيد
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   مبدل حرارتي)۷-۴
ه صورت  ب∆cF را تکرار کنيد با اين تفاوت که فرض کنيد جريان اغتشاشي ۳-۷مسئله 

)فرض کنيد از فرم . شود مينگيري  اندازهتقيم سم ) t
cF t A Be−∆ =  پيروي کند، که در +

A,آن  B بدين ترتيب . باشند مي ضرايب ثابتي( )cF t∆ را توسط مدل درجه دوم زير 
  .کنيم ميمدلسازي 

1 2

0 0
0 1

( )c

z z

F t z z

 
=  − 

∆ = +

�  

ت حالت به معادلات حالت اصلي سيستم و اضافه نمودن دو قطب فه نمودن اين معادلاابا اض
,0.9گر برروي رؤيت 0.8− براي مشابه سازي از .  را تعميم دهيد۳-۷گر مسئله رؤيت −

2 10.01, 0.01z z= =  را نيز ∆cF استفاده نمائيد تا علاوه بر تخمين متغيرهاي حالت قبل −
  .تخمين زنيد

  
  شيميائي  راکتور)۷-۵

با توجه . فصل دوم ارائه شده است) ۱۳-٢(مدل خطي سازي شده راکتور شيميائي در مسئله 
 با نمونه گيري مواد اين  معمولاً،روي خط غلظت مواد در پروسهگيري  اندازهبه مشکل بودن 

گيري  اندازه دو در فاصله بين. گيرد ميبا تناوب خاصي در آزمايشگاه صورت گيري  اندازه
شده همانند درجه حرارت گيري  اندازهلازمست ميزان غلظت با استفاده از متغيرهاي ديگر 

  .تخمين بزنيم
0 فرض کنيد )الف , ,AC Q∆ ∆ ∆Τ 0شده و گيري  اندازه 0F∆ = ∆Τ با استفاده از .  باشد=

C,مدل خطي سازي شده سيستم نشان دهيد  BC C∆   .باشند مي قابل تخمين ن∆
,  نشان داده شده است که در معادله اول مربوط بهنجمپفصل ) ٥-٥(ئله  در مس)ب AT C∆ ∆ ��  

نشان دهيد با . دهد مي Τ∆ و خروجي ∆Qتشکيل يک تحقق کاهش ناپذير را به ورودي 
  . اين موضوع باقي خواهد ماند∆0ACاضافه نمودن ورودي 

∆AC,گر مناسبي براي اين سيستم طراحي کنيد که متغييرهاي رؤيت )ج ∆Τ را تخمين زده و 
0.8گر برروي رؤيتقطبهاي اين  0.8j−   .  قرارگيرد±

  . سيستم را با شرايط زير مشابه سازي کنيد)د
4

0
3 0

( ) 10 / min,  ( ) 0.01 Kg,

(0) 0.5Kg moles/m , (0) 10
A

A

Q t J C t

C T C

∆ = ∆ =

∆ = ∆ = −
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0ه سازي را با وروديهاي حاصل از اين شبي) گر بند جرؤيت , ,AC Q∆ ∆ ∆Τ و شرايط اوليه صفر 
  .اجرا نموده و متغييرهاي حالت اصلي و تخميني را با يکديگر مقايسه و تحليل کنيد

  
  شيميائي  راکتور)۷-۶

0شود معمولا  مي مشاهده ۵-۷با توجه به مسئله  ( )AC t∆ در بسياري از موارد در دسترس 
 −0.3tAe را از روي فرم ∆0ACگر را به گونه اي تعميم دهيم کهرؤيتخواهيم  مي. باشد مين

 براي اين -۱روي  گر تعميم يافته درجه سه با افزودن يک قطب بررؤيتيک . دتخمين بزن
تکرار کنيد ولي با ) ۵-۷(مسئله ) به سازي سيستم را مطابق با بند دمشا. سيستم طراحي کنيد

0.3درنظر گرفتن 
0 0, ( ) 0.01 t

A AC C t e−∆ ∆   . را نيز در اينحالت تخمين زده و مقايسه کنيد=
  
  .گر بهينه براي سيستم زير طراحي کنيدرؤيتيک  )۷-۷

x ax u w
y x v

= + +
= +
�  

V, و ماتريسهاي وزني aگر را برحسب پارامتر رؤيتبهره  W طراحي کنيد و تغييرات آنرا 
درنظر داشته باشيد (. برحسب تابعي از پارامترهاي طراحي بررسي و تحليل نمائيد

, 0, 0a V W> ˆتابع تبديل .) تواند مثبت يا منفي باشد مي ≤ /x yرا بدست آوريد .  
  
سيگنال . گر بررسي نمودرؤيتتوان از ديدگاه طراحي  ميطراحي يک مشتق گير را  )۷-۸

( )x t کند درنظر بگيريد مي و سيستم زير را که مشتق گيري را مدل.  
x z
z w
y x v

=
=
= +

�
�  

)در اين مدل  )z t مشتق ( )x t 2با فرض . باشد مي
0

0 0
0,

0
V W

w
 

> =  
 

گر رؤيت يک 

 .بهينه براي اين سيستم طراحي کنيد
ˆو بدينوسيله تابع تبديل  /x yثير أتي مشتق گير باشد تعيين کنيد و ت را که در عمل بايس

V,0پارامترهاي  wرا که در آن بررسي و تحليل نمائيد .  
  
توان  مي گر براي بازيابي يک سيگنال سينوسي نويزي با فرکانس مشخصرؤيتاز يک  )۷-۹

  .استفاده نمود
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  : نشان دهيد سيستم هارمونيک اسيلاتور زير)الف

1

0
0

x x

y x

ω
ω

 
=  − 
=

�
  

 x(0)است و فاز آن بستگي به  ω يک سيگنال سينوسي با فرکانس y(t)ه گونه ايست که ب
  .دارد 

0با درنظر گرفتن ) ب 0
0,

0 1
V W

 
> =  

 
گر بهينه اي رؤيت به عنوان پارامترهاي طراحي، 

ˆطراحي کنيد و تابع تبديل  /x y را بدست آورده و تغييرات آنرا نسبت به پارامترهاي ,V W 
  .تعيين کنيد

  
   و هارمونيک درايوDC موتور )۷-۱۰

خواهيم  ميفصل دوم ) ۳-٢(ونيک درايو معرفي شده در مسئله  و هارمDCبراي سيستم موتور 
فرض کنيد . بررسي نمائيمگيري  اندازهدقت تخمين متغيرهاي حالت را براي حالتهاي مختلف 

2 2, ,i ω θ با دقتهاي نسبي بترتيب rad/s rad0.005 ,  0.05 , 0.001A± ± گيري  اندازه ±
 که مستقيما ،نمائيم مي اغتشاش ورودي سيستم را به صورت گشتاور در خارجي مدل .شوند

با اضافه نمودن بردار زير به سمت راست معادلات حالت اين . شود ميبرروي شفت موتور اعمال 
  . سازيم ميگشتاور اغتشاش را مدل وارد 

0
0
0

0
w

 
 
 
 
 
 
  

  

2گر بهينه اي براي سيستم طراحي کنيد که رؤيت )الف 2, ,i ω θيرهاي  را به عنوان متغ
  :شده و ماتريسهاي وزني زير را شامل شودگيري  اندازه

[ ] [ ]

2 2 2

0 0 0

diag 0.001 0.05 0.005

0 0 0 0 0 0 0 0 , 5T

V

W w w w

 =  

= =
  

)گر را با رؤيت سيستم )ب ) 5 ( )w t tδ= درحالي مشابه سازي کنيد که شرايط اوليه 
  .متغيرهاي حالت و متغيرهاي تخمين شده صفر باشند

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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شده تکرار کنيد و گيري  اندازه به عنوان تنها متغير 2ωي قبل را با درنظر گرفتن  قسمتها)ج
  .سرعت زاويه اي را در اين مسئله تحليل کنيدگيري  اندازهاهميت 

  
  ك کنترل سرعت غلط)۷-۱۱

فصل دوم معرفي شده است را ) ۴-٢ (ر مسئلهسيستم مربوط به کنترل سرعت غلطک را که د
اغتشاشات خارجي را توسط . شود ميگيري  اندازه ±0vسرعت غلطک با دقت . ر بگيريدظدرن

510 که به فرم ضربه با دامنه 0Tگشتاور خارجي  ( )tδيد مدل شده است را نيز درنظر بگير.  
2گر بهينه اي را طراحي کنيد که رؤيتزير تريسهاي وزني  با درنظر گرفتن ما)الف 1 0, ,ω ω ω 

  .در آن خروجي باشند
2 2 2
0 0 0 0diag v , 1.0rad/secV v v v = =   

4 10 40 0 10 0 0 10 0 0 10 0 0
T

W − −   =      
گر را يکسان درنظر رؤيتشرايط اوليه . گر را با شرايط زير مشابه سازي کنيدرؤيت سيستم )ب

  .سه کنيدگرفته و آنها را مقاي
5

0 1 2 0

1 2 1 2

( ) 10 ( ),  (0) (0) 66.68 rad/sec, (0) 4.67rad/sec
(0) (0) 0,  ( ) ( ) 400

T t t
u t u t v

δ ω ω ω= = = =
∆ = ∆ = = =

  

0 قسمتهاي قبل را با )ج 00.01 rad/sec, 0.1 rad/secv v=  مشابه سازي  مجدداً=
است نتايج بدست آمده گيري  اندازهاين تغيير در پارامتر طراحي به معناي افزايش دقت . نمائيد

  .را تحليل کنيد
  
   معکوس  پاندول دوتائي)۷-۱۲

با . فصل دوم ارائه شده است) ١٦-٢( پاندول معکوس دوتائي در مسئله مدل خطي سازي شده
2فرض  10.5m, 1m= =A A 2گر بهينه اي طراحي کنيد که در آن رؤيت 1, ,x θ θ را به 

را به ترتيب ي گير اندازهخطاي . شده شامل شودگيري  اندازهصورت متغيرهاي 
m rad rad0.001 , 0.001 , 0.001± ± طاي مدلسازي خهمچنين به عنوان  . درنظر بگيريد±

شوند درنظر بگيريد  مي را که مستقيما بر پاندولها اعمال 0wگشتاور خروجي ضربه با دامنه 
2اين مدل در واقع فرم  2

0 0(  ) W diag w w= گر رؤيت. کند ميوزني پيشنهاد  را براي ماتريس
گر رؤيت طراحي کنيد و با محاسبه مقادير ويژه سيستم 0wبهينه را به ازاي مقادير مختلفي از 

( )A GC−که مقادير ويژه بدست آمده داراي قسمت ، کنترلي را درنظر بگيريدة حداقل بهر 
  . ثانيه داشته باشند0.5يا ثابت زماني کمتر از و −2حقيقي کوچکتر از 
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 ةبا درج) رلوئنبرگ(اهش يافته كگر رؤيت يک ۲-۷براي سيستم معرفي شده در مسئله  )۷-۱۳
  .طراحي کنيد −2يک و مقدار ويژه 

  
 خطي دو متغير حالت تشکيل  از ترکيب۱-۷خروجي سيستم معرفي شده در مسئله  )۷-۱۴

1شده است  2y x x= +  

1کنيم که در آن  مي متغير جديدي تعريف )الف
1

2

,
z

y z z
z
 

= =  
 

 با درنظر گرفتن تبديل 

xهمانندي  Tz=  1به فرم 1 1
T

x x
−  

=  
 

1T سطر دوم   را به گونه اي اختيار کنيد که −

T 1بدين ترتيب . معکوس پذير باشدy z=خواهد بود .  
 رگر کاهش يافته لوئنبرگرؤيت يک Tل براي سيستم تغيير فرم يافته با تبديل همانندي ا ح)ب

2با استفاده از . دكنجايابي  −4 قطب آن برروي  كهدبا درجه واحد طراحي کني 1ˆ ,z z تخمين 
2 ي سيستممتغيرهاي حالت اصل 1ˆ ˆ,x xرا بدست آوريد .  

  
   و هارمونيک درايوDC موتور )۷-۱۵

  فصل دوم) ۵-۲( و هارمونيک درايو معرفي شده در مسئله DCبراي سيستم موتور 
10 يها گر کاهش يافته درجه چهار با قطبرؤيت يک 2θگيري  اندازه با فرض )الف 10j− ± 

200و  200j−   .طراحي کنيد ±
2گيري  اندازه با فرض )ب 2, ,iω θ 10جه با قطبهاي گر کاهش يافته دررؤيت 10j−  طراحي ±

  .)دهند ميتوان يافت که اينکار را انجام  ميگر رؤيتبي نهايت ماتريس بهره : توجه. (کنيد
 ديگر ة شرايط اوليةکلي. گر طراحي شده را با شرايط زير مشابه سازي نمائيدرؤيت سيستم و )ج

  .را برابر صفر درنظر بگيريد
22 ,  (0) 5 rad/secv V ω= =  

  
  ل جرثقي)۷-۱۶

  .فصل دوم ارائه شده است) ۱۴-٢(مدل خطي سازي شده جرثقيل در مسئله 
متغير  xگر کاهش يافته با درجه سه براي سيستم به گونه اي طراحي کنيد که رؤيتيک ) الف

10ي شده باشد و قطبهاي سيستم خطا برروگيري  اندازهخروجي  10, 10j− ±  جايابي −
  .گردند

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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,گيري  اندازهگر کاهش يافته ديگري با درجه دو به ازاي رؤيت) ب xθ به گونه اي طراحي 
10کنيد که قطبهاي سيستم خطا برروي  10j−   . جايابي گردند±

rad(0) با فرض )ج 0.5 , 0Fθ =  رفتار ،گر برابر صفررؤيت و ساير متغيرهاي سيستم و =
  .وق را مشابه سازي نموده و نتايج را مقايسه نمائيدگرهاي فرؤيتديناميکي سيستم و 

  
  از بندب)۷-۱۷

φ,براي مدل خطي سازي شده بندباز با درنظر گرفتن  θ گيري  اندازه به عنوان خروجيهاي
ويه اي را توسط آن تخمين گر کاهش يافته با درجه دو طراحي کنيد و سرعتهاي زارؤيتشده 
20گر قطبهاي سيستم خطا را برروي رؤيتبراي اين . بزنيد 20j−   . جايابي کنيد±

  
  س پاندول دوتائي معکو)۷-۱۸

mبا فرض  m
2 10.5 , 1= =A Aمعکوس با دوتائي  پاندول ة براي سيستم خطي سازي شد

2گيري  اندازه فرض استفاده از روش بهينه و با 1, , xθ θ گر کاهش يافته اي طراحي کنيدرؤيت .
2ور فرض کنيد ظبراي اين من ,  V v I W I= ⋅  طي چند مرحله طراحي و 0v با تنظيم =

 جايابي −2ز گري را نهائي کنيد که کليه مقادير ويژه سيستم خطا کمتر ارؤيتسعي و خطا 
  .گردند

  
۷-۱۹( Maglev  

گر حالت رؤيت ،فصل دوم) ١٧-٢( در مسئلة  براي سيستم تعليق مغناطيسي معرفي شده)الف
2گيري  اندازه طراحي کنيد که با فرض رلوئنبرگ 1 2 1, , ,G G L LS S S S∆ ∆ ∆ غيرهاي حالت  مت∆

را برروي گيري  اندازهديگر سيستم را تخمين بزند و محل قطبهاي سيستم خطاي 
, 300 300j−   . جايابي نمايد±

توسط مشابه سازي متغيرهاي حالت اصلي و تخمين زده شده را براي ورودي صفر و ) ب
شرايط اوليه ساير متغيرهاي حالت برابر صفر . شرايط زير تعيين نموده و در مقايسه نمائيد

(0) 1, (0) 1, (0) 1z yθ∆ = ∆ = ∆ =  
 
۷-۲۰( Maglev  

 ولي خوشبختانه اين عيب ها قابل ،شوند ميدچار عيب  سيستمها يسنسورهاعمل در 
 مقادير قابل قبولي رگو دي دچار اشکال شده ∆1LSگيري  اندازهفرض کنيد . باشند ميشناسائي 
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را گر را به گونه اي تغيير دهيم تا اين مشکل رؤيتم خواهي مي. سنسور در دسترس نباشدآن از 
  .مرتفع سازد

گيري  اندازه طراحي کنيد که با فرض ريگر لوئنبرگرؤيت Maglevبراي مدل ) الف
2 1 2, ,G G LS S S∆ ∆ ,300 قطب سيستم خطا را برروي ∆ 300 300j− −   . جايابي کند±

 مشابه سازي کنيد و با ۱۹-۷ايط داده شده در مسئله گر جديد را براي شررؤيت سيستم و )ب
  . يکديگر مقايسه کنيد

 به گونه اي ∆1LSگر را در شرايط معيوب شدن سنسور رؤيت راهکار عملي به کارگيري اين )ج
  .صورت پذيرد ميرنم به سوّمرتبة  به دوّمگر مرتبه رؤيتتعيين کنيد که گذر از حالت 

  
۷-۲۱(   

، فيدبک براساس روش ۱-۶براي سيستم معرفي شده در مسئله فصل ششم،  ۶-۶در مسئله 
  گر مرتبه دو براي اين سيستم در مسئلهرؤيتهمچنين يک . جايابي قطب طراحي شده است

  . طراحي شده است۷-۱
گر رؤيتگر و کنترلر طراحي شده سيستم حلقه بسته متشکل از رؤيتبا استفاده از اين ) الف
  . فيدبک حالت را با يکديگر تلفيق کنيد و معادلات حالت تلفيق را تعيين کنيد-لتحا

uتابع تبديل ) ب
y

  . را براي اينحالت تعيين کنيد

  
۷-۲۲(   

 در مسئله  متناظر آن که  و کنترلر ۲-۷گر طراحي شده در مسئله رؤيتاي رب را ۲۱-۷مسئله 
  .ار کنيد طراحي شده است تکر۶-۷
  
۷-۲۳(   

خواهيم مسئله تنظيم سيستم را به ورودي مرجع  مي ۱-۷براي سيستم معرفي شده در مسئله 
مقصود لازمست حالت ماندگار براي نيل به اين . غير صفر با خطاي ماندگار صفر بررسي کنيم

را  u*خواهيم موضوع تخمين  مي در اين مسئله.  را تعيين و به سيستم اعمال کنيمu* ورودي
  . به صورت همزمان را تحليل کنيم∆xبه علاوه تخمين متغيرهاي افزايشي 

x,*گر مرتبه سه براي تخمين رؤيتيک ) الف u∆طراحي کنيد .  
کنترل کننده زير را تکميل ) ۶-۶(ي شده در مسئله  با استفاده از بهره فيدبک حالت طراح)ب

  .کنيد
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*ˆ ˆTu u k x= +  
uتابع تبديل سيستم ) ج

e
de را با فرض  y y y= − =  را تعيين کنيد و نشان دهيد که ∆−

  .باشد مياين تابع تبديل شامل يک انتگرال گير 
  
   هارمونيک درايو وDC موتور )۷-۲۴

طراحي شده ) ۲۰-۶( و هارمونيک درايو در مسئله DCکنترل بهينه اي براي سيستم موتور 
گر براي رؤيتاين . ارائه شده است) ۱۰-۷(گر بهينه اي نيز در مسئله رؤيتهمچنين . است

2با  که متناظر ،باشد مير عتبيز م ن افزايشيسيستم با متغيرهاي  dθ θ=تعيين شده باشد  .
2گيري  اندازهبا فرض  2, ,i ω θ لازمست مقادير ماندگار ورودي v  و متغيرهاي حالت براي

2توليد  2, , ,v i ω θ∆ ∆ ∆ جز مقدار ه نشان داده شده است که بوشبختانخ.  را تعيين کنيم∆
  .باشند مي ساير مقادير برابر صفر 2θماندگار 

  .گر حالت را بدست آوردرؤيتمعادلات حالت سيستم حلقه بسته با استفاده از ) الف
1 فرم تابع تبديل سيستم به صورت )ب 2 3v H e H H iω= + 2de با فرض + θ θ= − 

3توابع تبديل  2 1, ,H H Hرا تعيين کنيد .  
rad1dθه واحد اوليه صفر به ورودي پلّ  پاسخ با شرايط)ج   ت  را در حالا=

  فيدبک حالت 
   فيدبك حالت-حالت گررؤيت 

 .را مشابه سازي و مقايسه کنيد
 
   و هارمونيک درايوDC موتور )۷-۲۵

و ) ۹-۶(اساس روش جايابي قطب در مسئله  براي اين سيستم بررل کننده فيدبک حالت کنت
  . طراحي شده است) ۱۵-۷(گر حالت با درجه چهار و دو در مسئله رؤيت ود

2گر حالت را براي تنظيم حالت رؤيت) الف dθ θ=تعميم دهيد .  
 حالت فوق و فيدبک حالت مسئله هايگررؤيتاي  معادلات حالت سيستم حلقه بسته را به از)ب
  ).باشند ميگر مورد توجه رؤيتهر دو ( بدست آوريد ) ۶-۹(
 پاسخ سيستم حلقه بسته را در هر دو حالت به ازاي شرايط اوليه صفر مشابه سازي و )ج

  .مقايسه کنيد
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   کنترل سرعت غلطک)۷-۲۶
گر بهينه اي رؤيتطراحي شده است و ) ۳۱-۶(ي براي سيستم مزبور در مسئله کنترلر بهينه ا
  .طراحي شده است) ۱۱-۷(نيز در مسئله 

* متناظر با افزايشيگر بهينه طراحي شده را براي متغيرهاي رؤيت) الف
0 dω ω= سرعت 

R/توجه کنيد که نسبت . ع ثابت غلطک تعميم دهيدمرج r 0 که سرعتω 2 را به 1,ω ω 
1 لذا از رابطه ، شناخته شده استمرتبط کند دقيقاً 2 0* * ( / ) *R rω ω ω=  قابل اطمينان =

  .است
. يدگر مزبور بدست آوررؤيت معادلات حالت سيستم حلقه بسته را با استفاده از کنترلر و )ب

)فرض کنيد  )d tω شود ميگيري  اندازه ورودي مرجع سيستم دقيقا.  
)t/τ- پاسخ سيستم حلقه بسته را به شرايط اوليه صفر ورودي )ج ) 25 25d t eω =  به ازاي −

sec10τ به سازي و گر حالت مشارؤيت – براي حالت فيدبک حالت کامل و فيدبک حالت =
  .مقايسه نمائيد

  
  حرارتي  مبدل)۷-۲۷

گر حالت رؤيتطراحي شده و ) ۱۰-۶(کنترل کننده فيدبک حالتي براي سيستم مزبور در مسئله 
* که بايستي به ازاي ورودي ماندگار ، شده استارائه) ۳-۷(سيستم در مسئله 

HF∆تعميم يابد .  
* معادله )الف 0HF∆ * با فرض . حالت سيستم اضافه نمائيدافزايشي را به معادلات �=

3cT∆ به 
ي طراحي کنيد که علاوه بر مگر حالت مرتبه هفترؤيتشده، گيري  اندازهخروجي عنوان 

* ،متغيرهاي حالت
HF∆جايابي ) ۳-۷(قطب سيستم خطي همانند مسئله .  را نيز تخمين بزند

  . جايابي شود−5در کند به انضمام قطب اضافي 
* فرض کنيد کنترل کننده به صورت )ب ˆH HF F k x∆ = ∆ −  k پياده سازي شود که در آن ∆

HF/تابع تبديل . باشد) ۱۰-۶(الت بدست آمده در مسئله بهره فيدبک ح e∆ را درحالتيکه 
3 3c d ce T T= ∆ −   . باشد محاسبه کنيد∆

3 پاسخ )ج ( )cT t∆ّه  را به ازاي شرايط زير و ورودي پلcF∆ 3با دامنةm /0.01 s مشابه سازي
  .کنيد

0
3 5 , 0.01m(t)c d cT c F∆ = ∆ =  

   راکتور شيميائي)۷-۲۸
را به گونه اي تعميم دهيم که اغتشاش ) ۱۱-۶(خواهيم کنترلر طراحي شده در مسئله  مي

  . ثابت نامعين را نيز شامل شود
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∆0Qحرکت  با اضافه نمودن معادله )الف  به دو معادله حالت سيستم ، سيستم تعميم �=
  .يافته را تعيين کنيد

,* براي تخمين رگر کاهش يافته لوئنبرگرؤيت، يک ∆Tگيري  اندازه با فرض )ب AQ C∆ ∆ 
0.8طراحي کنيد که قطبهاي سيستم خطا برروي  0.8j−   . جايابي گردد±

گر را به گونه اي بازنويسي کنيد که نياز به تعيين مشتقات متغيرهاي حالت نداشته رؤيت )ج
  معادلات حالت کنترلر را به فرم . باشد

*ˆ
ˆ

A

T
Q Q k

C

∆ 
∆ = ∆ −  

∆ 
  

  .بازنويسي کنيد) ۱۱-۶(طراحي شده در مسئلة را با بهره کنترل کننده 

ديل کنترل کننده  تابع تب)د
d

Q
T

∆
∆

  . را تعيين کنيد

 کنترل کننده بدست آمده را برروي مدل غيرخطي سيستم مشابه سازي نموده و پاسخهاي )ه
40 برابر ∆Tسيستم را به ورودي پله  , 20 ,10o o oK K Kبدست آوريد .  

  
   جرثقيل)۷-۲۹

ر گر لوئنبرگرؤيتو دو ) ۲۴-۶(کنترلر بهينه طراحي شده براي سيستم جرثقيل در مسئله 
  .رادرنظر بگيريد) ۱۶-۷( مسئله طراحي شده در

dx را براي مقادير متناظر با رگر لوئنبرگرؤيت )الف x=تعميم دهيد .  
  .تلفيق کنيد) ۱۶-۷(گرهاي رؤيتو ) ۲۴-۶(ا فيدبک حالت مسئله  دو سيستم حلقه بسته ب)ب
5dxه  پاسخ سيستم را با شرايط اوليه صفر ورودي مرجع پلّ)ج m= به ازاي فيدبک حالت به 

ده و با يکديگر وردست آبه  )دو سيستم قسمت بر حالت با گرؤيت–فيدبک حالت تنهائي و 
  .مقايسه نمائيد

1dx گر مرتبه سه را برروي سيستم غيرخطي به ازايرؤيتنترلر متناظر با ک) د m=، 
10 , 5d dx m x m=   . مشابه سازي نموده و نتايج را مقايسه و تحليل کنيد=

  
   بندباز)۷-۳۰

تلفيق نموده و سيستم ) ۱۷-۷( مسئله ربرگنگر لوئرؤيتبا   را)۲۳-۶( کنترلر بهينه مسئله )الف
  .يدورست آبد فوقگر رؤيتحلقه بسته را براساس 

 ارائه شده در مسئله   شرايط اوليه  سيستم به ازاي کنترلر فوق را برروي مدل غيرخطي )ب
  .مشابه سازي نموده و پاسخها را بدست آورده و تحليل نمائيد) ۶-۱۳(
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  معکوس  پاندول دوتائي)۷-۳۱
رادرنظر ) ۱۸-۷(گر مسئله رؤيتو ) ۲۵-۶(کنترلر بهينه طراحي شده براي سيستم در مسئله 

  .بگيريد
  .گر فوق را با هم ترکيب نموده و سيسيتم حلقه بسته را تشکيل دهيدرؤيتکنترلر ) الف
1 زير يهپاسخ سيستم را به ازاي شرايط اول) ب 2(0) 0.1rad, (0) 0.1radθ θ= =  و −

1 2(0) (0) (0) (0) 0x vω ω= = =  - به ازاي فيدبک حالت به تنهائي و فيدبک حالت=
  .گر حالت مشابه سازي نمائيدرؤيت

  
۷-۳۲( Maglev  

گر حالت رؤيترا با ) ۲۶-۶(کنترلر فيدبک حالت طراحي شده براي اين سيستم در مسئله 
  .تلفيق کنيد) ۱۹-۷(مسئله 

  : پاسخ سيستم را به ازاي شرايط زير)لفا
1) (0) 1         2) (0)=1           3) y(0)=1z θ∆ = ∆ ∆  

  . و ساير متغيرهاي حالت و تخمين برابر صفر مشابه سازي نمائيد
 ماتريس تبديل سيستم را به ازاي وروديهاي فاصله هوائي و متغيرهاي ورودي به عنوان )ب

  .خروجي محاسبه کنيد
  
۷-۳۳ ( Maglev  

1 ميمقادير نا 2 1, ,L G Gu u uًباشند مينگيري  اندازه به دقت قابل  انتخابي هستند اما معمولا.  
1 سه معادله )الف 2 2 0L L Gu u u∆ = ∆ = ∆ =� � �  

براي سيستم تعميم يافته  مي درجه پنجرگر لوئنبرگرؤيترا به معادلات حالت اضافه نموده و 
250 را برروي خطاطراحي کنيد که قطبهاي سيستم  250, 300 300, 300j j− ± − ± − 

  .جايابي نمائيد
  . طراحي کنيد)۲۶-۶(تعميم يافته مطابق با مسئله  کنترلر بهينه اي براي سيستم )ب
  .مشابه سازي کنيد) ۳۲-۷( سيستم حلقه بسته در اينحالت را با شرايط اوليه مسئله )ج
ي به عنوان  ماتريس تبديل سيستم را به ازاي ورودي فاصله هوائي و متغيرهاي ورود)د

0sخروجي سيستم محاسبه کنيد وجود قطب سيستم برروي مبداء    .  کنيدتأييدرا  =
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