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  اي بر جبر ماتريسها مقدمه: ١ضميمة 
  

A-۱ (تعاريف  

شـود   ميي و تابعي به صورت زير استفاده        در بسياري از کاربردهاي مهندسي از آرايه هاي عدد        
  .استر که به ماتريس مشهو
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 مربوطه بـه  j مربوط به سطر و انديس     iناميم که در آن انديس       مي را عناصر ماتريس     ijaاعداد  
 باشـد بـه آن      m=nوتي کـه     بـوده درص ـ   m*nدرجه مـاتريس فـوق      . باشد مي Aستون ماتريس   

ماتريسي که تنها از يک ستون اعداد تشکيل شده باشد به بردار            . شود ميماتريس مربعي اطلاق    
   .ستوني مشهور است
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  .شود ميبه همين ترتيب بردار سطري به فرم زير تعريف 
)A-٣( [ ]1 2 nz z z z= " 

همچنين ماتريسي که تنها برروي قطر اصلي خود عناصر غير صفر داشته باشد مـاتريس قطـري        
  .شود ميناميده 
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ماتريس قطري که برروي قطر اصلي کليه عناصر آن برابر يک باشد را ماتريس واحد ناميده و بـا           
I دهيم مي نمايش.  
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ijهمچنين ماتريسي که در آن       jia a=      به عنوان مثـال  . شود مي باشد، ماتريس متقارن ناميده
  .ماتريس زير متقارن است

1 2 1
2 2 0

1 0 1
H

− 
 = − 
 − 

  

  مزدوج ماتريس -
 Aکنيم که عناصـر آن مـزدوج عناصـر مـاتريس             مي مزدوج يک ماتريس را به اينصورت تعريف      

ijaA نشان دهيد داريم Aاگر ماتريس مزدوج را با . باشد  =  .  
  :به عنوان مثال

0 1 0 0 1 0
1 1 1 2 1 1 1 2
1 1 0 1 1 0

A j j j A j j j
j j

   
   = − + − − − + → = − − − + − −   
   − + − − − −   

  

  
   ترانهاده ماتريس-

اگـر  . تريس را جابجا کنيم به ماتريس ترانهـاده خـواهيم رسـيد           اگر عناصر سطر و ستون يک ما      
jiaTA :م نشان دهيTAماتريس ترانهاده را با   =   .به عنوان مثال:  

1 2 0 1 0 1
0 1 1 2 1 0
1 0 3 0 1 3

TA A
   
   = − → =   
   − − −   

  

  دقت کنيد که 
)A-٦( ( )T TA A= 

  و همچنين

)A-٧( 
( )
( )

T T T

T T T

A B A B
AB B A

+ = +
=
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  ١نهادة مزدوجترا ماتريس -

بدسـت  ماتريس ترانهادة مزدوج از انجـام عمليـات مـزدوج گيـري و ترانهـاده نمـودن مـاتريس                    
  : نمايش دهيم، داريم*A  يك ماتريس را باترانهاده مزدوجر گا. آيد مي

)A-٨( *
jiaTA A  = =   

  .توان نشان داد ميبه صورت مشابه با بالا، 

)A-٩( 
* * *

* * *

( )
( )
A B A B
A B B A

+ = +
⋅ = ⋅

 

cهمچنين اگر  ∈    باشد ^
)A-١٠( * *( )cA cA= 
  

   ماتريس متقارن و پادمتقارن-
ij             متقارن است اگر Aماتريس  jia a= يا TA A=  
ij  پادمتقارن است اگر      Aماتريس  jia a= TA يا − A= −  

TAتوان نشان داد     مي Aبراي هر ماتريس     A+     متقارن و ماتريس TA A−    پادمتقارن اسـت 
  :به عنوان مثال

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A
 
 =  
  

  

2 6 10
6 10 14

10 14 18

TA A
 
 + =  
  

  

  متقارن است و 
0 2 4
2 0 2
4 2 0

TA A
− − 

 − = − 
  

  

                                                 

1 Conjugate transpose 
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TBمـاتريس   ) حتـي غيرمربعـي    (Aدقت کنيد به ازاي هـر مـاتريس          .پادمتقارن است  A A= 
همچنين براي هر ماتريس متقارن اگر معکوس آن نيز وجود داشته باشد             .مربعي و متقارن است   

  :براي نشان دادن اين خصوصيت توجه کنيد که .  متقارن استنيزماتريس معکوس 
)A-١١( 1BB I− = 

  :باترانهاده کردن دو طرف
)A-١٢( 1( )T T TB B I− = 

TB: داريم Bبا فرض متقارن بودن ماتريس  B=لذا ،:  
)A-١٣( 1 1( ) ( )T TB B I B B− −= = 

  :بديت ترتيب
)A-١٤( 1 1( )TB B− −= 

  . نيز متقارن استBو معکوس ماتريس 
  

  ١ ماتريسهاي متعامد-
  . رابطة زير صدق کندناميم، درصورتي که حقيقي بوده و در مي را متعامد Aماتريس 

)A-١٥( T TA A AA I= = 
)1با توجه به تعريف فوق و رابطة معکوس ماتريس           )A A I− کند کـه    مي اين شرط تضمين     =

A1 بوده و ه ناويژA =   .همچنين براي ماتريس متعامد خواهيم داشت. باشد مي ±
)A-١٦( 1 TA A− = 

  .توان به صورت زير بيان نمود ميمثالهائي از ماتريس متعامد را 
0.6 0.8 0

cos sin
;    0.8 0.6 0

sin cos
0 0 1

A B
θ θ
θ θ

 
−   = = −       

  

,1 متعامد باشند ماتريسهاي B,Aاگر ماتريسهاي  ,TAB A A−نيز متعامد خواهند بود .  
 
  ٣هرميتين  و پاد٢ ماتريسهاي هرميتين-

  در اينحالت اگر. ناميم ميماتريسي که از عناصر مختلط تشکيل شده باشد را ماتريس مختلط 

                                                 

1 Orthogonal 
2 Hermitian 
3 Skew-Hermitian 
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)A-١٧( ij jia a= يا*A A= 
مربعي بوده و عناصر قطـر      بايستي  ماتريس هرميتين   . ناميم ميبرقرار باشد ماتريس را هرميتين      

  . نداصلي آن حقيقي باش
  
  

  :به عنوان مثال
1 2 3 5

2 3 2 2
5 2 0

j j
A j j

j j

+ 
 = − + 
 − − 

  

Aهر ماتريس هرميتين را به صورت       . باشد مي هرميتين   Aماتريس   B jC= توان نوشت   مي +
T, حقيقي بوده و C,Bکه در آن ماتريسهاي  TB B C C= = −   

  :به عنوان مثال براي ماتريس فوق
1 2 0 0 3 5
2 2 2 3 0 1
0 2 0 5 1 0

A B jC j
   
   = + = + −   
   − −   

  

  .ماند ميدقت کنيد که معکوس يک ماتريس هرميتين نيز خود هرميتين باقي 
)A-١٨( ( ) ( )*1 1A A− −= 

توان به صورت يكتا از تركيب دو ماتريس هـرميتين بدسـت             مينين هر ماتريس مربعي را      چهم
  :آورد

)A-١٩( * *1 1( ), ( )
2 2

A G jH

G A A H A A
j

= +

= + = −
 

  .توان نشان داد ميريسها را به صورت زير که هرميتين بودن مات

)A-٢٠( 

* *

* *

1 ( )
2

1 ( )
2

G A A G

H A A H
j

= + =

= − − =
 

, هرميتين باشـند ماتريسـهاي       B,Aهمچنين اگر دو ماتريس      ,BA AB A B A B+ −  نيـز   +
 حقيقـي    ماتريس هـرميتين حتمـاً     نتوان نشان داد که دترمينا     مي باشند و نهايتاً   ميهرميتين  

  است و

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)A-٢١( * TA A A A= = = 
به عنـوان  . ناميم مي هرميتين - ماتريس پاد  را را ارضاء کند آن    A*=-A خصوصيت   Aاگر ماتريس   

  :مثال
5 2 3 4 6

2 3 4 2 2
4 6 2 2

j j j
A j j j

j j j

− + − + 
 = + − + 
 + + 

  

تـوان بـه صـورت       مـي هـرميتين را    -همچنين هر ماتريس پاد   . باشد مي هرميتين   -ماتريس پاد 
A B jC=    حقيقي بوده و C,B تجزيه نمود که در آن ماتريسهاي +

)A-٢٢( ,T TB B C C= − = 
  :در مورد ماتريس فوق داريمبه عنوان مثال 

  
0 2 4 5 3 6
2 0 2 3 4 2
4 2 0 6 2 1

A B jC j
− −   

   = + = − +   
      

  

  
  ١واحدي ماتريس -

نـاميم کـه در    مي ماتريسي را واحدي     ،باشند مي مختلط   Aکه عناصر ماتريس     ميدرحالت عمو 
  .رابطه زير صدق کند

)A-٢٣( 1 *A A− = 
  يا 
)A-٢٤( * *AA A A I= = 
  

*ماتريسهاي متعامد رابطة     *AA A A I= . باشـند  مـي  را ارضاء نموده، لذا مـاتريس واحـدي          =
باشـد و همچنـين اگـر      مـي  نيز واحـدي     −1Aماتريس   واحدي باشد    Aدقت کنيد اگر ماتريس     

A,B واحدي باشند AB دمان مي نيز واحدي.  
  

  ٢ ماتريس نرمال-

                                                 

1 Unitary matrix 
2 Normal matrix 
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اش برقرار باشد، بـه آن       ين يک ماتريس و ماتريس مزدوج ترانهاده      باگر خاصيت جابجائي ضرب     
  :رتدر اينصو. گوييم ميماتريس، نرمال 

*                       در مورد ماتريس مختلط *AA A A=  
T                     در مورد ماتريس حقيقي  TAA A A= 

1U واحدي باشـد حاصـل ضـرب    U نرمال بوده و ماتريس     Aدرصورتي که ماتريس     AU−  نيـز 
  .واهد بوديک ماتريس نرمال خ

1 * * 1 *

1 * 1 *

* * *

* * 1 * 1

1 * 1

( )
( )

( )
( ) ( )

U AU U A U
U AA U
U A AU
U A U U AU
U AU U AU

− −

− −

− −

− −

= ⋅

=
=

=
=

 

1 1 *( )( )U AU U AU− − 

  
 يـا هـرميتين، يـا حقيقـي         ،ماتريسي نرمال خواهد بود که يـا مـاتريس حقيقـي متقـارن باشـد              

  . هرميتين، يا واحدي و يا يک ماتريس متعامد باشد-پادمتقارن، يا پاد
  

   جمع بندي-
  :ول زير را به صورت خلاصه بيان نمودتوان جد ميدر مورد تعاريف بيان شده 

  
TA A=     ماتريسAمتقارن است .  
TA A=   . متقارن است- پادAماتريس     −
T TAA A A I=   . متعامد استAماتريس     =

*A A=     ماتريسAهرميتين است .  
*A A=   . هرميتين است- پادAماتريس     −

* *AA A A I=   . واحدي استAماتريس     =
T TAA A A= يا * *AA A A=     ماتريسAمتقارن است .  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۲۹۸

A-۲ (دترمينانها  

A-۲-۱( تعيين دترمينان يك ماتريس  

  .کنيم ميصورت زير تعريف   را به۲*۲ماتريس دترمينان يک 

)A-٢٥( 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
A a a a a

a a
= = − 

  .کنيم مي به شرح زير عمل Aبراي درجات بالاتر ماتريس مربعي 

)A-٢٦( 
11 12 15

22 23 21 23 21 221 1 1 2 1 3
21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32
31 32 33

( 1) ( 1) ( 1)
a a a

a a a a a a
A a a a a a a

a a a a a a
a a a

+ + += = − + − + −

يب با حذف سطر و ستون متناظر دترمينان درجه بالاتر را به درجات پايين تـر تبـديل     تبدين تر 
  :در نتيجه. کنيم مي

)A-٢٧( 11 22 33 23 32 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31( ) ( ) ( )A a a a a a a a a a a a a a a a= − − − + − 

A-۲-۲ (خواص دترمينانها  

  . خصوصيات زير برقرار استn*nبراي دترمينان يک ماتريس 
مينان تغيير حاصـل   ر را جابجا کنيم تنها در علامت دت       Aماتريس  ) يا دو ستون  ( اگر دو سطر     -۱

  .شود مي
و جمع آن ) يا ستون(ن ماتريس درصورت ضرب کردن يک عدد اسکالر در يک سطر          دترمينا -۲

  .کند ميديگر تغيير ن) يا ستون(با سطر 
 صـفر  Aمسـاوي باشـد دترمينـان مـاتريس         ) يـا دو سـتون    ( داراي دو سـطر      A اگر ماتريس    -۳

  .شود مي
n براي ماتريس -۴ nA   . داريم×
)A-٢٨( *;       TA A A A= = 
  .باشد مي دترمينان ضرب دو ماتريس برابر ضرب دترمينانهاي دو ماتريس -۵
)A-٢٩( A B A B B A⋅ = ⋅ = ⋅ 
را در يک عدد اسکالر ضرب کنيم، دترمينان نيز در آن عدد ضـرب              ) يا ستون ( اگر يک سطر     -۶

  .شود مي
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ضـرب   nk ضـرب کنـيم دترمينـان در         n*nماتريس   اگر يک عدد اسکالر را در کلية عناصر          -۷
  .شود مي

)A-٣٠( nkA k A= 
1برابر  A اگر مقادير ويژه يک ماتريس -۸ 2, ,..., nλ λ λباشد، در اينصورت   
)A-٣١( 1 2 3. . ..., nA λ λ λ λ= 
ريسهاي زير به صورتي کـه بتـوان مـاتريس نتيجـه را              با درنظر گرفتن ابعاد مناسب براي مات       -۹

  .دسته بندي نمود روابط زير برقرار است

)A-٣٢( 
0

.0
A B A

A DD C D= = 

)A-٣٣( 
1

1

     if 0

     if 0

A D CA B AA B
C D D D BD C D

−

−

 − ≠= 
− ≠

 

m, براي ماتريسهاي -۱۰ n m nB A×   . داريم×
)A-٣٤( mInI AB BA+ = + 

  . باشدm=1,n>1ورتي که دقت کنيد درص
)A-٣٥( 1nI AB BA+ = + 

  .باشد و اين روش محاسبة سريع دترمينان حاصلضرب دو ماتريس مي

A-۳ (معکوس ماتريسها  

A-۳-۱ (٢ و ناويژه١ماتريسهاي ويژه  

 اگـر   .BA=AB=I کـه     را چنان يافت   Bناميم، اگر بتوان ماتريس      مي را ناويژه    Aماتريس مربعي   
 نشـان داده    −1A اطـلاق شـده و بـا         A وجود داشته باشد به آن معکـوس مـاتريس           Bماتريس  

0A ناويژه باشد    Aاگر ماتريس   . شود مي  وجود نداشته باشد، مـاتريس      −1Aاگر ماتريس   . ≠
A اميمن مي را ويژه.  

  . ناويژه باشندA,Bاگر ماتريسهاي 
)A-٣٦( 1 1 1( )AB B A− − −= 

                                                 

1 Singular 
2 Nonsingular 
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  همچنين
)A-٣٧( 1 1( ) ( )T TA A− −= 

  و يا 
)A-٣٨( * 1 1 *( ) ( )A A− −= 

A-۳-۲ (خواص معکوس ماتريس  

  .معکوس يک ماتريس داراي خصوصيات زير است
0kگر  ا-۱ n يک عدد اسکالر باشد و ماتريس ≠ nA   :باشد داريم×

)A-٣٩( 1 11( )kA A
k

− −= 

  .باشد مي ماتريس برابر عکس دترمينان ماتريس كيس  دترمينان معکو-۲

)A-٤٠( 1 1A
A

− = 

  .آيد مييف معکوس ماتريس بدست اين رابطه براحتي از تعر
)A-٤١( 1 1 1AA A A I− −= = = 
   لم معکوس ماتريس-۳

,ماتريسهاي  , ,m m m n n m n nD C B A× × ×    را در نظر بگيريد، در اينصورت×
)A-٤٢( 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )A BDC A A B D CA B CA− − − − − − −+ = − + 

  .ودتوان رابطه فوق را به صورت زير ساده نم مي باشد m=1, D=1درحالت خاصي که 

)A-٤٣( 
1 1

1 1
1( )

1
A BCAA BC A
CA B

− −
− −

−+ = −
+

 

  .توان از رابطه زير تعيين نمود مي معکوس ماتريس ترکيبي زير را -۴

)A-٤٤( 
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

A B A A B D CA B CA A B D CA B
C D D CA B CA D CA B

− − − − − − − − −

− − − − −

   + − − −
=   − − −  

,10: به شرطي که 0A D CA B−≠ − ≠  
  :توان از رابطه زير براي تعيين ماتريس ترکيبي استفاده نمود ميهمچنين 

)A-٤٥( 
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

A B A BD C A B C BD
C D D C A BD C D C A BD C BD D

− − − − − − −

− − − − − − −

   − − −
=   − − − +  

,10: به شرطي که 0D A BD C−≠ − ≠  
  .آيد مي باشد فرمولهاي ساده تر زير بدست D=0 يا C=0درحالت خاصي که 
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۳۰۱

)A-٤٦( 

1 1 1 1

1

1 1

1 1 1

0 0

0 0

A B A A BD
D D

A A
C D D CA D

− − − −

−

− −

− − −

 − 
=   

   

  
=    −   

 

  : استفاده نمود که در آن١توان از قانون کرامر ميبراي محاسبة معکوس ماتريس -٥

)A-٤٧( 1 adj

det

( )
( )
AA
A

− = 

)adjصورت عبارت فوق     )A                 ماتريسي است کـه هـر عنصـر ترانهـادة آن از دترمينـان مـاتريس
i,متناظر با حذف سطر و ستون  j  داريم۲*۲بدست آمده و به عنوان مثال براي يک ماتريس   

)A-٤٨( 

11 12

21 22

a a
A

a a
 

=  
   
1 1 1 2

22 21
2 1 2 2

12 11

adj
( 1) ( 1)

( )
( 1) ( 1)

T
a a

A
a a

+ +

+ +

 − −
=  − − 

 

   داريم ۳*٣و به عنوان مثال براي ماتريس 

)A-٤٩( 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

  

22 23 21 23 21 22

32 33 31 33 31 33

12 13 11 13 11 12

32 33 31 33 31 32

12 13 11 13 11 12

22 23 21 23 21 22

adj( )

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a
A

a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

 
+ − + 
 
 
 = − + −
 
 
 + − +  

 

لذا به عنوان مثال معکوس زير 
1 2 3
2 1 4
0 1 1

A
 
 = − 
 − 

  

  :برابر است با

                                                 

1 Cramer’s Rule 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۰۲

1

1

adj

det

3 2 2
( ) 1 5 1 1

( 7)
11 2 5

3 5 11
1 2 1 2
7

2 1 5

T

AA
A

A

−

−

− − 
 = = − −
 − 

− − 
 = − − 
 − 

  

A-۴ (قواعد عمليات ماتريسي  

A-۴-۱ (  عددضرب يک ماتريس در  

اگر عددي را در يک ماتريس ضرب کنيم بـدين معناسـت کـه در تـک تـک عناصـر آن ضـرب                        
  .نماييم مي

)A-٥٠( ij ijA a kA ka   = → =    

A-۴-۲ (ضرب دو ماتريس  

nضرب دو ماتريس تنها درصورتي امکان پذير است که ماتريس            mA mماتريس   و   × rB  بـوده و    ×
  :در اينصورت.  باشدB برابر تعداد سطرهاي ماتريس Aتعداد ستونهاي ماتريس ر گبه عبارت دي

)A-٥١( 
,

,    

ij ijn m m r

ij n r

A a B b

A B C C c
× ×

×

   = =   

 ⋅ = =  
 

  که در آن

)A-٥٢( 
1

m

ik ij jk
j

C a b
=

=∑ 

AB و ضرب ماتريسها خاصيت جابجائي نداشته ميلذا درحالت عمو BA≠.  
,0 ماتريس غير صفر پيدا نمود       وهمچنين ممکن است د    0A B≠  که حاصـل ضـرب آنهـا        ≠

0ABبرابر صفر شود    :به عنوان مثال=
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۳۰۳

)A-٥٣( 

2 1 1 2
0,    0

6 3 2 4

2 1 1 2 0 0
6 3 2 4 0 0

A B

A B

−   
= ≠ = ≠   
   

−     
⋅ = =     −     

 

0Aلذا   B⋅ 0Aدهـد کـه      مـي نتيجـه ن   يمدرحالت عمـو   = 0B يـا    =  بلکـه درحالـت     =
0Aدرصورتيکه  ميعمو B⋅   .باشد يکي از حالات زير برقرار است =

۱ (0A = 
۲ (0B =  
A,ماتريس دو هر ) ۳ B باشند مي ويژه.  

A-۴-۳ (مشتق گيري از ماتريسها  

  .عمليات ديفرانسيلي اعمال شده به هر ماتريس را بايد برروي تک تک عناصر آن اعمال نمود

)A-٥٤( ( ) ( )ij
d dA t a t
dt dt

 =   
 

  همچنين 
)A-٥٥( ( ) ( )ijA t dt a t dt =  ∫ ∫ 

  .ي از زمان باشند تابعB,Aحال اگر عناصر ماتريسهاي 

)A-٥٦( 
( )

( )

d d dA B A B
dt dt dt
d dA dBAB B A
dt dt dt

+ = +

= +
 

  . يک تابع اسکالر باشدk(t)همچنين اگر 

)A-٥٧( [ ] ( )( ) ( )d dA dk tAk t k t A
dt dt dt

= + 

  :همچنين براي انتگرال ماتريسها مشابه با خصوصيت انتگرال جزء به جزء داريم

)A-٥٨(  
b bb

aa a

dA dBB dt AB A dt
dt dt

= −∫ ∫ 

  . يک ماتريس رابطه زير برقرار استبراي مشتق گيري از معکوس

)A-٥٩( 1 1 1d dAA A A
dt dt

− − −= − 

  : مشتق گيري کنيم داريم−1AAچرا که اگر از 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۰۴

)A-٦٠( 

1
1 1

1
1

0d dA dA dAA A A I
dt dt dt dt

dA dAA A
dt dt

−
− −

−
−

= + = =

⇒ = −
 

  يا 

)A-٦١( 
1

1 1dA dAA A
dt dt

−
− −= − 

  

A-۴-۴ (ار مشتق گيري يک تابع اسکالر نسبت به يک برد  

  : باشد در اينصورتx يک تابع اسکالر نسبت به متغير برداري J(x)اگر تابع 
  

)A-٦٢( 

2 2 2

2
1 1 2 11

2 2 2
2

2
2 1 2 2 22

2 2 2

2
1 2

;   

n

n

n n n n

J J JJ
x x x x xx

J J J J
J Jx x x x x x
x x

J J J J
x x x x x x

 ∂ ∂ ∂∂ 
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   
 ∂  ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂   
  ∂  ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

"

"

# # % #

"

 

  
)همچنين قاعده مشتق گيري زنجيره اي براي تابع اسکالر  )( )V x tبه شرح زير برقرار است .  

)A-٦٣( ( )( )
Td V dxV x t

dt x dt
∂ =  ∂ 

 

A-۴-۵ (اکوبين ژ  

)1اگر تابع برداري     )mf x 1nxنسبت به بردار    × ک مـاتريس  ي ـ را بخواهيم مشتق گيـري کنـيم   ×
n m×  آيد که به آن ژاکوبين  ميبدستf نسبت بهx شود مي گفته.  
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۳۰۵

)A-٦٤( 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

n

n

m m m

n

f f f
x x x
f f f

f x x x
x

f f f
x x x

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ 
∂  ∂ ∂ ∂=  ∂

 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

"

"

# % #

"

 

  
  .نشان دادتوان  ميبا ترتيبي که ماتريس ژاکوبين را تعريف نموده ايم 

)A-٦٥( Ax A
x
∂ =
∂

 

n,1همچنين درصورتي که  n nx A×   : حقيقي باشند خواهيم داشت×

)A-٦٦( T Tx Ax Ax A x
x
∂ = +
∂

 

  . حقيقي و متقارن باشدAهمچنين اگر ماتريس 

)A-٦٧( 2Tx Ax Ax
x
∂ =
∂

 

  . هرميتين باشدAدرصورتي که ماتريس 

)A-٦٨( *x Ax Ax
x
∂ =
∂

 

, ماتريسهاي حقيقي  وهمچنين براي بردارها ,A x y داريم:  

)A-٦٩( 

T

T T

x Ay Ay
x

x Ay A x
y

∂ =
∂
∂ =
∂

 

  : خواهيم داشتAو براي ماتريس مختلط 

)A-٧٠( * *x Ay A x
y
∂ =
∂

   يا      

*

* T

x Ay Ay
x

x Ay A x
y

∂ =
∂
∂ =
∂

 

  

  

  
  
  

  ٢ضميمة 
  
  
  
  
  

  ئل حل شدهمسا
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۳۰۷

  مسائل حل شده: ٢ضميمة 
 

  فصل دوم

اسـت را   را که به صورت معادلة ديفرانسيل زير بيان شـده            مينمايش فضاي حالت سيست    )۲-۱
  .بدست آوريد

1 2 3 0 1 2 3y a y a y a y b u b u b u b u+ + + = + + +��� �� � ��� �� �  
 همانگونه که بيان شد، نمايش فضاي حالت سيستمها يکتا نبـوده و بسـتگي بـه انتخـاب                   :پاسخ

با انتخاب متغيرهاي حالت به صورت زير به فرم فضاي حالت نسبتاً سـاده اي               . متغير حالت دارد  
  .خواهيم رسيد

1 0

2 0 1 1 1

3 0 1 2 2 2

x y u
x y u u x u
x y u u u x u

β
β β β
β β β β

= −
= − − = −
= − − − = −
� � �
�� �� � �

  

  :هيم داشتخوا
1 2 1

2 3 2

x x u
x x u

β
β

= +
= +

�
�

  

  .توان بازنويسي نمود ميلذا معادلة ديفرانسيل سيستم را به صورت زير 
1 2 3 0 1 2 3y a y a y a y b u b u b u b u= − − − + + + +��� �� � ��� �� �  

  :شود مي به صورت زير اين معادله ساده iβحال با انتخاب پارامترهاي 
0 0

1 1 1 0

2 2 1 1 2 0

3 3 1 2 2 1 3 0

b
b a
b a a
b a a a

β
β β
β β β
β β β β

=
= −
= − −
= − − −

  

  
  سوم حالت برابر است با ير متغو مشتق 

3 0 1 2

1 2 3 0 1 2 3 0 1 2

1 0 1 2 1 0 1 1 1 2

2 0 1 2 0 2 1 3 0 3 0

0 1 2 3

( )
  ( ) ( )
  

x y u u u
a y a y a y b u bu b u b u u u u
a y u u u a u a u a u
a y u u a u a u a y u a u
b u bu b u b u

β β β
β β β

β β β β β β
β β β β β β

β

= − − −
= − − − + + + + − − −
= − − − − − − −

− − − − − − − −
+ − + + −

� ��� ��� �� �
�� � ��� �� � ��� �� �
�� �� � �� �
� � �
��� �� � 0 1 2u u uβ β− −��� �� �

  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۰۸

  :شود به  ميو با توجه به تعريف متغيرهاي حالت اين عبارت ساده 
3 1 3 2 2 3 1 0 0 1 1 1 0

2 1 1 1 2 0 3 1 2 2 1 3 0

1 3 2 2 3 1 3 1 2 2 1 3 0

( ) ( )
 ( ) ( )

( )

x a x a x a x b u b a u
b a a u b a a a u
a x a x a x b a a a u

β β β
β β β β β β

β β β

= − − − + − + − −
+ − − − + − − −

= − − − + − − −

� ��� ��
�  

  لذا
3 1 3 2 2 3 1 3x a x a x a x uβ= − − − +�  

  .لذا فرم فضاي حالت به صورت ماتريسي به شکل زير خواهد بود

[ ]

1 1

2 2

3 2 1 3 3

1

2 0

3

0 1 0
0 0 1

1 0 0

x
x x

a a a x

x
y x

x

β
β µ
β

β µ

     
     = +     
     − − −     

 
 = + 
  

�

  

  : با تعريف متغيرهاي حالت مناسب سيستم زير را به صورت فضاي حالت نمايش دهيد)۲-۲

  
گيـريم، بـدين     ميخروجي هر جزئي از سيستم فوق را به عنوان يک متغير حالت درنظر               :پاسخ

  :ترتيب داريم
1 2 3

2 3 1

( ) 10 ( ) 1 ( ) 1  ;    ;  
( ) 5 ( ) ( ) ( ) 1
x s x s x s
x s s u s x s s x s s

= = =
+ − +

  

  :سيل خواهيم داشتيا به فرم معادلات ديفران
1 1 2

2 3

3 3 1

1

( ) 5 ( ) 10 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t x t x t
x t x t u t
x t x t x t
y t x t

= − +
= − +
= − +
=

�
�
�

  

  :لذا به صورت ماتريسي نمايش سيستم به فرم زير خواهد بود

1
s

 
10

5s +
 

1
1s +

 

( )u s
2x  

3x

+

−

( )y s1x  
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۳۰۹

[ ]

1

2

3

1

2

3

5 10 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0

1 0 0

x
x x u

x

x
y x

x

−     
     = − +     
     −     

 
 =  
  

�

  

  :سيستم زير را به صورت فضاي حالت نمايش دهيد) ۲-۳

  
 فـرم مشـتق گيـر اسـت و لـذا            يکي از اجـزاء سيسـتم فـوق داراي        ) ۲-۲ برخلاف مسئله    :پاسخ

امـا توجّـه کنيـد کـه سيسـتم          . توان خروجي آنرا به فرم متغير حالت نمايش داد         ميمستقيماً ن 
  :معادل در مدار پيشرو عبارتست از

2

1as b ba
s s s
+   = +  

  
  

حال مطابق شکل زير متغيرهاي حالـت       . شود ميديده ن  ميکه در آن هيچ مشتق گيري مستقي      
  .کنيم ميرا انتخاب 

  
  :لذا خواهيم داشت

2

1

1

2 1

1

1
( )

x b
u x s

x
x a u x s
y x

=
−

=
+ −

=

  

  
  :يا به صورت معادلات ديفرانسيل خواهيم داشت

2
1
s

 
( )u s ( )y s

−

b
s

a

+
+

+
1x

2x

2
1
s

 
( )u s ( )y s+

−
as b+

1u x−

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۱۰

2 1

1 1 2

1

x bx bu
x ax x au
y x

= − +
= − + +
=

�
�  

  :لذا فرم ماتريسي معادلات حالت سيستم بشکل زير است

[ ]

1

2

1

2

1
0

1 0

xa a
x u

xb b

x
y

x

−     
= +    −    

 
=  

 

�
  

  
رت مکانيکي معمولا از زنجيره اي از چرخ دنده ها مطابق شـکل          در سيستمهاي انتقال قد   ) ۲-۴

با توجه به روابط سينماتيکي چرخدنده هـا و بـا فـرض وجـود اصـطکاک                 . شود ميزير استفاده   
سـتم را    معادلـة دينـاميکي حـاکم بـر سي         ib معـادل    iJويسکوز در هر محور با ممان اينرسي        

  .تعيين کنيد

  
اويلر و هم با استفاده از معادلة       - معادلات ديناميکي حاکم را هم با استفاده از روابط نيوتن          :پاسخ

دقت کنيد در هر دو حالت تنها سيسـتم فـوق داراي يـک درجـة                . توان تعيين نمود   ميلاگرانژ  
  . ها برقرار استiθآزادي است و روابط سينماتيکي زير بين 

2 1 3 3 3 3 1

1 2 2 4 1 4 2

  ;    N N N N
N N N N

θ θ θ
θ θ θ

= = ⇒ = ⋅  

  :توان روابط ديناميکي را نوشت ميبا استفاده از روش نيوتن اويلر 
1 1 1 1 1

2 2 2 3 2 2

mJ T T b

J T T b

θ θ
θ θ

= − −

= − −

�� �
�� �  

3 3 4 3 3LJ T T bθ θ= − −�� �  

1 1,J b

2 2,J b  

3 3,J b

2N

4N  

3N  

1N

1θ

2θ  

3θ

گشتاور موتور   
mT  

    بارگشتاور  
        LT  
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۳۱۱

 ـ           iTکه در آن     امـا روابـط    . شـود  مـي  وارد   iا انـديس     گشتاوري است کـه بـر هـر چرخدنـده ب
  :سينماتيکي در اين گشتاور نير صادق است، لذا

2 2 4 4

1 1 3 3

  ;  T N T N
T N T N

= =  

  : با استفاده از روابط زيرiTبا حذف گشتاورهاي داخلي 
2 4

2 1 4 3
1 3

  ;  N NT T T T
N N

= =  

  :خواهيم داشت
1 1 3

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 4

( ) ( )L m
N N NJ b J b J b T T
N N N

θ θ θ θ θ θ+ + + + + + =�� � �� � �� �  

2حال از روابط سينماتيکي سرعت ها و موقعيتهاي زاويه اي   3,θ θ    را نيز از معادلة فـوق حـذف   
  .کنيم مي

2 2 2

1 1 3
1 2 3 1

2 2 4

2 2 2

1 1 3 1 3
1 2 3 1

2 2 4 2 4

.

.

eq

eq

J

L m

nb

N N NJ J J
N N N

N N N N Nb b b T T
N N N N N

θ

θ

      
 + +     
       

         
 + + + + =        
          

��

�������	������


�

��	�
�������	������


  

  :و نهايتاً خواهيم داشت
1 1eq eq L mJ b nT Tθ θ+ + =�� �  

)بديل جعبه دنده ها بزرگ باشد شود درصورتيکه نسبت ت    ميهمانگونه که مشاهده      بـا  <(30
1شود تاثير    ميتوجه به تاثير توان دوم نسبت دنده در معادلات فوق مشاهده             1,b J    در معادلـة 

  .شود ميفوق بسيار تضعيف 
بطــة تشــابه  معادلــة حرکــت سيســتم مکــانيکي زيــر را تعيــين نمــود و بــا اســتفاده از را)۲-۵

 الکتريکي که داراي معادلة ديناميکي يکساني باشد ستمهاي مکانيکي و الکتريکي مدار مشابه    سي
  .تعيين کنيدرا 

  y ixox

2k
1k

1b

2b

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۱۲

  : معادلة تعادل نيروئي سيستم فوق عبارتست از:پاسخ
1 0 1 0 2 0

2 0 2

( ) ( ) ( )
( )
i ib x x k x x b x y

b x y k y
− + − = −
− =

� � � �
� �

  

  :گيريم مياز معادلات فوق لاپلاس 
1 0 1 0 2 0

2 0 2

( ) ( ) ( )
( )

i ib sx sx k x x b sx sy
b sx sy k y

− + − = −
− =

  

  :آوريم مي را بدست yاز معادلة دوم 
2 0 2 2

2
0

2 2

( )b sx b s k y
b sy x

b s k

= +

=
+

  

  :با جايگذاري در معادلة اول خواهيم داشت
2

1 1 1 1 2 2 0
2 2

( ) ( )i
b sb s k x b s k b s b s x

b s k
+ = + + −

+
  

  :يا فرم ساده شده تابع تبديل
1 2

1 20

1 2 2

1 2 2

1 1
( )
( )

1 1i

b bs s
k kx s

x s b b bs s s
k k k

  
+ +  

  =
  

+ + +  
  

  

شکيل شود که مطابق شکل زير به       مدار مشابه الکتريکي بايستي از يک جفت مقاومت و خازن ت          
  .صورت موازي و سري بسته شده اند

  
  معادلة ديناميکي اين سيستم برابر است با

1
0 1

1
1

2 2 1

1 1 2 2

1 1 2 2 2 1

1
( )

1 1( )
(1 )

( 1)( 1)
( 1)( 1)

R
E s C s
E s R

R C S C s
RC s R C s

RC s R C s R C s

+
=

+ +
+

+ +=
+ + +

  

ie oe  1R  

2R  

2C  

1C  
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۳۱۳

   مشـابه بـه هـم        با لحاظ نمودن تشابه ثابت زماني مکانيکي و الکتريکي سيستم در معادله کاملاً            
  .باشند مي
با تعيين معادلات ديناميکي و حرکت سيستم مکانيکي زير مدار مشـابه الکتريکـي بـراي                 )۲-۶

  .سيستم تعيين کنيد
  

تـوان معـادلات     مـي  با استفاده از معـادلات نيـوتن         :پاسخ
  :حرکت سيستم را به صورت زير تعيين نمود

1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 1 2

2 2 2 2 1 2 1 2

      ( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

m x b x k x
b x x k x x

m x b x x k x x

+ +
+ − + − =
+ − + − =

�� �
� �

�� � �
  

  
 خازن و مقاومت باشـد و معادلـة دينـاميکي آن از    لذا مدار مشابه الکتريکي بايستي داراي سلف، 

  :رابطه اي مشابه رابطه فوق تبعيت نمايد

1 1 1 1 2 1 2 1 2
1 2

2 2 2 2 1 2 1
2

1 1( ) ( ) 0

1( ) ( ) 0

L q R q q R q q q q
C C

L q R q q q q
C

+ + + − + − =

+ − + − =

�� � � �

�� � �
  

  .لذا مدار زير مشابه سيستم مکانيکي فوق است

  
  

2با جايگذاري  2 1 1,q i q i= =�   : به معادلات زير خواهيم رسيد�
1

1 1 1 2 1 2 1 2
1 2

2
2 2 2 1 2 1

2

1 1( ) ( ) 0

1( ) ( ) 0

i
diL R i e dt R i i i i dt
dt C C
diL R i i i i dt
dt C

+ + + − + − =

+ − + − =

∫ ∫

∫
  

2R

2C

1C

2L1L

1R

1i 2i

1m  

2m  

2k

1k 1b

2b
1x

2x

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۱۴

. تابع تبديل مدار بستة سيستم سرو موقعيت زير را با پارامترهاي داده شده تعيين کنيـد                )۲-۷
 c و خروجي آنرا موقعيت خروجـي سـرو          rورودي سيستم را موقعيت ورودي مرجع پتانسيومتر        

  .درنظر بگيريد

  
  :که در آن

r: راديان موقعيت مرجع مطلوب پتانسومتر  aL: قابل صرفنظر  اندوکتانس آرميچر  

c: راديان  موقعيت محور خروجي سرو  K: 5  ضريب ثابت گشتاور موتور .6 10 N m
A

−× 

θ: راديان  موقعيت زاويه اي محور موتور  ai:  :جريان آرميچر  Amp 

1k: 
ضريب بهرة پتانسيومترهاي

  تعيين موقعيت
24Volts
radπ

  
bK: ثابت اثر خودالقائي(bmf)  2 .5.5 10 V s

rad
−×  

pk: 10  ضريب بهرة تقويت کننده /V V mb: قابل صرفنظر ضريب استهلاک ويسکوز موتور  

ae: ولتاژ آرميچر  V  mJ: 5  ممان اينرسي محور موتور 210 .Kg m−  

be: ولتاژ اثر خودالقائي  V  LJ: 3  ممان اينرسي بار 24.4 10 .Kg m−× 

aR: 0.2  مقاومت آرميچرΩ  Lb: 2  ضريب استهلاک بار . .4 10 N m s
rad

−×  

:n نسبت جعبه دنده  
1 2/ 1/10N N =       

 
  .کنيم مي معادلة ديناميکي سيستم را به ترتيب زير تعيين :پاسخ

 :رابطة پتانسومتر خطا

1( ) ( ( ) ( ))
      7.64( ( ) ( ))
E s k R s C s

R s C s
= −
= −

  

 :رابطة تقويت کننده
( ) ( ) 10 ( )a pE s k E s E s= =  

 :ممان اينرسي موثر موتور
2

-5 2 3 5   = 10 10 4.4 10 5.4 10
m LJ J n J

− − −

= +

+ × × = ×
  

 :ضريب استهلاک موثر
2 44 10m Lb b n b −= + = ×  

aL  
Amp

aR

ae be  
θ  1N  

2N  

LJ Lb c  r  i  
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۳۱۵

 :تابع تبديل موتور

0

( )
( ) ( 1)

m

m

Ks
E s s T s
θ =

+
  

  :که درآن

0.72

0.13

m
a b

a
m

a b

KK
R b KK
R JT

R b KK

= = =
+

= = =
+

"

"
  

  لذا
( ) 10 ( ) 0.72
( ) ( ) (0.13 1)a a

s C s
E s E s s s
θ = =

+
  

  .شوند ميلذا اجزاء سيستم از شکل زير تعيين 

  
  .لذا مدار معادل سيستم به صورت شکل زير خواهد بود

  
  که در آن تابع تبديل حلقه بسته سيستم برابر است با

2

2

( ) ( ) 5.5
( ) 1 ( ) 0.13 5.5

42.3                          = 
s 7.69 42.3

C s L s
R s L s s s

s

= =
+ + +

+ +

  

 k=0.01آب نشان داده شده در شکل زير با فرض ثابت اريفيس خروجي در مخزن ذخيرة  )۲-۸
Qآب از رابطة     ميباشد و دبي حج    K H=           تبعيت کند، زماني را که ارتفـاع آب در مخـزن 

32m درصورتيکه حجم مخـزن      ،شود را پيدا کنيد    مينصف   s        و جريـان ورودي صـفر باشـد  .
30.015iQنين درصورتيکه دبي ورودي آب به مخـزن         همچ m s=        باشـد ارتفـاع آب ثابـت 
  .بماند

  

( )R s ( )C s

−

+ 5.5
(0.13 1)s s +

( )C s

−

+ 0.72
(0.13 1)s s +7.64 10 1/10

( )R s ( )E s aE θ
h

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۱۶

  
  

  : فصل دوّم  بدست آمده است )۵-۲( معادلة ديناميکي سيستم در مثال :پاسخ

0

1

i i

i

dhA Q Q Q K h
dt

dh K h Q
dt A A

= − = −

+ =
  

  .کنيم ميدگار سيستم تعيين حال ارتفاع اوليه را از روي حالت مان
* *

i 0

* *

* *

     Q

                        0.015 = 0.01 2.25

i
dhQ Q Q K h
dt

h h m

= → = =

→ =

  

0iQحال درصورتيکه جريان ورودي به مخزن صفر باشد    : خواهيم داشت=

2
*

2 0.89
2.25

0.01125 

dh dh KA K h dt
dt Ah
CA m
h

dh dt
h

= − → = −

= = =

= −

  

  :بدين ترتيب زمان براي نصف شدن ارتفاع برابر است با
0

0 1

1.125

2.25 0

1.125

2.25

2.25 1.125
2

0.01125 0.01125

2 2 1.125 2 2.25 0.8787

              78.1sec

t

hh h

dh dt t
h

h

t

= → = =

= − = −

= − = −

→ =

∫ ∫  

  .يه طول خواهد کشيد تا ارتفاع مخزن نصف گردد ثان78.1لذا 

Fin 

u 

l 

Fo 

کنترل کننده
Ld 

-

oQ

iQ

H

dH
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۳۱۷

 مطابق مشخصات ارائه شده در شکل زير را با          RP معادلات حرکت روبات دو درجه آزادي        )۲-۹
روش لاگرانژ بدست آورده و ماتريس جرمي، نيروهاي وزني و نيروهاي کوريوليس و سـانتريفورژ               

  .را تعيين کنيد

  
 براي استفاده از روش لاگرانژ بايستي انرژي جنبشي و پتانسـيل اجـزاء روبـات را تعيـين                   :پاسخ 

  .کنيم ميکنيم که بدين منظور به ترتيب زير سرعتها را تعيين 
  :بازوي اول

1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 12 1

1 1

      
c c

c c

x c x c
x s y c

θ
θ

ω θ

= =
= → =

=

��A A
��A A

�
  

1 معرف 1cکه در آن  1,cos( )s θ 1 معرفsin( )θ باشد مي.  
  :بازوي دوم

1 1 2 1 1 1 2 12

1 1 2 1 1 1 2 12

cos( 90 )

sin( 90 )

o
c

o
c

x c d c d s

y s d c d s

θ
θ

= + + = −

= + + = +

A A

A A
  

2توجه داشته باشيد که  1,d θ کند ميباشند و با زمان تغيير  مي متغيرهاي حالت سيستم.  
  :لذا

1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 22

1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 22

( )

( )
c

c

x s d s d c s d c s d

y c d c d s c d s c d

θ θ θ

θ θ θ

= − − − = − + −

= + − = − +

� �� � �� A A
� �� � �� A A

  

  .کنيم ميحال انرژي جنبشي بازوها را تعيين 
2 22 2

1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1   = ( ) ( )
2 2 2 2

c c
c c

c c

T T T m v I m v I

m I m x y I

ω ω

θ θ θ

= + = + + +

+ + + +� � �� �A
  

  
  :با جايگذاري سرعت بازوي دوم و ساده سازي به عبارت زير خواهيم رسيد

1τ
1θ

2f
2 2,I m

2d

1 1,I m

1l

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۱۸

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2

2 2
1 2 2 2 1 1 2

1 1( )
2 2

1 1   = 
2 2

eI

e

T m m I I m d m d m d

I m d m d

θ θ

θ θ

 = + + + + + + 

+ +

� �� �A A
������	�����


� �� �A

  

  :شود ميانرژي پتانسيل نيز به ترتيب زير محاسبه 
{ }1 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 2 1 1 2 2 1

sin( 90 )
   = 

oV m g s m g s d
m g s m g s m gd c

θ= + + +
+ +

A A
A A

  

Lبا تشکيل لاگرانژين  T V=   :رانژ و استفاده از معادله لاگ−
L L( ) i
i i

d Q
dt q q

∂ ∂− =
∂ ∂� �

  

1با توجه به اينکه 

2

Q
f
τ 

=  
 

  : خواهيم داشت

1به ازاي 1q θ=:  

1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 12 ( )eI m d m d d m m g c m gd sθ θ τ+ + + + + =�� ��� �A A  
2به ازاي  2q d=:  

2
2 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2m d m m gc m d fθ θ+ + − =�� �� �A  

  . فرم زيرقابل نمايش استلذا معادلات حالت به صورت ماتريسي به
( ) ( , ) ( )M q q V q q G q Q+ + =�� �  

  برابر است با  ميکه در آن ماتريس جر
2 2

1 2 1 2 2 1 2 2 1

2 1 2

( )
( )

m m m d I I m
M q

m m
 + + + +

=  
 

A A
A

  

  .شود مي و سانتريفوژ وکوريوليس نيز از روابط زير تعيين Gو بردارهاي وزني 

1 2 1 1 2 2 1

2 1

2 2 1 2
2

2 2 1

( )
( )

2
( , )

m m g c m d gs
G q

m gc

m d d
V q q

m d
θ
θ

 + −
=  
 
 

=  − 

A

��
� �

  

1و بردار    1

2

,
L

Q q
f d

τ θ   
= =   
   

تـوان تشـکيل    مـي رتيب معادلات حالت را به فرم زير         بدين ت  

  :داد
[ ]1 ( , ) ( )q M Q V q q G q−= − −�� �  
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  فصل سوم

  .سيستم زير را درنظر بگيريد )۳-۱

11 12
21

21 22

    a 0
a a

x x
a a
 

= ≠ 
 

�  

1 سيستم Aفرض کنيد مقادير ويژه ماتريس       2,λ λ ،تبديل هماننـدي  .از هم متمايز باشند T را 
  .کنيد که سيستم را به فرم قطري تبديل کندپيدا 

  
  : سيستم را به فرم قطري تبديل کند داريمT اگر ماتريس :پاسخ

11

2

0
0

T AT
λ

λ
−  

= Λ =  
   

  :که در آن
11 12 11 12

21 22 21 22

,
a a t t

A T
a a t t
   

= =   
     

  . بايستي در معادله زير صدق کندTلذا ماتريس 

11 12 11 12 11 12 1

21 22 21 22 21 22 2

0
0

AT T
a a t t t t
a a t t t t

λ
λ

= Λ

       
=       

         
  .با حل معادله فوق به چهار معادله زير خواهيم سيد

11 1 11 12 21

12 2 11 12 22

21 1 22 21 11

22 2 22 21 12

( )
( )
( )
( )

t a a t
t a a t
t a a t
t a a t

λ
λ
λ
λ

− =
 − =
 − =
 − =  

  :باشند از آن جمله ميف قابل ارضاء اين معادلات به طرق مختل
11 1 22 12 2 22 21 21 22 21           t a t a t a t aλ λ= − = − = =  

  .آيد ميبدين ترتيب ماتريس تبديل همانندي به صورت زير بدست 
1 22 2 22

21 21

a a
T

a a
λ λ− − 

=  
 

  

.  وجود خواهد داشت کـه سيسـتم را بـه فـرم قطـري تبـديل کننـد                  Tتعداد بيشماري ماتريس    
  . تشکيل شده اندAستونهاي اين ماتريس از بردارهاي ويژه ماتريس 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۲۰

  .سيستم زير را درنظر بگيريد )۳-۲

x Ax Bu= +�  
1سيستم حالت  و وروديکه در آن بعد ماتريسهاي  1,n rx u× n,: برابرند با× n n rA B× ×  

  .پاسخ سيستم را به وروديهاي زير بدست آوريد
۱( u تشکيل شده از rتابع ضربه با دامنة متفاوت .  
۲( u تشکيل شده از rتابع پله با دامنة متفاوت .  
۳( u تشکيل شده از rتابع شيب با شيب متفاوت .  

  
  :پاسخ

  :برابر است با) ١٣-٣(دانيم پاسخ کلي سيستم خطي فوق مطابق معادله  مي
0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )

tA t t A t

t
x t e x t e Bu dτ τ τ− −= + ∫  

0با قراردادن  0t   : خواهيم داشت=
( )

0
( ) (0) ( )

tAt A tx t x e e Bu dτ τ τ−= + ∫  
)درصورتي که ) ١ ) ( )u t t wδ=   : باشد خواهيم داشت⋅

( )

0
( ) (0) ( )

      (0)

tAt A t

At At

x t x e e B wd

x e e Bw

τ δ τ τ−= +

= +
∫

  
)درصورتکيه ) ٢ )      0u t k= ∀   : در اينصورت≤

( )

0

2 2

0

2 2 3

( ) (0)

      (0) ( ...)
2!

  (0) ( ...)
2! 3!

tAt A t

tAt At

At At

x t e x e Bkd

Ae x e I A d Bk

At A te x e It Bk

τ τ

ττ τ

−= +

 
= + − + − 

 

= + − + −

∫

∫  

 : وجود خواهد داشت−1A تکين نباشد Aدرصورتيکه 
1( ) (0) ( )( )At At Atx t e x e A e I Bk− − = + − −  

  سازي اين عبارت خواهيم داشت با ساده 
1( ) (0) ( )At Atx t e x A e I Bk−= + −  

uبراي ورودي شيب داريم ) ج t v=   توان نشان داد مي لذا به صورت مشابه ⋅



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۲۱

( )

0

0
2 3

2 3 4 5

 ( )  (0)  

(0)   

2 3 4    (0) ( )
2! 3! 4! 5!

tAt A t

tAt At A

At At

x t e x e B v d

e x e e d Bv

I A A Ae x e t t t t Bv

τ

τ

τ τ

τ τ

−

−

= + ⋅ ⋅

= + ⋅

= + − + − +

∫
∫

"

  

  :Aن بودنيک تبا فرض غير
2

2 1

 ( )  (0) ( )( )
(0) [ ( ) ]

At At

At At

x t e x A e I At Bv
e x A e I A t Bv

−

− −

= + − −

= + − −
  

  
n هر ماتريس    .C.Hق قضيه   طب )۳-۳ nA البتـه  . کنـد  مـي  در معادله مشخصـه خـود صـدق          ×

 ممکن است چند جمله کند و مي در آن صدق A که ،باشد ميمعادله اي نتنها  معادله مشخصه
.  در آن صـدق کنـد      Aاي با توان کوچکتر از معادله مشخصه نيز وجود داشته باشد که ماتريس            

 ١کنـد چنـد جملـه اي کـاهش ناپـذير           ميدر آن صدق    Aبه چند جمله اي با حداقل توان که         
  :در اينصورت با فرض. ناميم مي

 1
1 1( )       m nm m

m ma a aφ λ λ λ λ−
−= + + + + ≤" 

( )φ λ     ناپذير است اگر با حداقل درجه         را چند جمله اي کاهش m    رابطـة( ) 0Aϕ برقـرار   =
  : بدين ترتيب. باشد

1
1 1( ) ... 0      m m

m mA A a A a A a Iφ −
−= + + + + =  

)فـرض کنيـد      .اين چند جمله اي حائز اهميت است       )d λ           يـک چنـد جملـه اي برحسـب λ 
)adj مشترک کليه المانهاي     بة فاكتور از محاس باشد که    مي )I Aλ نشان .  بدست آمده است   −

ش از يک اين چند جمله اي، همگي يـک فـرض شـوند در    يدرجه ب جملات با   دهيد اگر ضرايب    
  :اي کاهش ناپذير عبارتست از اينصورت چند جمله

( )
( )
A

d
λ

φ λ
λ

Ι −
=  

  
)adjمشـترک کليـه المانهـاي      مسـئله فـاكتور   ابق فـرض     مط ـ :پاسخ )I Aλ ) برابـر    − )d λ 
  :لذا. باشد مي

adj( ) ( ) ( )I A d Bλ λ λ− =   

                                                 

1 minimal polynomial 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۲۲

) چند جمله اي 2nبا درجة  مشترک المانهاي فاكتورکه در آن بزرگترين   )B λ،   همگـي يـک 
  بدين ترتيب . دباشن مي

( )adj( )I A I A A Iλ λ λ− − = Ι −  
  :بدين ترتيب خواهيم داشت

( )( )B( )d I A A Iλ λ λ λ− = Ι −  
AλΙبدين ترتيب  ) بر − )d λبخش پذير است .  

(*)                                      ( ) ( )A dλ λ ψ λΙ − =  
)ينکه ضرايب درجات بيش از يک چند جمله اي          به علت ا   )d λ          يک فـرض شـده انـد، همـين 

)خاصيت براي  )ψ λ از دو رابطه قبل خواهيم داشت. شود مي نيز برقرار.  
( )B( ) ( )I A Iλ λ ψ λ− =  

  و بدين ترتيب
( ) 0ψ λ =  

)دقت کنيد که  )ψ λ توان نوشت مي را به شرح زير:  
( ) ( ) ( ) ( )gψ λ λ φ λ α λ= +  

)کــه در آن  )α λ  داراي درجــه کــوچکتر از ( )φ λ بــا توجــه بــه اينکــه    .  خواهــد بــود
( ) 0, ( ) 0A Aφ ψ= , بايستي   = ( ) 0Aα ) و چون  = )φ λ         چند جملـه اي کـاهش ناپـذير 

)است،  )α λبايستي متحد با صفر باشد يا   
( ) ( ) ( )gψ λ λ φ λ=  

)دقت کنيد  ) 0Aφ   :توان نوشت مي لذا =
( ) ( ) ( )I I A cφ λ λ λ= −  

  لذا 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )I g I g I A cψ λ λ φ λ λ λ λ= = −  

)توان  ميو بدين ترتيب  )B λرا محاسبه نمود .  
( ) ( ) ( )B g cλ λ λ=  

)با توجه به اينکه کليه ضرايب درجات بالاي  )B λنيز واحد است، خواهيم داشت :  
( ) 1g λ =  

  و لذا
( ) ( )ψ λ φ λ=  

  :خواهيم داشت) *(بدين ترتيب از معادله 
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۳۲۳

( )
( )
I A
d

λ
φ λ

λ
−

=  

nبدين ترتيب چند جمله اي کاهش ناپذير هر ماتريس           nA تـوان تعيـين     مـي  را به طريق زير      ×
  :نمود

 adj( - )I Aλ را تشکيل داده و المانهاي آنرا برحسبλبسط دهيد . 
 ( )d λ مشترک کليه المانهاي فاكتور بزرگترين adj( - )I Aλرا محاسبه نمائيد . 
)ضريب بزرگترين توان      )d λ   برحسب λ         فـاكتور  را يک فرض کنيد، در صورتي که 

)وجود ندارد مشترکي  ) 1d λ  . فرض کنيد=

)چند جمله اي کاهش ناپذير را از معادله   )
( )
I A
d

λ
φ λ

λ
−

 . محاسبه کنيد=

  
 داراي مقادير ويژه متمايز باشد چنـد جملـه اي کـاهش ناپـذير آن برابـر                  Aاگر ماتريس    )۳-۴

 تکراري همگي مربـوط بـه يـک بلـوک           همچنين اگر مقادير ويژه   . باشد ميمعادله مشخصه اش    
جوردن باشند باز هم چند جمله اي کاهش ناپذير معادله مشخصه با يکديگر برابرند اما در غيـر                  

. باشـد  مـي اينصورت چند جمله اي کاهش ناپـذير داراي درجـه اي کمتـر از معادلـه مشخصـه       
( )m n<ي کنيد اين خصوصيات را براي سيستمهاي زير بررس.  

2 0 0
0 2 0
0 3 1

A
 
 =  
  

  ب(  
2 1 4
0 2 0
0 3 1

A
 
 =  
  

  الف(  

  
  : را درنظر بگيريد) سيستم الف:پاسخ

2

1,2 3

2 1 4
0 2 0 ( 2) ( 1)
0 3 1

2, 1

A
λ

λ λ λ λ
λ

λ λ

− − −
Ι − = − = − −

− −
= =

  

توان نشان داد که اين سيستم داراي يک بردار ويژه تعميم يافتـه              ميبا محاسبه بردارهاي ويژه     
  :ست با برابر اAاست لذا فرم جوردن ماتريس 

2 1 0
0 2 0
0 0 1

 
 

Λ =  
 
 

  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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باشند چند جملـه اي کـاهش        ميچون سيستم داراي مقادير ويژه متعلق به يک بلوک جوردن           
  : توجه كنيدناپذير و معادله مشخصه با همديگر برابرند براي اينکه اين موضوع را نشان دهيم

2

( 2)( 1) 11 4( 2)
adj( ) 0 ( 2)( 1) 0

0 3( 2) ( 2)
I A

λ λ λ λ
λ λ λ

λ λ

− − + − 
 − = − − 
 − − 

  

)adjلمانهاي  دقت کنيد که فاکتور مشترکي بين ا       )I Aλ ) بوجود نيامـده و لـذا        − ) 1d λ = 
)بدين ترتيب  ) ( )φ λ ψ λ=و از معادله مشخصه سيستم داريم .  

2

3 2

( ) ( 2) ( 1)

        = 5 8 4

I Aφ λ λ λ λ

λ λ λ

= − = − −

− + −
  

  
  .سيستم دوم را درنظر بگيريد) ب

2

1,2 3

2 0 0
0 2 0 ( 2) ( 1)
0 3 1

                      2, 1

I A
λ

λ λ λ λ
λ

λ λ

−
− = − = − −

− −
= =

  

توان يافت و لذا فـرم       مي براي مقادير ويژه تکراري      ياي ويژه، بردارهاي مستقل   با محاسبه برداره  
  .جوردن به شکل زير است

2 0 0
0 2 0
0 0 1

 
 
 
  

  

 بلوک جوردن مستقل مربوط شده و مرتبه چند جمله اي کاهش            وبدين ترتيب مقادير ويژه به د     
)کنيم  مي سعي .باشد ميناپذير کوچکتر از معادله مشخصه  )φ λرا محاسبه کنيم :  

2

( 2)( 1) 0 0
adj( ) 0 ( 2)( 1) 0

0 3( 2) ( 2)
                    ( ) 2

I A

d

λ λ
λ λ λ

λ λ
λ λ

− − 
 − = − − 
 − − 
⇒ = −

  

  لذا
2

2( 2) ( 1)( ) 3 2
( ) 2
B

d
λ λ λφ λ λ λ

λ λ
Ι − − −= = = − +

−
  

  :براي صحت محاسبات ملاحظه کنيد
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2

0 0 0
( ) 3 2 0 0 0

0 0 0
A A A Iφ

 
 = − + = = 
  

"  

 بلـوک مسـتقل     ۲با توجه به اينکه از دو مقدار ويژه تکراري يک بلوک جـوردن ايجـاد نشـده و                   
)رجه ايجاد شده است د )φ λيک مرتبه کوچکتر از معادله مشخصه است .  

  
 را  A ةنـاويژ مـاتريس    نشان دهيد با استفاده از چند جمله اي کـاهش ناپـذير، معکـوس                )۳-۵

  :توان از معادله زير تعيين نمود مي
1 1 2

1 2 1
1 ( )m m

m m
m

A A a A a A a I
a

− − −
− −= − + + + +"  

  .باشند مي Aد جمله اي کاهش ناپذير ماتريس  ضرايب چنiaکه در آن 
1

1 1( ) ...m m
m ma a aϕ λ λ λ λ−

−= + + + +  
  . معکوس ماتريس زير را تعيين کنيد،با استفاده از اين روش

1 2 0
3 1 2
1 0 3

A
 
 = − − 
 − 

  

  
  .کند مي در چند جمله اي کاهش ناپذير آن صدق A ماتريس ،A ة براي ماتريس ناويژ:پاسخ

1
1 1( ) ... 0m m

m mA A a A a A a Iϕ −
−= + + + + =  

0maکه در آن     لذا≠
1 2

1 2 1
1 ( ... )m m

m m
m

I A a A a A a A
a

−
− −

−= + + + +  

  .کنيم مي ضرب −1Aدو طرف را در 
1 1 2

1 2 1
1 ( ... )m m

m m
m

A A a A a A a I
a

− − −
− −

−= + + + +  

  داريمعددي اين مثال حال براي ماتريس 
2

2

2

4 3 2 6 4
adj( ) 3 7 2 3 2 2

1 2 7
I A

λ λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ

 + + + −
 − = + + − − + 
 + − 

  

)هيچ ضريب مشترکي وجود ندارد لذا  ) ( )ϕ λ ψ λ=  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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3 2( ) 3 7 17
( )
A

A
d

λ
φ λ λ λ λ λ

λ
Ι −

= = Ι − = + − −  

  لذا
1 2 33, 7, 17a a a= = − = −  

  :يب تبدين تر
1 2 2

1 2
3

1 1( ) ( 3 7 )
17

3 6 4
1 7 3 2

17
1 2 7

A A a A a I A A I
a

− = − + + = + −

− 
 = = − 
 − 

"
  

  
1با فرض متمايز بودن  )۳-۶ 2, ,..., mλ λ λ چند جمله اي درجه m-1زير را درنظر بگيريد .  

1 1 1

1 1 1

( )...( )( )...( )( )
( )...( )( )...( )

k k m
k

k k k k k k m

p λ λ λ λ λ λ λ λλ
λ λ λ λ λ λ λ λ

− +

− +

− − − −=
− − − −

  

,1که در آن  2,...,k m=.با اين توصيف توجه کنيد که :  
1

( )
0k

i k
p i

i k
λ

=
=  ≠

  

) بدين ترتيب چند جمله اي )f λ با درجه m-1 زير   

1
( ) ( ) ( )

m

k k
k

f f pλ λ λ
=

=∑  

  که با اين تعريف
1 1 1

1 1 1 1

( )...( )( )...( )( ) ( ).
( )...( )( )...( )

m
k k m

k
k k k k k k k m

f f λ λ λ λ λ λ λ λλ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

− +

= − +

− − − −=
− − − −∑  

kλدر نقاط  λ=ًبرابر  مقدار تابع دقيقا ( )kf λ فرمـول  اين چند جمله اي را بنـام  . گردد مي
  .نامند مي ميان يابي لاگرانژ
ــه اي  )چنــد جمل )f λ   ــه اي درجــه  نقطــه مســتقل m اســت کــه از m-1يــک چنــد جمل

2 1( ),..., ( ), ( )mf f fλ λ λ   هـر چنـد    . صورت يکتا قابـل تعيـين اسـت       لذا ب  و   کند مي عبور
 را در معـادلات     Aحال ماتريس   . توان با فرم لاگرانژ تحقق داد      مي را   m-1جمله اي ديگر درجه     

  لذا. کنيم مي λفوق جايگزين مقدار ويژه خود 
1 1 1

1 1 1

( )...( )( )...( )( )
( )...( )( )...( )

k k m
k

k k k k k k m

A I A I A I A Ip A λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

− +

− +

− − − −=
− − − −
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 .يت زير برقرار است نيز خاصA از m-1براي اين چند جمله اي درجه 

( )
0k i

I i k
p I

i k
λ

=
=  ≠

 

)حال تابع  )f A کنيم مي را به شکل زير تعريف.  

1

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( )...( )( )...( )        ( ).
( )...( )( )...( )

m

k k
k

m
k k m

k
k k k k k k k m

f A f p A

A I A I A I A If

λ

λ λ λ λλ
λ λ λ λ λ λ λ λ

=

− +

= − +

=

− − − −=
− − − −

∑

∑
  

ايـن  . نـاميم  مي فرمول ميانيابي سيلوستربيان شد اين معادله را ) ٣٥-٣(همانگونه که در رابطه  
  .توان بازنويسي کرد مي شکل زير  بهنترمينادفرمول را به صورت 

1 2
2 2 2 2

1 2

1 1 1 1
1 2

1 2

1 1 1

0        (I)

( ) ( ) ( ) ( )

m

m

m m m m
m

m

I
A

A

A
f f f f A

λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ
λ λ λ

− − − −

=

…
"

"
# # # #

"
"

  

)از اين دو معادله اخير براي محاسبه توابع  )f A  و بخصوصAte شود مي استفاده.  
  
خواهيم براي حـالتي     ميفرمول ميانيابي سيلوستر که در مثال قبل بدست آمده است را             )۳-۷

در اينحالـت سـتونهاي مربـوط بـه     .  داراي مقادير ويژه تکراري است تعميم دهيم       Aکه ماتريس   
بـراي تعمـيم    .  يکسان بوده و لذا بايستي اينحالت تغيير کنـد         (I)مقادير ويژه تکراري در معادله      

1اين حالت فرض کنيد      2 3( )λ λ λ=  در  Aکاهش ناپذير سيسـتم      مربوط به چند جمله اي       =
4يک بلوک جوردن قرار داشته و ساير مقادير ويژه تکراري نيستند  5( )mλ λ λ≠ ≠ ≠"  

  
توان چند جمله اي کاهش ناپذير سيستم را مطابق          مي 1λ با توجه به تکرر مرتبه مسئله        :پاسخ

  :زير نوشت
1

1 1
3

1 4 5

( )

        ( ) ( )( ) ( )

m m
m m

m

a a aϕ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

−
−= + + + +

= − − − −

"
"

  

)حال هر تابعي از ماتريس سيستم  )f A توان به شکل زير تعميم داد مي را.  
( ) ( ) ( ) ( )f A g A A Aϕ α= +  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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)که در آن     )Aϕ    داراي مرتبه ( ) ,A mα    داراي مرتبه m-1    با اين ترتيـب    . باشد مي يا کمتر
  .داريم

( ) ( ) ( ) ( )f gλ λ ϕ λ α λ= +  
  که در آن

(I)                     2 1
0 1 2 1( ) ... m

mα λ α α λ α λ α λ −
−= + + + +  

  :توان نوشت ميدرحال حاضر 
(II)                              ( ) ( ) ( ) ( )f gλ λ ϕ λ α λ= +  

3
1 4 5( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )mf gλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ α λ = − − − − + "  

1با جايگذاري  4, ,..., mλ λ λدر اين رابطه خواهيم داشت   
1 1

4 4

( ) ( )
( ) ( )

               
( ) ( )m m

f
f

f

λ α λ
λ α λ

λ α λ

=
=

=
# #

  

  .مشتق بگيريم ) II( حال اگر از معادله 
2

1( ) ( ) ( ) ( )d df h
d d

λ λ λ λ α λ
λ λ

= − +  

  که در آن
2 3

1 1( ) ( ) [ ( )( ) ...( )]m
dh g
d

λ λ λ λ λ λ λ λ
λ

− = − −  

   در معادله فوق1λبا جايگذاري 

1 1

1( ) ( ) ( )d df f
d dλ λ λ λ

λ λ α λ
λ λ= =

′= =  

  .شود مياين معادله به شکل زير ساده ) I(با توجه به معادله 
2

1 1 2 1 1 1( ) 2 ... ( 1) m
mf mλ α α λ α λ −

−′ = + + + −  
  .کنيم ميبه صورت مشابه براي مشتق دوم نيز اين عمليات را تکرار 

1 1

2 2

12 2

3
1 2 3 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) 2 6 ( 1)( 2) m
m

d df f
d d

f m m
λ λ λ λ

λ λ α λ
λ λ

λ α α λ α λ
= =

−
−

′′= =

′′ = + + + − −"

  

  .اگر اين معادلات را در زير يکديگر بازنويسي کنيم
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3 1
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,...,0,1,2 را به ازاي     aκتوان   مي معادله   mبا حل همزمان اين      m-1k بـا  .  تعيـين نمـود    =
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  .توان بازنويسي کرد مي نه فرم دترمينااين معادله را نيز ب
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  . سيستم زير را محاسبه کنيدAteبا استفاده از روش سيلوستر ماتريس انتقال حالت  )۳-۸

  
2 1 4
0 2 0
0 3 1

A
 
 =  
  

  

 سيستم همان معادله مشخصه     د جمله اي کاهش ناپذير اين     ن چ )۴-۳( با توجه به مسئله      :پاسخ
  .باشد ميسيستم 

  2( ) ( 2) ( 1)ϕ λ λ λ= − −  
1,2با مقادير ويژه  2λ 3 و = 1λ ) تابع = )f A در اينحالت Ate باشد لذا مي:  

  2
0 1 2( ) ( ) ( )Ate t I t A t Aα α α= + +  

  .کنيم مي را محاسبه iαبا استفاده از معادلات مربوط به مقادير ويژه 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۳۰
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1با جايگذاري  32,  1λ λ=   : و حل همزمان اين معادلات خواهيم داشت=
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( )  

t t t

t t t

t t t
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  :لذا خواهيم داشت

  

2
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2

2
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e
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"
  

  
nبراي يک ماتريس  )۳-۹ nA   .نشان دهيد ×

  

1
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m
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−
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∑ ∑

∑
  

0 و   باشد مي A ضرايب چند جمله اي کاهش ناپذير سيستم         iαکه در آن     1α  و بـه ازاي     =
( )m n≤داريم :  

  1
0 1 1 0m m

m mA A A Iα α α α−
−+ + + + ="  

  
   فرض کنيد:پاسخ

  1( )P sI A −= −  
  :با اين فرض

( )sI A P I− =  
  sP AP I= +  

)با ضرب  )sI A− به ترتيب داريم دو طرف معادله:  
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۳۳۱
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isبـا ضـرب   . باشـد  مـي  درجه چند جمله اي کاهش ناپـذير  mکه در آن     P در miα  و جمـع 
  .معادلات فوق به معادله زير خواهيم رسيد
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  با توجه به اينکه 

  1
0 1

0

( ) 0
m

i m m
m i m

i

A P A A I Pα α α α−
−

=

= + + + =∑ "  

  .دوش ميفوق به شکل زير ساده سازي معادله 
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   و يا نهايتا 
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) درصورتيکه چند جمله اي کـاهش ناپـذير همـان معادلـه مشخصـه سيسـتم باشـد                  )m n= 
  :خواهيم داشت
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0که در آن  1α =.  
  
  .تبديل همانندي را بيابيد که سيستم زير را به فرم بلوکي جوردن تبديل کند )۳-۱۰

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۳۲

0 1 0 3
0 1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 2

A

 
 − =
 
 − − 

  

تـوان   مـي  مقـادير ويـژه مـاتريس را براحتـي           ، مـاتريس   مثلثي  با توجه به فرم بلوکي بالا      :پاسخ
  :محاسبه نمود

3

1,2,3 4

1 0 3
0 1 1 1 1 1

.
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λ
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λ
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رتبـه مـاتريس زيـر تعيـين        وکهاي جوردن سيستم را بـا محاسـبه         ابتدا تعداد بل  :  ويژه بردارهاي
  .کنيم مي
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  .توان يافت مي بلوک جوردن براي اين مقدار ويژه ۲لذا دو بردار ويژه مستقل و 
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  رابر است باتبديل همانندي ب
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) و   A معکوس مـاتريس     .C.H با استفاده از قضية      )۳-۱۱ )p A     بدسـت   زيـر     را بـراي سيسـتم

  .آوريد
1 1
1 1
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5 4 3 2( ) 16 32 16 4P A A A A A A I= + + + + +  
  

  :پاسخ
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)                                        .C.Hطبق قضية  ) ( )P A R A=  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۳۴

) باقيمانده تقسيم Rکه در آن  )
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P x
x∆

  باشد  مي 

3 2( ) 96 22318 66 112
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∆ ∆

  

  لذا
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1 مسئله قبل را براي )۳-۱۲ 2
3 4
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  : تکرار کنيد درحالتيکه

 5 3( )P A A A A I= + + +  
  :پاسخ
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1108 1614
( ) ( ) 807 301

2421 3529

A A A I A A sI

P x xx x x
x x

P A R A A I

− − 
∆ = − − = ⇒ = − = =  − 

+= + + + +
∆ ∆

 
= = + =  

 

"

  

 k>0 باشـد بـه ازاي هـر تـوان صـحيح             m*m يک بلـوک جـوردن       1J نشان دهيد اگر     )۳-۱۳
  .خواهيم داشت
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1 بــه ازاي :پاســخ

1 , 1J k )کنــد چراکــه  مــي در فرمــول فــوق صــدق = 1)!k m− + = ∞ 
1درصورتيکه  0k m− + 2 با ضرب مستقيم >

1J توان تعيين نمود مي را.  
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دهـيم بـراي     مـي  صادق باشد نشان     kمول براي توان    با استفاده از استقراء با فرض اينکه اين فر        

  . نيز صادق استk+1توان 
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  اما درنظر بگيريد 
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  .آيند ميو بهمين ترتيب کليه المانها بدست 
  
1J در تابع iα باشد ضرايب m*m يک بلوک جوردن 1J اگر )۳-۱۴ Te را بدست آوريد که   

1 2 1
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   معادله مشخصه بلوک جوردن عبارتست از:پاسخ
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  كنترل مدرناي بر  مقدمه
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  .کنيم ميلات فوق را بازنويسي به فرم ماتريسي معاد
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1Fبا محاسبه    .شود مي به صورت زير محاسبه 1α ضرايب −
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1Jده از مسئله قبل  با استفا)۳-۱۵ te 1 را براي بلوک جوردن 1(4 4) (3 3),J J×   . محاسبه کنيد×
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  :توان نشان داد ميبهمين ترتيب 
  

1 1

2 3
1

2
1

1
1

1

1 0 0 1 1/ 2 1/ 3 
0 1 0 0 1 1/ 2 
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1

J t t

t t t
t t

J e e
t

λ

λ
λ

λ
λ

  
  
  = → =
  
  

      

  

  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۳۸

)sin  ماتريسي ابعو ت زير   سيستم   براي،  .C.H  با استفاده از قضية    )۳-۱۶ ),  eAtAt    را محاسـبه 
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  .C.Hبا توجه به معادله حاصل از قضية 
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  بدين ترتيب
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  :توان نشان داد مي به طريق مشابه
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  ا استفاده از مسئله قبلب
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d k k
d
d k k k k
d

κ

κ

λ λ

κ

λ λ

λ λ λ λ λ
λ α α λ α λ α α α

λ λ α α
λ
λ λ α
λ

−
=

−
=

∆ = − = = =

= = + + = + +

= = = +

= − = − =

  

  .گردند مي محاسبه iαبدين ترتيب ضرايب 
2

0
2

1

2

1

1 ( 1)
2

k k

k

k k

α
α

α

= + −

=

= −

  

0 1 2 1 2 1 2

0 1 2 0 1 2 1 2

0 1 2

2
0 2
0 0

1 (3 ) / 2
0 1
0 0 1

kA I A A

k k k
k

α α α α α α α
α α α α α α α α

α α α

+ + − − + 
 = + + = + + + 
 + + 

− − 
 = =  
  

"

  

  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۴۰

 را بـا  Ate  و مـاتريس انتقـال حالـت   −1Aسيسـتم  براي سيستم زير معکوس مـاتريس  )۳-۱۹
   محاسبه نمائيد.C.Hاز روش استفاده 

0 3 0
3 0 0
0 0 1

A
− 

 =  
 − 

  

   :پاسخ
2 3 2

1 2 3

( ) (1 )( 9) 9 9
1, 3 , 3j j

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ

∆ = + + = + + +
= − = = −

 

3 2 1 2

1

1( ) 9 9 0 9
9

0 1/ 3 0
1/3 0 0
0 0 1

A A A A I A A A I

A

−

−

−  ∆ = + + + ⇒ ⇒ = + + 

 
 = = − 
 − 

"
  

  : داريمAبراي تعيين ماتريس حالت با توجه به بلوکي قطري بودن ماتريس 
0 3
3 0 0
0

t
At

t

ee
e

− 
 
 

−

 
 =  
  

 

  . خواهد آمدبدستلذا در عمل ماتريس انتقال حالت به شکل زير 
0 3
3 0 0 1

0 1
1 0

30 3
33 0

t
e I

α α
α α

α α

− 
 
 

−−   
= + =   

     
3 3

03
0 1

3 33
0 1

1

1 cos3
23

1 13 sin3
3 2 3

jt jt
jt

jt jtjt

e e t
e j

e ee j t
j

α
α α
α α α

−

−−

   = + =  = + →   −= −  = =    

  

  نتيجتاً

  
cos3 sin 3 0
sin 3 cos3 0

0 0

At

t

t t
e t t

e−

− 
 =  
  

  

  
  . براي سيستم زير ماتريس انتقال حالت را تعيين کنيد)۳-۲۰



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۴۱

0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

a
a

A

−Ω 
 Ω =
 −Ω
 Ω 

  

  .مقبل از حل مسئله اجازه دهيد روابط ماتريسي مرتبط را يادآوري کني: پاسخ
1 2

1 2
1

0 0
0 0 0
B B

A A AB
   

= + +   
   

�  

  که در آن
1 2

1 2 2 1

0
0 0
B B

A A A A
 

= =  
 

  

2با توجه به خاصيت جابجائي ضرب در اين ماتريسهاي 1,A A،داريم   
1 2 1 2( )A A t A t A te e e+ = ⋅  

  که در آن
1

1

1

0
0

B t
A t

B t

e
e

e
 

=  
  

  

 امّا
1

1

0 1 1 1,2

0 1

0 1

,       

cos sin
sin cos

B t

j t
B t

j t

e I B j

t te j
e

t te j

α α λ

α α
α α

Ω

− Ω

= + = ± Ω

 Ω − Ω= + Ω  
→ =  Ω Ω= − Ω  

  

  . همگي برروي مبدا واقعند2Aمقادير ويژه ماتريس توجه كنيد كه قسمت دوّم ل ححال براي 
4

2 0I Aλ λ− = = 
2 2 3

0 1 2 2 2 3 2
A te I A A Aβ β β β= + + +  

2با توجه به اينکه  3
2 2 0A A= 1 تنها = 0,β βرا کافي است تعيين کنيم .  

2

0
0

1
0

1 0 0
1

0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

t

A tt

at
e

at
ede t

dt

λ

λ

β

β
=

  = =  
  → =  = =    

  

  بدين ترتيب نتيجة عمليات برابر است با

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۴۲

1 2

cos sin cos sin
sin cos sin cos

.
0 0 cos sin
0 0 sin cos

A t A tAt

t t at t at t
t t at t at t

e e e
t t
t t

Ω − Ω Ω − Ω 
 Ω Ω Ω Ω = =
 Ω − Ω
 Ω Ω 

  

  
  . با استفاده از روش لاپلاس ماتريس انتقال حالت را براي سيستم زير بدست آوريد)۳-۲۱

2 2 0
0 0 1
0 3 4

A
− − 
 =  
 − − 

  

  :پاسخ
22 2 0

( 2)( 4 3)
0 1 ,

            ( 1)( 2)( 3)
0 3 4

s
sI A s s s

sI A s
s s s

s

+ 
− = + + + − = −  = + + +

 + 

  

( ) 1
( 1)( 3) 2( 4) 2

1 0 ( 2)( 4) 2
( 1)( 2)( 3)

0 3( 2) ( 2)

s s s
sI A s s s

s s s
s s s

−
+ + − + − 

 − = + + + + + +
 − + + 

لاس عناصر ايـن مـاتريس را بـه صـورت زيـر محاسـبه               پبا تبديل به كسرهاي جزئي معكوس لا      
  .كنيم مي

( )

2 2 3 2 3

1 1 3 3

3 3

3 4 2
3 1 1 1( ) 0
2 2 2 2
3 3 1 30
2 2 2 2

t t t t t t t

At t t t t

t t t t

e e e e e e e

e L sI A e e e e

e e e e

− − − − − − −

− − − − − −

− − − −

 
 − + − − + −
 
 = − = − − + −
 
 
 − + − +  

  

  
  . با استفاده از فرم جوردن ماتريس انتقال حالت سيستم زير را بدست آوريد)۳-۲۲

  
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
27 54 36 10

A

 
 
 =
 
 − − 

  



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۴۳

  :پاسخ
4 3 2

3
1 2,3,4

( ) 10 36 54 27

            ( 1)( 3) 1, 3

A Iλ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

− = ∆ = − + − +

= − − → = =
  

]2rankلذا سيستم به فرم جوردن قابل بازنويسي است توجه کنيد که  - ] 3A Iλ =  
  :کنيم ميبردارهاي ويژه و بردارهاي ويژه تعميم يافته را جستجو 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1

0
21

1 0 1
21 21 21

2 1 2
21 21 21

1 1 1 1

1 3 9 27

( 3 ) 1 4 15 54

( 3 ) 0 1 7 36

T

T

T

T

v

v

A I v v v

A I v v v

=

=

− = → =

− = → =

  

  تبديل همانندي مربوطه عبارتست از

1

1 1 1 0 27 27 9 1
1 3 4 1 85 133 55 71
1 9 15 7 66 106 46 68
1 27 54 36 36 60 28 4

T T −

− −   
   − −   = → =
   − −
   − −   

  

  رتست ازلذا سيستم در فرم جوردن عبا

2

3 3 2 3

3 3

3

0 0 01 0 0 0 0 0 0
10 3 1 0 0 0
20 0 3 1 0 0 0

0 0 0 3 0 0 0 0

t
t

t t t
t

J t
t t

t

ee
e te t ee

e e te
e

Λ

           Λ = → = =                 

  

  مختصات اصلياما در فرم 
1

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

27 ( 19 30 18 ) 27 (27 46 30 )
27 ( 27 54 54 ) 27 (35 78 90 )1

8 27 ( 27 54 162 ) 27 (27 54 270 )
27 ( 27 162 486 ) 27 (27 378 810 )

At t

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

e Te T

e t t e e t t e
e t t e e t t e
e t t e e t t e
e t t e e t t e

Λ −=

 + − + − − + − +
 + − + − − + − +=

+ − + − − + − +
+ − − − − + + +





 

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

9 ( 9 18 14 ) (1 2 2 )
9 ( 9 26 42 ) (1 2 6 )
9 ( 1 6 126 ) (1 6 18 )

9 ( 9 270 378 ) (9 54 54 )

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

e t t e e t t e
e t t e e t t e
e t t e e t t e
e t t e e t t e

+ − + − − + − +
+ − + − − + − + 
+ − − − − + + +


+ − − − − + + + 

  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۴۴

  . با استفاده از روش سيلوستر ماتريس انتقال حالت را براي سيستم زير تعيين کنيد)۳-۲۳
2 2 3
1 1 1
1 3 1

A
− 

 =  
 − 

  

  .کنيم مي سيلوستر را بازنويسي شروفرمولهاي به جهت يادآوري  :پاسخ

1

1

1

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

n

i i
i
n

i
i
i j

i n

i j
i
j i

f A f z

A I

z

λ λ

λ

λ
λ λ

=

=
≠

=
≠

=

−

=
−

∑

Π

Π

  

3براي سيستم فوق داريم  2 13, 2, 1λ λ λ= = −    لذا خواهيم داشت=

1

3 5 2
( 2 )( 3 ) 1... 3 5 2

(1 2)(1 3) 6
3 5 2

A I A Iz
− − 

+ −  = = = − + −
 − 

  

2

0 11 11
( )( 3 ) 1... 0 1 1
( 2 1)( 2 3) 15

0 14 14

A I A Iz
− 

− −  = = = − − − − −
 − 

  

3

5 1 4
( )( 2 ) 1... 5 1 4

(3 1)(3 2) 10
5 1 4

A I A Iz
 

− +  = = =  − +
  

  

  .دشو مي رابطة زير محاسبه لذا ماتريس انتقال حالت از
  2 3

1 2 3
At t t te z e z e z e−= + +  

  .باشد ميمدل خطي سازي شده يک ماهواره به صورت زير ) ۳-۲۴

1

2

( )0
( )0

u t
x x

u t
−Ω   

= +   Ω   
�  

2با فرض اينکه     1( ) cos , ( ) sinu t C t u t C tα α= با شرايط اوليـه دلخـواه        پاسخ سيستم را   =
0tدر    . تعيين کنيد=

  



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۴۵

  .بدست آورده ايم) ٢٠-٣(سئلة حل شدة حالت براي سيستم فوق را در م ماتريس انتقال :پاسخ
cos sin

( )
sin cos

t t
t

t t
φ

Ω − Ω 
=  Ω Ω 

  

  لذا پاسخ سيستم برابر است با

0

( ) ( ) (0) ( ) ( )
t

x t t x t u dφ φ τ τ τ= + −∫  

  توان نوشت ميبا توجه به خاصيت ماتريس انتقال حالت 
( ) ( ) ( )t tφ τ φ φ τ− = ⋅ −  

  لذا

0

cos sin sin cos
( ) ( ) (0)

sin sin cos cos

t

x t t x C d
τ ατ τ ατ

φ τ
τ ατ τ ατ

 Ω + Ω  = +  − Ω + Ω   
∫  

  .ا حل انتگرال فوق خواهيم داشتب
1 cos( )

( ) ( ) (0)
sin( )

tCx t t x
t

α
φ

αα
 − Ω + 

= +  Ω +Ω +   
  

  
  . سيستم زير را درنظر بگيريد)۳-۲۵

1

2

2 2 0 1 0
( )

0 0 1 0 1
( )

0 3 4 1 1

u t
x x

u t

− −   
    = +          −   

�  

  .سازد تعيين کنيد مي را که سيستم را از حالت مزدوج خارج T ماتريس تبديل همانندي )الف
] پاسخ سيستم را به ازاي شرايط اوليه         )ب ] [ ]( ) 1 , (0) 10 5 2T Tu t t x=  بدسـت   =

  .آوريد
  

  :کنيم ميابتدا تبديل همانندي يا ماتريس مودال را تعيين : پاسخ
1 2 3( 1)( 2)( 3) 1, 2, 3A Iλ λ λ λ λ λ λ− = − + + + → = − = − = −  

  :بردارهاي ويژه عباتند از

[ ]
[ ]
[ ]

1

2

1

2 1 1

1   0   0

2 1 3

T

T

T

v

v

v

= − −

=

= − −

 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۴۶

  لذا ماتريس تبديل همانندي و معکوس آن عبارتند از

1

2 1 2 0 3/ 2 1/ 2
1 0 1 1 4 2
1 0 3 0 1/ 2 1/ 2

T T −

− −   
   = − → =   
   −   

  

  .شود ميبه صورت زير تعيين سيستم غير مزدوج 

1

2

1 0 0 1/ 2 2
0 2 0 3 6
0 0 3 1/ 2 1

u
z z

u

−   
    = − +          −   

�  

بـه ازاي   (دهـد کـه بـه راحتـي قابـل حـل اسـت                مياين سه معادله خطي مرتبه يک را نتيجه         
1 2, 1u t u= =(  

1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

3 3
3 1 3 3

1 1 32 ( ) (0) (1 )
2 2 2

3 92 3 6 ( ) (0) (1 )
2 4

1 1 53 1 ( ) (0) (1 )
2 6 18

t t

t t

t t

z z t z t e z t e

z z t z t e z t e

z z t z t e z t e

− −

− −

− −

= − + + → = + + −

= − + + → = + + −

= − + + → = + + −

�

�

�

  

  با استفاده از تبديل همانندي خواهيم داشت

[ ]1

2 3

3

3

(0) (0) 17 / 2 34 7 / 2

127 58 1 4714
4 9 6 36

29 1 11( ) ( ) 7
9 3 9

29 27
3 3

T

t t t

t t

t t

z T x

e e e t

x t Tz t e e t

e e

−

− − −

− −

− −

= =

      − + − + −            
  = = = + + +  

  
  − + −     

"
  

  
] را با شرايط اوليه  زيرسيستم ziy ديو پاسخ بدون ور)۳-۲۶ ](0) 100 50 150 Tx = 

  .براي سيستم زير بدست آوريد



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۴۷

[ ]

1 2 0 0
2.5 7 4 0 ( )
0 0 5 1

1 0 0

x x u t

y x

−   
   = − − +   
   −   

=

�
  

   :پاسخ
( ) (0)zi ziy cx c t xφ= =  

  کنيم ميابتدا ماتريس انتقال حالت را محاسبه 

. 
1 2 3

1 2
( 5)

2.5 7
           ( 5)( 2)( 6)
          2, 5, 6

A I
λ

λ λ
λ

λ λ λ
λ λ λ

− −
− = − −

− − −
= − − + +
= = − = − = −

  

  .کنيم مي استفاده .C.Hاز قضية 

  

2
0 1 2

0 1 2 1 2 2

1 2 0 1 2 1 2

0 1 2

4 2 16 8
2.5 20 7 44 4 48

0 0 5 25

Ate I A Aα α α
α α α α α α

α α α α α α α
α α α

= + +
− − − 

 = − + − + − 
 − + 

  

 .کنيم مي را محاسبه iαضرايب 

  

2
0 1 2

5
0 1 2

6
0 1 2

2 4

5 25

6 36

t

t

t

e

e

e

α α α
α α α
α α α

−

−

−

 = − +


= − +
 = − +

  

  :در نتيجه
2 5 6

0
2 5 6

1
2 5 6

2

5 / 2 4 5 / 2 

11/12 8 / 3 7 / 4 

1/12 1/ 3 1/ 4 

t t t

t t t

t t t

e e e

e e e

e e e

α
α
α

− − −

− − −

− − −

 = − +


= − +
 = − +

  

  .شود ميلذا ماتريس انتقال حالت به صورت زير تعيين 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۴۸

  

2 6 2 6 2 5 6

2 6 2 6 2 5 6

5

5 1 1 1 2 8 2
4 4 2 2 3 3
5 5 1 5 1 16( ) 5
8 8 4 4 3 3

0 0

t t t t t t t

t t t t t t t

t

e e e e e e e

t e e e e e e e

e

ϕ

− − − − − − −

− − − − − − −

−

 
− − − + 

 
 

= − + − + − + − 
 
 
 
  

  

  :اسخ بدون ورودي سيستم عبارتست ازپو 
  2 5 6( ) ( ) (0) 250 400 250 t t t

ziy t C t x e e eϕ − − −= = − +  
  

  چهارمفصل 

 همانگونه که قبلا بيان شد شرط لازم و کافي کنترل پذيري سيستم عدم وجود مودهـاي                 )۴-۱
بـه   خـواهيم ايـن موضـوع را       مـي . باشد ميپنهان يا حذف صفر و قطب در تابع تبديل سيستم           

  .زير را درنظر بگيريد MIMOسيستم براي اين منظور . ضي تحقيق کنيمصورت ريا
              (0) 0x Ax Bu x= + =�  

  :گيريم ميلاپلاس 
  1( ) ( ) ( )X s sI A Bu s−= −  

  

1

21

( )
( )1( )

( )n

p s
p s

sI A B
sI A

p s

−

 
 
 − =
 −
 
  

#
  

)که در آن   )ip s که فاکتور گيرد  ميحذف صفر قطب زماني صورت . باشند مي چند جمله اي
)مشترکي بين    )ip s   و sI A−   در ايـن صـورت آن مـود کنتـرل ناپـذير            .  وجود داشته باشد

)1نشان دهيد در اين صورت در       . شود مي )sI A B−−   افتد، اگـر   مي حذف صفر و قطب اتفاق
  . باشدnي کمتر از  رتبه ماتريس کنترل پذير،و تنها اگر

  1rank rank nB AB A B n− = < ^ "  
  

  کنيم مي تعريف :پاسخ
  1( ) ( )s sI A Bϕ −= −  

   داريم)٩-٣(  حل شدةبا استفاده از مسئله



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۴۹

  

1
1

0 1

0

n n
j i j

n i
j i j

n
i

n i
i

s A B

s

α
ϕ

α

−
− −

−
= = +

−
=

=
∑ ∑

∑
  

مجدداً بردار 
1nj

v
×

  کنيم مي تعريف  را
1

1

n
i j

j n i
i j

v A Bα − −
−

= +

= ∑  

  لذا
1

0

0

n
j
j

j
n

i
n i

i

s v

s
ϕ

α

−

=

−
=

=
∑

∑
  

افتد، در اينصورت درصورت کسر فوق ترم زيـر          مي اتفاق   ϕفرض کنيد حذف صفر و قطب در        
  .مشاهده خواهد شد

1 2

0 0

( )
n n

j j
j k j

j j

s v s s s w
− −

= =

= −∑ ∑  

 در دوطـرف معادلـه      jsيب  بـا برابـر قـرار دادن ضـرا        .  است A يک مقدار ويژه ماتريس      ksکه  
  :خواهيم ديد

0 0

1 0 1

2 1 2

1 2

k

k

k

n n

v s w
v w s w
v w s w

v w− −

= −
= −
= −

=
#

  

  :لذا به معادله زير خواهيم رسيد
2 1

0 1 2 1
2 2 3

0 0 1 1 2
2 1 1

3 2 2

( ) ( ) ( )

( ) 0

n
k k k n

k k k k k
n n n
k n k n k n

v s v s v s v

s w s w s w s w s w

s w s w s w

−
−

− − −
− − −

+ + + + =

− + − + − +

+ − + =

"

"  

  دهد مياين معادله نتيجه 
1 2

1 1
0 0

0
n n

n ii i
n k n k

i i
A B s A B s Bα α α−− −

− −
= =

+ + + ⋅ =∑ ∑ "  

  :توان آنرا نوشت ميکه به صورت زير 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۵۰

2 1
0 1 2 1 0n

nC B C AB C A B C A B−
−+ + + + ="  

  که در آن
1

1
0

n i
i

i n i j k
j

C sα
− −

− − −
=

= ∑  

  
1چون ضـريب آخـرين جملـه         0 1 0nC α− = = گيـريم کـه بردارهـاي       مـي  اسـت نتيجـه      ≠

1, , , nB AB A B−…    کمتر از    ^باشند و لذا رتبه ماتريس کنترل پذيري         مي وابسته خطي n 
  . قضيه نيز به صورت مشابه قابل اثبات خواهد بودف دوم  طر.خواهد بود

  
کنترل پذيري سيستم زير را بررسي نموده و نتيجـه را بـا تـابع تبـديل سيسـتم تحليـل                     )۴-۲

  .نمائيد
3 1 1

        
2 1.5 4

A B
−   

= =   −   
  

  :پاسخ

[ ] 1 1
|

4 4
B AB

 
= = =  

 
^ "  

  .يمورآ ميتابع تبديل سيستم را بدست . ير است يک بوده و سيستم کنترل ناپذ^مرتبه 
  
[ ]

11

1 0
( ) ( 2.5)( ) ( )
( ) ( 2.5)( 1)

C
x s sH s C sI A B
u s s s

−

=
+= = − = =

+ −
"

  

  
2.5sرفت حذف صفر و قطب در        ميهمانگونه که انتظار     = شود که باعث عدم    مي مشاهده   −

  .کنترل پذيري سيستم است
  
  .يت پذيري سيستم هاي زير را تحقيق کنيدؤ کنترل پذيري و ر)۴-۳
  

                       )فال
[ ]

3/ 4 1/ 4 1
( ) ( )

1/ 2 1/ 2 1

( ) 4 2 ( )

x x t u t

y t x t

− −   
= +   − −   

=

�
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  :پاسخ

[ ] 1 1
|

1 1
rank  1      

4 2
4 2

rank  =1

B AB

C
CA

− 
= =  − 

=

   
= =   − −   

O

O

^

^  

  . پذير نيسترؤيتسيستم کنترل پذير و 
  )ب

 
[ ]

1 0 1
( ) ( )

1/ 2 1/ 2 1

( ) 5 1 ( )

x x t u t

y t x t

   
= +   − −   

=

�
  

  :پاسخ
  

1              کنترل ناپذير است  1
rank  ( ) rank 1

1 1
 

= = − − 
^  

5              يت پذير استؤر 1
rank  ( ) rank 2

9 / 2 1/ 2
 

= = 
 

O  

  
  .يت پذيري را براي سيستمهاي زير تعيين کنيدؤ شرايط کنترل پذيري و ر)۴-۴

  
  :پاسخ
  .فضاي حالت تبديل کنيمه  ابتدا سيستم را ب)الف

1 1 1 1y y u uβ α+ = +� �  
1          :فرض کنيد 1 1 1 1 1( )x y u x x uβ α β= − ⇒ = − + −�  

  اشتلذا خواهيم د

s
s

α
β

+
+

s
s

α
β

+
+

1
s γ+

1
s γ+

1u 1u1y 1y2y2u 2y  

)الف )ب )ج

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۵۲

[ ] [ ]
;     ;       1;        1

rank  1        if  
1  rank  1

A B C D
B

β α β
α β

α β

= − = − = =
= = −

= ≠
= → =O O

^
^

  

αيت پذير است اگر ؤسيستم کنترل پذير و ر β≠  
  
   سيستم به فرم فضاي حالت عبارتست از)ب

2 2

2 2 2

 ,  1,   1,   1

x y
x x

A B C D
µ

γ

=
= − +

= − = = =
�  

rank rank 1= =O ^  
  . پذير استرؤيتسيستم کنترل پذير و 

  
   با ترکيب دو سيستم فوق)ج

1 1
1

2 2

0
0 1

( )
= ( )( )

1

x x
u

x x

y

β α β
γ

α β β α β
α β α

α β γ

− −      
= +      −      

− − − 
= → − − − − 

�

^ ^
  

rank 2        if   , yα β α= ≠ ≠^  
0 1

       rank =2
1 y
 

=  − 
O O  

αسيستم کنترل پذيري خود را تنها در زماني که    γ= يا α β=  دهـد  مـي  باشد از دسـت .
  .باشد مينهان پقطب يکسان در سيستم و يا مودهاي اين نتيجه منطبق بر حذف صفر و 

  

kيت پذيري   ؤ با توجه به کنترل پذيري و ر       )۴-۵
s α+

يت پذيري سيستم   ؤ کنترل پذيري و ر    

  .زير را تعيين کنيد
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  ل بررسي براساس فضاي حالت روش اوّ:پاسخ

[ ]

1 1 1

2 2 2

1 2

1 1 1 2

2 2 1 2

0
0

,   =

x x k
u

x x k

y C C

k k C C
k k C C

α
β

α
β α β

−      
= +      −      

=

−   
⇒ =    − − −   

O

�

^

  

α كه ناپذير است رؤيتترل ناپذير و سيستم تنها درصورتي کن β=  
  

  نهان پبررسي مودهاي : روش دوم
1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

C k C ky s u s
s s
y s C k s s C k sH s
u s s s
C k C k s C k C k

s s

α β
β α
α β

β α
α β

= +
+ +

+ + += =
+ +

+ + +=
+ +

  

  
1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 2 2( )

( )( )

C k C ks
C k C kH s C k C k

s s

β α

α β

++
+= +

+ +
  

αدرحالتيکه   β=      1 باشد سيستم داراي صفر 1 2 2

1 1 2 2

c k c ks s
c k c k

β α α+
+ = +

+
 منطبق بـر قطـب      

 لـذا سيسـتم کنتـرل پـذيري خـود را از دسـت               .هد شد و مود نهان خواهيم داشت      سيستم خوا 
  .دهد مي

  
  . کنترل پذيري تحقق کانونيکال کنترل پذيري را بررسي کنيد)۴-۶

1k
s α+

2k
s β+

1C

2C

( )u s ( )y s

+

+

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۵۴

0
0 1 0 0

0
0 0 1 0

     
0
1

A B

a b c d

 
   
   
   = =
   
   
    

"

#
# # # #

"

  

2 1 2

2 1

0 0 0 1
0 0 0

| |
0 1
1

n

n

d
B AB A B A B d

d
d d d

−

−

 
 
 

   = =   
 
  

^ " # # # %
#

  

,بدون توجه به مقادير  , , ,a b c d… داراي مرتبه کامل است^ماتريس کنترل پذيري  .
rank n=^  

  . کنترل پذير است لذا تحقق فوق حتماً
  
مدل خطي و تقريبي يک هواپيمـا در شـرايط خـاص پـرواز توسـط متغيرهـاي حالـت و              ) ۴-۷

  .ورودي کنترل زير قابل نمايش است
[ ] [ ]a     u=T T

rx p r β ϕ δ δ=  
 زاويـه   β. باشند مي (yaw) و حرکت ياو     (roll)خشي   نرخ تغييرات حرکت چر    p و   rکه در آن    

ورودي هواپيمـا زاويـه     . باشـد  مـي  (roll) زاويه چرخش يا     ϕانحراف هواپيما در امتداد طول و       
 در  (rudder)زاويه چرخش بالک عمودي      و   uδ در بالهاي اصلي هواپيما      aileronهاي افقي    باله

  :مدل فضاي حالت به فرم زير است ميبراي چنين سيست. rδ پشت هواپيما است

10 0 10 0 20 2.8
0 0.7 9 0 0 -3.13

    B=
0 1 0.7 0 0 0
1 0 0 0 0 0

x Ax Bu

A

= +
− −   
   −   =
   − −
   
   

�

  

م خـواهي  مي خوب عمل ننموده و      rδحال فرض کنيد در اثر اصابت گلوله اي به بالک عمودي            
. ماند يا خير   ميبررسي کنيم آيا درصورت حذف اين ورودي سيستم همچنان کنترل پذير باقي             

 به علت سـانحه اي از کـار افتـاده باشـد     rδ تحت کنترل باشد ولي   rδهمچنين درصورتي که    
  .کنترل پذيري مجموعه را بررسي کنيد
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   فعال است و لذاB از کار افتاده باشد، تنها يک ستون rδتيکه  درصور:پاسخ

1

20
0
0
0

B

 
 
 =
 
 
 

  

  .دهيم ميماتريس کنترل پذيري را تشکيل 
2 3B AB A B A B =  ^ 

4

3

20 200 2000 2 10
0 0 0 0
0 0 0 0
0 20 200 2 10

− − − ×
 
 =
 
 

− ×  

^ 

  :شود رتبة ماتريس دو است ميهمانگونه که مشاهده 
( ) 2rank n= <^  

در اثر اين سانحه چـرخش  ز لحاظ فيزيكي ا. دهد ميلذا سيستم کنترل پذيري خود را از دست    
 اما مانورهائي که باعـث چـرخش هواپيمـا و           ،شود ميلازم به هواپيما توسط بالکهاي افقي داده        

  .تغيير جهت و حرکت آن بشود قابل دسترسي نخواهد بود
    . به عنوان ورودي حاضر باشدrδحال اگر تنها 

2.8
3.10
0
0

B

 
 − =
 
 
 

  

  :در اينحالت ماتريس کنترل پذيري عبارتست از
2.8 28 248.7 2443.18
3.18 2.191 26.636 50.08
0 3.13 4.382 23.57
0 2.8 28 248.7

− − 
 − − =
 − −
 − 

^  

اين بدان معناست کـه     . مرتبة اين ماتريس چهار است لذا در اينحالت سيستم کنترل پذير است           
اما بـا   . تشتوان مانورهاي مختلف را از هواپيما انتظار دا        مي ،ندي کار ک  د عمو لك  درصورتيکه با 

تـوان   مـي ه به از دست دادن کنترل بالکهاي افقي مانورهاي مطمـئن و سـريع از هواپيمـا ن               توجّ

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۵۶

دهـد اهميـت حفـظ کنتـرل در حرکـت بالـک              مـي به هر حال اين تحليل نشان       . انتظار داشت 
  .عمودي بسيار حائز اهميت است

  
اگر در سيستمهاي ابـزار     .  را درنظر بگيريد   )۷-۴طي هواپيما ارائه شده در مسئله       مدل خ ) ۴-۸

يت پذير است؟ اگر تنهـا      ؤ نرخ چرخش رول اندازه گيري شود آيا سيستم ر         Pدقيق هواپيما تنها    
ϕ يت پذيري سيستم را تحليل کنيدؤاندازه گيري شود ر.  
  

]                      در حالت اول:پاسخ ]1 0 0 0C =  
  يت پذيري برابر است باؤو ماتريس ر

1 0 0 0
10 0 10 0

100 10 107 0
1000 114 984.9 0

T

 
 − − =
 
 − − − 

O  

  مرتبة اين ماتريس نيز برابر است با
( ) 3 4rank = <O  

در واقع با اندازه گيري نرخ تغييـرات زاويـة رول           از لحاظ فيزيكي    . نيست يت پذير ؤلذا سيستم ر  
که شـرايط اوليـه آن در دسـترس           چرا .ول را اندازه گيري نمود    رتوان زاوية مطلق     ميگاه ن هيچ

  .نيست
  

]              . مورد اندازه گيري واقع شودφحال اگر تنها  ]0 0 0 1C =  
  : است بايت پذيري برابر خواهدؤو ماتريس ر

0 0 0 1
1 0 0 0
10 0 10 0

100 10 107 0

 
 
 =
 − −
 
 

O  

  .رتبة اين ماتريس چهار است
( ) 4rank =O  

 واين بدان معناست که با اندازه گيري زاوية چرخش يا         . يت پذير باقي خواهد ماند    ؤلذا سيستم ر  
  . و ساير متغيرهاي حالت را تخمين زد،توان از معادلات سيستم بهره جست مي
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  پنجمفصل 

  
  .ع تبديل زير است داراي تابSISO يک سيستم )۵-۱

( )( )( )
( 2)( 3)( )

s s sH s
s s s

α
α

+ +=
+ + +

  

  . ابتدا با حذف صفر قطب مشترک، سيستم فوق را به فرم فضاي حالت محقق کنيد)الف
  . بدون حذف صفر و قطب مشترک، سيستم فوق را به فرم فضاي حالت محقق کنيد)ب
  .يت پذيري تحققهاي فوق را بررسي کنيدؤ و ري کنترل پذير)ج

  
  : پاسخ
  : با حذف صفر و قطب خواهيم داشت)الف

2

5( )
5 6
sH s

s s
+=

+ +
  

  :شتبا استفاده از تحقق کانونيکال کنترل پذيري خواهيم دا

[ ]

1 1

2 2

0 1 0
6 5 1

     5 1

x x
x

x x

y x

      
= +      − −      
=

�
�  

  :ت بدون حذف صفر و قطب خواهيم داش)ب
2

3 2

(5 ) 5( )
(5 ) (6 5 ) 6
s sH s

s s s
α α

α α α
+ + +=

+ + + + +
  

  :داشتلذا با استفاده از تحقق کانونيکال کنترل پذيري خواهيم 

[ ]

1 1

2 2

3 3

0 1 0 0
0 0 1 0
6 (6 5 ) (5 ) 1

     5 5 1

x x
x x u
x x

y x

α α α
α α

       
       = +       
       − − + − +       

= +

�
�
�  

  .کنيم مي کنترل پذيري را با استفاده از ماتريس کنترل پذيري بررسي )ج

1          سيستم کنترل پذير است 1

0 1
;  ( ) 2

1 5
rank

 
= = ⇒ − 

^ ^  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۵۸

2 2
2

0 0 1
0 1 (5 )  ;  rank( )=3
1 (5 ) (6 5 ) (5 )

α
α α α

 
 = − + 
 − + − + + + 

^ ^  

 تحققهـاي   کـه از   انتظار کنترل پذيري هر دو تحقـق را داشـتيم چـرا           . سيستم کنترل پذيراست  
  :يت پذيريؤاما ر. کانونيکال کنترل پذيري در هر دو حالت استفاده نموده ايم

1 :        يت پذير استؤسيستم ر 1

0 1
;  ( ) 2

1 5
rank

 
= = ⇒ − 

O O  

2 2

5 5 1
6 6 0  ;  rank( )=2
0 6 ) 6

n
α α
α

α

+ 
 = − − < 
 − − 

O O  

يت پذير نخواهد بود، چراکه حذف صفر و قطـب در آن صـورت              ؤلذا اين سيستم مطابق انتظار ر     
  .د پنهان در اين تحقق موجود استنگرفته و مو

  
  .ن کنيدي را براي سيستم زير تعيمعرفي شدة زير تحققهاي مختلف ) ۵-۲

2

3

9( )
7 6
sH s

s s
−=

− −
  

   تحقق کانونيکال کنترل پذيري)الف
   تحقق کانونيکال کنترلر)ب
  يت پذيريؤ تحقق کانونيکال ر)ج
  يتگرؤ تحقق کانونيکال ر)د
  دن تحقق کانونيکال جور)ه
   تحقق کاهش ناپذير)و
  

 و داخلـي  B/BOيت پذيري را بررسي نموده و همچنين پايداري   ؤدر هر مورد کنترل پذيري و ر      
  .سيستم را بررسي نمائيد

  :پاسخ
  ريي تحقق کانونيکال کنترل پذ)الف

[ ]
0 1 0 0
0 0 0    0     9 0 1
6 7 0 1

A b c
   
   = = = −   
      

  



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۵۹

      .باشد مييت پذير نؤسيستم ر
9 0 1

6 2 0       rank( ) 2
0 6 2

− 
 = − = 
 − 

O O  

  تحقق کانونيکال کنترلر )ب

[ ]
0 0 6 1
1 0 7    0    1 0 2
0 1 0 0

A b c
   
   = = = −   
      

  

  . از رابطة زير تعيين شده اندفکه در آن پارامترهاي مارکو
1

1

2

3

1 0 0 1 1
0 1 0 0 0
7 0 1 9 2

h
h
h

−
       
       = =       
       − − −      

  

  .يت پذير نيستؤ اما ر،باشد ميمجدداً اين تحقق حتماً کنترل پذير 
1 0 2
0 2 6    rank( ) 2
2 6 14

n
− 

 = − = < 
 − − 

O O  

  يت پذيريؤ تحقق کانونيکال ر)ج

[ ]
0 0 6 9
1 0 7    0    0 0 1
0 1 0 1

A b c
−   

   = = =   
      

  

  .باشد مي اما کنترل پذير ن،يت پذير استؤاين تحقق ر
9 6 0

0 2 6      rank( ) 2
1 0 2

− 
 = − = 
 − 

^ ^  

  يتگرؤ تحقق کانونيکال ر)د

[ ]
0 1 0 1
0 0 0    0   1 0 0
6 7 0 2

A b c
   
   = = =   
   −   

  

  
  .گيرد ميکنترل پذيري اين سيستم نير تحت الشعاع قرار 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۶۰

1 0 2
0 2 6      rank( ) 2
2 6 14

− 
 = − = 
 − − 

^ ^  

  تحقق جوردن) ه
2 2

3

9 9( )
( 7 6) ( 1)( 2)( 3)
s sH s

s s s s s
− −= =

− − + + −
  

  .کنيم مي تجزيهبه کسرهاي جزئي 
2 1 0

1 2 3s s s
−= + +

+ + −
  

  .لذا تحقق به فرم زير خواهد بود

[ ]
1 0 0 1

0 2 0   1   2 1 0
0 0 3 1

A b c
−   
   = − = = −   
      

  

  .باشد مي پذير نرؤيتاين سيستم نيز کنترل پذير است اما 
2 1 0
2 2 0      rank( ) 2

2 4 0

− 
 = − = 
 − 

O O  

   :تحقق کاهش ناپذير) و
يـت پـذيري برقـرار    ؤ در همة حالات فوق يکي از شرايط کنتـرل پـذريري يـا ر              با توجه به اينکه   

توان تحقـق    ميگردد تحققهاي فوق کاهش پذير بوده و با حذف مود پنهان به صورت زير                مين
  .کاهش ناپذير را تعيين نمود

( 3)( 3)
( )

s s
H s

+ −
=

( 1)( 2)( 3)s s s+ + − 2

( 3)
3 2
s

s s
+=

+ +
  

  :با تحقق کانونيکال کنترل پذيري

[ ]0 1 0
    3 1

2 3 1
A b c

   
= = = −   − −   

  

  .يت پذير خواهد بودؤاين تحقق حتماً کنترل پذير و ر
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۳۶۱

اري يک ماهواره را که از معادلات       دبا استفاده از قضية لياپانوف شرايط کافي به منظور پاي          )۵-۳
  .کند را بدست آوريد مياويلر تبعيت 

1

2

3

( )
( )
( )

x y z x

y z x y

z x y z

A B C k A
B C A k B
C A B k C

ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω

 − − =
 − − =
 − − =

�
�
�

  

1 با فرض متغيرهاي حالت برابر       :پاسخ 2 3, ,x y zx x xω ω ω= =  معادلات حالـت سيسـتم      =
  .توان نوشت ميغيرخطي فوق را به صورت زير 

1 2 3 1 1

2 3 1 2 2

3 1 2 3 3

( )

( )

( )

B Cx x x k x
A A
C Ax x x k x
B B
A Bx x x k x
C C

 − − =

 − − =

 − − =

�

�

�

  

  .کنيم ميتابع لياپانوف زير را کانديد 
2

2

2

2 2 2 2 2 2
1 2 3

0 0
( ) 0 0

0 0

0

T T

A
V x x px x B x

C

A x B x C x

 
 = =  
  

= + + >

  

  .باشد ميت معين مثب
( ) TV x x Px x Px= +� � �  

  

2
1

2
2

2
3

2 0 0
( ) 0 2 0

0 0 2

T T

k A
V x x k B x x Qx

k C

 
 = = = − 
  

� "  

1ت معين است بـه شـرطي کـه          مثب نيز   Qکه در آن ماتريس      2 3, , 0k k k  خوشـبختانه بـا     . <
  .نمودتعيين براحتي شرط پايداري را توان  ميانتخاب اين تابع لياپانوف 

  
   سيستم خطي زير را درنظر بگيريد)۵-۴

x Ax=�  
بـا  مثبت معـين اسـت و        Pکه در آن    يريد  گبه صورت زير در نظر ب      را   V تابع لياپانوف کانديد  
  رسيم  مي "معادله لياپانوف" به شرط انوفپتعيين مشتق تابع ليا

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۶۲

( )
( ) ( )

T

T T T

T

V x x Px
V x x A P PA x x Qx
A P PA Q

=
= + = −
+ = −

�  

  : حال نشان دهيد سيستم پايدار مجانبي است اگر و تنها اگر
1/ 2

1/ 2

1/ 2 1

rank

n

Q

Q A
n

Q A −

 
 
  = 
 
  

#
  

  
P,ياپانوف   با فرض برقراري معادله ل     :پاسخ Q    توان يافت که معادلـه لياپـانوف        مي مثبت معين

  باشد لذا
1/ 2 1/ 2( ) T TV x x Qx x Q Q x= − = −�  

)حال  ) 0V x   : به اين معني است که�=
1/ 2 0Q x =  

  :مشتق بگيريم به مكرراًاگر از اين معادله 
1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 2

1/ 2 1

0
0

              
0n

Q x Q Ax
Q Ax Q A x

Q A x−

= =
= =

=

�
�
#

  

  . اگر اين معادلات را زير هم بنويسيم
1/ 2

1/ 2

1/ 2 1

0

n

Q

Q A
x

Q A −

 
 
  = 
 
  

#
  

  
0x باشد اين معادلـه تنهـا در         nتبه اين ماتريس برابر     رلذا اگر     صـادق خواهـد بـود و تـابع         =

( ) 0V x   .انوف برقرار استو پايداري سيستم طبق قضيه لياپ.  منفي معين خواهد شد�=
  .توان اثبات کرد ميطرف ديگر اين قضيه را نيز به صورت مشابه 
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۳۶۳

  .با استفاده از رابطه فوق پايداري سيستم زير را بررسي کنيد) ۵-۵
0 1
1 2

A
 

=  − − 
  

  با استفاده از معادله لياپانوف 
TA P PA Q+ = − 

  .فرض کنيم
1/ 24 0 2 0

0 0 0 0
Q Q

   
= → =   
   

  

1/2

1/2

2 0
0 0Q

rank rank 2
0 2Q
0 0

A

 
    = =      
 

  

  .کنيم ميلذا سيستم بايستي پايدار باشد حال معادله لياپانوف را براي سيستم حل 
11 12

21 22

5 2
2 1

5>0,   det( )=1>0    

T

p p
P

p p

A P PA Q

P

P

 
=  
 
+ = −

 
= =  

 
"

  

  .ار مجانبي استيدمثبت معين بوده و سيستم فوق پا Pلذا 
  
  .متريک درنظر بگيريدزير را به صورت پارادو سيستم مرتبه  )۵-۶

11 12
ij

21 22

  (a )
a a

x x
a a
 

= ∈ 
 

� \  

  . تعيين کنيد که سيستم مزبور پايدار مجانبي باشدijaشرايطي را براي ضرايب 
  :پاسخ

11 21 11 12 11 12 11 12

12 22 21 22 21 22 21 22

1 0
0 1

TA P PA I
a a p p p p a a
a a p p p p a a

+ = −
−         

+ =         −        

 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۶۴

11 11 21 22

11 12 21 22 12 11 22 12

12 12 22 22

2( ) 1
0

2( ) 1

a p a p
a p a p a p a p

a p a p

+ = −
 + + + =
 + = −

  

  :با ساده سازي معادلات خواهيم داشت
2 2
21 22 12 22 21 11

2 2
12 22 21 11 11 1211 22

( )1
( )2( )

A a a a a a a
a a a a A a aa a A

 − + + +
Ρ =  + − + ++  

  

  : برابر است باPشرط مثبت معين بودن 
2 2
21 22

11
11 22

2 2
11 22 12 21

2
11 22

( )
0

2( )

( ) ( ) 0
4( )

A a a
P

a a A

a a a aP
a a A

+ +
= − >

+

+ −= − >
+

  

  .شوند ميکه شرايط فوق به معادلات زير ساده 
11 220,    0A a a> + < 

  

  فصل ششم 

  .سيستم زير را درنظر بگيريد ) ۶-۱
x Ax Bu
y cx

= +
=
�

  

  که در آن

[ ]0 1 0
     1 0

2 3 2
A B c

   
= = =   − −   

  

  و معادلة مشخصه آن عبارتست از
2 3 2 ( 1)( 2) 0sI A s s s s− = + + = + + =  

 کنترل کننده فيدبک حالت را به گونه اي طراحي کنيد که مقادير ويژه سيستم حلقه بسته بـر 

  . جايابي شود3-,5- روی 
  

  .ستباشد چرا که مرتبة ماتريس کنترل پذيري زير دو ا مي سيستم کنترل پذير :پاسخ



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۶۵

[ ] 0 2
|

2 6
C B AB

 
= =  − 

  

  : روش هم ارزي چند جمله اي مشخصه-
[ ]

2

1 2

2

1

1 2

2 1
2

2 1
2

( ) ( 3)( 5) 5 15  
0 1

 -
2 2 3 2

1
2( 1) 3 2
( 3 2 ) 2( 1)

(3 2 ) 2( 1)

( ) 8 15

T

d

d

k k k

p s s s s s

A Bk
k k

s
sI A Bk

k s k
s s k k
s k s k

p s s s

=

= + + = + +

 
=  − − − − 

−
− + =

+ + +
= + + + +

= + + + +

≡ = + +

 

[ ] 12 2

1 1 2

3 2 8 5 2
        6.5 2.5

2( 1) 15 6.5
xk k

u
k k x
+ = =  

→ → = −  + = =  
  

  
   روش مستقيم-

 . بردار بهرة فيدبک را از رابطة زير ميتوان بدست آورد) ۳۶-۶( با استفاده از معادله 

0( ) ( ) ( )T
dp s p s k Adj sI A b= + −  

  که درآن
2

2
0

( ) 8 15

( ) 3 2
dp s s s

p s s s

= + +

= + +
 

1 0 2
( )

2 2
Adj sI A b

s s
×     

− ⋅ = =     ×     
 

  لذا

[ ]

2 2
1 2

1 11

22 2

8 15 3 2 2 2
2 2 15 6.5

        6.5 2.5
2.53 2 8

s s s s k sk
k xk

u
ksk x

+ + ≡ + + + +
+ = =  

→ → = −  =+ =  

  

  
   روش بس گيورا-

  :کنيم ميبهره فيدبک حالت را به ترتيب زير تعيين ) ۳۹-۶( با استفاده از معادلة 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۶۶

1 1( )Tk aα ψ − −= − ^  
0.          اي مطلوب است ضرايب چند جمله αکه در آن  115, 8α α= =  

0                 .باشد ميز  ضرايب چند جمله اي حلقه باaو  12,  3a a= =  

]                                و  ] 0 2
|

2 6
B BA

 
= =  − 

^  

1 3 0 2 1 3 0 2
0 1 2 6 0 1 2 0

ψ ψ       
= → ⋅ = ⋅ =       −       

^  

[ ] [ ] [ ]
10 2 0 0.5

8 3 | 15 2 5 13 6.5 2.5
2 0 0.5 0

Tk
−

   
= − − = =   

   
  

  
  روش تبديل همانندي -

  .کنيم مي  از رابطة زير تعيين ψدر اين روش معکوس

1

1

0 1 0 1
1 1 3na

ψ −

−

   
= =   − −  

  

1                                     لذا 1( )Tk aα ψ − −= − ^  

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

10 1 0 2
8 3 | 15 2

1 3 2 6

0 1 1.5 0.5 0 0.5
      = 5 13 5 13

1 3 0.5 0 0.5 0

6.5 2.5

Tk
−

   
= − −    − −   

     
=     −     

=

  

 
  فرمول آکرمن -

بهرة فيدبک حالت را به ترتيـب زيـر         ) ۴۶-۶( معادلهمعرفي شده در    با استفاده از فرمول آکرمن      
  .کنيم ميتعيين 

[ ] 10 1 ( )Tk Aα−= ^  
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۳۶۷

[ ] [ ]

2

1
1

13 5
( ) 8 15

10 2

0 2 1.5 0.5
2 6 0.5 0

1.5 0.5 13 5
0 1 6.5 2.5

0.5 0 10 2
T

A A A I

k

α

−
−

 
= + + =  − − 

   
= =   −   
   

= =   − −   

^ 

   مرداخ-مينروش 
 را با استفاده    T سيستم قطري نيست ابتدا ماتريس تبديل همانندي         Aبا توجه به اينکه ماتريس      
  .کنيم ميتعيين  Aاز بردارهاي ويژة ماتريس 

1 2

1

1,  2
1 1

 ;  
1 2

1 1 2 1
  ;    

1 2 1 1

i

v v

T T

λ

−

= − −
−   

= =   −   
−   

= =   −   

  

  :تلذا به صورت قطري خواهيم داش

11 0 2
 ;  

0 2 2
b T b−

Λ

−   
Λ = = =   −     
1 1 1 2

1
1 1 2

2 1 2 2
2

2 2 1

( )( ) ( 1 3)( 1 5) 4
( ) 2( 1 2)

( )( ) ( 2 3)( 2 5) 1.5
( ) 2( 2 1)

k
b

k
b

λ µ λ µ
λ λ

λ µ λ µ
λ λ

− − − + − +′ = = =
− − +

− − − + − +′ = = = −
− − +

  

[ ] [ ]1 2 1
4 1.5 6.5 2.5

1 1
Tk k T −  ′= ⋅ = − = 

 
  

  
  . سيستم زير را درنظر بگيريد)۶-۲

0 1 1
0 1 1

x u
−   

= +   −   
�  

  .است و مودهاي کنترل ناپذيري را تعيين کنيد نشان دهيد سيستم فوق کنترل ناپذير )الف

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۶۸

] بـا فـرض اينکـه        exu معادلات حالت را با ورودي جديد        )ب ]1 2 exu k k x u= −  اسـت   +
2بازنويسي کرده و نشان دهيد به ازاي تمام مقادير     1,k kکنتـرل ناپـذير    سيستم مدار بسته نيز 

  .ست و مود کنترل ناپذيري آن تغيير نکرده استا
] به ازاي    )ج ]1 2y c c x=    تابع تبديل exy u           را تعيين نموده و نشان دهيد به ازاي کليـة 

2مقادير   1 2 1, , ,k k c c                   همواره حذف صفر و قطب و مود پنهـان در ايـن نمـايش وجـود خواهـد 
  .تداش

  
  :پاسخ
   ماتريس کنترل پذيري سيستم عبارتست از) الف

1 1
( ) 1

1 1
rank

− 
= → = − 

^ ^  

  سيستم کنترل ناپذير است و لذا مود کنترل ناپذير برابر است با 
1

0
1

Tv v
 

= ⇒ =  
 

^  

  مود کنترل ناپذيري برابر است با

[ ] [ ] [ ]0 1
1 1 0 0 0. 1 1 0

0 1

T T
i

i

v A vλ

λ

=

 
= = → = − 

  

  
  .کنيم مي معادلات حالت را بازنويسي )ب

[ ]1 2

0 1 1 1
0 1 1 1 exx x k k x u

− −     
= + − − +     −     
�  

1 2

1 2

1 1
1 1 ex

k k
x u

k k
+ −   

= +   − − −   
  

0iλ بردار ويژة مربوط ه ومقدار ويژ   . همچنان باقي است=
T T

iv A vλ=  

[ ] [ ]1 2

1 2

1
1 1 0 1 1

(1 )
k k
k k

+ 
= − − + 

  

  و 
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۳۶۹

[ ] 1
1 1 0

1
− 

= 
 

  

0iλلذا همچنان مود    . مود کنترل ناپذير سيستم است=
  
  .کنيم مي تابع تبديل را با کمک تبديل پلاس به صورت زير تعيين )ج

1 2

1 2

(1 )
( )

(1 )
s k k

sI A
k s k
− − + 

− =  + + 
  

2 21
2

1 12 1

(1 ) 11( )
(1 )

s k k
sI A

k s ks k k s
− + + + 

− =  − −+ + −  
  

[ ] 2 21 21
2

1 12 1

(1 ) (1 )
( )

(1 )
s k kc c

C sI A B
k s ks k k s

− − − + + + 
− ⋅ =  + −+ + −  

  

[ ] [ ]
1 2 2 1

2 1 2 1

( )
1 1
sc sc s c c

s s k k s s k k
− + −= =
+ + − + + −

  

 را در تابع تبديل مدار بسـته سيسـتم          s=0قطب  شود و همواره حذف      ميهمانگونه که مشاهده    
  .ماند ميباقي لذا مود پنهان در سيستم موجود بوده و سيستم کنترل ناپذير . باشيم ميشاهد 

  
  . را درنظر بگيريدDCسيستم موتور  )۶-۳ 

[ ]

0 1 0 0
0 0 4.438 0
0 12 24 20

1 0 0

x x m

y x

   
   = +   
   − −   

=

�  

قـه بسـته سيسـتم       بهرة فيدبک حالت سيستم را به گونه اي طراحي کنيد که قطبهاي حل             )الف
6برروي  6,48j−   . جايابي شوند±

ــاط    )ب ــر و در نق ــابي قطــب در فاصــله اي دورت ــراي جاي ــت سيســتم را ب ــدبک حال ــرة في  به
12 12, 96j− ± 24 و همچنين − 24, 192j− ±   . بدست آوريد−

  .شوند مي بيشتري تامين يناناطم پايداري مقاوم کداميک از سيستمهاي فوق با )ج
  

  :پاسخ
  .کنيم مي معادلة مشخصه مطلوب را محاسبه )الف

3 2

( ) ( 48)( 6 6)

60 648 3456
dp s s s j

s s s

= + + ±

= + + +
  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۷۰

  .کنيم ميبهرة فيدبک حالت را تعيين ) ۲-۶(مطابق مثال 

[ ]

3 2
3 2 1

3 3

2 2

1 1

( ) (24 20 ) (52.058 88.76 ) 88.76
24 20 60 1.8
52.06 88.76 648 6.71
88.76 3456 38.96

38.96 6.71 1.8

dp s s k s k s k
k k

k k
k k

k

= + + + + +
+ = = 

 + = → = 
 = = 

=

  

  :کنيم مي بهمين ترتيب بهرة فيدبک حالت را براي قطبهاي دورتر تعيين )ب

[ ]
( ) ( 96)( 12 12)

311.5 25.6 4.8
dp s s s j
k

= + + ±
=

  

  و

[ ]
( ) ( 192)( 24 24)

2491 116.2 10.8
dp s s s j
k

= + + ±
=

  

دبک ي ـ بهـرة ف jωاي دلخـواه از محـور   ه ـشود با دور کـردن قطب  مي همانگونه که مشاهده  )ج
دار بسته سيستم افزايش يافته و تلاش محالت افزايش يافته بدين ترتيب پهناي باند تابع تبديل 

توان نشان داد که فرکانس عبور تابع تبـديل          مي. يابد مياز نيز متناسباً افزايش     کنترلي مورد ني  
بـه منظـور   .  استrad/sec 100  و نهايتاً 30,16حلقه بسته سيستم در سه حالت فوق به ترتيب

 تـا    نامعيني مدل براي حالتي کـه قطبهـا بسـيار دورنـد            يفرسيدن به پايداري مقاوم بايستي ط     
 کوچک باشد و امکان وجود طيف فرکانسي نامعيني بـزرگ       (100rad/sec)فرکانسهاي بسيار بالا    

 لذا درحالتيکه مدل سيستم دقيق نبوده و همچنين محـدوديت در            .در فرکانسهاي بالا مهياست   
ر توان قطبهاي سيستم حلقه بسـته را خيلـي دور از محـو           ميتلاش کنترلي وجود داشته باشد ن     

jωانتخاب نمود .  
  
  .سيستم زير را درنظر بگيريد ) ۶-۴

[ ]

0 1 1
0 0 1

1 0

x x

y x

µ   
= +   −   
=

�

�
  

بهرة فيدبک حالت بهينة سيستم را به صورت تحليلي به گونه اي طراحي کنيد که تـابع هزينـة             
  .زير کمينه گردد

2 2

0

( ( ) ( ))       >0J y t u t dtρ ρ
∞

= +∫  



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۷۱

   :پاسخ
1                           ) ۶-۶(بق قضية امط Tk R B P−=  

  .کند مي در معادلة زير صدق Pکه در آن 
1 0T TA P PA PBR B P Q−+ − + =  

  :در تابع هزينة فوق داريم
2 2
1

0

( ( ) ( ))J x t u t dtρ
∞

= +∫  

1لذا  0
,  

0 0
R Qρ  

= =  
 

  .کنيم مي حل Pي  معادلة فوق را مقداردهي نموده و به ازا

[ ]

11 12 11 12

12 22 12 22

11 12 11 12

12 22 12 22

0 0 0 1
1 0 0 0

1 1 0 0 01 1 1
1 0 0 0 0

p p p p
p p p p

p p p p
p p p pρ

      
+ −      

      
        

+ =        
        

  

 . خواهيم رسيدijP با ساده سازي زير به معادلات برحسب

11

11 12 12

11 12 11 12

12 22 12 22

0 0 0
0

1 1 1 0 0 01
1 1 0 0 0 0

p
p p p

p p p p
p p p pρ

   
+ −   

   
−        

+ =        −        

 

 :در نتيجه

2
11 11 12 12 12 11

11 11 12 22 12 22 12

12 12 12 22 22 22 12

11 ( ( ) ( ) 0

1 ( ( ) ( ) 0

12 ( ( ) ( )) 0

p p p p p p

p p p p p p p

p p p p p p p

ρ

ρ

ρ

 − − + − =



− − + − =



− − + − =


  

  :بدين ترتيب
2 2 2
11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 22
2 2 2

12 11 12 22 22 11 22

2 ( )
( )( )

2 ( 2 ) ( )

p p p p p p
p p p p p
p p p p p p p

ρ
ρ
ρ

 = − + = −


= − −
 = − + = −

 

 .کنيم ميعادلات فوق را حل حال م

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۷۲

2
11 12 11 12( )p p p pρ ρ− = → − = ± 

 .کنيم ميرسانيم و جايگذاري  ميمعادله دوم را به توان دو 
2ρ 2 2 2

11 11 12 12 22( ) ( )p p p p p ρ= − − = 2 ρ⋅ ⋅ 2
12 11 122

            
p p p→ = 

11با تلفيق دو معادلة فوق و حذف  12,p p آوريم مي را بدست.  

11 12

2
11 11

2
11 11

2 2 2

2 2 2

2 2 0

p p

p p

p p

ρ

ρ

ρ

− = ±

− = ±

− ± =

 

11  بايستيρدير به ازاي کليه مقا 0p 11      لذا<

1 1 ( 2 )
1

p
ρ± − ±

=  

11 تنها جواب معادله به صورت زير و با فرض 12p p ρ− =   صحيح است−

11 1 1 2p ρ= + +  
2

12 11

12

1 1 (1 1 2 2 1 2 )
2 2

(1 1 2 )

p p

p

ρ ρ

ρ ρ

= = + + + +

= + + +

2
11 22 12 11 22( ) 2 2 1 1 2 )p p p p pρ ρ ρ ρ− = → − = ± ⋅ + + +  

22p ًباشد لذامثبت نيز بايستي حتما :   

22 1 1 2 2 . 1 1 2p ρ ρ ρ ρ= + + + + + +  
2ρحال به ازاي    : خواهيم داشت=

2.9566 4.3708
4.3708 7.5522

P
 

=  
 

  

  :در اينحالت بهرة فيدبک حالت برابر است با .که ماتريسي مثبت و معين است

[ ] [ ]11 121
11 12 12 22

12 22

1. 1 1 .
p p

k p p p p
p p

ρ
ρ

−  
= − = − − 

 
  

1 2 1 1 2 )ρ ρ ρ ρ ρ
ρ
 = − − ⋅ + + +  
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۳۷۳

  فصل هفتم

  . سيستم زير را درنظر بگيريد)۷-۱
x Ax Bu
y Cx

= +
=
�

  

[ ]
0 1 0 0
0 0 1         0      1 0 0
6 11 6 1

A B C
   
   = = =   
   − − −   

  

  . رؤيت پذيري سيستم را بررسي کنيد)الف
ي سيستم   را به گونه اي بيابيد که قطبها       k با استفاده از روش مستقيم بهرة رؤيت گر حالت           )ب

,5خطاي پيش بيني برروي  2 3.464j− −   . جايابي گردند±
  .ن طراحي کنيدمرك همين رؤيتگر را با استفاده از فرمول آ)ج
  

  :پاسخ
  .دهيم مي ماتريس رؤيت پذيري را تشکيل )الف

1 0 0
0 1 0        rank 3
0 0 1

 
 = = 
  

O O  

  .لذا سيستم رؤيت پذير است
  .کنيم ميرت زير تعريف  بهرة رؤيت گر حالت را به صو)ب

[ ]1 2 3
Tk k k k=  

  .آوريم ميبا استفاده از روش مستقيم چند جمله اي مشخصة سيستم را بدست 
1

2

3

3 2
1 1 2 1 2 3

1 0
1

6 11 6

( 6) (6 11) 11 6 6
                                                    

s k
sI A kc k s

k s

s k s k k s k k k

+ −
− + = −

+ +

= + + + + + + + + +  

  :از طرف ديگر چندجمله اي مطلوب عبارتست از
3 2( ) ( 2 3.464)( 2) 9 36 80dp s s j s s s s= + ± + = + + +  

  .تبا هم ارز قراردادن اين دو عبارت خواهيم داش

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۷۴

1

1 2 1 2 3

1 2 3

6 9
6 11 36 3,  7,  1

11 6 6 80

k
k k k k k

k k k

+ =
 + + = → = = = −
 + + + =

  

  لذا بهرة رؤيت گر حالت عبارتست از
[ ]3 7 1 Tk = −  

  : با استفاده از فرمول آکرمن خواهيم داشت)ج

1

0
( ) 0

1
k Aϕ −

 
 =  
  

O  

  که درآن
3 2( ) 9 36 80s s s sϕ = + + +  

  لذا

3 2

74 25 3
( ) 9 36 80 18 41 7

42 95 1
A A A A Iϕ

 
 = + + + = = − 
 − − − 

"  

  همچنين
1

1

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

−

−

   
   = =   
      

O  

  :لذا درنهايت خواهيم داشت
74 25 3 1 0 0 0 3
18 41 7 0 1 0 0 7
42 95 1 0 0 1 1 1

k
       
       = − =       
       − − − −       

  

گر طراحـي   لـؤنبر  گر   شود و رؤيت   مي اندازه گيري    1xکنيد   ميبراي سيستم زير فرض     ) ۷-۲
يرهاي حالت را مورد مشاهده قرار دهد و قطبهاي سيستم ديناميکي خطـا را              کنيد که ساير متغ   

2برروي  3.464j−   . جايابي نمايد±

[ ]

0 1 0 0
0 0 1 0
6 11 6 1

1 0 0

x x u

y x

   
   = +   
   − − −   

=

�
  



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
 

۳۷۵

  : با توجه به مقادير فوق خواهيم داشت:پاسخ

[ ]mm mm mm

0 0 1
0   A 1 0    A , A

6 11 6

0
0,      

1

mm

m

A

B Bu

   
= = = =   − − −   

 
= =  

 

  

  : عبارتست از(u)لذا چند جمله اي مشخصة سيستم مشاهده نشده 
2

2
1 2

1
6 11

11 6

                                   = s

uu

s
sI A s s

s

a s a

−
− = = + +

+

+ +� �
  

  که درآن
1 26, 11a a= =� �  

  توجه کنيد که

( )

1

1
1

1 0ˆ |
0 1

ˆ 1 6 1
ˆ

1 0 1 0

6 1 0 1ˆ ˆˆ
1 0 1 6

T T T
mu uu uu

T

N A A A

a
w

N wN
−

−

  = =     
   

= =   
   

   
= = =   −   

  

   فرم زير بهبا توجه به چند جمله اي مطلوب
2

2
1 2

( 2 634) 4 16
ˆ ˆ

s j s s
s sα α
+ ± = + +

= + +
  

  :خواهيم داشت
1 2ˆ ˆ4, 16α α= =  

  : خواهيم داشت)۳۹-۶( و معادله  گيورا-بسلذا با توجه به روش 
2 2

1 1

ˆ ˆ 0 1 16 11 2ˆ
ˆ ˆ 1 6 4 6 17

k Q
α α
α α

− − −       
= = =       − − −      

  

  .رمن نيز به همين پاسخ خواهيم رسيداز روش آک با استفاده
1 0

( )
1

mu
e uu

mu uu

AK A
A A

ϕ
−

   =    
  

  

  که در آن

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۷۶

2
1 2ˆ ˆ( )

5 2
22 17

uu uu uuA A A Iϕ α α= + +
− 

= =  
 

"
  

  لذا 
15 2 1 0 0 2

22 17 0 1 1 17ek
−− −       

= =       
       

  

مدل خطي يک پاندول معکوس را درصورتيکه بخواهيم علاوه بر عمودي نگهداشتن جرم             ) ۷-۳
  . کردتوان به صورت زير بازنويسي ميپاندول حرکت ارابه را متناسب با نياز حرکت دهيم 

,      

             

x Ax Bu
x

x y Cx
x

θ
θ
 
  = + =
  =
 
 

� �

�
  

  : لذا،کنيم مياز يک انتگراتور به منظور کنترل حرکت ارابه استفاده 
1u Kx K z

z r y r Cx
= − +
= − = −�

  

  که درآن

[ ]

0 1 0 0 0
20.601 0 0 0 -1

   B=    C= 0 0 1 0
0 0 0 1 0

0.4905 0 0 0 0.5

A

   
   
   =
   
   −   

  

  .ع شده فرم زير را خواهد داشتيبدين ترتيب سيستم تجم
0 1 0 0 0 0

20.601 0 0 0 0 -1
0 Bˆ ˆ  B=0 0 0 1 0 0
0 0

0.4905 0 0 0 0 0.5
0 0 1 0 0 0

A
A

C

   
   
      
   = = =   −       −   
   −   

  

  .دهيم ميکنترل فيدبک حالت در اين حالت را تشکيل 
eU Le= −  

[ ]1 2 3 4 | IL k k k k k= −  



  ل حل شدهئمسا: ۲ضميمة 
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با استفاده از روش جايابي قطب به طراحي کنتـرل          . باشد مي ضريب بهرة کنترل انتگرالي      kIکه  
  .کنيم ميابتدا کنترل پذيري سيستم را چک  .پردازيم ميکننده 

2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ| ...

0 -1 0 -20.601 0
-1 0 -20.601 0 -(20.601)

 =    rank 50 0.5 0 0.4905 0
0.5 0 0.4905 0 10.14048
0 0 -0.5 0 -0.4905

B AB AB =  
 
 
 
  =
 
 
  

^

^
  

  .لذا سيستم کنترل پذير است
  :چند جمله اي مشخصة سيستم حلقة باز عبارتست از

3 2

5 3

5 4 3 2
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

ˆ ( 20.601)

            = s 20.601
            = s 0
            0, 20.601, 0

sI A s s

s
a s a s a s a s a

a a a a a

− = −

−
+ + + + + =

= = − = = =

  

و ضـريب اسـتهلاک   )  ثانيـه ۵-۴حـدود  (ت مناسب بـراي سيسـتم       نشسبه منظور داشتن زمان     
  .دادتوان قطبهاي زير را پيشنهاد  مي) ٪۱۶-۱۵با فراجهش (مناسب 

1,2 3,4,51 1.732, 5S j S= − ± = −  
  :لذا چندجمله اي مشخصة مطلوب برابر است با

5 4 3 2
1 2 3 4 5

3

5 4 3 2

0

( 1 1.732)( 5)
17 109 335 550 500

s s s s s

s j s
s s s s s

α α α α α+ + + + + =

= − ± +
= + + + + +

  

  لذا
1 2 3 4 517, 109, 335, 550, 500α α α α α= = = = =  

  
  .آوريم ميماتريس بهرة فيدبک حالت را بدست ) ۳۹-۶( معادله بس گيورابا توجه به روش 

  
[ ] 1.( )i iL aα ψ −= − ^  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۷۸

4 3 2 1

3 2 1

2 1

1

1 0 0 20.601 0 1
1 0 0 20.601 0 1 0

1 0 0 20.601 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

a a a a
a a a
a a
a

ψ

−   
   −   
   = = −
   
   
      

1

0 0.25/9.81 0 0.5/9.81 1
0.5 0 1 0 0

1( ) 0 0.5 0 1 0
9.81

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

ψ −

− − 
 − − 
 = = − −
 − 
 − 

^ "  

  لذا بهرة فيدبک حالت برابر است با
[ ]

[ ]

1500 0 | 550 0 | 335 0 |109 20.601|17 0 ( )

157.6636 35.3733 56.0652 36.7466 50.9604

L ψ −= − − − + −

= − − − −

^
  

توان نشان داد خطاي ماندگار پاسخ سيستم به ورودي پله برابـر صـفر               ميبدين ترتيب براحتي    
  . استفاده شده استxر  فيدبک انتگرال حالت براي متغيازکه  خواهد شد چرا

  
  . سيستم زير را درنظر بگيريد)۷-۴

[ ]

0 20.6 0
1 0 1

0 1

x x u

y x

   
= +   
   

=

�
  

بهرة رؤيت گر حالتي را براي سيستم فوق تعيين کنيد که قطبهاي سيستم خطاي پـيش بينـي                  
1.8را برروي  2.4j−   . جايابي نمايد±

  
  .کنيم مي ابتدا رؤيت پذيري را چک :پاسخ

0 1
   rank 2

1 0
 

= → = 
 

O O  

  .ستم رؤيت پذير استسي
  : گيورا–روش بس -

2 2
1 2

1 2

20.6 0
0, 20.6

sI A s s a s a
a a

− = − = + + =
= = −
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 چند جمله اي مطلوب
2

1 2

( ) ( 1.8 2.4) 3.6 9
3.6, 9

dp s s j s s
α α

= + ± = + +
= =

 

  بهرة رؤيتگر

[ ]

1 1 0 9 20.6
( ) ( )

0 1 3.6 0

29.6 3.6

i i

T

K a

k

ψ α− +   
= − =    −   

=

O
 

  با درنظر گرفتن: روش مستقيم -
[ ]1 2

Tk k k= 
  چندجمله اي مشخصه سيستم برابر است با

0sI A KC− + =  

[ ]1

2

1

2

2
2 1

0 0 20.6
0 1 0

0 1 0

20.6
0

1

20.6 0

ks
s k

s k
s k

s k s k

    
− + =    

     
− +

=
− +

+ + − =

  

  با هم ارز قراردان معادلات مشخصه خواهيم داشت 
3

1 2

3.6 9 0
29.6, 3.6

s s
k k
≡ + + =

= =
  

  :روش آکرمن -
1 0

( )
1

K Aϕ −  
=  

 
O  

  :که در آن
2 29.6 76.16

( ) 3.6 9
3.6 29.6

A A A Iϕ  = + + = = 
 

"  

1 0 1
1 0

29.6 76.16 0 1 0 29.6
3.6 29.6 1 0 1 3.6

K

−  
=  
 
       

→ = =       
       

O
  

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۸۰

راحـي کنيـد کـه قطبهـاي        طگونـه اي    گر حالت را به     يتبراي سيستم زير بهرة فيدبک رؤ     ) ۷-۵
,5سيستم خطا را برروي  2 3.464j− −   . جايابي نمايد±

[ ]

0 1 0 0
0 0 1 0
6 11 6 1

1 0 0

x x u

y x

   
   = +   
   − − −   

=

�
  

  
  .کنيم مي ابتدا رؤيت پذيري سيستم را چک :پاسخ

1 0 0
0 1 0      rank =3
0 0 1

 
 =  
  

O O  

  .لذا سيستم رؤيت پذير است
  .کنيم ميگيورا استفاده -از روش بس

3 2

1 2 3

6 11 6
6, 11, 6

sI A s s s
a a a
− = + + +

= = =
  

3 2

1 2 3

( ) ( 2 3.464)( 5)

        9 36 80
    9, 36, 80

dp s s j s

s s s
α α α

= + ± +

= + + +
= = =

  

1

11 6 1
0 1 0
1 0 0

( ) ( )i ik a

ψ

ψ α−

 
 =  
  

= −O

  

1
11 6 1 1 0 0 80 6
0 1 0 0 1 0 36 11
1 0 0 0 0 1 9 6

−
  −     
      = −      
      −      

  

0 0 1 74 3
0 1 6 25 7
1 6 25 3 1

     
     = − =     
     − −     

  



  

  
  

  ژه نامهوا
  
  
  و
  
  
  

  فهرست راهنما

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۸۲



  ژه نامهوا
 

۳۸۳

  ه نامهژوا

   فارسي–ليسي گان

A 

 accelerometer شتاب سنج

 Ackermann formula فرمول آکرمن

active suspension system سيستم تعليق فعال

 actuator عملگر

 angular velocity سرعت زاويه اي 

 asymptotic stability پايداري مجانبي

B 

 back electro-motive ولتاژ ضدمحرکه
force (Emf) 

 BIBO stability خروجي–پايداري ورودي

  block diagonal قطري بلوکي

 block-diagonal form  قطري-فرم بلوکي

C 

 cannonical realization تحقق کانونيکال

 cart ارابه 

 causality علّي بودن

 characteristic equation معادلة مشخصه 

 chemical reactor راکتور شيميايي

 compressibility تراکم پذيري

 concentration غلظت 

 conjugate مزدوج ماتريس

 consistent سازا

 control valve شير كنترل

 controllability کنترل پذيري

تحقق کانونيکال کنترل 
 پذيري

controllability cannonical 
realization 

 controllable subspace زيرفضاي کنترل پذير

 controller cannonixal تحقق کانونيکال کنترلر
realization 

 conversation of energy بقاي انرژي 

D 

 decomposition تجزيه 

 detectability آشکار پذيري

 determinent دترمينان

 diagonal form فرم قطري 

 diagonal matrix ماتريس قطري

 distillation column  تجزية ستون

 distinct متمايز

 double inverted پاندول دوتايي معکوس
pendulum 

 drum غلطک

 dual دوگان 

 dynamical modes مودهاي ديناميکي

E 

 electrical network شبکه الكتريكي 

 equilibrium point حالت تعادل 

 equilibrium point نقطة تعادل

 error covariance کواريانس خطا

 exponential functions توابع نمائي 

 exponential matrix ماتريس نمائی

F 

 feed forward پيش خور

 filteration فيلتر سازي 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۸۴

 flight control کنترل پرواز 

G 

 gauges نشانگر

 gearbox جعبه دنده

مسئله مقدار ويژة تعميم 
 يافته

general eigenvalue 
problem 

زنجير بردارهاي ويژة 
 تعميم يافته 

generalized eigenvector 
chains 

 generalized eigenvelue بردار ويژه تعميم يافته

 generalized force نيروي تعميم يافته 

 global فراگير 

H 

 heat exchanger مبدل حرارتي

 Hermitian matrix ماتريس هرميتين

 hidden mode مود پنهان

 homogeneous همگن 

 homogeneous solution پاسخ همگن

I 

 improper غير سره

 incremental variable متغير تفاضلي 

 infinite series سري بي نهايت 

 information contraction فشرده سازي اطلاعات

 initial condition شرايط اوليه

 input ورودي

 internal stability پايداري داخلي

 inverted pendulum پاندول معکوس

 invertible معکوس پذير 

K 

 Kalman decomposition تجزية کالمن

 Kalman filter فيلتر کالمن

 left eigenvector بردار ويژة چپ 

 linear algebra جبر خطي 

سيستم خطي غير متغير 
 با زمان

linear time invariant 
system 

L 

 linearization خطي سازي 

 Luenberger observer رؤيتگر لوئنبرگر

  Lyapunov stability پايداري لياپونوف

M 

 magnetically levitetedتعليق مغناطيسيسيستم 
system 

 man - machine interface رابط کاربر و ماشين

 Markov parmeter پارامتر مارکوف

 matrix ماتريس

 mechanical coupling کوپلينگ مکانيکي 

 minimal کاهش ناپذير 

 minimal observer رؤيتگرکاهش ناپذير

چند جمله اي کاهش 
 ناپذير

minimal polynomial 

 minimal realization تحقق کاهش ناپذير

 modal analysis آناليز مودال

 modal Vectors بردارهاي مودال 

N 

 nonsingular ناويژه

 null space فضاي پوچي 

 numerical computation محاسبات عددي 

O 

   observabilty رؤيت پذيري

 observabilty يتحقق کانونيکال رؤيت پذير
cannonical realization 



  ژه نامهوا
 

۳۸۵

 observer cannonical تحقق کانونيکال رؤيتگر
realization 

 off line خارج خط

 one to one يک به يک

 orifice گذرگاه, اريفيس

 orthogonal ماتريس متعامد

 output خروجي

P 

 parametric uncertainty نامعيني پارامتريک

 partial fraction كسرهاي جزئي

 particular خصوصي 

 performance index شاخص عملکرد

 performance index معيارهاي عملکرد 

 permanent magnet مغناطيس دائم

 physical laws قوانين فيزيکي 

 physical principle اصول فيزيكي

 pipeline خط لوله

 pneumatic نيوماتيک

 pole قطب

 pole placement جايابي قطب

 power expansion بسط تواني 

 prediction پيش بيني 

 process فرآيند

 proper سره

 pulp خمير کاغذ 

R 

 realization تحقق

 regulation تنظيم

 regulation تنظيم

 reliability قابليت اطمينان 

 remainder باقيمانده 

 Ricatti equation معادلة ريکاتي

 rigid صلب

 robust مقاوم

S 

 safety امنيت 

 sensor حساسه

similarity transformation تبديل همانندي

 singular تکين

 skew-Hermitian  هرميتين- پاد

 skew-symmetric پادمتقارن

 software toolbox بستة نرم افزاري 

 span پوشش

 spectral طيفي

 spool سوزن 

 stability پايداري

 stability in sense ofيداري به مفهوم لياپانوفپا
Lyapunov 

 stabilizability پايدارپذيري

 state feedback فيدبک حالت 

 state gain بهره حالت

 state transition matrix ماتريس انتقال حالت 

 state variable متغيرهاي حالت

 steady state مقدار ماندگار 

 strain gauge کرنش سنج

 strictly proper اکيداً سره

 structural vibration ارتعاشات سازه اي 

 structured uncertainty نامعيني ساختار يافته

 subspace زير فضا

 superposition رويهم گذاري

 superposition principle اصل رويهم گذاري

T 

 time variant غير متغير با زمان

 tracking  تعقيب، رديابي

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۸۶

 trajectory مسير

 trancducer مبدل

 transfer matrix ماتريس تبديل 

 transmission zero صفر انتقال

 transpose ترانهادة

U 

 uncertainty نامعيني

 unitary matrix ماتريس واحدي

 unstructured uncertainty نامعيني غيرساختار يافته

 update روز به

V 

 vehicle خودرو 

 viscous damping استهلاک ويسکوز

Z 

 zero input بدون ورودي 

 zero state با شرايط اوليه صفر

 zero-input response پاسخ بدون ورودي

 zero-state response پاسخ شرايط اوليه صفر

 



  ژه نامهوا
  

۳۸۷ 

ليسيگان –فارسي 

 الف

 cart ارابه 

 structural vibration ارتعاشات سازه اي 

 orifice گذرگاه, ساريفي

 viscous damping استهلاک ويسکوز

 superposition principle اصل رويهم گذاري

 physical principle اصول فيزيكي

 strictly proper اکيداً سره

 safety امنيت 

 detectability آشکار پذيري

 modal analysis آناليز مودال

 ب

 zero state با شرايط اوليه صفر

 remainder باقيمانده 

 zero input بدون ورودي 

 left eigenvector بردار ويژة چپ 

 generalized eigenvelue بردار ويژه تعميم يافته

 modal Vectors بردارهاي مودال 

 software toolbox بستة نرم افزاري 

 power expansion بسط تواني 

 conversation of energy بقاي انرژي 

 update روز به

 state gain بهره حالت

 پ

 skew-Hermitian  هرميتين- پاد

 skew-symmetric پادمتقارن

 Markov parmeter پارامتر مارکوف

 zero-input response پاسخ بدون ورودي

 zero-state response پاسخ شرايط اوليه صفر

 homogeneous solution پاسخ همگن

 double inverted وسپاندول دوتايي معک
pendulum 

 inverted pendulum پاندول معکوس

 asymptotic stability پايدار مجانبي 

 stabilizability پايدارپذيري

 stability پايداري

 stability in sense ofپايداري به مفهوم لياپانوف
Lyapunov 

 internal stability پايداري داخلي

  Lyapunov stability پايداري لياپونوف

 asymptotic stability پايداري مجانبي

 BIBO stability خروجي–پايداري ورودي

 span  فضاپوشش

 prediction پيش بيني 

 feed forward پيش خور

 ت

similarity transformation تبديل همانندي

 Kalman decomposition تجزية کالمن

 decomposition تجزيه 

 realization ققتح

 cannonical realization تحقق کانونيکال

تحقق کانونيکال رؤيت 
 پذيري

observabilty cannonical 
realization 

 observer cannonical تحقق کانونيکال رؤيتگر
realization 

تحقق کانونيکال کنترل 
 پذيري

controllability cannonical 
realization 

 controller cannonixal نترلرتحقق کانونيکال ک
realization 

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۸۸

 minimal realization تحقق کاهش ناپذير

 compressibility تراکم پذيري

 transpose ترانهادة

 tracking تعقيب

 singular تکين

 regulation تنظيم

 exponential functions توابع نمائي 

 ج

 pole placement جايابي قطب

 linear algebra جبر خطي 

 gearbox جعبه دنده

 چ

چند جمله اي کاهش 
 ناپذير

minimal polynomial 

 ح

 equilibrium point حالت تعادل 

 Sensor حساسه

 خ

 off line خارج خط

 Output خروجي

 particular خصوصي 

 pipeline خط لوله

 linearization خطي سازي 

 pulp خمير کاغذ 

 vehicle خودرو 

 د

 determinent دترمينان

 dual دوگان 

 ر

   observabilty رؤيت پذيري

 Luenberger observer رؤيتگر لوئنبرگر

 minimal observer رؤيتگرکاهش ناپذير

 man - machine interface رابط کاربر و ماشين

 chemical reactor راکتور شيميايي

 superposition رويهم گذاري

 ز

دارهاي ويژة زنجير بر
 تعميم يافته 

generalized eigenvector 
chains 

 subspace زير فضا

 controllable subspace زيرفضاي کنترل پذير

 س

 consistent سازا

 distillation column ستونهاي تجزية 

 angular velocity سرعت زاويه اي 

 proper سره

 infinite series سري بي نهايت 

 spool سوزن 

 active suspension system سيستم تعليق فعال

 magnetically levitetedسيستم تعليق مغناطيسي
system 

سيستم خطي غير متغير 
 با زمان

linear time invariant 
system 



  ژه نامهوا
 

۳۸۹

 ش

 performance index شاخص عملکرد

 electrical network شبکه الكتريكي 

 accelerometer شتاب سنج

 initial condition ط اوليهشراي

 control valve شير كنترل

 ص

 transmission zero صفر انتقال

 rigid صلب

 ط

 spectral طيفي

 ع

 causality علّي بودن

 actuator عملگر

 غ

 drum غلطک

 concentration غلظت 

 improper غير سره

 time variant غير متغير با زمان

 ف

 global فراگير 

 process فرآيند

 block-diagonal form  قطري-فرم بلوکي

 diagonal form فرم قطري 

 Ackermann formula فرمول آکرمن

 information contraction فشرده سازي اطلاعات

 null space فضاي پوچي 

 state feedback فيدبک حالت 

 filteration فيلتر سازي 

 Kalman filter فيلتر کالمن

 ق

 reliability قابليت اطمينان 

 pole قطب

  block diagonal قطري بلوکي

 physical laws قوانين فيزيکي 

 ک

 partial fraction كسرهاي جزئي

 minimal کاهش ناپذير 

 strain gauge کرنش سنج

 controllability کنترل پذيري

 flight control کنترل پرواز 

 error covariance کواريانس خطا

 mechanical coupling کوپلينگ  مکانيکي 

 م

 matrix ماتريس

 state transition matrix ماتريس انتقال حالت 

 transfer matrix ماتريس تبديل 

 transpose ماتريس ترانهاده

 diagonal matrix ماتريس قطري

 orthogonal ماتريس متعامد

 exponential matrix ماتريس نمائی

 Hermitian matrix ماتريس هرميتين

 unitary matrix ماتريس واحدي

 trancducer مبدل

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۹۰

 heat exchanger مبدل حرارتي

 incremental variable متغير تفاضلي 

 state variable متغيرهاي حالت

 distinct متمايز

 numerical computation محاسبات عددي 

 conjugate مزدوج ماتريس

مسئله مقدار ويژة تعميم 
 يافته

general eigenvalue 
problem 

 trajectory مسير

 Ricatti equation معادلة ريکاتي

 characteristic equation معادلة مشخصه 

 invertible معکوس پذير 

 performance index معيارهاي عملکرد 

 permanent magnet مغناطيس دائم

 robust مقاوم

 steady state ماندگار مقدار 

 hidden mode مود پنهان

 dynamical modes مودهاي ديناميکي

 ن

 uncertainty نامعيني

 parametric uncertainty نامعيني پارامتريک

 structured uncertainty نامعيني ساختار يافته

 unstructured uncertainty نامعيني غيرساختار يافته

 nonsingular ناويژه

 gauges نشانگر

 equilibrium point نقطة تعادل

 generalized force نيروي تعميم يافته 

 pneumatic نيوماتيک

 و

 input ورودي

 back electro-motive ولتاژ ضدمحرکه
force (Emf) 

 ه

 homogeneous همگن 

 ي

 one to one يک به يک

 



  ت راهنما فهرس
  

۳۹۱ 

  فهرست راهنما

  الف

 ۱۲۳, آشکار پذيري
 ۲۹, اريفيس

 ۲۲, استهلاک ويسکوز
 ۴۱, اغتشاش

  ب

 ۹۱, بردار ويژه تعميم يافته
 ۲۸۷,  فيدبک حالت–بند باز، رؤيتگر 

 ۲۸۳,      رؤيتگر کاهش يافته
 ۲۴۶,      کنترل بهينه

 ۱۳۸,      کنترل پذيري، رؤيت پذيري
 ۱۰۱,      تابع تبديل

 ۲۴۲, ايابي قطب     ج
 ۵۷,      خطي سازي

 ۵۵,      مدلسازي

  پ

 ۱۴۵, پارامتر مارکوف
 ۵۷, پاندول دوتايي معکوس

 ۱۰۲,      تابع تبديل
 ۲۸۸,  فيدبک حالت–     رؤيتگر 

 ۲۸۱,      رؤيتگر بهينه
 ۲۴۷,      کنترل بهينه

 ۱۳۶,      کنترل پذيري، رؤيت پذيري
 ۱۹۳,  قطبپاندول معکوس، جايابي

 ۴۳,      خطي سازي
 ۲۶۸,      رؤيتگر لوئنبرگر

 ۹۳,      فرم جوردن
 ۳۲,      مدلسازي

 ۳۴,      مشابه سازي

 ۲۸۳,      رؤيتگر کاهش يافته
 ۷۲–۱۶۳, پايداري

    BIBO ,۱۶۶ 
 ۱۶۴, تعاريف     
 ۱۷۰, معادلة ماتريسي لياپونوف    

 ۱۲۷, پذيريي پايدار
 ٢١١، ۱۶۵,  داخليپايداري

 ۱۶۵, پايداري سيستمهاي خطي
 ۱۶۴, پايداري لياپونوف

 ۱۶۸,  قضيه    
 ۱۶۴, پايداري مجانبي لياپونوف

  ت

 ۶۳, تئوري سيستمهاي خطي
 ۸۳, تبديل همانندي

 ۱۲۸, تجزية کالمن
 ۶۳- ۱۴۳, تحقق سيستمهاي خطي

 SISO ,۱۴۸تحقق سيستمهاي
 ۱۵۵, تحقق کانونيکال جوردن

 ۱۵۰, حقق کانونيکال رؤيت پذيريت
 ۱۵۱, تحقق کانونيکال رؤيتگر

 ۱۴۹, تحقق کانونيکال کنترل پذيري
 ۱۵۳, تحقق کانونيکال کنترلر

 ۱۴۴, تحقق کاهش ناپذير
 ۱۴۳،۱۴۵,  تعريف    
 ۱۴۶, کنترل پذيري و رؤيت پذيري    
 MIMO ,۱۶۱ سيستمهاي     
 MISO ,۱۶۰ سيستمهاي     
 SIMO ,۱۵۷ستمهاي  سي    
 ۱۴۴,  قضية وجود    
 ۱۴۴,  کاهش ناپذير    
 ۱۵۹,  معرفي    

 تعيين ماتريس انتقال حالت

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۹۲

 Cayley Hamilton ,۷۶ روش     
 ۷۰,  روش تبديل لاپلاس    
 ۷۸,  روش سيلوستر    
 ۷۲, روش مودهاي ديناميکي     

 ۹۷, تقريب

  ج

 ۱۹۷, جايابي قطب، روش آکرمن
 ۱۹۵,  روش بس و گيورا    

 ۱۹۶,  روش تبديل همانندي    
 ۲۰۲,  روش طيفي    
 ۱۹۰,  روش مستقيم    
 ۱۹۸,  مرداخ- روش مين     
 ۲۰۶,  روش نگاشتي    
 MIMO ,۲۰۱ سيستمهاي     

 ۵۴, جرثقيل سقفي
 ۱۰۱,  تابع تبديل    
 ۱۴۱,  کنترل پذيري، رؤيت پذيري    

 ۵۷, ازيخطي س       
 ۲۴۲,  جايابي قطب     
 ۲۸۷,  فيدبک حالت– رؤيتگر     
 ۲۸۲,  رؤيتگر کاهش يافته    
 ۲۴۷,  کنترل بهينه    

 ۱۹, جعبه دنده
 ۹۱, جوردن

  چ

 ۳۱۰, چند جمله اي کاهش ناپذير

  ح

 ۳, حساسه

  خ

 ۳۱۶, حساسه ۵۳, خط لوله
   ۶۰, ۴۱, خطي سازي حول مسير

   ۳۸, خطي سازي رياضي

  د

  ۲۹۷, دترمينان
 ۲۹۸,  خصوصيات   

 ۲۵۶, ديناميک خطا

  ر

 ۲۳–۱۰۹, رؤيت پذيري
 ۱۱۱,  تعريف    
 ۱۱۴,  شرايط    
 ۱۱۷,  شرط بردار ويژه    
 ۱۱۵,  ماتريس رؤيت پذيري    
 ۱۱۲,  متغير رؤيت پذير    
 ۱۰۹,  مفهوم    
 ۱۱۸,  مود رؤيت پذير    
 ۱۱۲,  نمايش هندسي    

 ۲۵۵, رؤيتگر حالت، ايدة مقدماتي
 ۲۶۷,  با کاهش مرتبه    
 ۲۶۱,  بهينه    
 ۲۵۸,  جايابي قطب    
 ۲۷۳,  رفع اغتشاش    
 ۲۶۳,  طراحي بهينه    
 ۲۶۹,  فيدبک حالت    
 ۲۶۷,  لوئنبرگر    
 ۲۵۶,  مرتبة کامل    
 ۲۵۵,  معرفي    
 ۲۷۹,  مشتق گير    

 ۳,  و ماشينرابط کاربر
 ۲۴۱, راکتور شيميايي، جايابي قطب



  فهرست راهنما
 

۳۹۳

 ۵۲, راکتور شيميايي
 ۱۰۱,  تابع تبديل    
 ۵۷,  خطي سازي    
 ۲۸۶,  فيدبک حالت– رؤيتگر     
 ۲۷۸,  رؤيتگر مرتبة کامل    
 ۱۰۳,  فرم جوردن    
 ۱۴۱,  کنترل پذيري، رؤيت پذيري    

 ۳۵, ، مدلسازي۲Rروبات 

  ژ

  ۳۰۴ ,ژاکوبين

  س

 ۳, ساختار سيستم کنترل
 ۴۷,  و هارمونيک درايوDCسرو موتور 

 ۱۰۰,  تابع تبديل    
 ۱۳۴,  کنترل پذيري، رؤيت پذيري    

 ۱۱۲, سيستم تعليق خودرو، رؤيت پذيري
 ۲۲,  مدلسازي    
 ۲۴,  مشابه سازي    
 ۲۳۶,  فيدبک انتگرال حالت    

 ۵۸, سيستم تعليق مغناطيسي
 ۱۰۲,  تابع تبديل    
 ۲۸۳,  رؤيتگر کاهش يافته    
 ۲۴۳,  جايابي قطب    
 ۲۴۸,  کنترل بهينه    
 ۱۳۷,  کنترل پذيري، رؤيت پذيري    

 ۱۳, سيستم خطي
 ۱۳, سيستم غير متغير با زمان

 ۲, سيستم کنترل، امنيت
 ۶,  پياده سازي    
 ۵,  عناصر مفهومي    
 ۲, اديبهره وري افتص      
 ۳, عناصر فيزيکي      

 ۱۳, سيستم متغير با زمان
 ۶۵, سيستمهاي خطي، اصل رويهم گذاري

 ۹۱,  بردار ويژه تعميم يافته    
 ۸۶,  بردار ويژه چپ    
 ۸۶,  بردار ويژه    
 ۶۴,  پاسخ بدون ورودي    
 ۶۴,  پاسخ شرايط اوليه صفر    
 ۶۸,  پاسخ کامل    
 ۶۳,  تئوري    
 ۶۶,  حل پاسخ همگن    
 ۶۳,  خصوصيات    
 ۶۴,  خطي بودن پاسخ    
 ۶۳,  شرط وجود جواب    
 ۸۱,  صفر انتقال    
 ۹۱,  قطري جوردن-  فرم بلوکي    
 ۸۶,  فرم قطري    
 ۸۹,  فرم مختلط    
 ۸۱,  قطب    
 ۸۳,  مقادير ويژة تعميم يافته    
 ۸۲,  مقادير ويژه    
 ۷۹,  نمايش ماتريس تبديل    

 ۱, سيستمهاي کنترل صنعتي
 ۱, سيستمهاي کنترل طبيعي

 ۳۲۷, سيلوستر

  ش

 ۲۰۷, شاخص عملکرد
 ۱۴, شرط وجود جواب و يكتايي

 ۲۹, شير كنترلي

  ط

 ۵, طراحي سيستم کنترل، تعريف
 ۵,  مراحل    
 ۶,  نگرش کلاسيک    

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۹۴

 ۶,  نگرش مدرن    
 ۲۳۴, حالت، انتگرال گيرطراحي فيدبک 

 ۲۱۳, ۲۰۶,  بهينه    
 ۲۱۱,  پايداري داخلي    
 SISO ,۱۸۸ جايابي قطب     
 ۱۸۶,  جايابي قطب    
 ۲۲۲,  رفع اغتشاش    
 ۱۸۷,  فرم کانونيکال    
 ۲۲۱,  ماتريسهاي وزني    
 ۲۰۸,  معادلة لياپانوف    
 ۲۲۲,  ورودي مرجع ثابت    

  غ

 ۴۸, غلطک
 ۱۰۱,  تابع تبديل    
 ۲۴۹,  رفع اغتشاش    
 ۲۸۶,  فيدبک حالت– رؤيتگر     
 ۲۸۱,  رؤيتگر بهينه    
 ۲۴۹,  رديابي ورودي مرجع غير صفر    
 ۱۰۳,  فرم جوردن    
 ۲۴۵,  کنترل بهينه    
 ۱۳۸,  کنترل پذيري، رؤيت پذيري    

 ۴۹, غلظت مخلوط

  ف

 ۹۱, فرم جوردن
 ۱۹۷,  آکرمنفرمول

 ۲۳۴, فيدبک انتگرال حالت
 ۲۶۹,  رؤيتگر حالت-فيدبک حالت 

 ۱۷۹, فيدبک حالت، خصوصيات
 ۱۸۴,  صفر انتقال    
 ۱۸۵,  کنترل پذيري    
 ۱۷۹,  معرفي    
 ۱۸۴,  هدف کنترلي تعقيب    

 ۱۸۲,   تنظيم به ورودي مرجع غير صفر    
 ۱۸۱,  هدف کنترلي تنظيم     

 ۲۶۳, ۲۶۱, لتر کالمنفي
 ۲۶۴,  بدون محدوديت     
 ۲۶۴,  کاربرد     
 ۲۶۴,  مقاوم     

  ق

 ۲۶۵, قطار، رؤيتگر بهينه
 ۲۲۹,  طراحي فيدبک حالت بهينه    
 ۲۶,  مدلسازي    
 ۲۷,  مشابه سازي    

  ک

 ۲, کنترل اتوماتيك
 ۲۷–۱۲۴, کنترل پذيري

 ۱۴۰,  حالت کنترل پذير    
 ۱۱۴,  زيرفضا    
 ۱۲۶,  شرايط    
 ۱۲۷,  شرط بردار ويژه    
 ۱۲۷,  ماتريس کنترل پذيري    

 ۱۲۴, کنترل پذيري، مفهوم
 ۵۳, کنترل جريان در خط لوله

 ۴۸, کنترل سرعت غلطک
 ۲۸, كنترل سطح مخزن، مدلسازي

 ۳۰,  مشابه سازي    
 ۴۲, خطي سازي      

 ۴۹ ,کنترل غلظت و ارتفاع مخزن
 ۱۰۱,  تابع تبديل    
 ۲۵۰,  رفع اغتشاش    
 ۱۰۳,  فرم جوردن    
 ۲۴۶,  کنترل بهينه    
 ۱۳۸,  کنترل پذيري، رؤيت پذيري    

 ۲۰۶, کنترل کنندة بهينه



  فهرست راهنما
 

۳۹۵

 ۲۶۲, کواريانس خطا

  م

 ۶۶, ماتريس انتقال حالت، تعريف
 ۶۷,      خصوصيات
 ۱۰۲,      فرم قطري

 ۲۹۶, ميتين هر-ماتريس پاد
 ۲۹۳, ماتريس پادمتقارن

 ۲۹۲, ماتريس ترانهاده
 ۱۱۵, ماتريس رؤيت پذيري

 ۲۹۱, ماتريس قطري
 ۲۹۴, ماتريس متعامد
 ۲۹۳, ماتريس متقارن

 ۲۹۹, ماتريس معکوس
 ۲۹۹, خصوصيات ماتريس معکوس،

 ۲۹۶, ماتريس نرمال
 ۲۹۴, ماتريس هرميتين
 ۲۹۶, ماتريس واحدي

 ۲۹۳-۲۹۱, ماتريس
 ۳۰۲,      عمليات ماتريسي

 ۵۰, مبدل حرارتي
 ۱۰۱,      تابع تبديل

 ۱۷۲,       تحققهاي مختلف
 ۲۴۱,       جايابي قطب

 ۲۸۶,  فيدبک حالت–      رؤيتگر
 ۲۷۷,      رؤيتگر مرتبة کامل

 ۲۵۰,      رفع اغتشاش
 ۱۳۸,      کنترل پذيري، رؤيت پذيري

 ۵۶, خطي سازي      
 ۲۷۹,      رؤيتگر با ورودي مرجع متغير

 ۲۷۸,      رؤيتگر و رفع اغتشاش
 ۱۵, متغير حالت، فشرده سازي اطلاعات

 ۱۴,       ويژگي
 ۳۹, متغيرهاي افزايشي

 ۴۱, مدلسازي اغتشاش و نويز
 ۱۷, مدلسازي سيستمهاي الکترومکانيکي

 ۱۶, مدلسازي سيستمهاي الکتريکي
 ۳۱, مكانيكي، روش لاگرانژمدلسازي سيستمهاي 

 ۲۲, مدلسازي سيستمهاي مکانيکي
 ۲۸, مدلسازي سيستمهاي هيدروليكي

 ۴۴, مدلسازي، نامعيني
 ۲۹۲, مزدوج ماتريس

 ۲۶۱, مشخصات آماري حالت، معرفي
 ۱۲, معادلات حالت
 ۲۶۳، ۲۱۷،۲۱۶، ۲۱۴ معادلة ريکاتي،

 ۲۰۸ ،معادلة ماتريسي لياپانوف
 ۱۷۲, مونيک درايو، تحققهاي مختلف و هارDCموتور 

 ۲۴۰,  جايابي قطب     
 ۲۸۵,  فيدبک حالت– رؤيتگر     
 ۲۸۰,  رؤيتگر بهينه    
 ۱۰۲,  فرم جوردن    
 ۲۴۵,  کنترل بهينه    
 ۱۹۱,  جايابي قطب    
 ۴۱,  خطي سازي    
 ۲۷۱,  فيدبک حالت– رؤيتگر حالت     
 ۲۷۴, غتشاش رؤيتگر حالت و رفع ا    
 ۲۵۸,  رؤيتگر مرتبة کامل    
 ۲۱۹,  فيدبک حالت بهينه    
 ۲۲۴,  فيدبک حالت و رفع اغتشاش    
 ۱۳۱, کنترل پذيري    
 ۸۰,  ماتريس تبديل    
 ۱۱۶,  ماتريس رؤيت پذيري    
 ۸۸,  نمايش قطري    
 ۱۸,  نيروي ضد محركه    
 ۲۸۲,  رؤيتگر کاهش يافته    
 ۱۷,  مدلسازي    
 ۲۰,  مشابه سازي    

 ۱۷,  مغناطيس دائمDCموتور 
 ۱۴۸، ۱۳۰, مود پنهان

  كنترل مدرناي بر  مقدمه
  

۳۹۶

  ن

 ۴۵, نامعيني پارامتريک
 ۴۵, نامعيني ساختار يافته

 ۴۵, نامعيني غيرساختار يافته
 ۴۴, نامعيني

 ۳۸, نقطة تعادل
 ۱۴, نگاشت رياضي

 ۱۱, نمايش سيستمهاي خطي، فضاي حالت

 ۴۱, نويز

  ه

 ۴۷, هارمونيک درايو
 ۱  تعقيب,هدف كنترل، تنظيم

  

 


