
١ فصل

اول مرتبه دیفرانسیل معادلات

اولیه تعاریف و مفاهیم ١.١ بخش

١ دقیق�تر، بیان به است. آن مشتقات و تابع ͷی بین رابطه�ای دیفرانسیل معادله کلͬ، بطور

شͺل به است رابطه�ای دیفرانسیلͬ، معادله یا دیفرانسیل یͷمعادله تعریف .١.١.١

E : F
(
x,y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0,

صراحتاً y(n) گاه هر گوییم ام n مرتبۀ از را E معادلۀ .y = y(x) است: مجهول تابعͬ y و متغیره n+2 تابعͬ F آن در که
باشد. خاصیت این با عدد بزرگترین n و باشد داشته حضور F در

است. اول مرتبۀ دیفرانسیل معادله ͷی dy
dx
+ xy = 0 (١ مثال .٢.١.١

است. دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادله ͷی y′′+ y+ x = cos x (٢
است. اول مرتبۀ دیفرانسیل معادله ͷی (x2− y2)dx+ (x+ y)dy = 0 (٣

است. y(t) حسب بر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی d2y
dt2 − t

dy
dt
= y+ t (۴

باشد. بینهایت b و a است ممͺن البته .I := (a;b) است حقیقͬ خط از بازه ͷی I کنیم فرض تعریف .٣.١.١
که گوییم I بر E معادلۀ (خصوصͬ) یͷجواب را y = f (x) تابع صورتͬ در

∀x ∈ I : F
(
x, f (x), f ′(x), · · · , f (n)(x)

)
= 0.

کند. صدق E در f اصطلاحاً یعنͬ
مͬ�دهیم. نشان S نماد با و نامیده I بر E (عمومͬ) جواب را I بر E جواب�های همۀ مجموعۀ

جوابهایخصوصͬ 2sin x−cos x و cos x ،sin x صورت این در .I =R و E : y′′+y= 0 فرضکنیم مثال .۴.١.١
از است عبارت I بر E عمومͬ جواب هستند. I بر E

S =
{
Asin x+Bcos x : A,B ∈ R, x ∈ I

}
;

.S : y = Asin x+Bcos x مͬ�نویسیم: اختصار به اغلب دلخواهند. ثابت اعداد B و A که
و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی —تالیف: ١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین ١

تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید. میان آدرسm_nadjafikhah@iust.ac.irدر به نویسنده با را پیشنهادی یا
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa1.pdf کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا

١
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y = 0 صورت این در .I = R+ = (0,∞) کنید فرض بͽیرید. نظر در را E : y′ = y/x+
√

xy معادلۀ مثال .۵.١.١
از عبارتست E عمومͬ جواب هستند. I بر E خصوصͬ جواب x = y ln2 y در صادق y ضمنͬ تابع و

S =
{
y : x = Ay ln2 y, A ∈ R+, x ∈ R+

}
∪

{
y = 0

}
.

است. y = 0 معادله این جواب تنها بͽیرید. نظر در را E : y2+ y′2 = 0 معادلۀ مثال .۶.١.١

است! جوابͬ گونه هر فاقد E : y′2+1 = 0 معادلۀ مثال .٧.١.١

که E از جوابͬ یافتن مسألۀ .x0 ∈ I و است R در باز بازه�ای I و دیفرانسیلͬ معادله�ای E کنید فرض تعریف .٨.١.١
مͬ�نامند. کوشͬ مسألۀ یا اولیه مقدار مسألۀ اصطلاحاً را y(x0) = y0 و شود تعریف I بر

از آغازی E انتͽرال منحنͬ یا خم را جواب نمودار مͬ�نامند. (x0,y0) یا x0 از آغازی E جواب را، مسأله جواب
مͬ�نامیم. (x0,y0)

−xy از D ⊆ R2 دامنۀ در که است تابعͬ f (x,y) کنید فرض کوشͬ) مسألۀ جواب یͺتایͬ (وجود قضیه .٩.١.١
کنیم: فرض .(x0,y0) ∈ D و مͬ�شود تعریف صفحه

باشد؛ پیوسته D بر f الف)

و باشد، کراندار D در ∂ f
∂y

جزئͬ مشتق ب)

هر ازای به و h(x0) = y0 که دارد وجود چنان (x0 − ε, x0 + ε) بر y = h(x) تابعͬ و ای ε > 0 صورت این در
است. بفرد منحصر ویژگͬ این با h بعلاوه .h′(x) = f (x,h(x)) ای x ∈ (x0−ε, x0+ε)

دوی هر یا و ͬͺی است ممͺن یعنͬ کافͬ�اند. شرایط تنها بلͺه نیستند، لازم ٩.١.١ قضیۀ شرایط یادداشت .١٠.١.١
D : 0 < y و (x0,y0) = (1,0) و E : y′ = 1/y2 اگر مثلا́ باشد. داشته وجود بفرد منحصر جواب ولͬ نباشند، برقرار آنها
الف شرایط یعنͬ نمͬ�شوند. تعریف حتͬ (x0,y0) در ͷی هیچ که ∂ f /∂y = −2/y3 و f (x,y) = 1/y2 صورت این در
مͬ�کند. صدق نیز y(1) = 0 شرایط در و است E جواب تنها y = 3√3(x−1) که حالͬ در نیستند. برقرار ٩.١.١ از ب و

است. یͺتا جواب یعنͬ،

تابع دو هر صورت، این در .E : y′ = xy+ e−y کنیم فرض مثال .١١.١.١

f = xy+ e−y,
∂ f
∂y
= x− e−y,

ͷی دارای ای (x0,y0) ∈ D هر به�ازای E معادلۀ ٩.١.١ به بنا آنͽاه باشد، کراندار D دامنۀ اگر پس پیوسته�اند. R2 بر
همچنان اما نیست، کراندار ∂ f /∂y آنͽاه ،D = R2 اگر که شود توجه است. (x0,y0) از آغازی بفرد منحصر جواب

دارد. وجود بفرد منحصر جواب

اگر .∂ f /∂y = y
√

1+ y2 لذا و f =
√

1+ y2 صورت این در .E : y′ =
√

1+ y2 کنیم فرض مثال .١٢.١.١
بعلاوه: و است پیوسته D بر f آنͽاه ،D = R2

lim
(x,y)→∞

∂ f
∂y
= lim

y→∞
y√

1+ y2
= lim

y→∞
±1√

1/y2+1
= ±1.

دارد. بفرد منحصر جواب R2 کل بر E معادلۀ بنابراین، و است کراندار D بر ∂ f /∂y پس
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بینهایت به y→ 0 وقتͬ که ∂ f /∂y = 1/ 3√y صورت این در بͽیرید. نظر در را E : y′ = 3
2

3
√

y2 معادلۀ مثال .١٣.١.١
از عبارتست E جواب نیست کراندار ∂ f /∂y یعنͬ مͬ�کند. میل

S =
{
y =

1
8

(x+ c)3 : c ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.

یعنͬ هستند. (x,0) از آغاز یا E جواب در y = 0 و y = 1
8 (x− x0)3 آنͽاه ،(x0,y0) = (x0,0) اگر که مͬ�گردد ملاحظه

نیست. بفرد منحصر جواب

لیپشیتز شرط در D بر y به نسبت f مͬ�گوییم صورتͬ در .D ⊆ D f و f : R2 → R کنید فرض تعریف .١۴.١.١
باشیم: داشته (x,y), (x,z) ∈ D هر به�ازای که گردد یافت 0 < λ < 1 با λ مانند عددی که مͬ�کند صدق

| f (x,y)− f (x,z)| < λ|y− z|.

مͬ�گردد، نتیجه D بر ∂ f /∂y کرانداری از مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط در D بر y به نسبت f اینͺه یادداشت .١۵.١.١
∂ f /∂y حالت این در .D : x2+y2 ≤ 1 و f = |y|cos x تابع نظیر باشد. غلط است ممͺن کلͬ حالت در آن عͺس ولͬ

مͬ�کند. صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت λ = 2 با D بر f که حالͬ در نیست، کراندار

دارای زیر اولیۀ مقدار مسألۀ آنͽاه کند، صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت و پیوسته D بر f تابع اگر قضیه .١۶.١.١
است: بفرد منحصر جواب

E : y′ = f (x,y), y(x0) = y0, (x0,y0) ∈ D.

اگر مثلا́ است. الزامͬ ١۶.١.١ قضیۀ برقراری برای D بر y به نسبت لیپشیتز شرط در f صدق یادداشت .١٧.١.١
که E : y′ = f (x,y)

f (x,y) =


4x3y

x4+ y2 (x,y) , (0,0) اگر

0 (x,y) = (0,0) اگر

طرفͬ از نمͬ�کند. صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت D بر f صورت این در .(x0,y0) = (0,0) و D : x2+ y2 ≤ 1 و
دارد: جواب بینهایت (0,0) در E

y = c−
√

x4+ c2, c ∈ R.

که مͬ�گردد ملاحظه و f =
√

1− y2 صورت این در .E : y′ =
√

1− y2 کنیم فرض مثال .١٨.١.١

| f (x.y)− f (x,z)| =
∣∣∣∣∣ √1− y2−

√
1− z2

∣∣∣∣∣ = |z2− y2|√
1− y2+

√
1− z2

=
|y+ z|√

1− y2+
√

1− z2
|y− z| ≤ |y|+ |z|√

1− y2+
√

1− z2
|y− z|.

آنͽاه ،u =max {|y|, |z|} فرضشود چنانچه

| f (x,y)− f (x,z)| ≤ u+u
√

1−u2+
√

1−u2
=

u
√

1−u2
.

و ε = |y0|/2 فرض با (x0,y0) ∈ D و D =
{
(x,y) : −1 < y < 1

}
اگر حال

U =
{
(x,y) : (x− x0)2+ (y− y0)2 < (1−ε)2

}
.
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داریم: U در (x,z) هر و (x,y) هر ازای به که مͬ�گردد ملاحظه

| f (x,y)− f (x,z)| < |y0|+1−ε√
1− (y0−1+ε)

|y− z| < 2√
3
2 |y0|
|y− z|.

است. بفرد منحصر جواب دارای U بر E بنابراین و مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت U بر f پس

اگر صورت این در .D = {(x,y) : r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2} کنیم فرض .E : y′ =
x
y
کنیم فرض مثال .١٩.١.١

آنͽاه: (x,y), (x,z) ∈ D

| f (x,y)− f (x,z)| <
∣∣∣∣∣ xy − x

z

∣∣∣∣∣ = |x||yz| |y− z| ≤ R
r× r
|y− z| < 2R

r2 |y− z|.

است. یͺتا جواب دارای D بر E لذا و مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت D بر f پس

همشیب خطوط روش ٢.١ بخش

این در است. معادله ͷی جواب کلͬ رفتار تعیین برای کلͬ روشهای از ͬͺی همشیب خطوط روش تعریف .١.٢.١
معادله ͷی از روش

E : y′ = f (x,y),

منحنͬ C و باشد ثابت عددی c اگر پس مͬ�کنیم. تعبیر (x,y) نقطۀ در جواب منحنͬ شیب عنوان به را y′ و شده آغاز
c شیب با را منحنͬ این مͬ�بایستͬ مͬ�گذرند، C از نقطه�ای از که E از جوابهایͬ کلیۀ آنͽاه باشد f (x,y) = c معادلۀ به

مͬ�نامیم. c عدد به نظیر E برای همشیب منحنͬ یا خط ͷی را C دلیل همین به کنند. قطع
تͺرار c مختلف مقادیر برای را کار این و مͬ�کنیم رسم c شیب با ͷکوچ خطوط C منحنͬ بر مرحله، این از پس
از عطف). نقاط یا مینیموم (ماکزیموم، است E جوابهای تͺین نقاط به نظیر C آنͽاه c = 0 اگر که شود توجه مͬ�کنیم.

طرفͬ:

y′′ =
∂ f
∂x
+ y′

∂ f
∂y
=
∂ f
∂x
+ f

∂ f
∂y
.

اگر پس

△ = ∂ f
∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ c
∂ f
∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

,

بررسͬ مͬ�کند قطع (x0,y0) نقطۀ در را C : f (x,y) = c منحنͬ که هنͽامͬ را جواب کیفیت مͬ�توان علامت△ با آنͽاه
آنͽاه: ،c = 0 خاص حالت در اگر نمود.

است. E از جوابͬ موضعͬ مینیموم نقطۀ ͷی (x0,y0) نقطۀ 0 < ∂ f
∂x (x0,y0) اگر -

است. E از جوابͬ موضعͬ ماکزیموم نقطۀ ͷی (x0,y0) نقطۀ 0 > ∂ f
∂x (x0,y0) اگر -

است. E از جوابͬ موضعͬ عطف نقطۀ ͷی (x0,y0) نقطۀ 0 = ∂ f
∂x (x0,y0) اگر -

هستند. - شده ترسیم ͷکوچ خطوط همین آنها بر مماس که کنیم ترسیم را منحنͬ�هایͬ باید آخر مرحلۀ در
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Cc : y− x2 = c منحنͬ ای c ∈R هر ازای به و f = y− x2 صورت این در .E : y′ = y− x2 فرضکنیم مثال .٢.٢.١
(x,y) ∈ C0 نقاط پس ∂ f

∂x = −2x چون طرفͬ از است. ها y محور جهت در و (0,c) در رأس با بالا به رو سهمͬ ͷی
E جوابهای موضعͬ مینیموم نقاط x < 0 با (x,y) ∈ C0 نقاط و هستند E جوابهای موضعͬ ماکزیموم نقاط x > 0 با

٢ هستند.

y′ = y− x2معادله انتͽرال منحنیهای

آنͽاه: ،c ∈ R اگر پس . f = sin(x,y) صورت این در .E : y′ = sin(x+ y) کنیم فرض مثال .٣.٢.١

Cc : f (x,y) = c : sin(x+ y) = c.

arcsinc= 0 اگر است. α برابر x+y= sinαخط بر E پسشیبجوابهای .Cc = {(x,y) : y = arcsinc− x} بنابراین
هستند. E جواب منحنͬ�های تͺین نقاط Cc منحنͬ بر نقاط آنͽاه ،k ∈ Z که c = kπ یعنͬ

y′ = sin(x+ y) معادله انتͽرال منحنیهای

آن باشد، زوج k اگر حال است. E از جوابͬ تͺین نقطۀ ͷی (x0,y0) آنͽاه x0+y0 = kπ اگر ،∂ f
∂x
= cos(x+y) چون

است. موضعͬ ماکزیموم نقطۀ ͷی باشد فرد k اگر و است موضعͬ مینیموم نقطه
است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ٢

DETools[DEplot](diff(y(x),x)=y(x)-x∧2,y(x), x=-3..3, y=-3..3, [y(0)=-3, y(0)=-2, y(0)=-1, y(0)=0, y(0)=1,
y(0)=2, y(0)=3], arrows=line, color=blue, linecolor=red, thickness=4);
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آنͽاه c ∈ R اگر صورت این در .E : y′ =
y− x
y+ x

کنیم فرض مثال .۴.٢.١

Cc :
y− x
y+ x

= c,

: y− x = c(y+ x), x+ y , 0,

: y =
1+ c
1− c

x, x+ y , 0.

آنͽاه: c = 1 اگر اما .c , 1 اینͺه به مشروط

C1 :
y− x
y+ x

= 1,

: y− x = y+ x, x+ y , 0,
: x = 0, x+ y , 0 : x = 0 , y.

٣ داریم: مجموع در صورت، این در .C0 := y = x, x , 0 بعلاوه

y′ = y−x
y+x معادله انتͽرال منحنیهای

تمرینات .۵.٢.١

بیابید. را (2,1) نقطه در E2 : y′ = x− y و E1 : y′ = x+ y انتͽرال منحنͬ�های بین زاویه (١

مͬ�کنند؟ قطع زاویه�ای چه با (0,0) نقطۀ در را ها x محور E : y′ = x2+ y2+1 معادلۀ انتͽرال منحنͬ�های (٢

بیابید. را E : y′ = xy2 معادلۀ جوابهای موضعͬ ماکزیموم نقاط (٣

کنید: ترسیم را شده داده معادلۀ جوابهای همشیب، خطوط روش به مورد، هر در

4) y′ = x+1,
5) y′ = cos(x− y),
6) y′ = x+ y,
7) y′ = (x+ y)/(x− y),

8) y′ = y− x,
9) y′ = x2+ y,

10) y′ = (y−1)x2,
11) y′ = −y/x,
12) y′ = y2,

13) y′ = x2+2x− y,
14) y′ = x2− y2,

15) y′ = y(1− y2).

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ٣
DETools[DEplot]([diff(y(t),t)=y(t)-x(t), diff(x(t),t)=y(t)+x(t)], [x(t), y(t)], t=-4..4, x=-2..2, y=-2..2,
[[x(0)=-1, y(0)=-1], [x(0)=-1, y(0)=1], [x(0)=1, y(0)=-1], [x(0)=1, y(0)=1], [x(0)=1, y(0)=0], [x(0)=-
1,y(0)=0], [x(0)=0, y(0)=-1], [x(0)=0, y(0)=1], [x(0)=-2, y(0)=0], [x(0)=2, y(0)=0], [x(0)=0, y(0)=-2],
[x(0)=0, y(0)=2]], arrows=line, color=blue, linecolor=red, thickness=4);
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل پیͺارد روش - متوالͬ تقریبات روش .٣.١

پیͺارد روش � متوالͬ تقریبات روش ٣.١ بخش

مسألۀ روش این در

E : y′ = f (x,y), y(x0) = y0,

دقیق�تر؛ بیان به مͬ�گردد. محاسبه حلقه ͷی با الͽوریتمͬ ͷکم به

مستطیل: بر y′ = f (x,y) معادلۀ کنیم فرض قضیه .١.٣.١

D : |x− x0| < a, |y− y0| < b,

ای n ∈ N هر ازای به و است بفرد منحصر جواب دارای

yn(x) := y0+

∫ x

x0

f (t,yn−1(t))dt. (١.١ )

اگر صورت این در

M := max
(x,y)∈D

∣∣∣∣ f (x,y)
∣∣∣∣ N := max

(x,y)∈D

∣∣∣∣∂ f
∂x

(x,y)
∣∣∣∣,

داریم: |x− x0| < h که ای x هر ازای به صورت این در .h :=min
{
a, b

M

}
و

|y(x)− yn(x)| ≤ M
n!

Nn−1hn.

است. همͽرا مسأله جواب یعنͬ y(x) به ها yn(x) دنبالۀ ،h < 1 اگر پس

داریم y(0) = 1 و y′ = y مسأله برای مثال .٢.٣.١

y0 = 1,

y1 = y0+

∫ x

0
y0 dx = 1+ x,

y2 = y0+

∫ x

0
y1 dx = 1+

[
x+

x2

2

]x

0
= 1+ x+

x2

2
,

y3 = y0+

∫ x

0
y2 dx = 1+ x+

x2

2
+

x3

6
,

...

yn = y0+

∫ x

0
yn−1 dx = 1+

x2

2
+ · · ·+ xn

n!
.

که است روشن

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = 1+ x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · = ex.
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پیͺارد روش - متوالͬ تقریبات روش .٣.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

y′ = y, y(0) = 1 مساله برای پیͺارد روش اعمال
۴ است. مسأله جواب که

.D :−1≤ x≤ 1,−1≤ y≤ 1 فرضکنیم همچنین بͽیرید. نظر در را E : y′ = x2+y2,y(0)= 0 مسألۀ مثال .٣.٣.١
صورت: این در

M = max
(x,y)∈D

|x2+ y2| = 1+1 = 2, h =min
{
1,

1
2

}
=

1
2
,

N := max
(x,y)∈D

|2y| = 2×1 = 2, a = 0, b = 1.

آنͽاه: باشد، E جواب y اگر پس

∀(x,y) ∈ D : |x| < 1
2
=⇒ |y(x)− yn(x)| ≤ 2n

n!

(
1
2

)n

=
1
n!
.

که مͬ�گردد ملاحظه طرفͬ، از

y0 = 0,

y1 =

∫ x

0

(
t2+ y2

0

)
dt =

x3

3
,

y2 =

∫ x

0

(
t2+ y2

1

)
dt =

∫ x

0

(
t2+

t0

9

)
dt =

x3

3
+

x7

63
,

y3 =

∫ x

0

(
t2+ y2

1

)
dt =

x3

3
+

x7

63
+

2x11

2579
+

x15

59535
.

داریم: n = 3 برای تنها بعلاوه

∀x :
1
2
< x <

1
2
=⇒ |y3(x)− y(x)| < 1

6
.

شود. توجه زیر شͺل به

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ۴
> y[1]:= y[0]+int(y[0],x=0..x); y[2]:= y[0]+int(y[1],x=0..x);
> y[3]:= y[0]+int(y[2],x=0..x); y[4]:= y[0]+int(y[3],x=0..x);
> y[5]:= y[0]+int(y[4],x=0..x); y[infty]:=exp(x);
> plot({y[0],y[1],y[2],y[3],y[4],y[5],y[infty]},x=-3..3,y=-1/2..2,thickness=5);
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل پذیر ͷیͺتف معادلات .۴.١

y′ = x2+ y2, y(0) = 0 مساله برای پیͺارد روش اعمال

حدی به ١.٣.١ قضیۀ در {yn(x)} توابع دنبالۀ آنͽاه باشد، نداشته بفرد منحصر جواب E مسأله اگر یادداشت .۴.٣.١
اگر مثال بعنوان کرد. نخواهد میل

f (x,y) =


0 x = 0, y ∈ R
2x 0 < x ≤ 1, y < 0
2x−4y/x 0 < x ≤ 1, 0 < y < x2

−2x 0 < x ≤ 1, x2 < y

ای: n هر ازای به صورت این در ،D : y ∈ R, 0 ≤ x ≤ 1 و

y2n+1 = x2, y2n = −x2.

کنید: حل n = 4 تا را شده داده مسألۀ پیͺارد روش به مورد هر در تمرینات .۵.٣.١

1) y′ = x2− y2, y(0) = 0,
2) y′ = x+ y2, y(0) = 0,
3) y′ = x+ y, y(0) = 1,
4) y′ = 2y−2x2−3, y(0) = 2,

5) y′ = 2x− y, y(1) = 2,
6) y′ = y− e−x, y(0) = −1,
7) y′ = xy+1, y(−1) = 0

8) y′ =
1
x
+

1
y
, y(0) = 1.

پذیر ͷیͺتف معادلات ۴.١ بخش

زیر شͺل دو از ͬͺی به را آن که گوییم پذیر ͷیͺتف صورتͬ در را E اول مرتبه دیفرانسیل معادلات تعریف .١.۴.١
نوشت: بتوان

E1 : y′ = f (x).g(y),
E2 : f (x).g(y) dx+h(x).i(y)dy = 0.

دیͽر طرف در را y حسب بر عبارت همۀ و طرف ͷی در را x حسب بر عبارت همه مورد، درهر تمرینات .٢.۴.١
مͬ�گیریم: انتͽرال طرف دو از سپس و مͬ�کنیم جمع

S1 :
∫

dy
g(y)
=

∫
f (x)dx,

S2 :
∫

i(y)
g(y)

dy = −
∫

f (x)
h(x)

dx.
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پذیر ͷیͺتف معادلات .۴.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید. حل را 3ex tanydx = (ex−2)sec2 ydy معادلۀ مثال .٣.۴.١
داریم: مسأله صورت به توجه با حل:

3ex dx
ex−2

=
sec2 y
tany

dy. (٢.١ )

داریم معادله، طرفین از گیری انتͽرال با

3ln |ex−2|+ lnC1 = ln | tany|.

است. دلخواهͬ ثابت عدد C که S1 : y = tan−1
(
C(ex−2)3

)
بنابراین و | tany| =C1|ex−2|3 پس

y و x , ln2 یعنͬ، باشند. صفر مخالف E x − 2 و tany که است درست وقتͬ تنها (٢.١ ) رابطۀ که شود توجه
بنابراین، هستند. معادله جوابهای k ∈ Z که y = kπ نیز و x = ln2 توابع مͬ�گردد ملاحظه طرفͬ از نباشد. π از مضربͬ

از عبارتست معادله عمومͬ جواب

S =
{
y = tan−1

(
C(ex−2)3

)
: C ∈ R, x , ln2

}
∪

{
x = ln2

}
∪

{
y = ℓπ : ℓ ∈ Z

}
.

کنید. حل را (1+ ex)yy′ = ex معادلۀ مثال .۴.۴.١

داریم: مسأله صورت و y′ =
dy
dx

اینͺه به توجه با حل:

ydy =
ex

ex+1
dx. (٣.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال از پس

1
2

y2 = ln(ex+1)+
1
2

lnC1.

است. دلخواه و ثابت عددی C که S1 : y =C
√

ln(ex+1)2 یا y2 = 2ln(ex+1)+ lnC1 بنابراین
شده داده معادلۀ عمومͬ جواب S1 بنابراین ندارد. مانعͬ و است برقرار همواره (٣.١ ) رابطۀ که مͬ�گردد ملاحظه

است.

کنید: حل را زیر مسایل از ͷی هر مثال .۵.۴.١

E1 :
{

y′ sin x = y lny,
y(π/2) = e. E2 :

{
y′ sin x = y lny,
y(π/2) = 1.

مͬ�باشد: پذیر ͷیͺتف که است مطرح y′ sin x = y lny معادلۀ مسأله دو هر در حل:

dy
y lny

=
dx

sin x
. (۴.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال از پس

ln | lny| = ln
∣∣∣∣∣tan

x
2

∣∣∣∣∣+ lnC1;

.C = ±C1 است: دلخواه عددی C و دلخواه مثبت عدد C1 که lny =C tan
x
2
یا
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل پذیر ͷیͺتف معادلات .۴.١

است. مثبت عددی A = eC که است y = Aexp
(
tan

x
2

)
مفروض معادلۀ عمومͬ جواب بنابراین

بعلاوه .0 < y , 1 و نباشد π از مضربͬ x یعنͬ y lny , 0 و sin x , 0 که است ممͺن وقتͬ تنها (۴.١ ) طرفͬ از
از عبارتست معادله عمومͬ جواب پس مͬ�کند. صدق آن در y = 1 تنها و نیستند معادله جواب y = 0 و x = kπ

S =
{
y = Aexp

(
tan

x
2

) ∣∣∣∣A > 0
}
∪

{
y = 1

}
.

شرط مشابه، صورت به .y = exp
(
tan

x
2

)
از عبارتست E1 پسجواب است. A = 1 معنͬ به E1 در y

(
π

2

)
= e شرط اما

E2 مساله یعنͬ، کند؛ مͬ صدق E2 در نیز y ≡ 1 بعلاوه، انجامد. مͬ y =
1
e

exp
(
tan

x
2

)
جواب به E2 در y

(
π

2

)
= 1

دارد! جواب دو

کنید. حل را E : y′ = x(1− y2) معادلۀ مثال .۶.۴.١
داریم: y′ = dy/dx اینͺه و مسأله صورت به توجه با حل:

dy
1− y2 = xdx. (۵.١ )

داریم: (۵.١ ) از بنابراین، .2/(1− y2) = 1/(1+ y)+1/(1− y) اما

1
2

ln |1+ y| − 1
2

ln |1− y| = x2

2
+

1
2

lnC1.

y = یا 1+ y
1− y

= C exp(x2) داریم C1 = ±C اگر اما است. مثبت عددی C1 که
∣∣∣∣∣1+ y
1− y

∣∣∣∣∣ = C1 exp(x2) نتیجه در

عمومͬ جواب بنابراین هستند. E جواب دو هر که ،y , ±1 یا y2 = 1 که است ممͺن وقتͬ (۵.١ ) طرفͬ از Cex2 −1

Cex2
+1

از عبارتست E

S =
{
y =

Cex2 −1

Cex2
+1

: C ∈ R
}
∪

{
y = 1

}
∪

{
y = −1

}
.

در پیما فضا دمای کنیم فرض مͬ�افتد. اقیانوس به مأموریتش انجام از پس پیما فضا ͷی کنید فرض مثال .٧.۴.١
انتقال ثابت و باشد βاقیانوس آب دمای اگر است. α برابر برخورد لحظۀ در و است T (t) برابر سقوط از پس t لحظۀ

داریم: را زیر مسألۀ نیوتن، شدن سرد قانون مطابق صورت این در باشد، k ثابت پیما فضا و اقیانوس بین گرما

E :


dT
dt
= −k(T −β),

T (0) = α.

مͬ�کنیم: حل زیر روش به را آن دارد. بر در پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

dT
T −β = −k dt;

.ln |T −β| = −kt+C یا
شرط از .T (t) = β+ exp(C − kt) بنابراین است، بالاتر β اقیانوس دما از T (t) پیما فضا دمای عمل در چون

.T (t) = β+ (α−β)exp(−kt) نتیجه در .expC = α−β داریم T (0) = α
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همͽن معادلات .۵.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .٨.۴.١

1) (1+ y2)dx+ (1+ x2)dy = 0, 2) e−y(1+ y′) = 1,
3) (1+ y2)dx+ xydy = 0, 4) y′ = exp(x+ y),
5) x

√
1+ y2 dx+ y

√
1+ x2 dy = 0, 6) y′ = sin(x− y),

7) 2x
√

1− y2 dx = (1+ x2)dy, 8)
√

2xyy′ = 1,

9) (1+ x2)dy = ydx, 10) y′ =
(y+1)2

x2+ x−2
,

کنید: حل را زیر مسائل از ͷی هر

11) 2(y2−1)dx+ sec xsecydy = 0, y(π/4) = 0.

12)
dp
dt
=

1
t
(p2− p), p(1) = 2.

13) y+ xy′ = a(xy+1), y(
1
a

) = −a.

14) (a2+ y2)dx+2x
√

ax− x2 dy = 0, y(a) = 0.

15) (1+ x+ xy2+ y2)dy =
dx

1− x
, y(0) = 1.

16) x2y′ cosy+1 = 0, lim
x→∞

y =
16
3
π.

17) x3y′ = 1+ siny, lim
x→∞

y = 5π.

بفرد منحصر جواب α از مقادیر کدام ازای به بیابید. را y(0) = 0 و 0 < α که y′ = y| lny|α مسألۀ خاص جواب (١٨
است؟

اگر است. کرده فوت k ثابت حرارت انتقال ضریب و βثابت دمای به هوایͬ در α بدن دمای با شخصͬ فرضکنید (١٩
کنید. مشخص او بدن الان دمای حسب بر را او فوت زمان باشد، γ او بدن کنونͬ دمای

همͽن معادلات ۵.١ بخش

به معادلات، گونه این معرفͬ از قبل دارند. را فراوانͬ حداکثر همͽن دیفرانسیل معادلات پذیر، ͷیͺتف معادلات از پس
است. نیاز تعریف ͷی ذکر

صورتͬ در است. f تعریف دامنۀ از مجموعه�ای زیر D و متغیره دو تابعͬ z = f (x,y) کنیم فرض تعریف .١.۵.١
باشیم: داشته (λx,λy) ∈ D هر و (x,y) ∈ D هر ازای به که است، k مرتبۀ از همͽن D بر f مͬ�گوییم

f (λx,λy) = λk f (x,y).

گوییم. k درجه از همͽن را f تابع

زیرا: است. ٣ مرتبۀ از همͽن D : y , 0 بر f (x,y) = 2x3+ xy2− x4

y تابع مثال .٢.۵.١

f (λx,λy) = 2λ3x3+λxλ2y2− λ
4x4

λy
= λ3 f (x,y).

زیرا است. صفر درجه از همͽن D =
{
(x,y) : 2y+ x , 0

}
بر f (x,y) = y−x

2y+x تابع مثال .٣.۵.١

f (λx,λy) =
λy−λx

2λy+λx
= λ0 f (x,y) = f (x,y).
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل همͽن معادلات .۵.١

باید: پس است، k مرتبۀ از همͽن فرضشود اگر زیرا نیست. همͽن f (x,y) = x− y2 تابع مثال .۴.۵.١

∀x∀y∀λ > 0 : f (λx,λy) = λk f (x,y).

مͬ�رسیم: زیر شرح به معادله دو به y و x به نسبت طرفین از گیری مشتق با .λx−λ2y2 = λk(x− y2) }یا
x = λkx
−2λ2y = −2λky

=⇒
{
λk = 1
λ2y = y

=⇒
{

k = 0
λ = ±1

است. λ بودن دلخواه فرض خلاف که

باشد: بیان قابل زیر صورت دو از ͬͺی به که گوییم همͽن صورتͬ در را E دیفرانسیل معادله تعریف .۵.۵.١

صفر. درجه از همͽن است تابعͬ f که y′ = f (x,y) الف)

مرتبه�اند. ͷی از همͽن توابعͬ Q و P که P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0 ب)

نوشت: و یافت h تابعͬ مͬ�توان z = y/x فرض با صورت، دو هر در

E : y′ = h(z). (۶.١ )

یا y′ = z+ xz′ مͬ�گیریم نتیجه z = y
x طرفͬ از نوشتیم، (۶.١ ) صورت به را معادله اینͺه از پس حل روش .۶.۵.١

است: z جدید تابع حسب بر تفͺی�ͷپذیر معادلۀ ͷی که +z؛ xz′(z)

dz
h(z)− z

=
dx
x
, (٧.١ )

بͽیریم. انتͽرال طرفین از است کافͬ و
باشد، (۶.١ ) جواب ͷی x = 0 باشد قرار اگر .h(z) , z, x , 0 که است مجاز وقتͬ تنها (٧.١ ) که شود توجه
است، (۶.١ ) جواب ͷی z = αصورت این در خاصاست، عددی α ∈ R که h(α) = α اگر اما، .h(z) ≡ z است لازم

مجموع در پس، هستند. مفروض معادلۀ خصوصͬ جواب h(α) = α که y = αx خطوط پس .y = αx یعنͬ

از عبارتست شده داده همͽن معادلۀ عمومͬ جواب آنͽاه ،h(z) = z اگر (١

S =
{
y = Ax : A ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
.

آنͽاه: ،h(z) , z اگر (٢

S =

{
y = xz :

∫
dz

h(z)− z
=

∫
dx
x

}
∪

{
y = αx : h(α) = α

}
.

کنید. حل را E : xy′ =
√

x2− y2+ y معادلۀ مثال .٧.۵.١

بنابرین و x(z+ xz′) =
√

x2− x2z2+ xz داریم y = zx فرض با حل:

z+ xz′ = ±
√

1− z2+ z;

داریم نتیجه، در مͬ�رسیم. xz′ = ±
√

1− z2 پذیر ͷیͺتف معادلۀ به پس مͬ�شود. مربوط x علامت به ± که

dz
√

1− z2
= ±dx

x
,
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همͽن معادلات .۵.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

z = بایستͬ پس ،z = y/x چون است. ثابت عددی C1 که ،arcsinz = C1 ± ln |x| داریم گیری، انتͽرال از پس و
مͬ�گیریم نتیجه است. فرد تابع sin اینͺه به توجه با و C؛ = ±C1 فرض با .y = xsin(C1± ln |x|) یا sin(C1± ln |X|)

.y = |x|sin(C± ln |x|)
y = −x و y = x و α = ±1 بنابراین است. α2 = 1 یا

√
1−α2 +α = α معنͬ به h(α) = α معادلۀ طرفͬ از

از عبارتند E جوابهای مجموع در پس هستند. E خاص جوابهای

S =
{
y = |x|sin(C± ln |x|) : C ∈ R

}
∪

{
y = x,y = −x

}
.

کنید. حل را (x+ y)dx = (2y−3x)dy معادلۀ مثال .٨.۵.١
و dy = zdx+ xdz که مͬ�کنیم ملاحظه z = y/x فرض با حل:

(x+ xz)dx = (2xz−3x)(zdx+ xdz),
(1+ z)dx = (2z−3)(zdx+ xdz),

واقع در است؛ پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

2z−3
2z2−4z−1

dz = −dx
x
.

داریم: طرفین از گیری انتͽرال از پس

−
√

2
2

arctan
(√

2(z−1)
)
+

1
2

ln |2z2−4z−1| = − ln |x|+ 1
2

lnC,

داریم: z = y
x اینͺه به توجه با اکنون است. ثابت عددی C که

S : y = x+ x tan
 √2

2
ln{C(2y2−4xy+ x2)}

 .
فاقد که است 2(α−1)2+1 = 0 یا α(2α−3) = 1+α معنͬ به h(α) = α مسألۀ ،h(z) = 1+z

2z−3 مسأله این در چون
است. S توابع دسته همان دقیقاً εجواب پس است. حقیقͬ جواب گونه هر

کنید. حل را 2xydy = (x2+3y2)dx معادلۀ مثال .٩.۵.١

داریم: z = y/x فرض با پس نوشت. مͬ�توان 2
y
x

dy =
(
1+3

(y
x

)2
)

dx شͺل به را معادله این حل:

2z(zdx+ xdz) = (1+3z2)dx,

بنابراین است. ͷیͺتف معادله�ای که مͬ�رسیم؛ (1+ z2)dx = 2zxdz معادله به که

2zdz
1+ z2 =

dx
x
, ln |1+ z2| = ln |x|+ lnC1,

داریم: z = y/x دادن قرار با و

S : y2+ x2 = Ax,

که است α2+1 = 0 معنͬ به h(α) = α معادلۀ h(α) =
1+3α2

2α
مساله این در چون بعلاوه است. دلخواه عددی A که

مͬ�باشد. بالا در شده معرفͬ S همان دقیقاً شده داده دیفرانسیل معادلۀ جواب پس ندارد. حقیقͬ جواب دو
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل Y′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١

کنید. حل را E : xy′ = y(lny− ln x) معادلۀ مثال .١٠.۵.١

داریم z =
y
x
فرض با .h(z) = z lnz پس .y′ = y

x
ln(

y
x

) بعلاوه .0 < y و 0 < x مسأله صورت به توجه با حل:
یا z+ xz′ = z lnz

dz
z(lnz−1)

=
dx
x
.

یا lnz−1 = Cx بنابراین است. ثابت عددی C > 0 که ،ln | lnz−1| = ln x+ lnC داریم طرفین، از گیری انتͽرال با
.y = xexp(Cx+1) داریم ،z = y/x اینͺه به توجه با .z = exp(Cx+1)

دومͬ و است غیرممͺن اولͬ که lnα = 1 اینͺه یا و α = 0 یا پس است. α lnα = α معنͬ به h(α) = α معادلۀ اما
داریم: مجموع، در و است شده داده دیفرانسیل معادلۀ خاص جواب ͷی y = ex بنابراین است. α = e معنͬ به

S =
{
y = xexp(Cx+1) : C > 0

}
∪

{
y = ex

}
.

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .١١.۵.١

1) xy′ = y+ xcos2(y/x), 2) (x− y)dx+ xdy = 0,
3) x2 dy = (y2− xy+ x2)dx, 4) xy′ = y+

√
y2− x2,

5) 2x2y′ = x2+ y2, 6) (4x−3y)dx+ (2y−3x)dy = 0,
7) (y− x)dx+ (y+ x)dy = 0, 8) (x− y)xy′ = x2+ y2,

9)
(
y+

√
x2− xy

)
dx = xdy, 10) y′− y/x = cos(1− y/x).

y′ = f
( ax+by+c
αx+βy+γ

)
شͺل به معادلات ۶.١ بخش

کنیم: فرض تعریف .١.۶.١

E : y′ = f
(

ax+by+ c
αx+βy+γ

)
, (٨.١ )

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به عددی

△ =
∣∣∣∣∣∣ a b
α β

∣∣∣∣∣∣ = aβ−αb.

مͬ�نامیم. دو نوع از را آن صورت این غیر در و ͷی نوع از را E معادلۀ △ = 0 اگر

از .β = bu و α = au که دارد وجود u مانند عددی معادلات اینͽونه در ͷی نوع از معادلات حل روش .٢.۶.١
بود. خواهد x و z حسب بر پذیر ͷیͺتف معادله�ای نتیجه مͬ�کنیم. استفاده z = ax + by + c تابع تغییر

کنید. حل را معادله این .E : (x+ y+1)dx+ (2x+2y−1)dy = 0 کنیم فرض مثال .٣.۶.١

این در است. جدید تابع z = x+ y+1 کنیم فرض است. ͷی نوع از E لذا و △ =
∣∣∣∣∣∣ 1 1

2 2

∣∣∣∣∣∣ = 0 مسأله این در حل:

بنابراین: .dy = dz−dx یا dz = dx+dy صورت

zdx+ (2z−3)(dz−dx) = 0,
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Y′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

(z−3)dx = (2z−3)dz.

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال ∫با {
2+

3
z−3

}
dz =

∫
dx. (٩.١ )

یا: 2z+3ln |z−3| = x+C1 بنابراین

x+2y+3ln |x+ y−2| =C,

y = 2− x یا x+ y = 2 معادل z = 3 شرط .z , 3 که است ممͺن صورتͬ در (٩.١ ) بعلاوه است. ثابت عددی C که
از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین، مͬ�کند. صدق E معادلۀ در که است

S =
{
x+2y+3ln |x+ y−2| =C : C ∈ R,y , 2− x

}
∪

{
x+ y = 2

}
.

کنید. حل را E : (x− y−1)2 dx = (x− y+1)2 dy مثال .۴.۶.١

داریم: ،z = x− y−1 جدید تابع گرفتن نظر در با . △ =
∣∣∣∣∣∣ 1 −1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0 معادله این در حل:

z2 dx = (z−2)2(dx−dz),

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

(z−2)2

4(1− z)
dz = dx. (١٠.١ )

داریم: (١٠.١ ) طرفین از گیری انتͽرال ∫با {
3− z+

1
1− z

}
dz =

∫
dx.

نتیجه در

3z− z2

2
− ln |z−1| = x+

C
2
,

داریم: ،z = x− y−1 اینͺه به توجه با و

2xy+6x = 8y+6+ x2+ ln |x− y−2|+C.

بنابراین، است. E جوابخصوصͬ ͷی y = x−2 اما .x , y+2 یا z , 1 که است ممͺن وقتͬ تنها (١٠.١ ) طرفͬ از
از عبارتست E عمومͬ جواب

S =
{
2xy+6x = 8y+ x2+ ln |x− y−2|+C : C ∈ R

}
∪

{
y = x−2

}
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل Y′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١

معادلات دستͽاه حالت این در دو نوع از معادلات حل روش .۵.۶.١

ax+by+ c = 0, αx+βy+γ = 0,

است: یͺتا جواب دارای

x0 =

∣∣∣∣∣∣ −c b
−γ β

∣∣∣∣∣∣÷△ = bγ− cβ
aβ−αb

, y0 =

∣∣∣∣∣∣ a −c
−α −γ

∣∣∣∣∣∣÷△ = αc−aγ
aβ−αb

.

صورت به ١.۶.١ از ε معادلۀ نتیجه در مͬ�کنیم. استفاده Y = y− y0 جدید تابع و X = x− x0 جدید متغیر از اکنون
است: X و Y حسب بر همͽن معادله�ای که مͬ�گردد تبدیل زیر

dY
dx
= f

(
aX+bY
αX+βY

)
.

کنید. حل را (2− x− y)dx = (x− y+4)dy معادلۀ مثال .۶.۶.١

معادلات: دستͽاه حل با است. دوم نوع از شده داده معادلۀ لذا و △ =
∣∣∣∣∣∣ −1 −1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 2 مسأله این در حل:

x+ y−2 = 0, x− y+4 = 0,

نتیجه، در هستند. جدید تابع و متغیر ترتیب به Y = y− 3,X = x+ 1 مͬ�کنیم فرض پس .y0 = 3, x0 = −1 داریم
از عبارتست جدید معادلۀ

−(X+Y)dX = (X−Y)dY,

داریم: صورت، دراین .Z = Y/X کنیم فرض است. همͽن معادله�ای که

−(X+XZ)dX = (X−XZ)(Z dX+X dZ),

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

1−Z
Z2−2Z−1

dZ =
dX
X
. (١١.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال با

−1
2

ln |Z2−2Z−1| = ln X− 1
2

lnC,

داریم: Z = Y/X چون نتیجه، در است. ثابت عددی C که

Y2−2XY −X2 =C.

داریم: Y = y−3 و X = x+1 اینͺه به توجه با حال

(y− x+4)2−2(x+1)2 =C.

دیͽر بیان به .Y −X , ±
√

2X, x , 1 یعنͬ .Z2−2Z−1 , 0,X , 0 که است ممͺن وقتͬ (١١.١ ) طرفͬ از

x , −1,y , (1−
√

2)x+ (4+
√

2),y , (
√

2−1)x+ (4−
√

2).

از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین، نیست). E جواب x = −1) مͬ�کنند صدق E در اول خط دو هر طرفͬ از

S =
{
(y− x+4)2−2(x+1)2 =C : C ∈ R

}
.

است. متناظر آخر خط دو به C = 0 حالت که شود توجه
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مͬ�شوند تبدیل همͽن معادله�ای به Y = Zα تابع تغییر با که معادلاتͬ .٧.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید. راحل E : (x+ y−1)dx+ (x− y−2)dy = 0 مثال .٧.۶.١

معادلات: دستͽاه حل با است. دو نوع از E لذا و △ =
∣∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2 اینجا در حل:

2x+ y−1 = 0, x− y−2 = 0.

همͽن: معادلۀ به نتیجه، در مͬ�کنیم. استفاده Y = y−1 جدید تابع و X = x−1 جدید متغیر از .y0 = 1 و x0 = 1 داریم

(2X+Y)dX+ (X−Y)dY = 0,

نتیجه: در .Z = Y/X مͬ�کنیم فرض حال مͬ�رسیم.

(2X+XZ)dX+ (X−XZ)(Z dX+X dZ) = 0,

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

Z−1
Z2−2Z−2

dZ = −dX
X
. (١٢.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال با

1
2

ln |Z2−2Z−2| = − ln |X|+ 1
2

lnC,

داریم: ،Z = Y/X اینͺه به توجه با است. مثبت عددی C که

ln |Y2−2XY −2X2| = lnC.

پس: ،Y = y+1 و X = x−1 اما

(y− x+2)2−3(x−1)2 = ±C. (١٣.١ )

دو است. y− x+2 , ±
√

3(x−1) و x , 1 با معادل که Z2−2Z−2 , 0,X , 0 که است ممͺن وقتͬ (١٢.١ ) اما
عمومͬ جواب مجموع در پس، مͬ�دهند. رخ بپذیریم، هم را C = 0 حالت (١٣.١ ) در اگر و هستند E جواب آخر خط

از عبارتست E

S =
{
(y− x+2)2−3(x−1)2 =C : C ∈ R

}
.

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٨.۶.١

1) x+ y−2+ (1− x)y′ = 0,
2) (3y−7x+7)dx = (3x−7y−3)dy,
3) 2x+3y−5+ (3x+2y−5)y′ = 0,

4) 3x+4y−1+ (4x+2y+1)y′ = 0,
5) (x−2y−1)dx+ (3x−6y+2)dy = 0,
6) (y−3x)dx+ (x+ y)dy = 0.

مͬ�شوند تبدیل همͽن معادله�ای به y = zα تابع تغییر با که معادلاتͬ ٧.١ بخش

معادلۀ که مͬ�کنیم تعیین طوری را α اکنون مͬ�رسیم. z و x برحسب معادله�ای به y = zα دادن قرار با موارد اینͽونه در
باشد. همͽن حاصل
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل مͬ�شوند تبدیل همͽن معادله�ای به Y = Zα تابع تغییر با که معادلاتͬ .٧.١

کنید. حل را E : (x2y2−1)dy+2xy3 dx = 0 معادلۀ مثال .١.٧.١
لذا و dy = αzα−1 dz داریم y = zα فرض با حل:

(x2z2α−1)αzα−1 dz+2xz2α dx = 0. (١۴.١ )

چون باشند. مرتبه ͷی از همͽن آن جملۀ دو است لازم پس باشد، (3α+1 مثلا́ مرتبه�ای (از همͽن dz ضریب بایستͬ
صورت به (١۴.١ ) صورت این در .α = −1 باید پس است. α−1 مرتبۀ از −αzα−1,3α+1 مرتبۀ از αx2z2α−1

α(x2/z2−1)z−2 dz+2xz−3 dx = 0,

صورت این در .u = z/x مͬ�کنیم فرض اکنون است. همͽن معادله�ای که مͬ�آید در

(1/u2−1)
1

x2u2 (xdu+udx)+
2

x2u3 dx = 0,

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

x(u2−1)du+ (u3+u)dx = 0,

نتیجه در و

u−1
u3+u

du = −dx
x
. (١۵.١ )

داریم طرفین از گیری انتͽرال ∫با {
2u

u2+1
− 1

u

}
du = −

∫
dx
x
.

داریم نتیجه، در

ln(u2+1)− ln |u| = − ln |x|+ lnC1,

طرفͬ از است. مخالفصفر Cعددی که ،z2+ x2 =Cx پس ،u = z/x اما است. مثبت عددی x(u2+1) = ±C1u یا
پس ،z = 1/y

1+ x2y2 =Cxy2.

است لازم که 1
xy , 0, x , 0 یا و u , 0, x , 0 یعنͬ .u3 + u , 0, x , 0 که است ممͺن صورتͬ در (١۵.١ ) اما

است. E خصوصͬ جواب y = 0 که حالتͬ در .y , 0
از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

S =
{
1+ x2y2 =Cy2 : C , 0

}
∪

{
y = 0

}
کنید. حل را E : 2xy′(x− y2)+ y3 = 0 معادلۀ مثال .٢.٧.١

داریم y = zα فرض با حل:

2x(αzα−1 dz)(x− z2α)+ z2α dx = 0.

یعنͬ باشند. مرتبه هم −2αxz3α−1 و 2αx2zα−1 جملۀ بایستͬ

3α = α+1.
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اول مرتبه خطͬ معادلۀ .٨.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

صورت این در .0 ≤ z است لازم و α = 1
2 پس

2αx2z−1/2 dz−2αxz1/2 dz+ z3/2 dx = 0

داریم u = z/x فرض با است. همͽن معادله�ای که

1−u1/2

u2−u−3/2+u
du = −dx

x
. (١۶.١ )

داریم v = u1/2 چون

2
∫

v−1
v3− v2+ v

dv =
∫

dx
x
.

داریم طرفین، از گیری انتͽرال با

ln |v2− v+1|+
√

2arctan
 √2

2
(2v−1)

−2ln |v| = ln |x|+ lnC,

داریم: بنابراین، .v = y/
√

x اینجا در که

ln |y2− y
√

x+ x|+
√

2arctan
 √2

2
√

x
(2y−

√
x)

 = ln |Cx|+2lny,

است. y , 0, x , 0 با معادل این .u2−u3/2+u , 0 و x , 0 که است مجاز صورتͬ در (١۶.١ ) اما .0 <C آن در که
.y = 0 همراه به (؟؟) خانوادۀ از عبارتست E عمومͬ جواب همچنین است. E خصوصͬ جواب ͷی y = 0 طرفͬ از

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٣.٧.١

1) 4y6+ x3 = 6xy5y′,
2) y

(
1+

√
x2y4+1

)
dx+2xdy = 0,

3)
(
x+ y3

)
dx+3

(
y2− x

)
y2 dy = 0,

4) 3
(
x2− y6

)
dy = xydx,

5)
(
x2− xz4+ z8

)
dx+8z7

(
x2+ xz4+ z8

)
dz = 0,

6)
(
2xy2− x

)
dx+

(
x2y+ y

)
dy = 0.

اول مرتبه خطͬ معادلۀ ٨.١ بخش

شͺل به دیفرانسیل معادلۀ تعریف .١.٨.١
E : y′+ p(x)y = q(x), (١٧.١ )

هستند. x از دلخواه توابعͬ q و p که مͬ�نامیم، اول مرتبه خطͬ را

معادله این که است روشن باشد. E معادلۀ همͽن شͺل Eh : y′+ p(x)y = 0 فرضمͬ�کنیم ابتدا روشحل .٢.٨.١
از عبارتست آن جواب و است پذیر ͷیͺتف

yh = exp
(
−
∫

p(x)dx
)
,

شͺل به y مسأله جواب کنیم فرض حال است. ثابت عددی C که

y =C(x)exp
(
−
∫

p(x)dx
)
,
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل اول مرتبه خطͬ معادلۀ .٨.١

داریم: (١٧.١ ) در y دادن قرار با صورت این در است!

q(x) =
(
C′(x)− p(x)C(x)

)
exp

(
−
∫

p(x)dx
)
+ p(x)C(x)exp

(
−
∫

p(x)dx
)
,

C′(x) = q(x)exp
(∫

p(x)dx
)
,

C(x) =
∫

q(x)exp
(∫

p(x)dx
)

dx.

داریم: مجموع، در پس

y =
1
h

(∫
hqdx+C

)
, h = exp

(∫
pdx

)
. (١٨.١ )

کنید. حل را E : y′+2xy = 2xe−x2 معادلۀ مثال .٣.٨.١
داریم: (١٨.١ ) به توجه با حل:

h = exp
(∫

pdx
)
= exp

(∫
2xdx

)
= ex2

y =
1

ex2

(∫
ex2

2xe−x2
dx+C

)
= e−x2

(∫
2xdx+C

)
= e−x2 (

x2+C
)
.

کنید: حل را زیر مسألۀ مثال .۴.٨.١

E : x(x−1)y′+ y = x2(2x−1), y(2) = 4.

نتیجه: در .p = 1
x(x−1)

و q = x
2x−1
x−1

مسأله این در حل:

h = exp
(∫

dx
x(x−1)

)
= exp

(∫ {
−1
x
+

1
x−1

}
dx

)
= exp(− ln |x|+ ln |x−1|) = x−1

x
,

y =
x

x−1

(∫
x−1

x
x

2x−1
x−1

dx+C
)

=
x

x−1

(∫
(2x−1)dx+C

)
=

x
x−1

(x2− x+C).

از عبارتست E عمومͬ جواب مجموع در پس

S : y = x2+
Cx

x−1
.

است. y = x2 مسأله جواب لذا و C = 0 پس ،y(2) = 4 اما

کنید. حل را E :
dy
dx
=

1
xcosy+ sin2y

معادلۀ مثال .۵.٨.١
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اول مرتبه خطͬ معادلۀ .٨.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

خطͬ معادلۀ ͷی بدانیم، y از تابعͬ را x اگر یعنͬ، نوشت. مͬ�توان dx
dy
= xcosy+ sin2y صورت به را مسأله این حل:

حالت: این در داریم. اول مرتبه

q = sin2y, p = −cosy.

داریم: نتیجه، در

h = exp
(∫

p(y)dy
)
= exp(−cosydy) = exp(−siny),

x =
1
h

(∫
hq(y)dy+C)

)
= exp(siny)

(∫
sin2ye−siny dy+C

)
(1)
= en

(
−2

∫
ue−u du+C

)
= eu

(
2(u+1)e−u+C

)
.

از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

S : x = 2(siny+1)+Cesiny,

.u = siny است فرضشده (١) در که
باشد. کراندار (0;∞) در که بیابید y′− y = cos x− sin x معادلۀ از جوابͬ مثال .۶.٨.١

که مͬ�گردد ملاحظه مسأله، این در حل:

h = exp
(∫
−1dx

)
= e−x,

y = e+x
(∫

e−x(cos x− sin x)dx+C
)

= ex
(
e−x sin x+C

)
=Cex+ sin x.

y = sin x لذا Cو = 0 که است پسلازم نیست، کراندار و مͬ�شود بینهایت lim
x→∞

y آنͽاه ،C , 0 اگر که مͬ�شود ملاحظه
است. شده خواسته جواب

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.٨.١

1) y′+2y = e−x, 2) y′+2xy = 3e−x2
,

3) y′−2xy = 2xex2
, 4) xy′−2y = x3 cos x,

5) y′ = 1/(2y lny+ y− x), 6) y′x ln x− y = 3x3 ln2 x,
7) y′+ xexy = e(1−x)ex

, 8) y′ = 1/
(
xey+2yeey)

,

9) y′− cot xy = csc x, 10) y′ = 3y tan x+2.

کنید: حل را زیر مسائل از ͷی هر

11) xy′ = 2y− x2, y(1) = 0

12) sinθ
dr
dθ
+ r cosθ = 0, r(π4 ) =

√
2,

13) xy′+2y = x2, y(−1) = 5/4,
14) y′ cos x− ysin x = 2x, y(0) = 0,
15) 2xy′− y = 1−2/

√
x, lim

x→+∞
y(x) = −1,

16) x2y′+ y = 2x, lim
x→0

y(x)کراندار,

17) y′ cos x+ sin2x = ysin x, lim
y→0

x(y) =
π

2
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل برنولͬ معادلۀ .٩.١

برنولͬ معادلۀ ٩.١ بخش

اول مرتبه معادلۀ تعریف .١.٩.١
E : y′+ p(x)y = q(x)yn, (١٩.١ )

مͬ�نامند. برنولͬ معادلۀ اصطلاحاً را است ١ و ٠ مخالف و حقیقͬ عددی n که

شد. خواهد خطͬ اول مرتبه معادله ͷی حاصل کنیم استفاده z = y1−n تابع تغییر از اگر حل روش .٢.٩.١

کنید. حل را E : y′− ycos x = y2 cos x معادلۀ مثال .٣.٩.١
نتیجه در مͬ�کنیم. استفاده z = y1−2 = 1/y جدید تابع از پس ،n = 2 اینجا در حل:

− z−2z′− z−1 cos x = z−2 cos x. (٢٠.١ )

داشت: خواهیم کنیم، ضرب −z2 در را تساوی این طرفین چنانچه

z′+ zcos x = −cos x,

نتیجه: در است. اول مرتبۀ خطͬ معادلۀ ͷی که

h = exp
(∫

cos xdx
)
= exp(sin x),

z =
1

exp(sin x)

(∫
exp(sin x)(−cos x)dx+C

)
= exp(−sin x)(−exp(sin x)+C) =Ce−sin x−1.

:(y , 0 است فرضشده (٢٠.١ ) (در از عبارتست E عمومͬ جواب پس ،z = 1/y اما

S =
{
y = 1/

(
Ce−sin x−1

)
: C ∈ R

}
∪

{
y = 0

}
.

کنید. حل را E : y′ = xy− xy3 معادلۀ مثال .۴.٩.١
داده معادلۀ و y = z−1/2 صورت این در مͬ�کنیم. استفاده z = y1−3 = 1/y2 تابع تغییر از پس ،n = 3 اینجا در حل:

از است عبارت شده،

− 1
2

z−3/2z′ = xz−1/2− xz−3/2. (٢١.١ )

داشت: خواهیم کنیم، ضرب −2z3/2 در را تساوی این طرفین اگر

z′+2xz = 2x,

داریم: بنابراین، است. اول مرتبۀ خطͬ معادلۀ ͷی که

h = exp
(∫

2xdx
)
= exp

(
x2

)
,

z =
1

exp(x2)

(∫
exp

(
x2

)
2xdx+C

)
= e−x2

(
ex2
+C

)
= 1+Cex2

.
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ریͺاتͬ معادلۀ .١٠.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

از عبارتست E عمومͬ جواب پس ،z = 1/y2 اما

S =
{
y2(1+Cex2

) = 1 : C ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.

است. شده اضافه y = 0 دلیل همین به ،y , 0 بود ده فرض (٢١.١ ) در اینͺه توضیح

کنید. حل را y′−2yex = 4
√

yex معادلۀ مثال .۵.٩.١
اینͺه نتیجه مͬ�کنیم. استفاده z = y1−1/2 =

√
y تابع تغییر از پس ،n = 1

2 مسأله این در حل:

2zz′−2z2ex = 4zex. (٢٢.١ )

مͬ�گیریم: نتیجه ،2z بر طرفین تقسیم با

z′−2exz = 2ex,

بنابراین: است. اول مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی که

h = exp
(∫
−2ex dx

)
= exp

(−2ex) ,
z = exp

(
2ex) (∫ exp

(
2ex)+C

)
=C exp

(
2ex)−1

= exp
(
2ex) (−exp

(
2ex)+C

)
=C exp

(
2ex)−1.

از عبارتست شده داده معادله عمومͬ جواب بنابراین ،z = √y طرفͬ از

S =
{
y =

(
C exp

(
2ex)−1

)2 : C ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.

.z , 0 که نموده�ایم فرض یعنͬ کرده�ایم، تقسیم 2z بر را طرفین (٢٢.١ ) در که آمد وجود به رو این از y = 0 جواب
است. مسأله خصوصͬ جواب ͷی که است y = 0 معنͬ به z = 0

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.٩.١

1)
(
x3+ ey

)
y′ = 3x2 2), y′+2xy = y2 exp

(
x2

)
,

3) y′+ y = y2/3, 4)
(
x2+ y2+1

)
dy+ xydx = 0,

5) 2y′ ln x+
y
x
=

cos x
y

, 6) 2y′ sin x+ ycos x = y3 sin2 x,

7) y′+ xy = xy−3, 8) y′ = y+ y2e−x,

9) y′+ xy3e−2x = y, 10) xdy = y(xy−1)dx,
11) xy′+ y+ x2y2ex = 0, 12) xy′ = x2y2− y.

ریͺاتͬ معادلۀ ١٠.١ بخش

خطͬ غیر اول مرتبه معادلۀ تعریف .١.١٠.١

E : y′+ p(x)y+q(x)y2 = r(x), (٢٣.١ )

است روشن مͬ�نامند. ریͺاتͬ معادلۀ ،(١٧۵۴-١۶٧۶) ریͺاتͬ فرانچسͺو ژاکوپو کنت ایتالیایͬ ریاضیدان افتخار به را
q و r مͬ�شود فرض پس شد. خواهد اول مرتبه خطͬ نوع از q ≡ 0 اگر و مͬ�شود برنولͬ نوع از E معادلۀ r ≡ 0 اگر که

نیستند. صفر

٢۴ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل ریͺاتͬ معادلۀ .١٠.١

u = u(x) جدید تابع از صورت این در است، E معادلۀ جوابخصوصͬ ͷی y = y1 فرضکنید روشحل .٢.١٠.١

مͬ�رسیم: اول مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی به جایͽذاری از پس .u = 1
y−y1

یا y = y1+
1
u

که مͬ�کنیم استفاده

u′− (p+2y1q)u = q.

بیابید. را آن عمومͬ جواب است، x2y′+ y2 = xy+ x2 معادلۀ از جواب ͷی y1 = x بدانیم چنانچه مثال .٣.١٠.١

u = 1/(y− x) فرضمͬ�کنیم پس .r = 1 و q = 1/x2 و p = −1/x یعنͬ ،y′− (1
x )y+ ( 1

x2 )y2 = 1 مسأله این در حل:
صورت: این در .y = x+1/u یا

(1− u′

u2 )− (
1
x

)(x+
1
u

)+ (
1
x2 )(x+

1
u

)2 = 1,

بنابراین است. اول مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی که ،u′− 1
x

u =
1
x2 کردن ساده از پس یا

h = exp
(∫
−1

x
dx

)
= exp(− ln x) =

1
x
,

u = x
(
−
∫

1
x
.

1
x2 dx+C

)
= x

(
x−2

−2
+C

)
=Cx− 1

2x
.

از عبارتست شده داده مسألۀ جواب پس ،y = x+1/u اما

S : y = x+
2x

Cx2−1
.

حل را E است. آن خصوصͬ جواب ͷی y1 = ex و E : y′ − y2 + 2exy = e2x + ex کنید فرض مثال .۴.١٠.١
کنید.

صورت این در ،y = ex+1/u کنیم فرض حل:

ex−u′/u2− (eu+1/u)2+2ex(ex+1/u) = e2x+ ex−u′/u2−1/u2 = 0.

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه در ،y = ex+1/u اما .u =C−u یا u′ = −1 بنابراین

S : y = ex+
1

C− x
.

برابر y2 ضریب و باشند ریͺاتͬ معادلۀ ͷی از متفاوت خصوصͬ جواب دو y2,y1 اگر که دهید نشان مثال .۵.١٠.١
از عبارتست مفروض معادلۀ عمومͬ جواب آنͽاه باشد، q(x)

S :
y− y1

y− y2
=C exp

(∫
q(x))y2− y1)dx

)
.

معادله این کردن کم با پس y′1+ py1+qy2
1 = r بایستͬ فرض مطابق است، ١-١٠-١ در معادلۀ E فرضکنیم حل:

داریم: ،E از

(y− y1)′+ p(y− y1)+q(y2− y2
1) = 0. (٢۴.١ )
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کامل دیفرانسیل معادلۀ .١١.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

داریم: مشابه، صورت به

(y− y2)′+ p(y− y2)+q(y2− y2
2) = 0. (٢۵.١ )

مͬ�کنیم: کم هم از را حاصل معادلات و کرده تقسیم y− y2 بر را (٢۵.١ ) معادلۀ و y− y1 بر را (٢۴.١ ) معادلۀ

(y− y1)′

y− y1
− (y− y2)′

y− y2
+q(y− y) = 0,

(ln(y− y1))′− (ln(y− y2))′+1(y− y) = 0,(
ln

(
y− y1

y− y2

))′
= q(y2− y1).

مͬ�شود. حاصل طرفین از گیری انتͽرال با نظر، مورد نتیجۀ که

آن عمومͬ جواب هستند، y′+ y2 = m2

x4 معادلۀ خصوصͬ جواب 1/x±m/x2 بدانیم که صورتͬ در مثال .۶.١٠.١
بیابید. را

داریم: ٣ مثال به توجه با حل:

y−1/x−m/x2

y−1/x+m/x2 =C exp
(∫

2m
x2 dx

)
,

yx2− x−m
yx2− x+m

=C exp
(
−2m

x

)
,

بیابید. را آن عمومͬ جواب باشد، شده داده معادلۀ خصوصͬ جواب ͷی y1 که صورتͬ در تمرینات .٧.١٠.١

1) y′e−x+ y2−2yex = 1− e2x, y1 = ex,

2) y′+ y2−2ysin x+ sin2 x = cos x, y1 = sin x,
3) xy′− y2+ (2x+1)y = x2+2x, y1 = x,
4) x2y′ = x2y2+ xy+1, y1 = −1/x,
5) y′ = 1+ y/x− y2/x2, y1 = x,
6) y′ = x3(y− x)2+ y/x, y1 = x,
7) y′ = −2/x+ (1/x−2)y− y2, y1 = 2, x > 0,
8) y′ = x3+2y/x− y2/x, y1 = −x2,

9) y′ = xy2+ (1−2x)y+ x−1, y1 = 1.

کامل دیفرانسیل معادلۀ ١١.١ بخش

صورت به عبارتͬ دیفرانسیلͬ، یͷعبارت از منظور تعریف .١.١١.١

η = P(x,y)dx+Q(x,y)dy,

گردد یافت چنان z = f (x,y) متغیره دو تابعͬ که گوییم کامل را η صورتͬ در هستند. متغیره دو توابعͬ Q و P که است
باید: معادل، بطور یا .d f = η که

∂ f
∂x
= P(x,y),

∂ f
∂y
= Q(x,y).

باشد. کامل آن چپ سمت دیفرانسیلͬ عبارت که گوییم کامل صورتͬ در را Pdx+Qdy = 0 دیفرانسیل معادله
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل کامل دیفرانسیل معادلۀ .١١.١

که باشد داشته وجود چنان X0 ∈ D هر ازای به که گوییم باز صورتͬ در را R2 از D مجموعۀ زیر تعریف .٢.١١.١
که گردد یافت چنان 0 < ε عددی X0 ∈ D هر ازای به

∀X : ∥X−X0∥ < ε =⇒ X ∈ D.

به که باشد داشته وجود چنان X0 ∈ D نقطه�ای که گوییم شͺل ستاره صورتͬ در را مجموعه این شود. توجه شͺل به
شود. توجه شͺل به باشد. داشته قرار D در XX0 خط پاره ای X ∈ D هر ازای

. Py = Qx که گوییم دقیق صورتͬ در را η = Pdx+Qdy دیفرانسیلͬ عبارت تعریف .٣.١١.١

آنͽاه ، fy = Q و fx = P که باشد ای f اگر زیرا است، دقیق کامل عبارت هر که است روشن

Py = ( fx)y = fxy = fyx = ( fy)x = Qx.

نباشد. درست است ممͺن کلͬ حالت در مطلب این عͺس اما
این در باشند، پذیر مشتق D بر Q و P توابع و باشد شͺل ستاره و باز D مجموعۀ اگر (پوانͺاره) قضیه .۴.١١.١
. fy = Q و fx = P که هست D بر ای f یعنͬ است. کامل آنͽاه باشد، دقیق η = Pdx+Qdy عبارت اگر صورت

،Py = Qx اگر پذیرند. مشتق D بر Q و P توابع و است شͺل ستاره و باز مجموعه�ای D فرضکنید نتیجه .۵.١١.١
نحوی به دارد وجود D بر z = f (x,y) متغیرۀ دو تابع بنابراین، است. کامل Pdx+Qdy = 0 دیفرانسیل معادله آنͽاه
که S : f (x,y) = C از عبارتست نظر مورد دیفرانسیل معادله عمومͬ جواب صورت این در . fy = Q و fx = P که

ll.است دلخواه عددی C

معادلۀ مثال .۶.١١.١
E : (x3+ xy2)dx+ (x2y+ y3)dy = 0

کنید. حل را
پس است. کامل معادله این ،Py = 2xy = Qx چون .D = R2 و P = x3+ xy2 و Q = x2y+ y3 مسأله این در حل:

که هست ای z = f (x,y) fx = x3+ xy2,

fy = x2y+ y3,

(1)
=⇒


f =

1
4

x4+
1
2

x2y2+A(y),

f =
1
2

x2y2+
1
4

y3+B(x).
(٢۶.١ )

توابعͬ B و A و گرفته�ایم انتͽرال y به نسبت دوم معادلۀ طرفین از و x به نسبت اول معادلۀ طرفین از (١) در اینͺه توضیح

ثابت اعداد C2 و C1 که B(x) =
1
4

x4 +C2 و (y) = 1
2y4 +C1 که مͬ�گیریم نتیجه (٢۶.١ ) مقایسۀ با دلخواهند.

جواب پس است. ثابت عددی C3 که است f =
1
4

x4 +
1
4

y4 +
1
2

x2y2 +C3 از عبارت f کلͬ صورت پس هستند.
داریم ،C ≥ 0 که ،C4 =C4 فرض با .x4+ y4+2x2y2 =C4 از است عبارت شده داده دیفرانسیل معادله عمومͬ

S : x2+ y2 =C2,

مبداء. در مرکز به دوایر همه و مبداء از عبارتند معادله این جوابهای نمودار یعنͬ، است. نامنفͬ و دلخواه عددی C که
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معادلۀ مثال .٧.١١.١

E :
(
2x+

x2+ y2

x2y

)
dx− x2+ y2

xy2 dy = 0

کنید. حل را
مسأله این در حل:

P = 2x+
x2+ y2

x2y
, Q =

x2+ y2

xy2 , D : x , 0 , y.

ستاره و باز قسمت چهار به را آن نیست. شͺل ستاره D مجموعۀ اما −1/y2+1/x2 = Py = Qx که مͬ�شود ملاحظه
نمود: تقسیم مͬ�توان شͺل

D = D++∪D+−∪D−+∪D−−,

D++ : 0 < x, 0 < y,
D+− : 0 < x, 0 > y,
D−+ : 0 > x, 0 < y,
D−− : 0 > x, 0 > y,

آنͽاه: ، fy = Q و fx = P اگر است. جواب دارای مجموعه�ها از ͷی هر بر معادله ۵.١١.١ به بنا پس
fx = 2x+

x2+ y2

x2y

fy = −
x2+ y2

xy2

=⇒


f = x2+

x
y
− y

x
+A(y)

f =
x
y
− y

x
+B(x)

ضابطه�ای چهار توابع از عبارتست شده داده معادلۀ عمومͬ جواب بنابراین، . f = x2+ x/y− y/x داریم آنها بامقایسۀ و
زیر: شرح به ضمنͬ

S :



x2+
x
y
− y

x
=C1, 0 < x, 0 < y اگر

x2+
x
y
− y

x
=C2, 0 < x, 0 > y اگر

x2+
x
y
− y

x
=C3, 0 > x, 0 < y اگر

x2+
x
y
− y

x
=C4, 0 > x, 0 > y اگر

معادلۀ مثال .٨.١١.١

E :
y+ sin xcos2 xy

cos2 xy
dx+

(
x

cos2 xy
+ siny

)
dy = 0,

کنید. حل را
از عبارتست مذکور معادلۀ دامنۀ حل:

D : cos xy , 0 : xy , kπ+
π

2
,k ∈ Z,

این با نیست. شͺل ستاره آنها ترین داخلͬ بجز کدام هیچ که مͬ�باشد جدا هم از باز مجموعۀ بینهایت از اجتماعͬ که
است: کامل معادله حال

Py = Qx =
1

cos2 xy
+ y

(
1+ tan2(xy)

)
= (1+2tan(xy))× (1+ tan2(xy)).
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که هست ای f ،D از شͺل ستاره مجموعۀ زیر هر بر بعلاوه،
fx =

y
cos2 xy

+ sin x,

fy =
x

cos2 xy
+ siny,

=⇒
{

f = tan(xy)− cos x+A(y),
f = tan(xy)− cosy+B(y).

داریم: مقایسه از پس و

S : tan(xy) = cos x+ cosy+C.

هر ازای به که است همبند D مͬ�گوییم صورتͬ در است. صفحه از زیرمجموعه�ای D کنید فرض تعریف .٩.١١.١
ستاره مجموعۀ هر که است روشن شود. توجه زیر شͺل به باشد. داشته قرار D در C داخل کل ،D در C بستۀ منحنͬ

است. غلط آن عͺس ولͬ است ساده همبند شͺل

و باشند مشتقپذیر D بر G و P توابع و باشد باز و ساده همبند D اگر پوانͺاره) قضیۀ (تعمیم قضیه .١٠.١١.١
است. کامل D بر Pdx+Qdy = 0 معادلۀ آنͽاه Py = Qx

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .١١.١١.١

1) x(2x2+ y2)+ y(x2+2y2)y′ = 0,
2) (3x2+6xy2)dx+6x2y+4y3)dy = 0,

3)

 x√
x2+ y2

+
1
x
+

1
y

 dx+

 y√
x2+ y2

+
1
y
− x

y2

 dy = 0,

4)
(
2x+

x2+ y2

x2y

)
dx =

x2+ y2

xy2 dy,

5)
(
sin2x

y
+ x

)
dx+

(
y− sin2 x

y2

)
dy = 0,

6) (3x2−2x− y)dx+ (2y− x+3y2)dy = 0,
7) y(x2+ y2+a2)dy+ x(x2+ y2−a2)dx = 0,
8) (3x2y+ y3)dx+ (x3+3xy2)dy = 0,

9)
(
siny+ ysin x+

1
x

)
dx+

(
xcosy− cos x+

1
y

)
dy = 0,

10)
xdx+ ydy√

x2+ y2
+

xdy− ydx
x2 = 0.

انتͽرال فاکتور ١٢.١ بخش

اصطلاحاً را تابع این گردد. تبدیل کامل یͷمعادلۀ به آن، در تابعͬ ضربکردن با اما نباشد، کامل استیͷمعادله ممͺن
مͬ�نامند. انتͽرال فاکتور

معادلۀ انتͽرال فاکتور ͷی صورتͬ در را µ = µ(x,y) تابع تعریف .١.١٢.١

E : P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0.

حاصلضربͬ: معادلۀ که گوییم

Ee : µ(x,y)P(x,y)dx+µ(x,y)Q(x,y) = 0, (٢٧.١ )

باشد. کامل
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انتͽرال فاکتور .١٢.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

جوابهای موارد اغلب در آنͽاه بیابیم، آن برای انتͽرالͬ فاکتور بتوانیم و باشد، اختیار در کاملͬ غیر معادله چنانچه
واقع در هستند. ͬͺی اولیه معادله جوابهای با حاصله کامل معادله

Ee و است صفر مخالف I دامنه بر که است Ei معادله برای انتͽرالͬ فاکتور µ(x,y) کنید فرض قضیه .٢.١٢.١
برابرند. هم با I بر Ee و Ei جوابهای مجموعه صورت این در باشد. شده کامل معادله

،1/(x− y)2 ،1/(x+ y)2 توابع نیست. کامل E : (x− y)dx+ (x+ y)dy = 0 دیفرانسیل معادله مثال .٣.١٢.١
از است عبارت حاصل، معادله عمومͬ جواب هستند! آن انتͽرال فاکتور دیͽر، توابع بسیاری و 1/(x2+ y2)

1
2

ln
(
x2+ y2

)
− arctan

(
x
y

)
=C.

نیست. بفرد منحصر وجود صورت در µ انتͽرال فاکتور نتیجه، در

از عبارتست Ee بودن کامل برای لازم شرط حل روش .۴.١٢.١

∂

∂y
(µP) =

∂

∂x
(µQ),

یا و

Ei : P
∂(lnµ)
∂y

−Q
∂(lnµ)
∂x

= Qx−Py, (٢٨.١ )

کلͬ تیپ زدن حدس با اغلب است! E خود از دشوارتر اغلب آن حل و است جزئͬ مشتقات با معادلۀ ͷی Ei البته که
مͬ�شود. یافت است) کافͬ (که µͷی حداقل ،µ

x از فقط تابعͬ (Py −Qx)/Q بایستͬ صورت این در باشد. x از تابعͬ µ اگر ( x از تابعͬ µ) نتیجه .۵.١٢.١
بعلاوه و باشد

µ(x) = exp
(∫

Py−Qx

Q
dx

)
. (٢٩.١ )

کنید. حل را E : (x+ y2)dx = 2xydy معادلۀ مثال .۶.١٢.١
باید: ۵.١٢.١ به بنا پس دارد. µ(x) شͺل به انتͽرال فاکتور ͷی ε کنید فرض حل:

µ(x) = exp
∫ (x+ y2)y− (−2xy)x

−2xy
dx


= exp

(∫
2y+2y

2xy
dx

)
= exp

(∫
2dx

x

)
=

1
x2 .

از عبارتست E شدۀ کامل صورت پس

Ee :
x+ y2

x2 dx− 2y
x

dy = 0.

مͬ�کنیم: حل را Ee کامل معادلۀ است. E مسألۀ جواب ͷی x = 0 که حالͬ در ،x , 0 کرده�ایم فرض که شود توجه
fx =

x+ y2

x2 ,

fy = −
2y
x
,

=⇒


f = ln |x| − y2

x
+A(y),

f = −y2

x
+B(y),
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از عبارتست E عمومͬ جواب پس . f = ln |x| − y2

x
داریم مقایسه با و

S =
{
x ln |x| = y2+ xC

∣∣∣∣C ∈ R, x , 0
}
∪

{
x = 0

}
.

کنید. حل را E : (x4 ln x−2xy3)dx+3x2y2 dy = 0 معادلۀ مثال .٧.١٢.١
داریم: است، x از تابعͬ شͺل به E انتͽرال فاکتور اینͺه فرض با حل:

µ(x) = exp
∫ (x4 ln x−2xy3)y− (3x2y2)x

3x2y2 dx
 = exp

(
−4

∫
dx
x

)
=

1
x4 .

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee :
(
ln x−2

y3

x3

)
dx+3

y2

x2 dy = 0.

مͬ�کنیم: حل را Ee اکنون نمͬ�آورد. پیش مشͺلͬ و نیست E دامنۀ در x = 0 اما .x , 0 کرده�ایم فرض البته،
f = ln x−2

y3

x3 ,

f = 3
y2

x2 ,

=⇒


f = x ln x− x+

y3

x2 +A(y),

f =
y3

x2 +B(x).

از عبارتست E عمومͬ جواب پس . f = x ln x− x+ y3/x2 داریم آنها، مقایسۀ با و

S : x ln x+
y3

x2 = x+C, x > 0.

باشد y فقط از تابعͬ (Qx−Py)/P بایستͬ صورت این در باشد، y از تابعͬ µ اگر (y از تابعͬ µ) نتیجه .٨.١٢.١
بعلاوه: و

µ(y) = exp
(∫

Qx−Py

P
dy

)
. (٣٠.١ )

کنید. حل را E : 2xy lnydx+ (x2+ y2
√

y2+1)dy = 0 معادلۀ مثال .٩.١٢.١
داریم: بپذیرد، µ(u) شͺل به انتͽرال فاکتور ͷی E چنانچه حل:

µ(y) = exp

∫
(
x2+ y2

√
y2+1

)
x
− (−2xy lny)y

2xy lny
dy


= exp

(∫ −2x lny
2xy lny

dy
)
= exp

(∫ −dy
y

)
=

1
y
.

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee : 2x lnydx+
(

x2

y
+ y

√
y2+1

)
dy = 0.
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مͬ�کنیم: حل را کامل معادلۀ این
fx = 2x lny,

fy =
x2

y
+ y

√
y2+1,

=⇒

 f = x2 lny+A(y),

f = x2 lny+
1
3

(y2+1)3/2+B(x).

داریم: آنها، مقایسۀ با

f = x2 lny+
1
3

(y2+1)3/2+ثابت.

از عبارتست E معادلۀ عمومͬ جواب پس

S : 3x2 lny+ (y2+1)3/2 =C, y > 0.

کنید. حل را E : (1+ x)ex dx = (−yey+ xex)dy معادلۀ مثال .١٠.١٢.١
بایستͬ: باشد، داشته µ(y) شͺل به انتͽرال فاکتور ͷی E اگر حل:

µ(y) = exp
(∫

(yey− xex)x− ((1+ x)ex)y

(1+ x)ex dy
)

= exp
(∫ −(1+ x)ex

(1+ x)ex dy
)
= exp

(∫
−dy

)
= e−y.

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee : (1+ x)ex−y dx+ (y− xex−y)dy = 0.

مͬ�کنیم: حل را کامل معادلۀ }این
fx = (1+ x)ex−y,
fy = y− xex−y,

=⇒


f = xex−y+A(y),

f =
y2

2
+ xex−y+B(x).

مͬ�گیریم: نتیجه آنها، مقایسۀ با

f =
y2

2
+ xex−y+ثابت.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S : y2+2xex−y =C.

شͺل به Ei معادلۀ صورت این در باشد، u = u(x,y) از تابعͬ µ اگر (u = u(x,y) از تابعͬ µ) نتیجه .١١.١٢.١

P
∂u
∂y

dµ
du
−Q

∂u
∂x

dµ
du
= Qx−Py,

نتیجه در و است
dµ
µ
=

Qx−Py

P.uy−Q.ux
du.

باشد: u از فقط تابعͬ بالا، در du ضریب که است پذیر حل صورتͬ در معادله این

µ = exp
(∫

Qx−Py

P.uy−Q.ux
du

)
. (٣١.١ )
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معادلۀ بدانیم که صورتͬ در مثال .١٢.١٢.١

E : (y3+ xy2+ y)dx+ (x3+ x2y+ x)dy = 0,

کنید. حل را آن دارد، µ(xy) شͺل به انتͽرالͬ فاکتور
داریم: ١١.١٢.١ به بنا پس ،u = xy اینجا در حل:

µ = exp
(∫

(3x2+2xy+1)− (3y2+2xy+1)
(y3+ xy2+ y)x− (x3+ x2y+ x)y

du
)

= exp
(∫

3x2−3y2

y3x− x3y
du

)
= exp

(∫ −3du
u

)
=

1
u3 =

1
x3y3 .

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee :
(

1
x3 +

1
x2y
+

1
x3y2

)
dx+

(
1
y3 +

1
xy2 +

1
x2y3

)
dy = 0,

است: چنین آن جواب که

S =
{
x2+ y2+ xy = 1+Cx2y2 : C ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
∪

{
y = 0

}
.

µ(x2 + y2) شͺل به انتͽرالͬ فاکتور E : ydx = (y2 + x2 + x)dy معادلۀ بدانیم که صورتͬ در مثال .١٣.١٢.١
کنید. حل را آن دارد،

داریم: ١١.١٢.١ به بنا پس ،u = x2+ y2 اینجا در حل:

µ = exp
(∫

(−2x−1)− (1)
(y)(2y)+ (y2+ x2+ x)(2x)

du
)

= exp
(∫ −(x+1)

x3+ x2+ xy2+ y2 du
)
= exp

(
−
∫

du
u

)
=

1
u
.

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee :
y

x2+ y2 dx− x2+ y2+ x
x2+ y2 dy = 0,

است: چنین آن عمومͬ جواب که

S =
{
y+ arctan

y
x
=C : C ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
.

µ(xαyβ) شͺل به انتͽرال فاکتور دارای E : y(x3+2y4)dx= x(3x3+y4)dy بدانیم که صورتͬ در مثال .١۴.١٢.١
کنید. حل را آن است،

کسر مͬ�بایستͬ ١١.١٢.١ مطابق نمͬ�دانیم. را β و α که u = xαyβ اینجا در حل:

− 11y4+13x3

xαyβ
(
(β+3α)x3+ (α+2β)y4) ,
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نشده�اند. حل Y′ حسب بر که معادلاتͬ .١٣.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

مخرج در نسبت همین با صورت در x3 ضریب به y4 ضریب نسبت است ممͺن صورتͬ در این باشد. u از فقط تابعͬ
یعنͬ: باشد. }برابر

β+3α = 13a,
α+2β = 11a, =⇒

{
α = 3a,
β = 4a,

صورت این در است. صفر مخالف عددی a که

µ(u) = exp
(
−1
a

∫
du
u

)
= u−a = x−3a2

y−4a2
.

آن: شدۀ کامل صورت اینͺه به توجه با E جواب مͬ�رسیم. µ = 1/(x3y4) به a = 1 ازای به مثلا́

Ee : y
(

1
y4 +

2
x3

)
dx = x

(
3
y4 +

1
x3

)
dy,

از عبارتست است،

S =
{
x3 = y4+Cx2y3 : C ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
∪

{
y = 0

}
.

حل را آن است، µ = µ(u) شͺل به انتͽرالͬ فاکتور شده داده معادلۀ اینͺه به علم با مورد، هر در تمرینات .١۵.١٢.١
کنید:

1) (1− x2y)dx+ x2(y− x)dy = 0, u = x,
2) (x2+ y)dx = xdy, u = x,
3) (x+ y2)dx = 2xydy, u = x,
4) (2x2y+2y+5)dx+ (2x3+2x)dy = 0, u = x,
5) (x4 ln x−2xy3)dx+3x2y2 dy = 0, u = x,
6) cos xdx+ (y+ siny+ sin x)dy = 0, u = y,
7) (2xy2−3y3)dx+ (7−3xy2)dy = 0, u = y,
8) xydx+ (1+ x2)dy = 0, u = y,
9) y(2x+ y3)dx = x(2x− y3)dy, u = y,
10) ex(x+1)dx+ (yey− xex)dy = 0, u = y,
11) (y3+ xy2+ y)dx+ (x3+ x2y+ x)dy = 0, u = xy,
12) 3ydx− xdy = 0, u = x/y,
13) y(y+2x+1)dx = x(2y+ x−1)dy = 0, u = xy,
14) (3y2− x)dx+ (2y3−6xy)dy = 0, u = x+ y2,

15) (x2+ y2+1)dx = 2xydy, u = y2− x2,

16) xdx+ ydy+ x(xdy− ydx) = 0, u = x+ y2,

17) (y2+ y− x2)dx+ (x2− y2− x)dy = 0, u = y2− x2,

18) (x4y2− y) dx+ (x2y4− x)dy = 0, u = xy.

نشده�اند. حل y′ حسب بر که معادلاتͬ ١٣.١ بخش

y و x از توابعͬ ضرایب با y′ حسب بر ام n مرتبۀ جمله�ای چند ͷی شͺل به معادلات گونه این تعریف .١.١٣.١
هستند:

E : (y′)n+P1(x,y)(y′)n−1+ · · ·+Pn−1(x,y)(y′)+Pn(x,y) = 0. (٣٢.١ )
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل نشده�اند. حل Y′ حسب بر که معادلاتͬ .١٣.١

y′ حسب بر معادله�ای عنوان به را آن باشد، شده داده ١.١٣.١ در E شͺل به معادله�ای چنانچه حل روش .٢.١٣.١
بود: خواهد معمولͬ معادلۀ چند یا ͷی نتیجه مͬ�کنیم. حل

E1 : y′ = F1(x,y), · · · , Ek : y′ = Fk(x,y).

کرد. اجتماع هم با را آنها جوابهای سپس و حل را حاصل معادلات از ͷی هر است کافͬ اکنون

کنید. حل را E : yy′2+ (x− y)y′− x = 0 معادلۀ مثال .٣.١٣.١
نتیجه: در است. دوم مرتبۀ جمله�ای چند ͷی y′ حسب بر معادله این حل:

y′ =
−(x− y)±

√
(x− y)2+4xy

2y
=

y− x± (x+ y)
2y

,

مͬ�گردد: حاصل معادله دو که

E1 : y′ = 1, E2 : y′ = − x
y
.

مͬ�کنیم: حل را آنها از ͷی هر

S1 : y =C1+ x, S2 : x2+ y2 =C2.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S =S1∪S2 =
{
y = x+C : C ∈ R

}
∪

{
x2+ y2 =C : C > 0

}
∪

{
(0,0)

}
,

است. y = 0 فرض نظیر (0,0) که

کنید. حل را E : yy′3− x2y′2− xy2y′+ x3y = 0 معادلۀ مثال .۴.١٣.١
نوشت: مͬ�توان زیر صورت به را y′ حسب بر ٣ درجه معادلۀ این حل:

(yy′− x2)(y′2− xy) = 0,

مͬ�شود: تبدیل زیر شرح به معادله سه به که

E1 : yy′ = x2, E2 : y′ =
√

xy, E3 : y′ = −√xy,

مͬ�کنیم: حل را آنها پذیرند. ͷیͺتف سه هر که

S1 =
{
3y2 = 2x3+C : C ∈ R

}
∪

{
y = 0

}
,

S2 =

y =
(
1
3

x3/2+C
)1/2

: x > 0,y > 0,C ∈ R


∪
y = −

(
1
3

(−x)3/2+C
)1/2

: x < 0,y < 0,C ∈ R
 ,

S3 =

y =
(
−1

3
x3/2+C

)1/2

: x > 0,y > 0,C ∈ R


∪
y = −

(
−1

3
(−x)3/2+C

)1/2

: x < 0,y < 0,C ∈ R
 ;

در تنها S3 و S2 که شود توجه .S =S1∪S2∪S3 مجموعه: سه این اجتماع از عبارتست E عمومͬ جواب و
دارند. وجود سوم و اول ربع
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F(X,Y′) = 0 یا F(Y,Y′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید. حل را E : y′3− xyy′+ x2y′ = xy′ معادلۀ مثال .۵.١٣.١
که مͬ�گردد ملاحظه E معادلۀ تجزیۀ با .y′ = p کنیم فرض حل:

(p− xy)(p2y− x) = 0 =⇒ E1 : p = xy و E2 : x = p2y

از عبارتست معادله این عمومͬ جواب است؛ پذیر ͷیͺتف معادله�ای که y′ = xy معنͬ به ε1 معادلۀ

S1 : y = Aex, A ∈ R.

مͬ�گیریم: نتیجه E2 معادلۀ طرفین از گیری دیفرانسیل از اما

dx = 2pydy+ p2 dy.

نتیجه: در ،dx = dy
p فرض مطابق اما

(1− p3)dy = 2p2ydp,

از عبارتست نیز معادله این جواب است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

S2 =
{
(x,y) : y =C(1− p3)−2/3, x = p2y,C , 0

}
∪

{
x = y

}
,

از عبارتست E شده داده معادلۀ عمومͬ جواب بنابراین، است. نظیر p = 1 به x = y خط که

S = S1∪S2

=
{
y = Aex : A ∈ R

}
∪

{
x = y

}
∪

{
(x,y) : y =C(1− p3)−2/3, x = p2y,C , 0

}
.

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.١٣.١

1) 4y′2 = 9x, 2) y′2 = 2yy′+ y2(e2x−1),
3) y′2 = 2xy′+8x2, 4) x2y′2+3xyy′+2y2 = 0,
5) y′2+ x2+ xy = (2x+ y)y′, 6) y′2+ (x+2)ey = 0,
7) y′3+ x2y′ = yy′2+ x2y, 8) y′2+ ex = yy′,
9) y′−4xy′+2y+2x2 = 0, 10) y′4 = y4x4.

f (x,y′) = 0 یا f (y,y′) = 0 شͺل به معادلات ١۴.١ بخش

عنوان به را y و x و کرده استفاده y′ = p جدید متغیر از f (x,y′) = 0 یا f (y,y′) = 0 شͺل به معادلات حل برای
y حسب بر را معادله این . f (y, p) = 0 داریم y′ = p فرض با باشد، E : f (y,y′) = 0 اگر مثلا́ مͬ�کنیم. بیان p از توابعͬ
مطابق اما .dy = ϕ′(p)dp مͬ�گیریم نتیجه و گرفته دیفرانسیل طرفین از اکنون .y = ϕ(p) مͬ�آوریم بدست و کرده حل

بنابراین ،dy = pdx فرض

pdx = ϕ′(p)dp,

این به .x = ψ(p) مͬ�کنیم: تعیین p حسب بر را x آن حل با و است p و x حسب بر پذیر ͷیͺتف دیفرانسیل معادله
است: آمده بدست پارامتری صورت به εجواب ترتیب

S : x = ψ(p), y = ϕ(p). (٣٣.١ )
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل F(X,Y′) = 0 یا F(Y,Y′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١

کنید. حل را 2y′2 = x2+2xy′+2y معادلۀ مثال .١.١۴.١
مͬ�کنیم: حل y حسب بر را معادله این ابتدا حل:

y = y′2− xy′+
x2

2
.

که مͬ�گیریم نتیجه y′ = p فرض با

y = p2− xp+
x2

2
. (٣۴.١ )

مͬ�شود: نتیجه (٣۴.١ ) رابطۀ از گیری دیفرانسیل با

dy = (2p− x)dp+ (x− p)dx.

بنابراین: (p = y′ = dy/dx (زیرا dy = pdx اما

pdx = (2p− x)dp+ (x− p)dx (2p− x)(dp−dx) = 0.

از عبارتست شده داده معادلۀ عمومͬ جواب مجموع در بنابراین، .x = p+C نتیجه در و dp = dx یا x = 2p یا پس

S =
{
(x,y) : x = 2p,y = p2− xp+

x2

2

}
∪

{
(x,y) : x = p+C,y = p2− xp+

x2

2

}
=

{
y = x2/4

}
∪

{
y =Cx+C2+

x2

2
: C ∈ R

}
.

کنید. حل را y = ay′2+by′3 دیفرانسیل معادله باشند، ثابت اعداد b و a که صورتͬ در مثال .٢.١۴.١
نتیجه: در ،y′ = p کنیم فرض حل:

y = ap2+bp3 (٣۵.١ )

داریم: (٣۵.١ ) طرفین از گیری دیفرانسیل با

dy = 2apdp+3bp2 dp.

نتیجه: در ،dy = pdx طرفͬ از

pdx = 2apdp+3bp2 dp.

بنابراین: و p , 0 اینͺه یا و y = 0 داریم معادله از لذا و p = 0 یا پس

dx = (2a+3bp)dp,

مͬ�کنیم: حل x یافتن برای را آن است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

x = 2ap+
3
2

bp2+C.

از عبارتست ε عمومͬ جواب مجموع در بنابراین:

S =
{
(x,y) : x = 2ap+

3
2

bp2+C,y = ap2+bp3,C ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.
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F(X,Y′) = 0 یا F(Y,Y′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید. حل را E : y = arcsiny′+ ln(1+ y′2) معادلۀ مثال .٣.١۴.١
داریم: y′ = p فرض با حل:

y = arcsin p+ ln(1+ p2).

داریم: طرفین، از گیری دیفرانسیل با

dy =
dp√

1− p2
+

2p
1+ p2 dp. (٣۶.١ )

بنابراین: ،dy = pdx اما

dx =
dp

p
√

1− p2
+

dp
1+ p2 , (٣٧.١ )

داریم: رابطه، این طرفین از گیری انتͽرال با و

x =
∫

dp

p
√

1− p2
+ arctan p+C.

داریم: u =
√

1− p2 فرض ∫با
dp

p
√

1− p2
=

∫
du

(1−u2)
=

1
2

ln
∣∣∣∣1−u
1+u

∣∣∣∣+C.

پس:

x =
1
2

ln

∣∣∣∣∣∣∣1−
√

1− p2

1+
√

1− p2

∣∣∣∣∣∣∣+ arctan p+C.

مͬ�کنیم: بررسͬ جداگانه را حالتها این .p , 0 است فرضشده (٣٧.١ ) در و p2 , 1 است فرضشده (٣۶.١ ) در اما
p = 1
p = −1
p = 0

=⇒


y = 1
y′ = −1
y′ = 0

=⇒


y = x+C
y = −x+C
y =C

=⇒


x+C = π

2 + ln2
−x+C = −π2 +2
C = 0

از عبارتست E عمومͬ جواب پس باشد. E جواب مͬ�تواند حالت سه این از y = 0 حالت تنها که

S =

(x,y) : x =
1
2

ln

1−
√

1− p2

1+
√

1− p2

+ arctan p+C,y = arcsin p+ ln(1+ p2),C ∈ R
∪{y = 0}

کنید. حل را E : x = 3y′−2y′2 معادلۀ مثال .۴.١۴.١
داریم: y′ = p فرض با حل:

x = 3p−2p2. (٣٨.١ )

داریم: (٣٨.١ ) طرفین از گیری دیفرانسیل با

dx = (3−4p)dp.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل F(X,Y′) = 0 یا F(Y,Y′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١

نتیجه: در و ،dx = dy/p اما

dy = p(3−4p)dp, (٣٩.١ )

بنابراین است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

y =
3
2

p2− 4
3

p3+C.

که داریم E معادلۀ به توجه با است. y = C یا y′ = 0 معنͬ به p = 0 حالت .p , 0 است شده فرض (٣٩.١ ) در اما
:(0,C) شͺل به نقاط همۀ و (٣٩.١ ) ،(٣٨.١ ) از عبارتست E عمومͬ جواب پس .x = 0 آنͽاه p = 0 اگر

S =
{

(x,y) : x = 3p−2p2,y =
3
2

p2− 4
3

p2+C
}
.

کنید. حل را E : x3/2+ y′2/3 = 1 معادلۀ مثال .۵.١۴.١
E رابطۀ که مͬ�شود ملاحظه p = sin3 t و x = cos3 t فرض با اکنون .x2/3 + p2/3 = 1 داریم y′ = p فرض با حل:

مͬ�گیریم: نتیجه رابطه، اولین از گیری دیفرانسیل با است. برقرار

dx = −3sin t cos2 tdt.

بنابراین ،dx = dy/p اما

dy = −3sin t cos2 tdt.

نتیجه در ،p = sin3 t اما

dy = −3sin2 t cos2 tdt,

y = −3
∫ (

1− cos2t
2

)2 1+ cos2t
2

dt = −3
8

∫
{1− cos2t− cos2 2t+ cos3 2t}dt

= −3
8

∫ {
1− cos2t− 1− cos4t

2
+ (1− sin2 2t)cos2t

}
dt

= −3
8

{
t− 1

2
sin2t− t

2
+

1
8

sin4t+
1
2

sin2t− sin3 2t
3

}
+C.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S =
{
(x,y) : x = cos3 t,y = − 3

64
(4t+ sin4t)+

1
8

sin2 2t+C
}
∪

{
(1,C) : C ∈ R

}
.

شده�اند. افزوده منظور این به (1,C) نقاط است. x = 1 یا x3/2+0 = 1 معنͬ به p = 0 حالت

کنید. حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.١۴.١

1) y = y′2ey2
, 2) xy′2 = e1/y2

,

3) y′ = ey′/y, 4) x(1+ y′2)3/2 = a,
5) x = lny′+ siny′, 6) y2/5+ y′2/5 = a2/5,

7) x = y′2+2, 8) x = y′+4y′,
9) y = y′ lny, 10) y = y′(1+ y′ cosy′),
11) x+ y′ = y′2+ y′3, 12) y = (y′−1)ey′ .
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کلرو و لاگرانژ معادلۀ .١۵.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کلرو و لاگرانژ معادلۀ ١۵.١ بخش

شͺل: به دیفرانسیل معادله تعریف .١.١۵.١
y = xϕ(y′)+ψ(y′), (۴٠.١ )

یعنͬ ،ϕ(y′) = y′ اگر مͬ�نامیم. لاگرانژ رامعادلۀ ϕ(y′) , y′ که

y = xy′+ψ(y′), (۴١.١ )

مͬ�نامند. کلرو معادلۀ را، حاصل معادلۀ

dy= pdx فرض از و گرفته دیفرانسیل طرفین از ،y′ = p فرضمͬ�کنیم معادلاتͬ چنین حل برای روشحل .٢.١۵.١
مͬ�کنیم. استفاده

کنید. حل را E : y = 2xy′+ lny′ معادلۀ مثال .٣.١۵.١
داریم: y′ = p فرض با حل:

y = 2xp+ ln p.

مͬ�گیریم: نتیجه طرفین، از گیری دیفرانسیل با

dy = 2xdp+2pdx+
dp
p
.

نتیجه: در ،dy = pdx اما

2xdp+ pdx+
dp
p
= 0,

است: x حسب بر اول مرتبه معادله ͷی که

dx
dp
+

2
p

x = − 1
p2 .

مͬ�آوریم: بدست را x و کرده حل را آن

h = exp
(∫

2
p

dp
)
= exp(2 ln p) = p2,

x =
1
p2

(∫
p2−1

p2 dp+C
)
=

1
p2 (C− p) =

C
p2 −

1
p
.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S =
{
(x.y) : x =

C
p2 −

1
p
, y = 2xp+ ln p,C ∈ R

}
.

کنید. حل را E : y = xy′2−1/y′ معادلۀ مثال .۴.١۵.١
مͬ�گیریم: نتیجه رابطه، این طرفین از گیری دیفرانسیل با .y = xp2−1/p داریم ،y′ = p فرض با حل:

dy = p2 dx+2xpdp+
dp
p2 .

۴٠ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل کلرو و لاگرانژ معادلۀ .١۵.١

اول: مرتبه خطͬ معادلۀ به نتیجه، در و dy = pdx اما

dx
dp
+

2
p−1

x =
1

p2(p2−1)
, (۴٢.١ )

مͬ�یابیم: p حسب بر را x آن، حل از مͬ�رسیم.

h = exp
(∫

2
p−1

dp
)
= (p−1)2,

x =
1

(p−1)2

(∫
(p−1)2 dp

p2(p2− p)
+C

)
=

1
(p−1)2

(∫
p−1
p3 dp+C

)
=

1
(p−1)2

(
− 1

P
+

2
p2 +C

)
.

صدق شده داده دیفرانسیل معادلۀ در که است y = x معادل p = 1 حالت .p , 1 است شده فرض (۴٢.١ ) در اما
از عبارتست E عمومͬ جواب پس نمͬ�کند.

S =
{
(x,y) : x =

Cp2+2− p
p2(p−1)2 ,y = xp2− 1

p
,C ∈ R

}
.

کنید. حل را y = xy′+a/(2y′) معادلۀ مثال .۵.١۵.١
مͬ�گیریم: نتیجه تساوی، طرف دو از گیری دیفرانسیل و مͬ�شود حاصل y′ = p از که y = xp+a/2p فرض با حل:

dy = pdx+ xdp− a
2p

dp.

نتیجه در و dy = pdx )اما
x− a

2p2

)
dp = 0.

جواب پس .x = a/2p2 یا x− a
2p2 = 0 اینͺه یا و y = Cx+ a/2C بنابراین و است ثابت p لذا و dp = 0 یا پس

با: است برابر شده داده معادله عمومͬ

S =

{
(x,y) : x =

a
2p2 ,y = xp+

a
2p

}
∪

{
y =Cx+

a
2C

: C , 0
}

=
{
y2 = 2ax

}
∪

{
y =Cx+

a
2C

: C , 0
}
.

.y = Cx+ a/2C است: خطوط از مجموعه�ای و y2 = 2ax (سهمͬ) منحنͬ ͷی اجتماع S که مͬ�شود ملاحظه
حالت این در نمͬ�رسند. منحنͬ به مذکور خطوط که کرد خواهیم ملاحظه کنیم، ترسیم را مذکور خطوط و منحنͬ چنانچه

۵ شود. توجه زیر شͺل به است. y =Cx+a/2C خطوط دسته پوش y2 = 2ax منحنͬ که مͬ�شود گفته اصطلاحاً

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ۵
> a:=plots[implicitplot]({y∧2 = 2*x}, x = -1/2.. 4, y = -2.. 2, color = blue, thickness = 6):
> b:=plots[implicitplot]({y = -2*x - 1/4, y = -x - 1/2, y = x + 1/2, y = 2*x + 1/4, y = -2.5*x -.2,
y = -1.5*x -.3, y = -.5*x - 1, y =.5*x + 1, y = 1.5*x +.3}, x = -1/2.. 4, y = -2.. 2, color = red, thickness
= 4, grid = [50, 50]):
> plots[display](a,b);

۴١ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



آن جوابهای از خانواده�ای داشتن با دیفرانسیل معادله ساختن .١۶.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

.a = 1 با y = xy′+a/(2y′) دیفرانسیل معادله جوابهای

کنید. حل را E : y = xy′+ y′3 دیفرانسیل معادله مثال .۶.١۵.١
داریم رابطه این طرفین از گیری دیفرانسیل با اما .y = xp+ p3 داریم y′ = p فرض با حل:

dy = pdx+ xdp+3p2 dp.

بنابراین و است ثابت p = C لذا و dp = 0 یا پس .(x+ 3p2)dp = 0 مͬ�گیریم نتیجه ،dy = pdx دادن قرار با
از عبارتست E عمومͬ جواب پس .x = −3p2 بنابراین و x+3p2 = 0 اینͺه یا و y؛ =Cx+C3

S =
{
(x,y) : x = −3p2,y = xp+ p3

}
∪

{
y =Cx+C3 : C ∈ R

}
=

{
y =

3
2

x : x ≤ 0
}
∪

{
y =Cx+C3 : C ∈ R

}
کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.١۵.١

1) y = 2xy2+ y′ lny′, 2) y = xy′+a/y′2,
3) y = x(1+ y′)+ y′2, 4) y = xy′+ y′2,
5) y = 2xy′+ siny′, 6) xy′+1 = yy′+ y′,
7) y = xy′2−1/y′, 8) y = xy′+a

√
1+ y′2,

9) y = 3
2 xy′+ ey′ , 10) xy′2 = yy′+1.

آن جوابهای از خانواده�ای داشتن با دیفرانسیل معادله ساختن ١۶.١ بخش

است: شده بیان a پارامتر ͷی توسط که داریم صفحه در منحنͬ�ها از خانواده�ای کنید فرض

C : F(x,y,a) = 0.

مͬ�یابیم: را y′ ضمنͬ، تابع مشتق قاعدۀ ͷکم به شده داده معادلۀ از

y′ =
dy
dx
= −∂F/∂x

∂F/∂y
.

معادلات: دستͽاه از سپس

F(x,y,a) = 0,
∂F
∂x
+ y′

∂F
∂y
= 0, (۴٣.١ )

است. نظر مورد دیفرانسیل معادله همان حاصل معادلۀ مͬ�کنیم. حذف را a پارامتر

۴٢ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل همزاویه و متعامد مسیرهای .١٧.١

بیابید. را x2

a2 = y2+1 خانوادۀ به نظیر دیفرانسیل معادله مثال .١.١۶.١
مͬ�کنیم: پیدا را y′ شده داده معادلۀ از حل:

y′ = −
∂
∂x (x2/a2− y2−1)
∂
∂y (x2/a2− y2−1)

= −2x/a2

−2y
=

x
a2y

.

داریم: ،a2 = x2

y2+1 فرض به بنا چون بنابراین،

x2

y2+1
y′ =

x
y
=

y2+1
xy

.

کنید. پیدا را y2 = 2Cx+C2 منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله مثال .٢.١۶.١
مͬ�گیریم: نتیجه y2 = 2Cx+C2 فرض از حل:

y′ = −−2C
2y
=

C
y
.

نتیجه: در و C = yy′ صورت این در اما

y2 = 2xyy′+ y2y′2.

نتیجه: در ،y2 = 2xyp+ y2 p2 داشت خواهیم ،y′ = p کنیم فرض معادله این در اگر

E : y = 2xy′+ yy′2.

کنید. پیدا را y =C cos x+ x منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله مثال .٣.١۶.١
که مͬ�گردد نتیجه y = C cos x+ x معادلۀ از .y′ = −C sin x+ 1 داریم رابطه، این طرفین از گیری مشتق با حل:

است: اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که ،y′ = − tan x(y− x)+1 بنابراین .C = 1
cos x (y− x)

y′+ tan xy = 1+ x tan x.

کند: صدق آن در شده داده منحنͬ�های خانواده که بیابید دیفرانسیلͬ معادله مورد هر در تمرینات .۴.١۶.١

1) y =
a
x
, 2) y = ax+a2,

3) x2− y2 = ax, 4) y =
a
x
+

x
a
,

5) y = aex/a, 6) y =Cx+C2,

7) y =Cx−C−C2, 8) y2 =Cx+C3,

9) y = a+axe−x, 10) y = xy2+Cx,

11) x2+ y2 =C, 12) y = x3+
C
x
.

دلخواهند. پارامتر C و a مسایل این در

همزاویه و متعامد مسیرهای ١٧.١ بخش

کنید فرض تعریف .١.١٧.١
C : F(x,y,a) = 0, (۴۴.١ )

اگر که گوییم C خانوادۀ همزاویۀ مسیر ͷی صورتͬ در را y = f (x) منحنͬ است. صفحه در منحنͬ�های از خانواده�ای
عدد برابر آنها بین زاویۀ آنͽاه باشند، متقاطع x0 در y = ϕ(x) و y = f (x) منحنͬ�های و باشد C از عضوی y = ϕ(x)

مͬ�نامند. E برای متعامد مسیر ͷی را y = f (x) مسیر ،α = π/2 چنانچه باشد. αثابت

۴٣ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



همزاویه و متعامد مسیرهای .١٧.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

باشد. آن جواب C که مͬ�یابیم دیفرانسیلͬ معادله ابتدا مفروض، دیفرانسیل معادله ͷی متعامد مسیرهای یافتن برای
با است برابر آنها بین زاویۀ آنͽاه باشند، m2 و m1 شیب با منحنͬ دو C2 و C1 اگر که مͬ�کنیم توجه سپس

tanα =
m1−m2

1+m1m2
,

به y2 و y1 اگر پس است. y′(x) برابر آن بر مماس خط شیب صورت این در باشد، منحنͬ ͷی y = y(x) اگر طرفͬ از
باشیم: داشته بایستͬ کنند، معرفͬ را C2 و C1 ترتیب

tanα =
y′1− y′2

1+ y′1y′2
,

را زیر معادلۀ سپس و y′ = f (x,y) مثلا́ کنیم، پیدا y و x حسب بر را y′ حاصل دیفرانسیل معادله از است کافͬ اکنون
دهیم: تشͺیل

E ′ : tanα =
y′− f (x,y)

1+ y′ f (x,y)
. (۴۵.١ )

مͬ�گردد: تبدیل زیر صورت به E معادلۀ متعامد، مسیرهای حالت در

E ′′ : y′ = − 1
f (x,y)

. (۴۶.١ )

بیابید. را y =Cx خطوط دسته به نسبت متعامد مسیرهای مثال .٢.١٧.١
مͬ�کنیم: پیدا را شده داده خطوط دسته دیفرانسیل معادله ابتدا }حل:

y =Cx
y′ =C =⇒ E : y′ =

y
x
.

مͬ�دهیم: تشͺیل را (۴۶.١ ) در E ′′ معادلۀ پس

E ′′ : y′ = − 1
y/x
= − x

y
,

از عبارتست شده خواسته مسیرهای معادلۀ پس است؛ پذیر ͷیͺتف معادلۀ ͷی که

S : x2+ y2 =C.

۴۴ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل همزاویه و متعامد مسیرهای .١٧.١

مͬ�سازند. π/3 ثابت زاویۀ y2 =Cx+ x2 منحنͬ دسته با که بیابید را مسیرهایͬ مثال .٣.١٧.١
کنند: صدق آن در منحنͬ�ها دسته این که مͬ�یابیم دیفرانسیلͬ معادله ابتدا }حل:

2yy′ =C+ x2,

C = (y2− x2)/x,
=⇒ 2yy′ =

y2− x2

x
+ x2.

مͬ�شود: چنین E معادلۀ پس ،tan
(π
3

)
=
√

3 چون .E : y′ =
y2− x2+ x3

2xy
ترتیب این به

√
3 =

y′− y2−x2+x3

2xy

1+ y′ y
2−x2+x3

2xy

=
2xyy′− y2+ x2− x3

2xy+ y2y′− x2y′+ x3y′
.

نتیجه در و

E ′ : y′ =
y2+ x3+2

√
3xy− x2

2xy+
√

3x2−
√

3y2−
√

3x3
.

مͬ�دهند. تشͺیل π/4 ثابت زاویه x2+ y3 =C منحنͬ�های دسته با که بیابید را مسیرهایͬ مثال .۴.١٧.١
توجه با اکنون .E : 2x+3y′y2 = 0 مͬ�کنند: صدق آن در منحنͬ دسته این که مͬ�یابیم را دیفرانسیلͬ معادله ابتدا حل:

مͬ�دهیم: تشͺیل را (۴۵.١ ) از E معادلۀ tan(π/4) = 1 اینͺه به

1 =
y′−

(
−2x
3y2

)
1+ y′

(
−2x
3y2

) = 3y2y′+2x
3y2−2xy′

.

از عبارتست شده خواسته معادلۀ بنابراین،

E ′ : y′ =
3y2−2x
3y2+2x

.

بیابید. را x2+ y2 = 2ax دوایر به نسبت متعامد مسیرهای مثال .۵.١٧.١
مͬ�کنیم: پیدا را منحنͬ�ها دسته این دیفرانسیل معادله ابتدا }حل:

2x+2yy′ = 2a,
x2+ y2 = 2ax,

=⇒ 2x+2yy′ =
x2+ y2

x
.

۴۵ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای .١٨.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

دیفرانسیل معادله و کرده ′y/1−استفاده از y′ بجای اکنون مͬ�رسیم. E : 2yy′ = y2− x2 دیفرانسیل معادله به نتیجه، در
مͬ�رسیم: متعامد مسیرهای

E ′′ : y′ =
2xy

x2− y2 .

.x2+ y2 =Cy دایره�های دسته از عبارتست معادله این جواب است. همͽن معادلۀ ͷی که

تمرینات .۶.١٧.١

مͬ�سازند. π/6 ثابت زاویۀ y =C2x+C خطوط دسته با که بیابید را مسیرهایͬ (١

مͬ�سازند. π/4 ثابت زاویۀ Cx = x2+ y2 منحنͬ�های دسته با که بیابید را مسیرهایͬ (٢

مͬ�سازند. π/3 ثابت زاویۀ xy =Cx+1 منحنͬ�های دسته با که بیابید را مسیرهایͬ (٣

بیابید: را شده داده منحنͬ�های دسته به نسبت متعامد مسیرهای مورد، هر در

4) y2+2ax = 0, a > 0 5) x2+ y2 = 2ay,
6) y = axn,ثابتn, 7) x2+ y2/3 =C,
8) x2− y2/2 =C2, 9) y = a(1+ cos x),
10) xn+ yn =C,ثابتn, 11) y2 = 4(x−a).

دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای ١٨.١ بخش

دیفرانسیل: معادله کنید فرض تعریف .١.١٨.١

E : F(x,y,y′) = 0,

منحصر E جواب آن نقاط همۀ در که گوییم تͺین یͷجواب صورتͬ در را E Cاز : f (x,y) = 0 جواب است. شده داده
بͽذرد. (x0,y0) نقطۀ همان از که گردد یافت E برای C بجز جوابͬ (x0,y0) ∈C هر ازای به دیͽر بیان به نباشد. بفرد

اینͺه به مشروط وجود) صورت در (البته E : F(x,y,y′) = 0 معادلۀ تͺین جوابهای یافتن برای تمرینات .٢.١٨.١
معادلات: دستͽاه است کافͬ باشند، پیوسته نقاط همۀ در ∂F/∂y′ و ∂F/∂y

T : F(x,y,y′) = 0,
∂F
∂y′

(x,y,y′) = 0, (۴٧.١ )

بود. خواهد E تͺین جواب ͷی نتیجه کنیم. حذف دو آن بین را y′ و داده تشͺیل را

بیابید. وجود صورت در را E : xy′+ y′2 = y معادلۀ تͺین جوابهای مثال .٣.١٨.١
مسأله این در حل:

F = xy′+ y′2− y.

است: زیر صورت به (۴٧.١ ) از T معادلات دستͽاه پس

xy′+ y′2− y = 0, x+2y′−0 = 0.

۴۶ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای .١٨.١

مͬ�گردد: نتیجه دهیم، قرار اول معادلۀ در اگر که y′ = −x/2 داریم دوم معادلۀ از

x
(
−1

2
x
)
+

(
−1

2
x
)2

− y = 0.

از عبارتست آن عمومͬ جواب و است کلرو معادلۀ ͷی شده داده معادلۀ اما .C : y = −x2/4 یا

S =
{
y =Cx+C2 : C ∈ R

}
∪

{
y = −1

4
x2

}
.

در واقع در هستند. مماس y = −x2/4 منحنͬ بر ای C هر ازای به y = Cx+C2 خطوط دسته که مͬ�شود ملاحظه

جواب ͷی هم نظر مورد خط C بر علاوه نقطه آن در یعنͬ، است. مماس C به y = − x0

2
x+

( x0

2

)2
خط (x0,y0) ∈C

۶ شود. توجه زیر شͺل به است. مسأله

است. C ∈ R با y =C+C2x خطوط خانواده پوش که y = −x2/4 منحنͬ

بیابید. وجود صورت در را E : xy′2+4x = 2yy′ دیفرانسیل معادله تͺین جوابهای مثال .۴.١٨.١
مسأله این در است. x2 =C(y−C) آن عمومͬ جواب و است لاگرانژ معادلۀ ͷی این حل:

F = xy′2+4x−2yy′.

از است عبارت (۴٧.١ ) در T دستͽاه پس

xy′2+4x−2yy′ = 0, 2xy′−2y = 0.

که آورد خواهیم بدست دهیم، قرار اول معادلۀ در اگر که ،y′ = y/x مͬ�گیریم نتیجه دوم معادلۀ از

x
(y

x

)2
+4x−2y

(y
x

)
= 0.

شود: توجه زیر شͺل به است. y = ±2x خط دو اجتماع که 4x2 = y3 اختصار به یا

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ۶
> a:=plots[implicitplot]({y = -x∧2/4}, x = -2..2, y = -1..1/2, color = blue, thickness = 6):
> b:=plots[implicitplot({y = 0, y = 0.1*x + 0.01, y = -0.1*x + 0.01, y = 0.2*x + 0.04, y = -0.2*x + 0.04,
y = 0.3*x + 0.09, y = -0.3*x + 0.09, y = 0.4*x + 0.16, y = -0.4*x + 0.16}, x = -2..2, y = -1..1/2, color =
red, thickness = 4):
> plots[display](a,b);
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هستند. C ∈ R با x2 =C(y−C) منحنیهای خانواده پوش که y = ±2x راست خطوط

بیابید. وجود صورت در را E : 2y(y′+2) = xy′2 معادلۀ تͺین جوابهای مثال .۵.١٨.١
دستͽاه پس ،F = 2y(y′+2)− xy′2 مسأله این در باشد. Cمͬ ∈ R Cyبا = (C− x)2 معادله این عمومͬ جواب حل:

است: چنین (۴٧.١ ) از T

2yy′+4y− xy′2 = 0, 2y−2xy′ = 0.

y = 0 خط دو اجتماع که y2+4xy = 0 مͬ�شود نتیجه دهیم، قرار اول معادلۀ در اگر که y′ = y/x داریم دوم معادلۀ از
شود: توجه زیر شͺل به مͬ�باشد. y = −4x و

هستند. C ∈ R با Cy = (x−C)2 منحنیهای خانواده پوش که y = −4x و y = 0 راست خطوط

بیابید. وجود صورت در را E : y′2(2−3y)2 = 4(1− y) معادلۀ تͺین جوابهای مثال .۶.١٨.١
دیفرانسیل معادله دو به y′ حسب بر معادله حل با حل:

y′ = ±2

√
1− y

2−3y
,

.C ∈ R آن در که مͬ�رسیم، y2(1−y) = (x−C)2 عمومͬ جواب به آنها حل با هستند. پذیر ͷیͺتف دو هر که مͬ�رسیم؛
از عبارتند (۴٧.١ ) از T معادلات و F = y′2(2−3y)2−4

√
1− y مسأله این در

y′2(2−3y)2−4(1− y) = 0, 2y′(2−3y)2 = 0.
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در را آن اگر که ،y′ = 0 باید صورت، این غیر در یا و نمͬ�کند؛ صدق معادله در که y = 2/3 لذا و 2−3y = 0 یا پس
توجه زیر شͺل به .y = 1 از است عبارت E تͺین جواب تنها پس مͬ�رسیم. 4

√
1− y = 0 به دهیم، قرار اول معادلۀ

شود.

است. C ∈ R با y2(1− y) = (x−C)2 منحنیهای خانواده پوش که y = 1 راست خط

کنید: مشخص را آنها تͺین جوابهای و کنید حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.١٨.١

1) (1+ y′2)y2 = 4yy′+4x, 2) y′2 = y2,

3) y′2 = 4y, 4) y′ = 3
√

y2+a,
5) y′3+8y2 = 4xyy′, 6) (xy′+ y)2+3x5(xy′−2y) = 0,
7) y(y−2xy′)2 = 2y′, 8) 8y′3 = 27(y− x)+12y′2,
9) (y′−1)2 = y2, 10) (xy′+ y)2 = y′y2,

11) y+
x2

2
= y′2− xy′, 12) 3y+

2
x

y′2 = 2xy′,

13) y′2+ ex = yy′, 14) 3xy′2+ x+2y = 6yy′,
15) y′2(1− y)2 = 2(1+ y), 16) y = xy′+

√
a2y′2+b2.
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