
٢ فصل

بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات

اولیه تعاریف و مفاهیم ١.٢ بخش

به معادلات گونه این کلͬ فرم مͬ�نامند. بالا مرتبه دیفرانسیل معادله را 2 ≤ مرتبه با دیفرانسیل معادله تعریف .١.١.٢
صورت:

E : F
(
x,y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0, (١.٢ )

١ دستͽاه: جواب یافتن مساله مͬ�نامیم. ام n مرتبه از را E معادله .∂F/∂y(n) , 0 که است



y(n) = f
(
x,y,y′, · · · ,y(n−1)

)
, x ∈ I,

y(x0) = y0,
y′(x0) = y′0,
...

y(n−1)(x0) = y(n−1)
0 .

.x0 ∈ I و است بازه ͷی I ⊆ R که مͬ�نامیم اولیه مقدار با مساله یا کوشͬ مساله را

و باشند پیوسته D بر آن اول مرتبه جزئͬ مشتقات تمام و f : D→ R و D ⊆ Rn+1 کنیم فرض قضیه .٢.١.٢
ε > 0 ͷی D از

(
x0,y0,y′0, · · · ,y

(n−1)
0

)
هر ازای به صورت این در باشند، کراندار D بر ∂ f /∂y(n−1) و . . . ،∂ f /∂y

که گونه�ای به (x0−ε, x0+ε) بازه بر شده تعریف φ : R→ R تابع ͷی و هست ای

∀x ∈ (x0−ε, x0+ε) : φ(n)(x) = f
(
x,φ(x), · · · ,φ(n−1)(x)

)
,

φ(x0) = y0, φ
′(x0) = y′0, · · · , φ

(n−1)(x0) = y(n−1)(x0).

کنند، صدق بالا شرایط در دو هر ψ و φ اگر که معنͬ این به است. بفرد منحصر x0 از ͬͽهمسای ͷی حد در تابع این
برابرند. x0 از ͬͽهمسای ͷی در آنͽاه

و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی —تالیف: ١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین ١

تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید. میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa2.pdf کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا
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بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

صورت: این در .E : y′′ = siny′+ exp(−yx2) کنیم فرض مثال .٣.١.٢

f (x,y,y′) = siny′+ exp(−yx2),
∂ f
∂x
= −2xyexp(−yx2),

∂ f
∂y
= −x2 exp(−yx2),

∂ f
∂y′
= cosy′,

ازای به ٢.١.٢ به بنا صورت این در کراندارند. D بر ∂ f /∂y′ و ∂ f /∂y توابع و پیوسته�اند D = R2 بر ͬͽجمل که
هر ازای به مͬ�کند صدق E در اولا که دارد وجود ای φ : R→ R تابع ͷی و ای ε > 0 ͷی (x0,y0,y′0) ∈ R3 هر
به منحصر x0 از ͬͽهمسای ͷی حد در تابع این بعلاوه .φ′(x0) = y′0 و φ(x0) = y0 ثانͬ در و x ∈ (x0 − ε; x0 + ε)

است. فرد

است. E : y′′ = 0 معادله عمومͬ جواب دلخواهند، اعداد B و A که S : y = Ax+B دهید نشان مثال .۴.١.٢
معادله در S در توابع پس مͬ�کند. صدق E در که y′′ = 0 لذا و y′ = A آنͽاه ،y = Ax+B اگر که است روشن حل:
f ′(x) = A یا

∫
y′′ dx =

∫
0dx صورت این در کند. صدق E در y = f (x) کنیم فرض بالعͺس مͬ�کنند. صدق E

تعلق S به که f (x) = Ax+B نتیجه در .
∫

f ′(x)dx =
∫

Adx که مͬ�شود ملاحظه مجدد است. ثابت عددی A که
دارد.

بͽیرید: نظر در را زیر مساله مثال .۵.١.٢

y′′ = 2
√

y′, y(0) = 0, y′(0) = 0.

بفرد منحصر ولͬ دارد وجود جواب یعنͬ هستند. مساله این جواب دو هر y2(x) = x8/3 و y1 = 0 توابع صورت این در
مساله: این در که شود توجه نیست!

f (x,y,y′) = 2
√

y′,
∂ f
∂x
=
∂ f
∂y
= 0,

∂ f
∂y′
=

1
√

y′
,

است. الزامͬ ٢.١.٢ در ∂ f /∂y′ کرانداری شرط یعنͬ، است. بͬ�کران (x,y,0) در آخری که

است: E معادله جواب y که دهید نشان مورد هر در تمرینات .۶.١.٢

1) y = x(sin x− cos x), E : y′′+ y = 2(cos x+ sin x),
2) y = x2 ln x, E : xy′′ = 2,
3) x+ c = e−y, E : y′′ = y′2,
4) x = 1+ et, y = tet, E : (x−1)y′′ = 1,
5) x = A+ t4/4, y = B+ t5/5, E : y′′y′3 = 1.

است. y′′+ y = 0 عمومͬ جواب y = Asin x+Bcos x دهید نشان (۶

است. y′′−3y′+2y = 2 عمومͬ جواب y = Aex+Be2x+1 دهید نشان (٧

بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش ٢.٢ بخش

طرفین از اگر مثلا، مͬ�گوییم. مرتبه کاهش گردد، حاصل پایین�تر مرتبه از معادله�ای آن نتیجه در که معادله بر عملیاتͬ به
مرتبه که نیست طور این البته، مͬ�باشد. پایین�تر مرتبه ͷی از که مͬ�رسیم y′ = A معادله به بͽیریم، انتͽرال y′′ = 0 معادله
حل مشͺلات از قسمتͬ (احتمالا˟) کار این با و است ممͺن کار این موارد برخͬ در اما داد، کاهش بتوان را معادله�ای هر

مͬ�شود.

٢ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

معادله طرف دو از مͬ�توان معادلاتͬ، چنین مرتبه کاهش برای (E : y(n) = f (x) شͺل به (معادلات تعریف .١.٢.٢
بدست انتͽرالͽیری بار n با y نهایتاً و شده کم معادله مرتبه رفته رفته کار این ادامه با گرفت. انتͽرال x به نسبت شده داده

آمد: خواهد بدست چنین E عمومͬ جواب مͬ�آید.

S : y =
∫
· · ·

∫
︸   ︷︷   ︸

تا n

f (x)dx · · ·dx︸   ︷︷   ︸
تا n

+An−1xn+1+ · · ·+A1x+A0, (٢.٢ )

دلخواهند. ثابت اعداد An−1, · · · ,A1,A0 که

کنید. حل را E : y(4) = x+1 معادله مثال .٢.٢.٢
است: نیاز x+1 از انتͽرالͽیری با چهار به حل:

y =
∫∫∫∫

(x+1)dxdxdxdx

=

∫∫ ∫ {
x2

2
+ x

}
dxdxdx+A

=

∫∫ {
x3

6
+

x2

2

}
dxdx+Ax+B

=

∫ {
x4

24
+

x3

6

}
dx+A

x2

2
+Bx+C

=
x5

125
+

x4

24
+A

x3

6
+A

x2

6
+B

x2

2
+Cx+D

مجموع: در پس،

S : y =
x5

125
+

x4

24
+AX3+Bx2+Cx+D.

بیابید. را E : y(n) = e−x معادلۀ عمومͬ جواب مثال .٣.٢.٢
نوشت: مͬ�توان استقرا به پس ،

∫
f (x)dx = −e−x و f (x) = e−x مساله این در اینͺه به توجه با ∫∫حل:

· · ·
∫

︸      ︷︷      ︸
nتا

f (x)dx · · ·dxdx︸       ︷︷       ︸
nتا

= (−1)nex+P(x);

از عبارتست E عمومͬ جواب پس است. n−1 درجه از و ثابت ضرایب با دلخواه جمله�ای چند ͷی P(x) که

S : y = (−1)ne−x+An−1xn−1+ · · ·+A1x+A0.

معادله حل برای ندارند) بر در را آن ام (k − 1) مرتبه تا مشتقات و y تابع خود که (معادلاتͬ تعریف .۴.٢.٢
شͺل به دیفرانسیلͬ

E : F
(
x,y(k),y(k+1), · · · ,y(n)

)
= 0,

بنویسیم: و کرده استفاده u = y(k) جدید تابع از است کافͬ

E : F
(
x,u,u′, · · · ,u(n−k)

)
= 0;

در آن بحث که کنیم حل را y(k) = u معادله است کافͬ ،u یافتن و ام (n− k) مرتبه دیفرانسیل معادله این حل از پس
است. آمده ١-٢-٢

٣ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

کنید. حل را E : y′′′ =
√

1+ (y′′)2 معادله مثال .۵.٢.٢
جدید مساله ترتیب این به مͬ�کنیم. معرفͬ را u = y′′ جدید تابع پس ندارند. حضور y′ و y معادله این در حل:

نتیجه در است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که داریم را u′ =
√

1+u2

∫
du
√

1+u2
=

∫
dx.

داریم: گیری انتͽرال از پس

x = ln
(
u+

√
1+u2

)
+C = sinh−1 u+C.

نتیجه: در ،u = y′′ که داریم توجه اما ،u = sinh(x−C) نتیجه در

S : y =
∫ ∫

sinh(x−C)dxdx =
∫

(cosh(x−C)+A)dx,

= sinh(x−C)+Ax+B;

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که

کنید. حل را E : x2+ xy(4) = y′′′+1 معادله مثال .۶.٢.٢
شͺل به شده داده معادله مͬ�کنیم. معرفͬ را u = y′′′ جدید تابع پس ندارند. حضور y′′ و y′ و y معادله این در حل:

پس: است. اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که مͬ�گردد تبدیل x2+ xu′ = u+1

h = exp
(∫ −1

x
dx

)
= exp(− ln x) =

1
x
,

u = x
(∫

1
x

1− x2

x
dx+C

)
= x

(
−1
x
− x+C

)
=Cx−1− x2.

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه، در ،y′′′ = u فرض به بنا اما

S : y =
∫ ∫ ∫ {

Cx−1− x2
}
dxdxdx,

=

∫ ∫ {
C
2

x2− x− x3

3
+A

}
dxdx,

=

∫ {
C
6

x3− x2

2
− x4

24
+Ax+B

}
dx,

=
C
24

x4− x3

6
− x5

120
+

A
2

x2+Bx+D,

دلخواهند. ثابت اعداد D و C ،B ،A که

معادلات: این کلͬ شͺل ندارد) حضور مستقل متغیر آنها در که (معادلاتͬ تعریف .٧.٢.٢

E : F
(
y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0, (٣.٢ )

۴ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

را E است لازم ادامه در مͬ�کنیم. استفاده y جدید متغیر و p = y′ جدید تابع از معادلات گونه این حل برای است.
کنیم: بازنویسͬ y و p برحسب

y′ =
dy
dx
= p,

y′′ =
dy′

dx
=

dp
dx
=

dp
dy

dy
dx
= p

dp
dy
,

y′′′ =
dy′′

dx
=

d
dx

(
p

dp
dy

)
=

dy
dx

d
dy

(
p

dp
dy

)
= p2 d2 p

dy2 + p
(
dp
dy

)2

.

نتیجه در

y′ = p, y′′ = p
dp
dy
, y′′′ = p2 d2 p

dy2 + p
(
dp
dy

)2

. (۴.٢ )

حل از پس اگر داشت. خواهیم y و p برحسب ام (n−1) مرتبه از معادله�ای ،E ام n مرتبه معادله جای به ترتیب این به

حل x حسب بر y یافتن منظور به را dy
dx
= φ(x) حاصل پذیر ͷیͺتف معادله بایستͬ برسیم، p = φ(y) به حاصل معادله

کنیم.

کنید. حل را E : y′′+ y′2 = 2e−y معادله مثال .٨.٢.٢

به E معادله لذا و y′′ = pdp
dy داریم (۴.٢ ) مطابق صورت این در باشد. متغیر y و است تابع p و y′ = p فرضکنیم حل:

جدید تابع فرض با را معادله این .dp
dy
+ p = 2e−y p−1 است. برنولͬ معادله ͷی که مͬ�آید در pdp

dy + p2 = 2e−y شͺل

u = 4e−y+Ae−2y از عبارت معادله این جواب کنیم. تبدیل du
dy
+2u = 4e−y اول مرتبه خطͬ معادله به u = p1−(−1)

داریم ،p = dy
dx به توجه با حال، .u = p2 = (y′)2 اما است. دلخواه عددی A که است،

dy
dx
= ±

√
4e−y+Ae−2y,

داریم: نتیجه، در هستند. y و x حسب بر پذیر ͷیͺتف معادلاتͬ ∫که
dy

√
4e−y+Ae−2y

= ±
∫

dx.

داریم: چپ سمت انتͽرال در t = ey فرض ∫با
dt

√
4t+A

= ±(x+B).

از عبارتست E عمومͬ جواب و (4t+A) = 4(x+B)2 یا 1
2

√
4t+A = ±(x+B) مجموع در پس،

S : y = ln((x−C1)2+C2).

کنید: حل را زیر مساله مثال .٩.٢.٢

E : y′′ = 2y3, y(0) = 1, y′(0) = 1.

۵ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

داریم y′′ = pdp
dy اینͺه به توجه با و y متغیر و p = y′ جدید تابع فرض با حل:

p
dp
dy
= 2y3,

دیفرانسیل معادله دو پس ،p = dp
dx اما است. ثابت عددی A که p2 = y4+A نتیجه در است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

داریم:

dy
dx
= ±

√
y4+A, (۵.٢ )

از عبارتست E عمومͬ جواب پس، است. پذیر ͷیͺتف معادله ͷی نیز این که

x+B = ±
∫

dy√
y4+A

. (۶.٢ )

حل قابل غیر که است؛ p = −1
2 و n = 2 ،m = 0 پارامترهای با دیفرانسیلͬ جمله�ای دو ͷی راست سمت انتͽرال البته

نتیجه کنیم، اعمال (۵.٢ ) را آن اگر که p(1) = 1 مͬ�شود نتیجه y(0) = 1 و y′(0) = 1 فرض از است. (تحلیلͬ)
.x+ B = ±1

y است. حل قابل که مͬ�شود x+ B = ±
∫ dy

y2 صورت به (۶.٢ ) معادله پس ،A = 0 که گرفت خواهیم
از عبارتست شده داده مساله جواب بنابراین، .B = ±1 که مͬ�گیریم نتیجه و کرده استفاده y(0) = 1 فرض از اکنون
شود. انتخاب + علامت بایستͬ y′(0) = y(0) = 1 فرضیات به توجه با که 1 = ± y′

y2 صورت این در اما .x = ±(1
y −1)

.y = 1
1−x از است عبارت شده داده مساله جواب بنابراین،

کنید فرض هستند.) همͽن y(n), · · · ,y′,y به نسبت که (معادلاتͬ تعریف .١٠.٢.٢

E : F
(
x,y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0,

ای: t > 0 هر ازای به که گونه�ای به است دیفرانسیلͬ معادله�ای

F
(
x, t y, t y′, · · · , t y(n)

)
= tkF

(
x,y,y′, · · ·y(n)

)
. (٧.٢ )

پایین�تر مرتبه ͷی از معادله�ای به x و z حسب بر E بازنویسͬ و y = exp
(∫

zdx
)
جدید تابع معرفͬ با صورت این در

مͬ�یابیم. دست

کنید. حل را E : x2yy′′ = (y− xy′)2 معادله مثال .١١.٢.٢
که مͬ�شود ملاحظه و F(x,y,y′,y′′) = x2yy′′− (y− xy′)2 مساله این در حل:

F(x, ty, ty′, ty′′) = x2.ty.ty′′− (ty− x.ty′)2 = t2.F(x,y,y′,y′′)

صورت این در y = exp(
∫

zdx) = e
∫

zdx که است جدید تابعͬ z فرضکنیم است. همͽن y′′ و y′ ،y به نسبت F پس

y′ =
d
dx

exp
(∫

zdx
)
= zexp

(∫
zdx

)
,

y′′ =
d
dx

(
zexp

(∫
zdx

))
= (z′+ z2)exp

(∫
zdx

)
.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

مͬ�گیریم: نتیجه E در دادن قرار از پس

x2(z′+ z2)exp
(
2
∫

zdx
)
=

(
exp

(∫
zdx

)
− xzexp

(∫
zdx

))2

.

است: اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که ،z2(z′+ z2) = (1− xz)2 دیͽر عبارت به یا و

z′+
2
x

z =
1
x2 .

بنابراین: ،y = exp
(∫

zdx
)
فرض مطابق اما است. ثابت عددی A که x2z = x+A داریم معادله، این حل از پس

y = exp
(∫

x+A
x2 dx

)
= exp

(
ln |x| − A

x
+ ln B

)
;

از عبارتست E عمومͬ جواب پس است. ثابت عددی نیز 0 < B که

S =
{
y = Bxe−A/x : A,B ∈ R

}
.

است. مساله جواب ͷی که مͬ�شود منجر y = 0 به B = 0 حالت و x < 0 که است وقتͬ برای B < 0 حالت

کنید. حل را E : 2yy′′ = 3y′2+4y2 معادله مثال .١٢.٢.٢
است. دو مرتبه از همͽن y′′ و y′ ،y به نسبت وضوح به که F(x,y,y′,y′′) = 2yy′′−3y′2−4y2 مساله این در حل:

صورت: این در .y = exp
(∫

zdx
)
و است جدید تابع z مͬ�کنیم فرض پس

2exp
(∫

zdx
)
× (z′+ z2)exp

(∫
zdx

)
= 3exp

(∫
zdx

)2
+4exp

(∫
zdx

)2
,

است: x و z حسب بر پذیر ͷیͺتف معادله�ای که ،2(z′+ z2) = 3z2+4 یا

2
∫

dz
z2+4

=

∫
dx,

،y= e
∫

zdx اما است. دلخواه عددی A که ،z= 2tan(2x+A)بنابراین است. 1
2

arctan
z
2
= x+C آن جوابعمومͬ که

بنابراین

y = exp
(∫

z tan(2x+A)dx
)
= exp

(
− ln |cos(2x+A)|+ ln B1

)
,

بنابراین است. مثبت عددی B1 که

S : y =
B

cos(2x+A)
,

y = 0 به B = 0 حالت B = −B1 باشد منفͬ اگر و B = B1 باشد مثبت مخرج اگر واقع در است. دلخواه عددی B که
است. E جواب که است نظیر
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بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

از تابعͬ شͺل به را E ام n مرتبه معادله کنید فرض dny, · · · ,d2y,dy,dx,y, x به نسبت همͽن معادلات .١٣.٢.٢
متغیرهای

E : G
(
x,y,d,d′y,d2y, · · · ,dny

)
= 0,

مثبت: t هر ازای به که است گونه�ای به G کنید فرض کنیم، تصور

G
(
t.x, tm.y, t.dx, tm.dy, tm.d2y, · · · , tm.dny

)
= tk.G

(
x,y,dx,dy,d2y, · · · ,dny

)
, (٨.٢ )

که گونه�ای به مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر و u جدید تابع از صورت این در است. ثابت عددی k که

x = et, y = uemt.

است. ٧.٢.٢ نوع از یعنͬ ندارد، حضور t مقادیر آن در که مͬ�رسیم معادله�ای به تابع و متغیر تغییر این اعمال از پس

کنید. حل را E : x3y′′ = (y− xy′)2 معادله مثال .١۴.٢.٢
مساله این در حل:

G
(
x,y,dx,dy,d2y

)
= x3 d2y

dx2 −
(
y− x

dy
dx

)2
.

نتیجه در

G
(
tx, tm.y, t.dx, tm.dy, tm.d2y

)
= (t.x)3 tm.d2y

(t.dx)2 −
(
tm.y− (t.x).

tm.dy
t.dx

)2
,

= tm+1.x3 d2y
dx2 − t2m.

(
y− x

dy
dx

)2
.

تابع از ١٣.٢.٢ مطابق صورت این در .m = 1 یا m+ 1 = 2m که گرفت فاکتور را t از توانͬ مͬ�توان صورتͬ در پس
داریم: صورت این در ،y = uet و x = et که مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر و u جدید

y′ =
dy
dx
=

dy/dt
dx/dt

=
etdu/dt+ etu

et =
du
dt
+u,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′/dt
dx/dt

=
etd2u/dt2+du/dt

et =

(
d2u
dt
+

du
dt

)
e−t.

مͬ�شود: نوشته زیر شͺل به E معادله پس

(et)3
(
d2u
dt
+

du
dt

)
e−1 =

(
uet − et

(
du
dt
+u

))2

.

دیͽر بیان به یا

E :
d2u
dt2
=

(
du
dt

)2

− du
dt
,

مͬ�یابد: مرتبه کاهش p = du/dt فرض با که

d2u
dt2
=

d(du/dt)
dt

=
dp
dt
=

dp
du

du
dt
= p

dp
du
.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

شͺل به E معادله پس

p
dp
du
+ p = p2,

معادله ͷی که dp
du
+1 = p باید پس p , 0 اگر x = Cy داریم ،y = uet چون و u = C لذا و p = 0 یا پس درمͬ�آید.

بنابراین است. پذیر ͷیͺتف∫
dp

p−1
=

∫
du =⇒ p = 1+Beu,

بنابراین است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که du/dt = 1+Beu بنابراین p؛ = du/dt اما است. دلخواه عددی B ∫که
du

1+Beu =

∫
dt =⇒ u = ln

et

Bet +A
.

از عبارتست E عمومͬ جواب و y
x
= ln(

x
Bx+A

) بنابراین ،y = uet و x = et طرفͬ از

E : y = ln
( x

Bx+A

)
.

کنید. تبدیل اول مرتبه معادله ͷی به را 2y′′ =
y′

x
+

x
y
معادله مثال .١۵.٢.٢

مساله این در حل:

G(x,y,dx,dy,d2y) = 2
d2y

(dx)2 −
1
x

dy
dx
+

x
y

;

که مͬ�گردد ملاحظه و

G(tx, tm.y, t.dx, tm.dy,dm.d2y) = 2
tm.d2y
(t.dx)2 −

1
t.x

tm.dy
t.dx

+
t.x

tm.y
,

= tm−2.

(
2

d2y
(dx)2

)
− tm−2.

(
1
x

dy
dx

)
+ t1−m.

x
y
.

t متغیر و u جدید تابع از بنابراین، .m = 3
2 یعنͬ m−2 = 1−m که گرفت فاکتور را t از توانͬ مͬ�توان صورتͬ در پس

که مͬ�کنیم استفاده

y = ue3t/2, x = et.

داریم: بنابراین

y′ =
dy
dx
=

dy
dt
÷ dx

dt
=

(
du
dt

e3t/2+
3
2

ue3t/2
)
÷ et,

= e3t/2
(
du
dt
+

3
2

u
)
,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dt
÷ dx

dt
=

(
3
2

e3t/2
{

du
dt
+

3
2

u
}
+ e3t/2

{
d2u
dt2 +

3
2

du
dt

})
÷ et,

= e−t/2
(
d2u
dt2 +2

du
dt
+

3
4

u
)
,
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بالا مرتبه خطͬ معادلات .٣.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

مͬ�کنیم: بازنویسͬ t و u حسب بر را E معادله اکنون

d2u
dt2
+

3
2

du
dt
=

1
2u
,

مͬ�گیریم: کار به را u متغیر و p = du/dt جدید تابع پس است. t مستقل متغیر فاقد معادله�ای که

dp
du
+

3
2
=

1
2up

.

دیͽر بیان به و dz
du
=

1
2u(z−3u/2)

داریم صورت این در z؛ = p+
3
2

u فرضشود چنانچه

du
dz
= u(2z−3u),

مͬ�کنیم: بازنویسͬ z و s برحسب را مساله و u = s1−2 مͬ�کنیم فرض پس است. برنولͬ معادله ͷی که

ds
dz
= 2zs−3,

یا s = e−z2 (
3
∫

ez2
dz+C

)
از عبارتست آن جواب است. اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که

e1/(p+3u/2)2
= 3u

∫ p+3u/2

0
et2 dt+Cu.

است. پیچیده بسیار و خطͬ غیر حاصل معادله که p = du/dt مطابق زیرا ندارد، تحلیلͬ حل روش عملا آخر معادله

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .١۶.٢.٢

1) y(4) = x,
2) y′′(x+2)5 = 1,
3) y′′′ = x+ cos x,
4) y′ = xy′′,
5) xy′′ = (1+2x2)y′,
6) xy′′+ y′ = 0,
7) xy′′+ y′ = x2,
8) xy′′ ln x = y′,

9) xy = y′ ln(y′/x),
10) 2y′′ = y′/x+ x2/y′,
11) y′′′ =

√
1− y′′2,

12) y′′ = 1+ y′2,
13) xy′′′ = y′′,
14) y′′+ y′+2 = 0,
15) yy′′ = y′2,
16) y′′ = y′(1+ y′),

17) 2y′′ = 3y2,

18) y′′′+ y′′2 = 0,
19) 3y′y′′ = 2y,
20) y′′ = 2yy′′,
21) y3y′′ = −1,
22) yy′′ = y′2+ y2y′,
23) 2yy′′ = 3y′2+4y2,
24) y′′′ = 3yy′.

بالا مرتبه خطͬ معادلات ٣.٢ بخش

فرم به معادله هستند. I ⊆ R بازه بر توابعͬ f (x) و an(x) . . . ،a1(x) ،a0(x) کنید فرض تعریف .١.٣.٢

E : an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = f (x), (٩.٢ )

را E معادله باشد، صفر I بر f (x) اگر مͬ�نامیم. E مرتبه را n ،an(x) , 0 اگر مͬ�نامند. خطͬ دیفرانسیل معادله را
معادله مͬ�نامیم. همͽن

Eh : an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = 0, (١٠.٢ )

مͬ�نامیم. E به نظیر همͽن معادله را
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه خطͬ معادلات .٣.٢

باشد. E معادله خصوصͬ جواب ͷی yp و E عمومͬ جواب y ،Eh عمومͬ جواب yh کنید فرض قضیه .٢.٣.٢
.y = yh+ yp صورت این در

زیرا مͬ�کند، صدق Eh همͽن معادله در y− yp آنͽاه باشد، E معادله دلخواه جواب ͷی y اگر : برهان

an(x)(y− yp)(n)+ · · ·+a1(x)(y− yp)′+a0(x) (y− yp) =

=
(
an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y

)
−

(
an(x)y(n)

p + · · ·+a1(x)y′p+a0(x)yp
)

= f (x)− f (x) = 0.

2 باشد. ای yh ͷی صورت به باید y− yp دیͽر، عبارت به

جواب ͷی سپس آورده، بدست را Eh عمومͬ جواب ابتدا E خطͬ دیفرانسیل معادله حل برای نتیجه .٣.٣.٢
مͬ�کنیم. جمع را آنها آنͽاه و مͬ�آوریم بدست E از خصوصͬ

مͬ�گردد: تقسیم مساله دو به بالا مرتبه خطͬ معادله مساله حل بنابراین،

و همͽن بالای مرتبه خطͬ معادله ͷی حل مساله (١

مفروض. معادله خصوصͬ جواب ͷی یافتن مساله (٢

ͷی هر که مͬ�گردد ظاهر متعددی فصول دوم مساله حل برای ولͬ مͬ�شود، حل ساده بسیار موارد قالب در اول مساله
مͬ�دهد. پوشش را f (x) توابع از دامنه�ای

ثابت اعداد Cn, · · · ,C2,C1 و هستند I ⊆ R بازه بر توابعͬ fn(x), · · · , f2(x), f1(x) کنید فرض تعریف .۴.٣.٢
تابع: دلخواهند.

f (x) =C1 f1(x)+C2 f2(x)+ · · ·+Cn fn(x),

x ∈ I هر ازای به که مͬ�گوییم صفر صورتͬ در را بالا ترکیب مͬ�نامیم. I بازه بر fn, · · · , f2, f1 توابع خطͬ یͷترکیب را
.∀i : ci = 0 باشند: صفر آن ضرایب همه که مͬ�گوییم بدیهͬ صورتͬ در را بالا ترکیب . f (x) = 0 ای

بیان به باشد. بدیهͬ آنها صفر خطͬ ترکیب هر که خطͬ�اند مستقل I بر fn, · · · , f2, f1 توابع مͬ�گوییم صورتͬ در
دیͽر

∀x ∈ I : C1 f1(x)+C2 f2(x)+ · · ·+Cn fn(x) = 0 =⇒ C1 =C2 = · · · =Cn = 0.

نباشند. خطͬ مستقل که گوییم خطͬ وابسته صورتͬ در را توابع

زیرا خطͬ�اند. مستقل I = R بر f3 و f2 ، f1 صورت این در . f3 = x2 و f2 = x ، f1 = 1 کنیم فرض مثال .۵.٣.٢
داریم: ، f ≡ 0 اگر آنͽاه ، f =C1 f1+C2 f2+C3 f3 اگر

f (0) = 0,
f (1) = 0,

f (−1) = 0,
=⇒


C1(1)+C2(0)+C3(0) = 0,

C2(1)+C3(1) = 0,
C2(−1)+C3(1) = 0,

=⇒


C1 = 0,

C2+C3 = 0,
−C2+C3 = 0.

است. تمام برهان و C1 =C2 =C3 = 0 پس

خطͬ�اند، وابسته I =R بر f3 و f2 ، f1 صورت این در . f3 = cos2 x و f2 = sin2 x ، f1 = 1 فرضکنید مثال .۶.٣.٢
زیرا

(1) f1+ (−1) f2+ (−1) f3 = 0.

است. sin2+cos2 x = 1 معنͬ به تساوی این
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گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

است. خطͬ وابسته خانواده آن باشد، داشته وجود صفر تابع که توابع از خانواده هر در مثال .٧.٣.٢

تابع n صورت این در هستند I ⊆ R بر پیوسته توابعͬ an(x) و . . . ،a1(x) ،a0(x) کنید فرض قضیه .٨.٣.٢
همͽن عمومͬ جواب که دارند وجود گونه�ای به I بر fn(x) و . . . ، f2(x) ، f1(x) خطͬ مستقل

Eh : an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = 0,

است: توابع این خطͬ ترکیبات مجموعه برابر

Sh : yh = c1 f1(x)+ c2 f2(x)+ · · ·+ cn fn(x), c1,c2, · · · ,cn ∈ R.

کنید. حل را E : y′′+ y = 1 معادله مثال .٩.٣.٢
y2 = cos x و y1 = sin x توابع که مͬ�شود ملاحظه .Eh : y′′ + y = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
که yh = Asin x+Bcos x از عبارتست Eh عمومͬ جواب ٨.٣.٢ به بنا پس هستند. خطͬ مستقل و هستند Eh جواب
E عمومͬ جواب ٢.٣.٢ قضیه به بنا بنابراین، مͬ�کند. صدق E در yp = 1 وضوح به بعلاوه، دلخواهند. اعداد B و A

از عبارتست

y = yp+ yh = 1+Asin x+Bcos x,

.I = R مساله این در دلخواهند. ثابت اعداد B و A که
کنید. حل را E : x′y′′− xy′+2y = x ln x معادله مثال .١٠.٣.٢

بر f2 = cos(ln x) و f1 = sin(ln x) توابع .E : x′y′′ − xy′ + 2y = 0 از عبارتست Eh به نظیر همͽن معادله حل:
پس است. I بر E خصوصͬ جواب ͷی yp = x ln x بعلاوه مͬ�باشند. خطͬ مستقل و هستند Eh جواب I = (0;∞)

از عبارتست E عمومͬ جواب

y = yp+ yh = x ln x+Asin(ln x)+Bcos(ln x).

خطͬ�اند: مستقل شده داده توابع که دهید نشان مورد هر در تمرینات .١١.٣.٢

1) y1 = 1, y2 = ex, y3 = e−x, I = R,
2) y1 = tan x, y2 = cot x, I = (0;π/2),
3) y1 = ex, y2 = xex, y3 = x2ex, y4 = x3ex, I = R,
4) y1 = sin x, y2 = sin2x, y3 = sin3x, I = R.

هستند. خطͬ وابسته توابع از خانواده آن باشند، هم از مضربͬ تابع دو خانواده�ای در اگر که دهید نشان (۵

گرامͬ و ͬͺرونس ۴.٢ بخش

و ͬͺرونس توسط که دارد وجود کار این شدن ساده�تر برای راه دو است. گیری وقت کار توابع استقلال تحقیق اغلب
است. شده مطرح گرامͬ

دترمینان توابع، این ͬͺرونس از منظور هستند. I ⊆ R بر توابعͬ yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض تعریف .١.۴.٢

W(y1,y2, · · · ,yn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)
...

...
...

y(n−1)
1 (x) y(n−1)

2 (x) · · · y(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (١١.٢ )

مͬ�گردد. تعریف I بر که است x از تابعͬ حاصل مͬ�باشد.

١٢ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢

این ͬͺرونس صورت، این در هستند. خطͬ وابسته I بازه بر yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض لزوم) (قضیه قضیه .٢.۴.٢
x0 ∈ I ͷی لااقل در (یعنͬ، نباشد صفر متحد I بر توابع این ͬͺرونس اگر دیͽر، بیان به است. صفر با متحد I بر توابع

هستند. خطͬ مستقل توابع این صورت این در باشد) صفر مخالف ای

خطͬ�اند؟ مستقل توابع این صورت چه در .y3 = ecx و y2 = ebx ،y1 = eax کنید فرض مثال .٣.۴.٢
مͬ�دهیم: تشͺیل را توابع این ͬͺرونس ابتدا حل:

W(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
eax ebx ecx

aeax bebx cecx

a2eax b2ebx c2ecx

∣∣∣∣∣∣∣∣
= eaxebxecx

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= e(a+b+c)x(a−b)(b− c)(c−a).

(a−b)(b−حاصلضرب که است لازم شود، صفر تابع سه این ͬͺرونس باشد قرار ای x0 ∈ Rͷی ازای به حتͬ اگر پس
تابع سه این آنͽاه باشند، متفاوت c و b ،a عدد سه این اگر یعنͬ، .a = c یا b = c aیا = b یعنͬ شود. صفر c)(c−a)
نظیر توابع آنͽاه باشند، برابر هم با c و b ،a عدد سه این از برخͬ اگر که است روشن بالعͺس، هستند. خطͬ مستقل

مͬ�شود. خطͬ وابسته آنها مجموعه لذا و مͬ�شوند ͬͺی

صفر بازه این بر آنها ͬͺرونس که حالͬ در هستند خطͬ مستقل I = [0;1] بازه به زیر توابع دهید نشان مثال .۴.۴.٢
نیست: کافͬ شرط این و باشد صفر با متحد ͬͺرونس که است این ͬͽوابست برای لازم شرط دیͽر، بیان به است.

y1(x) =
{

0 0 ≤ x ≤ 1/2 اگر
(x−1/2)2 1/2 < x ≤ 1 اگر

y2(x) =
{

(x−1/2)2 0 ≤ x ≤ 1/2 اگر
0 1/2 ≤ x ≤ 1 اگر

داریم: ͬͺرونس تعریف به توجه با حل:

W(y1,y2) =



∣∣∣∣∣∣ 0 (x−1/2)2

0 2(x−1/2)

∣∣∣∣∣∣ = 0 0 ≤ x ≤ 1/2 ∣∣∣∣∣∣اگر (x−1/2)2 0
2(x−1/2) 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 1/2 ≤ x ≤ 1 اگر

که باشند اعدادی c2 و c1 اگر طرفͬ از

f (x) := c1y1(x)+ c2y2(x).

مͬ�گیریم: نتیجه x = 3/2 و x = 1/4 انتخاب با صورت این در باشند، صفر متحد I }بر
f (1/2) = 0,
f (3/2) = 0, =⇒

{
c2(1/4−1/2)2 = 0,
c1(3/4−1/2)2 = 0,

=⇒
{

c2 = 0,
c1 = 0.

هستند. خطͬ مستقل توابع این پس
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گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

معادله ͷی جواب ͬͽهم و هستند I بازه بر توابعͬ yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض کفایت) (قضیه قضیه .۵.۴.٢
وابسته I بر مذکور توابع آنͽاه باشد، صفر توابع این ͬͺرونس ای x ∈ I هر ازای به اگر هستند. همͽن خطͬ دیفرانسیل

است. صفر I کل بر آنͽاه باشد، صفر I از نقطه ͷی در توابع این ͬͺرونس اگر بعلاوه، هستند. خطͬ

بعلاوه هستند. E : y(3) = 0 معادله جواب y3 = x2 و y2 = x ،y1 = 1 ،y0 = (x+1)2 توابع مثال .۶.۴.٢

W(y0,y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x−1)2 1 x x2

2(x+1) 0 1 2x
2 0 0 2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

هستند. خطͬ وابسته توابع این پس

بعلاوه هستند. E : y′′′+4y′ = 0 معادله جواب y3 = (sin x−cos x)2 و y2 = sin2x ،y1 = 1 توابع مثال .٧.۴.٢

W(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 sin2x (sin x− cos x)2

0 2cos2x −2cos2x
0 4sin2x 4sin2x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

هستند. خطͬ وابسته تابع سه این نتیجه، در

مͬ�کنیم: تعریف هستند. I = [a,b] بر توابعͬ y = y2(x) و y = y1(x) کنید فرض قضیه .٨.۴.٢

⟨y1,y2⟩ :=
∫ b

a
y1(x)y2(x)dx.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را توابع این گرامͬ صورت دراین باشند، I بر توابعͬ yn, · · · ,y2,y1 اگر

Γ(y1,y2, · · · ,yn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⟨y1,y1⟩ ⟨y2,y1⟩ · · · ⟨yn,y1⟩
⟨y1,y2⟩ ⟨y2,y2⟩ · · · ⟨yn,y2⟩

...
...

...
⟨y1,yn⟩ ⟨y2,yn⟩ · · · ⟨yn,yn⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (١٢.٢ )

برای کافͬ و لازم شرط صورت این در شوند. تعریف I ⊆ R بازه بر yn, · · · ,y2,y1 توابع کنید فرض قضیه .٩.۴.٢
باشد. صفر مخالف I بر آنها گرامͬ که است این باشند خطͬ مستقل I بر مفروض توابع اینͺه

هستند. خطͬ وابسته I = [0,1] بازه بر y2 = 2x و y1 = x توابع دهید نشان مثال .١٠.۴.٢
داریم: ٢-۴-٧ به توجه با حل:

⟨y1,y1⟩ =
∫ 1

0
x2 dx =

x3

3

∣∣∣∣1
0
=

1
3
,

⟨y1,y2⟩ = ⟨y2,y1⟩ =
∫ 1

0
2x2 dx = 2

x3

3

∣∣∣∣1
0
=

2
3
,

⟨y2,y2⟩ =
∫ 1

0
4x2 dx = 4

x3

3

∣∣∣∣1
0
=

4
3
.

بنابراین

Γ(y1,y2) =

∣∣∣∣∣∣ ⟨y1,y1⟩ ⟨y1,y2⟩
⟨y2,y1⟩ ⟨y2,y2⟩

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
3

2
3

2
3

4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢

هستند. خطͬ مستق I = [0,2π] بر y3 = cos x و y2 = sin x ،y1 = 1 توابع دهید نشان مثال .١١.۴.٢

داریم: ٢-۴-٧ ͷکم به حل:

Γ(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 2π

0
1dx

∫ 2π

0
sin xdx

∫ 2π

0
cos xdx∫ 2π

0
sin xdx

∫ 2π

0
sin2 xdx

∫ 2π

0
sin xcos xdx∫ 2π

0
cos xdx

∫ 2π

0
sin xcos xdx

∫ 2π

0
cos2 xdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
∣∣∣2π
0 −cos x

∣∣∣2π
0 sin x

∣∣∣∣2π
0

−cos x
∣∣∣∣2π
0

x
2
− 1

4
sin2x

∣∣∣∣2π
0

sin2 x
2

∣∣∣2π
0

sin x
∣∣∣2π
0

sin2 x
2

∣∣∣∣2π
0

x
2
+

1
4

sin2x
∣∣∣∣2π
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2π 0 0
0 π 0
0 0 π

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2π3 , 0.

خیر. یا خطͬ�اند مستقل شده داده توابع دسته که کنید مشخص مورد هر در تمرینات .١٢.۴.٢

1) 2, x,
2) 1, 2, x, x2,

3) loga x, loga x2,

4) ex, e−x, xex,
5) 1, arcsin x, arccos x,
6) 5, sin2 x, cos2 x,

7) 2, sin2 x, cos2x,
8) ex, xex, x2ex,
9) e−x sin x, e−x cos x,
10) sin x, sin(x+π/4).

نیستند: خطͬ وابسته ولͬ است، صفر شده داده توابع ͬͺرونس دهید نشان مورد هر در

11) y1(x) =
{

x2 −1 ≤ x ≤ 0 اگر
0 0 ≤ x ≤ 1 اگر y2(x) =

{
0 −1 ≤ x ≤ 0 اگر
x2 0 ≤ x ≤ 1 اگر

12) y1(x) =
{

x3 −2 ≤ x ≤ 0 اگر
0 0 ≤ x ≤ 1 اگر y2(x) =

{
0 −2 ≤ x ≤ 0 اگر
x2 0 ≤ x ≤ 1 اگر

B صورت این در باشد، A از زیرمجموعه�ای B و باشد I بر خطͬ مستقل توابع از خانواده�ای A اگر که دهید نشان (١۴
است. خطͬ مستقل نیز

ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله ۵.٢ بخش

شͺل به دیفرانسیل معادله تعریف .١.۵.٢

E : any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y = f ,

را E معادله f ≡ 0 اگر مͬ�شود. ثابتنامیده ضرایب با خطͬ استمعادله تابع ͷی f و ثابتند اعداد an, · · · ,a2,a1 که
ثابتمͬ�نامند. ضرایب با همͽن خطͬ معادله
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ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

توابع مجموعه از تابعͬ D واقع در است. x به نسبت مشتقͽیری عملͽر D =
d
dx

که کنید فرض تعریف .٢.۵.٢
Dn مشابه صورت به مͬ�دهیم. نشان D2 نماد با را D کارگیری به بار دو حاصل .D( f ) = f ′ است: توابع مجموعه بتوی

است: تعریف قابل

D( f ) = f , D2( f ) = f ′′, D3( f ) = f ′′′, . . . .

این در باشند، مفروض توابعͬ an(x) و . . . ،a1(x) ،a0(x) اگر نمود: تعریف مͬ�شود نیز تابعͬ ضرایب با خطͬ ترکیب
صورت

L = anDn+an−1Dn−1+ · · ·+a1D+a0, (١٣.٢ )

مͬ�گردد: تعریف زیر شͺل به x متغیر هر و f تابع هر ازای به و است عملͽر ͷی

(L f )(x) = an(x) f (n)+an−1(x) f (n−1)(x)+ · · ·+a1(x) f ′(x)+a0(x) f (x).

آنͽاه باشد، تابع ͷی y = f (x) اگر است. عمͽر ͷی L = xD2−D+1 مثال .٣.۵.٢

L( f ) = x f ′′− f ′+ f .

آنͽاه: ،y = sin x اگر مثلا

L(y) = x(−sin x)− cos x+ sin x.

صورت: این در باشد، دلخواه تابعͬ f اگر زیرا ML , LM آنͽاه ،M = D− x و L = xD−1 اگر مثال .۴.۵.٢

(ML)( f ) = M(L( f )) = M(x f ′− f )
= (x f ′− f )′− x(x f ′− f ) = x f ′′− x2 f ′+ x f ,

(LM)( f ) = L(M( f )) = L( f ′− x f )
= x( f ′− x f ′)′− ( f ′− x f ) = x f ′′− (1+ x2) f ′,

متفاوتند. هم با که

نیز ML و LM ،aL+bM صورت این در دلخواه، توابع b و a و باشند خطͬ عملͽر M و L اگر قضیه .۵.۵.٢
.ML = LM آنͽاه باشند، ثابت ضرایب با M و L اگر بعلاوه، هستند. خطͬ عملͽر

ضرایب با خطͬ عملͽر دو که است پذیر تجزیه L ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر مͬ�گوییم صورتͬ در تعریف .۶.۵.٢
چنین اگر نباشند. ثابت عدد صورت به ͷی هیچ N و M بعلاوه، و L = MN که گردند یافت چنان N و M ثابت

است. ثابتاول ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L مͬ�گوییم کرد، نظیر نتوان L به عملͽرهایͬ

است: ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L کنید فرض قضیه .٧.۵.٢

L = anDn+an−1Dn−1+ · · ·+a1D+a0.

که است آن L بودن اول برای کافͬ و لازم شرط صورت، این در

و a1 , 0 با L = a1D+a0 و n = 1 یا الف)

.△ = a2
1−4a0a2 < 0 و a2 , 0 با L = a2D2+a1D+0 و n = 2 اینͺه یا ب)

است. تجزیه قابل اول عملͽرهای از ضربͬ حاصل شͺل به یͺتا صورت به یا و است اول یا ثابت ضرایب با عملͽر هر
است. تجزیه در عوامل ترتیب نیز و است عملͽر در ثابت ضریب حد در یͺتایͬ این
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢

D2+5D+6 ،D2 عملͽرهای اولند، D2−2D+2 و D2+D+1 ،D2+1 ،D+1 ،D عملͽرهای مثال .٨.۵.٢
زیرا: نیستند، اول D4−1 و D3+1 و

D2 = D.D,
D2+5D+6 = (D+2)(D+3),

D3+1 = (D+1)(D2−D+1),
D3−1 = (D2−1)(D2+1) = (D−1)(D+1)(D2+1).

نوشت: مͬ�توان صورت این در .L = D2−1 کنید فرض مثال .٩.۵.٢

L = (D−1)(D+1) = (D+1)(D−1) = 2
(
1
2

D+
1
2

D−1
)
.

عامل ͷی تقسیم و ضرب با سومͬ و است اولͬ شده داده ترتیب تغییر دومͬ زیرا، مͬ�دانیم. ͬͺی را تجزیه�ها این همه اما
مͬ�دهد. توضیح را ٢-۵-۶ قضیه در مͬ�شود ادعا تجزیه یͺتایͬ مثال این است. شود حاصل عددی

نوشت: مͬ�توان زیرا، نیست. اول L = D4+1 عملͽر مثال .١٠.۵.٢

L = (D2+1)−3D2 =
(
D2+

√
2D+1

) (
D2−

√
2D+1

)
.

آن نباشد، اول که صورتͬ در خیر. یا است اول شده داده عملͽر آیا که کنید مشخص مورد هر در تمرینات .١١.۵.٢
کنید. تجزیه اول عوامل از حاصلضربͬ به را

1) L = D2, 2) L = D2+D,
3) L = D2+4, 4) L = D2−2D−3,
5) L = D3+4D2+13D, 6) L = D5+9D3,

کنید. تجزیه را آن سپس و تعیین را شده داده خطͬ معادله به نظیر دیفرانسیلͬ عملͽر مورد هر در

7) y′′′−2y′′ = 0, 8) y′′′−3y′′−2y′ = 0,
9) 2y′′−3y′−5y = 0, 10) y′′′+2y′′− y′−2y = 0,
11) y′′′−8y = 0, 12) y(4)+ y = 0.

کنید: فرض تعریف .١٢.۵.٢

E : any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y2+a0y = f ,

جمله�ای چند باشد. ام n مرتبه ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی

p(λ) := anλ
n+an−1λ

n−1+ · · ·+a1λ+a0, (١۴.٢ )

مͬ�نامند: E مشخصه معادله و داده نشان CE نماد با را p(λ) = 0 معادله مͬ�نامند. E مشخصه جمله�ای چند را

CE : anλ
n+an−1λ

n−1+ · · ·+a1λ+a0 = 0. (١۵.٢ )

است! شده استفاده λm از Dm جای به که است E به نظیر خطͬ عملͽر همان p(λ) واقع در

کنیم: فرض ثابت) ضرایب با همͽن معادلات اساسͬ (قضیه قضیه .١٣.۵.٢

E : any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y = 0,

حل را CE معادله کنید فرض است. E به نظیر مشخصه معادله CE و است ثابت ضرایب با و همͽن خطͬ معادله ͷی
رسیده�ایم: زیر شرح به جوابهای به و کرده
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ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

.mk تͺرار با λ = λk و · · · ،m2 تͺرار با λ = λ2 ،m1 تͺرار با λ = λ1 (١

.pℓ تͺرار با λ = αℓ ± iβℓ و · · · و ،p2 تͺرار با λ = αi± iβ2 ،p1 تͺرار با λ = αi± iβ1 (٢
از خانواده�ای صورت، این در .m1+ · · ·+mk+2(p1+ · · ·+ pl) = n بایستͬ جبر اساسͬ قضیه به بنا که است روشن

مͬ�کنیم: معرفͬ زیر شرح به توابع

eλ1x, xeλ1x, x2eλ1x, · · · , xm−1eλ1x,

eλ2x, xeλ2x, x2eλ2x, · · · , xm−1eλ2x,

...

eλk x, xeλk x, x2eλk x, · · · , xmk−1eλk x,

eα1x cos(β1x), xeα1x cos(β1x), · · · , xp1eα1x cos(β1x),
eα1x sin(β1x), xeα1x sin(β1x), · · · , xp1eα1x sin(β1x),

eα2x cos(β2x), xeα2x cos(β2x), · · · , xp1eα2x cos(β2x),
eα2x sin(β2x), xeα2x sin(β2x), · · · , xp1eα2x sin(β2x), (١۶.٢ )

...

eαℓx cos(βℓx), xeαℓx cos(βℓx), · · · , xpℓeαℓx cos(βℓx),
eαℓx sin(βℓx), xeαℓx sin(βℓx), · · · , xpℓeαℓx sin(βℓx).

است. بیان قابل آنها از خطͬ ترکیب صورت به E از جواب هر و خطͬ�اند مستقل بالا در مشروح توابع صورت این در

کنید. حل را E : y′′′−2y′′−3y′ = 0 معادله مثال .١۴.۵.٢
نتیجه: در که CE : λ3−2λ2−3λ = 0 مساله این در حل:

p(λ) = λ(λ2−2λ−3) = 0 ⇒ λ(λ+1)(λ−3) = 0.

m1 = هستند: ͷی تͺرار با سه هر که است λ3 = 3 و λ2 = −1 ،λ1 = 0 متمایز حقیقͬ ریشه�های دارای p(λ) پس
توابع ،١٣.۵.٢ به بنا پس .m2 = m3 = 1

e0x = 1, e(−1)x = e−x, e3x,

از عبارتست E عمومͬ جواب علاوه به و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = A+Be−x+Ce3x,

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که
کنید. حل را E : y′′′+2y′′+ y′ = 0 معادله مثال .١۵.۵.٢
که مͬ�شود ملاحظه .CE : λ3+2λ2+λ = 0 مساله این در حل:

p(λ) = λ(λ2+2λ+1) = 0⇒ λ = (λ+1)2 = 0.

توابع ١٣.۵.٢ مطابق بنابراین هستند. CE ریشه�های m2 = 2 تͺرار با λ2 = −1 و m1 = 1 تͺرار با λ1 = 0 پس

e0x = 1, e−1x = e−x, xe−1x = xe−x,

از عبارتست آن عمومͬ جواب و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = A+Be−x+Cxe−x,

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢

کنید. حل را E : y′′′+4y′′+13y′ = 0 معادله مثال .١۶.۵.٢
مͬ�شود: ملاحظه CE حل برای .CE : λ3+4λ2+13λ = 0 مساله این در حل:

λ(λ2+4λ+13) = 0, ⇒ λ = 0 یا λ = −2± i,

توابع ١٣.۵.٢ به بنا پس هستند. ͷی تͺرار با دو هر که

e0x = 1, e−2x cos3x, xe−2x sin3x,

از عبارتست E عمومͬ جواب بعلاوه و هستند E جواب و خطͬ�اند مستقل

S : y = A+Be−2x cos3x+Ce−2x sin3x,

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که

کنید. حل را E : y(5)−2y(4)+3y′′′4y′′+ y′−2y = 0 معادله مثال .١٧.۵.٢
از عبارتست دیفرانسیل معادله این مشخصه معادله حل:

CE : λ5−2λ4+2λ3−4λ2+λ−2 = 0,

ریشه دو λ = 0± i و ͷی تͺرار با ریشه ͷی λ = 2 پس، نوشت. مͬ�توان (λ− 2)(λ2 + 1)2 = 0 صورت به را آن که
توابع ١٣.۵.٢ مطابق بنابراین، هستند. دو تͺرار با مزدوج مختلط

e2x, e0x cos1x = cos x, e0x sin1x = sin x,
xe0x cos1x = xcos x, xe0x sin1x = xsin x,

از عبارتست آن عمومͬ جواب و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = A+Bcos x+C cos x+Dxcos x+Exsin x,

دلخواهند. ثابت اعداد E و D ،C ،B ،A که

کنید. حل را E : y(4)+4y′′′+8y′′+8y′+4y = 0 معادله مثال .١٨.۵.٢
از عبارتست معادله این مشخصه معادله حل:

CE : λ4+4λ3+8λ2+8λ+4 = 0,
: (λ2+2λ+2)2 = 0.

توابع ١٣.۵.٢ به بنا پس هستند. دو تͺرار با λ = −1± i آن ریشه�های که

e−x cos x, e−x sin x, xe−x cos x, xe−x sin x,

از عبارتست آن عمومͬ جواب و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = Ae−x cos x+Be−x sin x+Cxe−x cos x+Dxe−x sin x,

دلخواهند. ثابت اعداد D و C ،B ،A که

کنید: حل را شده داده همͽن خطͬ معادله مورد هر در تمرینات .١٩.۵.٢

1) y′′ = y, 2) y′′′−3y′′+3y′− y = 0,
3) 3y′′−2y′−8y = 0, 4) y′′+2y′+ y = 0,
5) y(10) = 0, 6) y′′′+6y′′+11y′+6y = 0,
7) y′′′−8y = 0, 8) y(6)+2y(5)+ y(4) = 0,
9) y(4)+4y′′′+15y′′+12y′ = 0, 10) y(4)+2y′′′+4y′′−2y′−5y = 0,
11) y(5)+4y(4)+5y′′′−6y′−4y = 0, 12) y(8)+4y(6)+6y(4)+4y′′+ y = 0.
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است مفروض جوابش مجموعه که همͽنͬ خطͬ معادله یافتن .۶.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

مفروضاست جوابش مجموعه که همͽنͬ خطͬ معادله یافتن ۶.٢ بخش

خطͬ معادله خطͬ، مستقل تابع چند داشتن با مͬ�توان یعنͬ کرد. استفاده مͬ�توان برعͺس روند برای ١٣.۵.٢ قضیه از
است. مشهود زیر مثالهای در کار این اصول باشند. آن مفروضجواب توابع که ساخت را همͽن

باشند. آن جواب y3 = e−x و y2 = ex ،y1 = 1 که بیابید معادله�ای مثال .١.۶.٢
باید E نظر مورد پسمعادله y1 = e0x نوشت مͬ�توان علاوه به هستند. خطͬ مستقل شده داده توابع که است روشن حل:
m1 =m2 =m3 = 1 تͺرار با ͷی هر که λ3 = −1 و λ2 = 1 ،λ1 = 0 حقیقͬ ریشه سه با باشد مشخصه�ای معادله دارای

بنابراین هستند.

CE : (λ−0)(λ+1)(λ−1) = 0 : λ3−λ = 0.

از عبارتست معادله خود و L = D3−D از عبارتست E به نظیر L عملͽر بنابراین

E : Ly = 0 : y′′′− y′ = 0.

باشند. آن جواب y3 = ex و y2 = x2 ،y1 = 1 که بیابید معادله�ای مثال .٢.۶.٢
نوشت: مͬ�توان علاوه به (تمرین). خطͬ�اند مستقل توابع این حل:

y1 = e0x, y2 = x2e0x.

λ2 = 0 ریشه و (y3 به (نظیر ͷی تͺرار با λ1 = 1 ریشه دارای هستیم. آن دنبال به که E معادله CE مشخصه معادله پس
بنابراین: مͬ�باشد. (y2 و y1 به (نظیر سه تͺرار با

CE : (λ−0)3(λ−1) = 0 : λ4−λ3 = 0.

است: چنین E معادله خود و L = D4−D3 از عبارتست E به نظیر عملͽر پس

Ly = 0 : y(4)− y′′′ = 0.

باشند. آن جواب y2 = cos2x و y1 = sin2x که بیابید معادله�ای مثال .٣.۶.٢
مختلط ریشه�های دارای مͬ�بایستͬ E نظر مورد معادله CE مشخصه معادله (چرا؟). خطͬ�اند مستقل توابع این حل:

زیرا باشد، λ = 0±2i مزدوج

y1 = e0x sin(2x), y2 = e0x cos(2x).

بنابراین هستند، ͷی تͺرار با ریشه�ها این چون

CE : (λ− (0+2i))(λ− (0−2i)) = 0
: λ−2(0)λ+ ((0)2+ (2)2) = 0 : λ2+4 = 0

است: چنین E معادله و L = D2+4 از عبارتست E به نظیر L عملͽر پس

E : y′′+4y = 0.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل است مفروض جوابش مجموعه که همͽنͬ خطͬ معادله یافتن .۶.٢

باشند. آن جوابهای y3 = 2xcos x و y2 = −cos x ،y1 = x2 sin x که بیابید معادله�ای مثال .۴.۶.٢
نوشت: مͬ�توان علاوه به و هستند خطͬ مستقل توابع این حل:

y1 = x2e0x sin(10x), y2 = (−1)e0x cos(10x), y3 = (3)x1e0x cos(1, x).

از عبارتست CE بنابراین است. سه تͺرار با 0± i مختلط جوابهای دارای E نظر مورد معادله CE مشخصه معادله پس

CE : {(λ− (0+ i))(λ− (0− i))}3 = 0,
: {λ2+1}3 = 0,
: λ6+3λ4+3λ2+1 = 0.

است: چنین نیز E معادله و L = D6+3D4+4D2+1 از عبارتست E به بیه L عملͽر پس

E : y6+3y(4)+3y(2)+ y = 0.

باشند: آن جواب زیر توابع که بیاید معادله�ای مثال .۵.۶.٢

y1 = 1, y2 = x2, y3 = xsin2x, y4 = 2ex− xe−x+ sin2x.

و e−x توابع آنͽاه باشد، معادله�ای جواب y4 = x2e−x اگر بعلاوه، کرد. تولید مͬ�توان y1 با را y4 در 2ex جمله حل:
y4 نیست لازم بحث در پس، است. منتفͬ y2 حضور با مͬ�توان نیز را y4 در دوم جمله لذا و هستند آن جواب نیز xe−x

تͺرار با λ3 = 0±2i نظیر y3 و ٣ تͺرار با λ2 = −1 نظیر y2 ،ͷی تͺرار با λ1 = 1 به نظیر y1 طرفͬ از شود. گنجانده
از عبارتست E نظر مورد معادله CE مشخصه معادله پس است. دو

CE : (λ−11(λ+1)3(λ2+4)2 = 0.

از عبارتست E به نظیر L عملͽر لذا و

L = (D−1)(D+1)3(D2+4)2,

= (D2−1)(D2+2D+1)(D4+8D2+14).

مͬ�باشد. Ly = 0 صورت به E معادله

مرتبه و باشند آن جواب شده داده توابع که بیابید ثابت ضرایب با و خطͬ معادله�ای مورد هر در تمرینات .۶.۶.٢
باشد. ممͺن مقدار حداقل معادله

1) e−x, ex, 2) ex, xex, x2ex,

3) 1, ex, 4) ex, xex, e2x,

5) e−2x, xe−2x, 6) 1, x3, ex,

7) e2x, e2x sin x, cos4x, 8) 1, sin x, cos x,
9) 10, xex, −x2ex, 10) 1+ x, x2, e−x.

شده داده شرح به آن رتبه�های که بیابید طوری را ٢ حداقل درجه با و ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله مورد هر در
باشند:

.ͷی تͺرار با λ2 = −1 و دو تͺرار با λ1 = 0 (١١

.ͷی تͺرار با λ2 = 1± i و سه تͺرار با λ1 = 1 (١٢
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خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش .٧.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

دو. تͺرار با λ1 = 2± i (١٣

.ͷی تͺرار با λ2 = 2 و سه تͺرار با λ1 = 0±2i (١۴

دو. تͺرار با λ2 = 1±2i و دو تͺرار با λ1 = ±i (١۵

این و است مرتبه حداقل از که همͽنͬ معادله آنͽاه باشند، خطͬ مستقل توابع yn, · · · ,y2,y1 اگر که دهید نشان (١۶
دیͽر بیان به .W(y,y1,y2, · · · ,yn) = 0 از عبارتست هستند، آن جواب ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣توابع

y y1 · · · yn
y′ y′1 · · · y′n
...

...
...

y(n) y(n)
1 · · · y(n)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

از عبارتست مͬ�کنند صدق آن در xneax sinbx و xnex cosbx که همͽنͬ معادله مشخصه معادله دهید نشان (١٧
.
(
λ2−2λ+a2+b2

)n+1
= 0

خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش ٧.٢ بخش

شͺل: به آنها ثانͬ طرف که ثابتͬ ضرایب با خطͬ معادلات برای آن طͬ که مͬ�گردد مطرح روشͬ قسمت این در

axnebx coscx, axnebx sincx,

مͬ�کنیم. تعیین خصوصͬ جواب است، آنها مجموع با و

.M f = 0 که باشد عملͽری M و باشد ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی E : Ly = f فرضکنید روشحل .١.٧.٢
بنابراین، است. Ep : LMy = 0 همͽن معادله از جواب ͷی E خصوصͬ جواب yp یعنͬ LMyp = 0 صورت این در
yp برای کاندیدی عنوان به را مانده جملات پس مͬ�کنیم. کم آن از را Eh عمومͬ جواب و یافته را Ep عمومͬ جواب

مͬ�دهیم. قرار E معادله در را آن yp در مجهول ضرایب یافتن منظور به اکنون مͬ�کنیم. انتخاب

کنید. حل را E : y′′+ y = x+1 معادله مثال .٢.٧.٢
E مشخصه معادله است. L =D2+1 آن به نظیر عملͽر که Eh : y′′+y = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
.yn = Asin x+Bcos x از عبارتست Eh عمومͬ پسجواب است، 0±1i ریشه�های دارای که λ2+1 = 0 از عبارتست
جواب ͷی yp اگر بنابراین، است. M = D2 آن به نظیر عملͽر که است E ′ : y′′ = 0 معادله جواب f = x+ 1 از
آن مشخصه معادله آید. بدست باید .Ep : MLy = 0 معادله عمومͬ جواب اما .MLyp باید باشد، E خصوصͬ

از عبارتست

CE p : λ2(λ2+1) = 0⇒ λ1 = λ2 = 0,λ3 = i,λ4 = −i.

است: چنین yp در sin x و cos x جملات اما است. Ax+ B+C sin x+Dcos x شͺل به آن عمومͬ جواب پس
مͬ�دهیم: قرار E در را yp تابع این A و B یافتن .yp = Ax+B

(0)+ (Ax+B) = x+1.

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = x+1 بنابراین B = 1 و A = 1 پس

S : y = yp+ yh = x+1+C1 cos x+C2 sin x.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش .٧.٢

کنید. حل را E : y′′−5y′+6y = sin x معادله مثال .٣.٧.٢
CE : λ2−5λ+6= آن مشخصه معادله .L=D2−5D+0 Ehکه = Ly= 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
.yh = Ae2x+Be3x : از عبارتست همͽن عمومͬ جواب بنابراین، هستند. λ2 = 3 و λ1 = 2 آن ریشه�های که است 0
جوابخصوصͬ پس، است. M =D2+1 آن به نظیر عملͽر که است y′′+y = 0 معادله جواب f = sin x طرفͬ از
(D2−5D+6)(λ2+ از عبارتست Ep به نظیر مشخصه معادله اما مͬ�کند. صدق Ep : LMy= 0 معادله در E معادله yp

از عبارتست Ep عمومͬ جواب بنابراین، هستند. ٢ و ٣ ،−i ،i آن ریشه�های که 1) = 0

Asin x+Bcos x+Ce2x+De3x.

yp = Asin x+ از عبارتست E معادله yp خصوصͬ جواب کلͬ شͺل پس شده�اند، ظاهر yk در e2x و e2x جملات اما
مͬ�دهیم: قرار E در را yp تابع A ،B ثابتهای یافتن منظور به .Bcos x

(−Asin x−Bcos x)−5(Acos x−Bsin x)+6(Asin x+Bcos x) = sin x

⇒
{

5A+5B = 1
A+5B = 0 ⇒

{
A = −5B
−20B = 1 ⇒

{
A = 1/4
B = −1/20

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه، در است. E خصوصͬ جواب yp =
1
2 sin x− 1

20 cos x پس

S : y = yp+ yh =
1
4

sin x− 1
20

cos x+C1e2x+C2e3x.

کنید. حل را E : y′′−4y = x+ e−x معادله مثال .۴.٧.٢
است. CE : λ2 = 4 آن مشخصه معادله و L = D2 −4 که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:

.yh = Ae−2x+Be2x از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس،
y= f + f2 = x+e−x پس مͬ�کند. صدق D2y= 0 معادله در f1 = x و (D+1)y= 0 معادله در f1 = e−x طرفͬ از
معادله yp خصوصͬ بنابراین است. M = D2(D+1) آن به نظیر عملͽر که مͬ�کند صدق D2(D+1)y = 0 معادله در
CE p : λ2(λ+ 1)(λ+ 2)(λ− 2) = 0 آن مشخصه معادله اما، مͬ�کند. صدق Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E

از عبارتست آن عمومͬ جواب پس است.

A+Bx+Ce−x+De2x+Ee−2x,

است: چنین yp کلͬ شͺل پس شده�اند. ظاهر yh در e−2x,e2x جملات که

(0+0+Ce−x)−4(A+Bx+Ce−x) = x+ e−x
−4A = 0
−4B = 1
−3C = 1

⇒


A = 0
B = −1/4
C = −1/3

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = −1
4 x+−1

3e−x نتیجه در

S : y = yp+ yh = −
x
4
− e−x

3
+C1e2x+C2e3x.

کنید. حل را E : y′′′− y′′ = 12x2+6x معادله مثال .۵.٧.٢
CE : λ3−λ2 = 0 آن مشخصه معادله و L = D3−D2 که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
λ2 = 0 و ٢ تͺرار با λ1 = 0 آن ریشه�های زیرا yh = A+Bx+Cex از عبارتست همͽن معادله عمومͬ پسجواب است.

است. ͷی تͺرار با
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جواب پس مͬ�باشد. M = D3 آن به نظیر عملͽر که است D3y = 0 معادله جواب ͷی f = 12x2+6x طرفͬ از
از عبارتست Ep معادله این مشخصه معادله است. Ep : LMy = 0 همͽن معادله جواب ͷی E معادله yp خصوصͬ

CE p : (λ3−λ2)(λ3) = 0 : λ5(λ−1) = 0,

آن عمومͬ جواب پس است. ͷی تͺرار با λ2 = 1 و ۵ تͺرار با λ1 = 0 آن ریشه�های که
A+Bx+Cx2+Dx3+Ex4+Fex

است: چنین E معادله yp خصوصͬ جواب کلͬ صورت پس شده�اند، ظاهر yh در Fex و Bx ،A جملات اما است.

yp =Cx2+Dx3+Ex4.

مͬ�دهیم: قرار E در را آن yp ضرایب یافتن منظور به

(0+6D+34Ex)− (2C+6Dx+12Ex2) = 12x2+6x.

نتیجه: در
−12E = 12,

16D+24E = 6,
−2C+6D = 0,

⇒


E = −1,

D = 4E−1 = −5,
C = 3D = −15.

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = −15−5x− x2 بنابراین

S : y = yp+ yh = −x2−5x−15+C1+C2x+C3ex.

کنید. حل را E : y′′+ y′ = 4x2ex معادله مثال .۶.٧.٢
CEاست. : λ2+λ = 0 آن مشخصه معادله و L = D2+D که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:

هستند. λ2 = −1 و λ1 = 0 از عبارت CE ریشه�های زیرا است، yh = A+Be−x همͽن معادله عمومͬ جواب پس
که است My = 0 معادله جواب پس است، نظیر m = 2+ 1 تͺرار با λ = 1 ریشه ͷی به f = 4x2ex طرفͬ از
معادله که است Ep : LMy = 0 همͽن معادله جواب ͷی E معادله yp خصوصͬ جواب بنابراین، .M = (D− 1)3

آن: مشخصه

CE p : (λ2+λ)(λ−1)3 = 0 : λ(λ−1)3(λ+1) = 0,

از عبارتست Ep عمومͬ جواب پس است.

A+Bex+Cxex+Dx2ex+Ee−x,

است: چنین E معادله yp خصوصͬ جواب کلͬ شͺل بنابراین، شده�اند. ظاهر Ee−x و A جملات که

yp = Bex+Cxex+Dx2ex.

مͬ�دهیم: قرار E در را آن ،yp ضرایب یافتن منظور }به
Bex+C(2+ x)ex+D(ex+4x+2)ex

}
+

+
{
Bex+C(x+1)ex+D(x2+2x)ex

}
= 4x2ex,

⇒


2B+3C+2D = 0,
2C+6D = 0,
2D = 4,

⇒


B = −D− 3

2C = 7,
C = −3D = −6,
D = 2.

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و yp = (2x2−6x+7)ex بنابراین

S : y = yp+ yh = (2x2−6x+7)ex+C1+C2e−x.
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کنید. حل را E : y′′+10y′+25y = 4e−5x معادله مثال .٧.٧.٢
CE : آن مشخصه معادله و L = D2 + 10D+ 25 که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
ریشه CE زیرا yh = Ae−5x +Bxe−5x از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. λ2+10λ+25 = 0

دارد. ٢ تͺرار با λ = −5
خصوصͬ جواب پس مͬ�باشد. M = D+5 آن عملͽر که است (D+5)y = 0 معادله جواب f = 4e−4x طرفͬ، از

Ep معادله مشخصه معادله اما مͬ�کند. صدق Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E معادله yp

CE p : (λ+5)(λ2+10λ+25) = 0,

از عبارتست Ep عمومͬ جواب پس است. ٣ تͺرار با λ = −5 ریشه دارای که (λ+5)3 = 0 یا است؛

Ae−5x+Bxe−5x+Cx2e−5x,

از عبارتست yp خصوصͬ جواب کلͬ صورت بنابراین حاضرند، yh در Bxe−5x ،Ae−5x جملات که

yp =Cx2e−5x.

مͬ�دهیم: قرار E در را yp مقدار ،C یافتن منظور به

{(25x2−20x+2)e−5x+10(2x−5x2)e−5x+25x2e−5x}C = 4e−5x.

است: چنین E عمومͬ جواب پس .yp = 2x2e−5x و C = 2 یا 2C = 4 پس

S : y = yp+ yh =C1e−5x+C2xe−5x+2x2e−5x.

حاضر axnebx sincx یا و axhebx coscx شͺل به جملاتͬ ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی ثانͬ طرف در اگر
مͬ�کنیم: استفاده زیر قضیه از مشͺل این حل برای است، دشواری کار yp مجهول ضرایب یافتن باشد،

آن از جوابͬ y = u(x)+ iv(x) و باشد حقیقͬ ضرایب با خطͬ معادله ͷی Ly = f1(x)+ i f2(x) اگر قضیه .٨.٧.٢
است. LY = f2(x) معادله جواب ͷی v(x) و Ly = f1(x) معادله جواب ͷی u(x) آنͽاه باشد،

کنید. حل را E : y′′+ y = xcos x معادله مثال .٩.٧.٢
CE : λ2+1 = 0 آن مشخصه معادله و L = D2+1 که است Eh : Ly = 0 از عبارت E به نظیر همͽن معادله حل:

.yh = Asin x+Bcos x از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب بنابراین، است.
است. (D2+1)2y = 0 معادله از جوابͬ لذا و است متناظر 1+1 = 2 تͺرار با 0±1i ریشه به f = xcos x طرفͬ از
معادله است. Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E خصوصͬ جواب yp لذا و است M = (D2+1)2 معادله این عملͽر

از عبارت Ep مشخصه

CE p : (λ2+1)2(λ2+1) = 0 : (λ2+1)3 = 0,

از عبارتست Ep عمومͬ جواب بنابراین دارد. سه تͺرار با 0±1i ریشه�های که است

Asin x+Bcos x+Cxsin x+Dxcos x+Ex2 sin x+Fx2 cos x,

است: چنین yp خصوصͬ جواب کلͬ شͺل پس حاضرند، yh در Asin x و Bcos x جملات که

yp =Cxsin x+Dxcos x+Ex2 sin x+Fx2 cos x.
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که: مͬ�دهیم قرار را yi و y2 توابع دهیم، قرار E در را yp اینͺه جای به yr = Dxcos x+Fx2 cos x = (Dx+Fx2)cos x,

yi =Cxsin x+Ex2 cos x = (Cx+Ex2) sin x.

جوابخصوصͬ یافتن جای به بنابراین .yi = Im
{(

Cx+Ex2
)
exi

}
و yr =Re

{(
Dx+Fx2

)
exi

}
که مͬ�شود ملاحظه

و است zp = (ax+bx2)exi شͺل به که مͬ�یابیم را z′′ + z = xeix مختلط معادله zp خصوصͬ جواب ،E معادله yp
مͬ�دهیم: قرار معادله این در را zp پس مختلط�اند. اعداد a,b

{−bx2+ (4b−a)x+ (2b+2ai)}exi+ {bx2+ax}exi = xexi.

داریم: }بنابراین
4b = 1
2b+2ai = 0 ⇒

{
b = 1

4
a = ib = i

4

از عبارتست z′′+ z = xeix معادله خصوصͬ جواب zp پس

zp = (
1
4

x+
i
4

x2)exi

=
x
4

(1+ xi)(cos x+ isin x)

=
x
4

((cos x− xsin x)+ (sin x+ xcos x)i)

=
1
4

(xcos x− x2 sin x)+
1
4

(xsin x+ x2 cos x)i.

قسمت E خصوصͬ جواب yp پس است، xexi حقیقͬ قسمت E معادله ثانͬ طرف اینͺه و ٨.٧.٢ به توجه با اکنون
است: z′′+ z = xexi معادله zp خصوصͬ جواب حقیقͬ

yp = Re(zp) =
1
4

xcos x− 1
4

x2 sin x.

از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

S : y = yp+ yh =
1
4

xcos x− 1
4

x2 sin x+C1 cos x+C2 sin x.

کنید. حل را E : y′′−6y′+9y = 25ex sin x معادله مثال .١٠.٧.٢
CE : λ2−6λ+9= مشخصه معادله و L=D2−6D+9 استکه Eh : Ly= 0 عبارتاز E به نظیر همͽن معادله حل:

از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس دارد. ٢ تͺرار با λ = 3 ریشه که است 0

yh = Ae3x+Bxe3x.

یا My = 0 معادله جواب لذا و است متناظر ͷی تͺرار با 1±1i مختلط ریشه�های به f = 25ex sin x تابع طرفͬ از

M = D2−2(1)D+ ((1)2+ (1)2) = D2−2D+2,

مشخصه: معادله دارای که مͬ�کند صدق Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E معادله yp جوابخصوصͬ پس مͬ�باشد.

CE p : (λ−3)2(λ2−2λ+2) = 0,
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است: چنین Ep معادله عمومͬ جواب است.

Ae−3x+Bxe3x+Cex sin x+Dex cos x,

است: چنین E معادله yp خصوصͬ کلͬ شͺل پس دارند. حضور yh در Bxe3x و Ae3x جملات که

yp =Cex sin x+Dex cos x.

ex cos x = اینͺه به توجه با اما .yi = Eex sin x و yr = Dex cos x که مͬ�کنیم استفاده yr + iyi از yp جای به ما
است: کافͬ E در yr و yi دادن قرار جای به ،ex sin x = Im

(
exexi

)
و Re

(
exexi

)
zp = aexexi است) مختلط (aعدد

نتیجه: در مͬ�دهیم، قرار z′′−6z′+9z = 25exexi دیفرانسیل معادله در را

a(1+ i)2e(1+i)x−6a(1+ i)e(1+i)x+9ae(1+i)x = 25e(1+i)x.

داریم: دیͽر بیان به یا

a(2i)−6a(1+ i)+9a = 25.

و a = 3+4i بنابراین

zp = ae(1+i)x = (3+4i)exexi

= ex(3+4i)(cos x+ isin x)
= (3cos x−4sin x)ex+ (3sin x+4cos x)exi.

yp خصوصͬ جواب است، z′′ − 7z′ + 9z = 25exexi مختلط معادله ثانͬ طرف موهومͬ قسمت E ثانͬ طرف چون
از عبارتست E معادله

yp = lm(zp) = (3sin x+4cos x)ex,

است: چنین E عمومͬ جواب بنابراین، و

S : y = yp+ yh = (3sin x+4cos x)ex+Ae3x+Be3x.

کنید. حل را E : y′′+2y′+5y = e−x cos2x معادله مثال .١١.٧.٢
آن مشخصه ومعادله L = D2 + 2D+ 5 آن در که است Eh : Ly = 0 از عبارت E به نظیر همͽن معادله حل:
عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. ͷی تͺرار با −1±2i مختلط ریشه�های با CE : λ2+2λ+5 = 0

.yh = Ae−x sin2x+Be−x cos2x از
خصوصͬ جواب yp بنابراین، .M = L که است My = 0 همͽن معادله از جواب ͷی f = e−x cos2x طرفͬ از
که CE p : (λ2+2λ+5)2 = 0 از عبارتست Ep مشخصه معادله مͬ�کند. صدق Ep =L 2y = 0 همͽن معادله در E

عمومͬ: جواب دارای

Ae−x sin2x+Be−x cos2x+Cxe−x sin2x+Dxe−x cos2x.

چنین E معادله yp عمومͬ جواب کلͬ صورت پس حاضرند، yp در Be−x cos2x و Ae−x sin2x جملات اما است.
است:

yp =Cxe−x cos2x+Dxe−x sin2x.
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زیرا مͬ�دهیم، قرار z′′+2z′+5z = e−xe2xi دیفرانسیل معادله در را zp = axe−xe2xi تابع E در yp دادن قرار جای به
است: چنین حاصل است. e−xe2xi حقیقͬ قسمت E معادله ثانͬ طرف

a{(−2)+2i)− (3+4i)x}e−xe2xi+2a{1+ (−1+2i)x}e−xe2xi+5axe−xe2xi = e−xe2xi.

لذا و a = − i
4 یا 4ai = 1 داریم بنابراین،

zp = axe−xe2xi

= − i
4

xe−x(cos2x+ isin2x)

=
x
4

e−x(sin2x− icos2x).

٨.٧.٢ به بنا بنابراین است، z′′+2z′+5z = e−xe2xi دیفرانسیل معادله ثانͬ طرف حقیقͬ قسمت E ثانͬ طرف چون
داریم:

yp = Re(zp) =
x
4

e−x sin2x,

از عبارتست E عمومͬ جواب و

S : y = yp+ yh =
x
4

e−x sin2x+C1e−x cos2x+C2e−x sin2x.

ریشه�های و f ثانͬ طرف با E ثابت ضرایب با خطͬ معادله خصوصͬ جواب شͺل مورد هر در تمرینات .١٢.٧.٢
بیابید: را شده داده λi

1) λ1 = 1, λ2 = 2, f = ax2+bx+ c,
2) λ1 = 0, λ2 = 1, f = ax2+bx+ c,
3) λ1 = λ2 = 0, f = ax2+bx+ c,
4) λ1 = 1, λ2 = 2, f = e−x(ax+b),
5) λ1 = −1, λ2 = 1, f = e−x(ax+b),
6) λ1 = λ2 = −1, f = e−x(ax+b),
7) λ1 = 0, λ2 = 1, f = asin x+bcos x,
8) λ1 = i, λ2 = −i, f = asin x+bcos x,
9) λ1 = −1− i, λ2 = −1+ i, f = e−x(acos x+bsin x),
10) λ1 = λ2 = λ3 = 0, f = ax+ e−x,
11) λ1 = λ2 = i, λ3 = λ2 = −i, f = sin x,
12) λ1 = λ2 = 1+ i, λ3 = λ2 = 1− i, λ5 = 0, f = ex cos x,

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر

13) y′′+3y′ = 3, 14) y′′+7y′ = e−2x,

15) y′′+3y′ = ex, 16) y′′−10y′+25y = e5x,
17) y′′+16y = sin(4x+α), 18) y′′+25y = cos5x,
19) y(4)− y = 1, 20) y′′+ ky = x,
21) y(4)− y′ = 2, 22) y′′′+ y′′ = 1,
23) y(5)− y′′′ = 4, 24) y′′+2y′+2y = 1+ x,
25) y′′+2y′+ y = −2, 26) 7y′′− y′ = 14x,
27) y′′+9y′+2 = 0, 28) y′′+3y′ = 3xe−3x,
29) 5y′′′−7y′′−3 = 0, 30) y′′+8y′ = 8x,
31) y′′+a2y = 2cosmx+3sinmx, m , a, 32) y′′′− y′′+ y′− y = x2+ x,
33) y(4)− y′′′+2y′′−2y′+ y = ex, 34) y′′′−3y′′+3y′− y = ex cos2x,
35) y′′−4y′+5y = e2x(sin x+2cos x), 36) y(6)+3y(4)+3y′′+ y = sin x.
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تقسیم مͬ�توان ساده�تر مساله چند یا دو به را مسائل گونه این است، جمله چند یا دو جمع ثانͬ طرف مسائل برخͬ در
نمود.

هستند خطͬ دیفرانسیل معادلات k, · · · ,2, i = 1 که Ei : Ly = fi کنید فرض برهمنهͬ) (قضیه قضیه .١٣.٧.٢
زیر معادله خصوصͬ جواب ͷی yp = yp,1+ yp,2+ · · ·+ yp,k تابع صورت این در است، Ei خصوصͬ جواب yp,i و

است:

E : Ly = f1+ f2+ · · ·+ fk.

کنید. حل را E : y′′−6y′+9y = 4ex−16e3x معادله مثال .١۴.٧.٢
ریشه دارای آن مشخصه معادله زیرا yh = Ae3x + Bxe3x از عبارتست E به نظیر همͽن معادله عمومͬ جواب حل:

معادله: برای yp,1 خصوصͬ جواب ͷی ،E خصوصͬ جواب یافتن برای است. ٣ تͺراری

E : y′′−6y′+9y = 4ex,

معادله: برای yp,2 خصوصͬ جواب ͷی و

E2 : y′′−6y′+9y = −16e2x,

شد: خواهد نتیجه کنیم، عمل ٩.٧.٢ مثال در همانند چنانچه مͬ�یابیم.

yp,1 = ex yp,2 = −8x2e3x.

است: چنین E خصوصͬ جواب ͷی بنابراین

yp = yp,1+ yp,2 = ex−8x2e3x,

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و

S : y = Ae3x+Bxe3x+ ex−8x2e3x.

کنید. حل را E : y′′′−2y′′+2y′ = 4cos xcos3x+6sin2 x معادله مثال .١۵.٧.٢
معادله عمومͬ جواب لذا هستند. −i, i,0 آن ریشه�های که است λ3−2λ2+2λ = 0 از عبارت E مشخصه معادله حل:

از عبارتست E به نظیر همͽن

yh = A+Bsin x+Bcos x.

مͬ�یابیم: را زیر معادله خصوصͬ جواب ،E معادله yp خصوصͬ جواب یافتن جای به

E1 : y′′′−2y′′+2y′ = 2cos4x,
E2 : y′′′−2y′′+2y′ = −cos2x,
E3 : y′′′−2y′′+2y′ = 3.

که مͬ�گردد ملاحظه زیرا

4cos xcos3x+6sin2 x = 2cos4x− cos2x+3.
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آورد: خواهیم بدست را ساده�تر معادله سه این خصوصͬ جواب ٩.٧.٢ روش به چنانچه

yp,1 =
1

65

(
cos4x− 7

4
∈ 4x

)
,

yp,2 =
1

10

(
1
2

sin2x− cos2x
)
,

yp,3 =
3
2

x.

است: چنین E خصوصͬ جواب ͷی بنابراین

yp = yp,1+ yp,2+ yp,3,

=
1
65

cos4x− 7
260

sin4x+
1

20
sin2x− 1

10
cos2x+

3
2

x,

.E : y = yp+ yh است: چنین E عمومͬ جواب و

کنید. حل را E : y′′−3y′+2y = xe2x+ sin x معادله مثال .١۶.٧.٢
بنابراین، است. ͷی تͺرار با ٢ و ١ ریشه�های دارای که است λ2−3λ+2 = 0 از عبارت E به نظیر مشخصه معادله حل:

از عبارتست E به نظیر همͽن عمومͬ جواب

yh = Aex+Be2x.

مͬ�یابیم: ٩.٧.٢ روش به را زیر معادلات از ͷی هر خصوصͬ جواب ،E معادله yp خصوصͬ جواب یافتن جای به

E1 : y′′−3y′+2y = xe2x E2 : y′′−3y′+2y = sin x.

بود: خواهد چنین ترتیب به نتیجه،

yp,1 =
x2

2
e2x− xe2x, yp,2 =

1
10

sin x+
3

10
cos x.

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = yp,1+ yp,2 است: چنین yp خصوصͬ جواب ͷی بنابراین

S : y = yp+ yh =
x2

2
e2x− xe2x+

1
10

sin x+
3

10
cos x+Aex+Be2x.

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .١٧.٧.٢

1) y′′− y′−2y = 1+4x−2ex,

2) y′′−2y′+ y = 18x+ x2+ ex sin x,

3) y(4)+2y′′′+2y′′+2y′+ y = xex+
1
2

cos x,

4) y′′−2y′−3y = 2x+ e−x−2e3x,

5) y′′−2y′+5y = ex(1−2sin2 x)+10x+1,
6) y′′+6y′+9y = 18e−2x+8sin x+6cos x,
7) y′′′−2y′′+ y′ = 4x+3sin x− cos x+ e−x.
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش ٨.٢ بخش

است. ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی خصوصͬ جواب یافتن برای متعدد روشهای از ͬͺی معͺوس، عملͽرهای روش
باشد. آنها از مجموعͬ یا و axnebx sincx یا axnebx coscx شͺل به معادله ثانͬ طرف باید نیز روش این در

مͬ�نویسیم صورت این در .L(q(x)) = p(x) و است ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L فرضکنید تعریف .١.٨.٢

L−1(p(x)) = q(x)

هیچ آن در که است Ly = f (x) معادله خصوصͬ جواب L−1 f (x) دیͽر، بیان به مͬ�نامیم. معͺوس عملͽر را L−1 و
است. بدیهͬ L−1L = LL−1 ترکیب بعلاوه، ندارد. وجود Eh همͽن معادله جواب جملات از ͷی

آنͽاه ، f (x) = x2 و L = D2+1 اگر مثال .٢.٨.٢

L−1 f = x2−2.

از عبارتست y′′+ y = x2 یا Ly = f معادله عمومͬ جواب زیرا

S : y = x2−2+Asin x+Bcos x.

آنͽاه ، f = ex و L = D2−D−2 اگر مثال .٣.٨.٢

L−1 f = −1
2

ex.

از عبارتست y′′− y′−2y = ex یا Ly = f معادله عمومͬ جواب زیرا

S : y = Ae−x+Be2x− 1
2

ex.

قضیه .۴.٨.٢

حذف و بار n تعداد به p(x) از پͬ در پͬ گیری انتͽرال از عبارتست D−n p(x) آنͽاه باشد، تابع ͷی p(x) اگر (١
مرحله. هر در ثابت

آنͽاه ،p(x) = bxk اگر (٢

1
D−a0

(bxk) = − 1
a0

1+
D
a0
+

D2

a2
0

+ · · ·+ Dk

ak
0

 (bxk),

آنͽاه: باشد، ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L ،p(x) = beax اگر (٣

1
L(D)

(beax) =
b

L(a)
eax,

شده فرض بعلاوه کرده�ایم. استفاده a از است، بوده D جا هر که L(D) عملͽر همان یعنͬ L(a) که شود توجه
.L(a) , 0 که است

آنͽاه باشد، ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L(D) اگر (۴

1
L(D)

p(x)eax = eax 1
L(D+a)

p(x),
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این در ،M(a) , 0 که L(D) = (D−a)rM(D) که طوری باشد، ثابت ضرایب با و خطͬ عملͽری L(D) اگر (۵
صورت

1
L(D)

beax =
b

r!M(a)
xreax,

بنابراین هست، نیز L−1 باشد، خطͬ عملͽری L اگر (۶

1
L

(a f +bg) = a
1
L

f +b
1
L

g.

داریم: ۴.٨.٢ از ١ قسمت به توجه با مثال .۵.٨.٢

D−2(2x+3) =
∫ ∫

(2x+3)dxdx

=

∫ (
x2+3x

)
dx =

x3

3
+

3x2

2
.

داریم: قبل مثال مانند مثال .۶.٨.٢

D−4(24+ e−x) = D−3
∫

(24+ e−x)dx

= D−3(24x− e−x) = D−2
∫

(24x− e−x)dx

= D−2(12x2+ e−x) = D−1
∫

(12x2+ e−x)dx

= D−1(4x3− e−x) =
∫

(4x3− e−x)dx

= x4+ e−x.

داریم: ۴.٨.٢ از ٢ قسمت به بنا مثال .٧.٨.٢

1
D2−2D−3

(5x2) =
1

D+1
.

1
D−3

(5x2)

=
1

D+1

(
−1

3

{
1+

D
3
+

D2

9

}
(5x2)

)
=

1
D+1

(
−1

3

{
5x2+

10
3

x+
10
9

})
=
−5
3

(
− 1
−1

{
1+

D
−1
+

D2

(−1)2

})(
x2+

2
3

x+
2
9

)
= −5

3

((
x2+

2
3

x+
2
9

)
−

(
2x+

2
3

)
+ (2)

)
= −5

3

(
x2− 4

3
x+

14
9

)
= − 5

27
(9x2−12x+14).
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بیابید. را y′′−2y′ = 2x معادله خصوصͬ جواب ͷی مثال .٨.٨.٢
داریم: ۴.٨.٢ از ٢ قسمت به توجه با حل:

yp =
1

D2−2D
(2x) =

1
D−2

.
1
D

(2x)

=
1

D−2
(
∫

2xdx) =
1

D−2
(x2)

=
−1
2

{
1+

D
2
+

D2

4

}
(x2)

=
−1
2

{
x2+ x+

1
2

}
=

1
4
{2x2+2x+1}.

داریم: ۴.٨.٢ از ٢ قسمت به توجه با مثال .٩.٨.٢

1
D5−D3 (2x2) =

1
D3 .

1
D+1

.
1

D−1
(2x2)

= 2
1

D3 .
1

D+1
.

{
−1

1

(
1+

D
1
+

D2

1

)}
(x2)

= −2
1

D3 .
1

D+1
(x2+2x+2)

= 2
1

D3

{
− 1
−1

{
1+

D
−1
+

D2

1

}}
(x2+2x+2)

= −2
1

D3

(
(x2+2x+2)− (2x+2)+ (2)

)
= −2

1
D3 (x2+2) = −2

1
D2

∫
(x2+2)dx

= −2
1

D2

(
x3

3
+2x

)
= −2

1
D

∫ (
x3

3
+2x

)
dx = −2

1
D

(
x2

12
+ x2

)
= −2

∫ (
x4

12
+ x2

)
dx = −2

(
x5

60
+

x3

3

)
= − 1

30

∫
(x5+20x3).

داریم: ۴.٨.٢ از ٣ قسمت به توجه با مثال .١٠.٨.٢

1
D3−D2−1

(3e−2x) =
3e−2x

(−2)3− (−2)2+ (−2)−1
=
−3
13

e−2x

داریم: ۴.٨.٢ از ٣ قسمت به توجه با مثال .١١.٨.٢

1
D2−3D+2

3sin3x =
1

D2−3D+2
Im(3e3xi)

= 3Im
(

1
D2−3D+2

e3xi
)
= Im

(
e3xi

(3i)2−3(3i)+2

)
= 3Im

(
1

−1−9i
e3xi

)
= 3Im

(
9i−1

82
(cos3x+ isin3x)

)
=

3
82

Im((−cos3x−9sin3x)+ (9cos3x− sin3x)i)

=
3

82
(9cos3x− sin3x).
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داریم: ۴.٨.٢ از ٣ قسمت به توجه با مثال .١٢.٨.٢

1
D2+2D

(sin x− sin2x+5cos3x) = f +g+h,

آن در که

f =
1

D2+2D
sin x = Im

(
1

D2+2D
exi

)
= Im

(
1

i2+2i
exi

)
= Im

(
1

2i−1
exi

)
= Im

(
−1
3

(1+2i)(cos x+ isin x)
)

=
−1
3

Im((cos x−2sin x)+ (sin x+2cos x)i) =
−1
3

(sin x+2cos x),

g =
1

D2+2D
(−sin2x) = Im

(
1

D2+2D
e2xi

)
= −Im

(
e2xi

4i2+4i

)
= −1

4
Im

(
1

i−1
e2xi

)
= −1

4
Im

((
−1

2
− i

2
)
)
(cos2x+ isin2x)

)
=

1
8

Im((cos2x− sin2x)+ (cos2x+ sin2x)i) =
1
8

(cos2x+ sin2x),

h =
1

D2+2D
(5cos3x) = 5Re

(
1

D2+2D
e3xi

)
= 5Re

(
1

(3i)2+ (3i)
e3xi

)
= 5Re

(
1

3i−9
e3xi

)
=
−5
3

Re
((

3
10
+

i
10

)
(cos3x+ isin3x)

)
=
−1
6

Re((3cos3x− sin3x)+ (8sin3x+ cos3x)i)

=
−1
6

(3cos3x− sin3x).

داریم: ۴.٨.٢ از ۴ قسمت به توجه با مثال .١٣.٨.٢

1
D2+2D−3

(
x2e2x

)
= e2x 1

(D+2)2−2(D+2)−3
x2

= e2x 1
D2+2D−3

x2 = e2x 1
D+1

1
D−3

x2

= e2x 1
D+1

{
−1
3

(
1+

D
2
+

D2

9

)
x2

}
=
−1
3

e2x 1
D+1

(
2
9
+

2
3

x+ x2
)

=
−1
3

e2x
{
−1
−1
+

(
1+

D
−1
+

D2

1

)}(
2
9
+

2
3

x+ x2
)

=
−1
3

e2x
((

2
9
+

2
3

x+ x2
)
−

(
2
3
+2x

)
+ (2)

)
= −1

3
e2x

(
x2− 4

3
x+

14
9

)
=
−1
27

e2x(9x2−12x+14).
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داریم: ۴.٨.٢ از ۴ قسمت به بنا مثال .١۴.٨.٢

1
D2−D

(x2e−x sin x) = Im
(

1
D2−D

(x2e−xexi)
)

= Im
(

1
D2−D

x2e(−1+i)x
)

=

(
Ime(−1+i)x 1

(D−1+ i)2− (D−1+ i)
x2

)
= Im

(
e−xexi 1

D2+ (2i−1)D+ (1−3i)
x2

)
= Im

e−xexi 1
1−3i

1

1− 7+i
10 D+ 1+3i

10 D2
x2


(1)
= e−xIm

exi

1+
(
7+ i
10

D− 1+3i
10

D2
)
+

(
7+ i
10

D− 1+3i
10

D2
)2

+ · · ·
 x2


= e−xIm

exi

1+
(
7+ i
10

)
D−

(
1+3i

10

)
D2+

(
7+ i
10

)2

D2+ · · ·
 x2


= e−xIm

exi

x2+2
7+ i
10

x− 1+3i
10

2+
(
7+ i
10

)2

2


= e−xx2Im(exi)+ e−xxIm

(
exi

(
7+ i

5

))
+ e−xIm

(
exi 29−46i

100

)
= e−xx2 sin x+

1
5

e−xxIm((cos x+ isin x)(7+ i))

+
1

100
e−xIm((cos x+ isin x)(29−46i))

= e−xx2 sin x+
1
5

e−xx(cos x+7sin x)+
1

100
e−x(−46cos x+49sin x).

است: شده استفاده زیر فرمول از (١) در اینͺه توضیح

1
1−a

= 1+a+a2+a3+ · · ·

اگر مثلا کرد؛ استفاده مͬ�توان مسائل برخͬ حل برای کسر پذیر ͷیͺتف ͷنیͺت از مثال .١۵.٨.٢

1
D3−5D2+8D−4

=
1

(D−2)2(D−1)
.

مͬ�کنیم: فرض

1
(D−2)2(D−1)

=
A

D−2
+

B
(D−2)2 +

C
D−1

.

صورت این در
A+C = 0
−3A+B−4C = 0
2A−B+4C = 1

⇒


C = −A
B = −A
A = 1

⇒
{

A = 1
B =C = −1
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داریم: نتیجه، در

1
D3−5D2+8D−4

xe−x =

{
1

D−2
+
−1

(D−2)2 +
−1

D−1

}
xe−x

= e−x 1
(D−1)−2

x− e−x 1
((D−1)−2)2 x

−e−x 1
(D−1)−1

x = e−x
(
−1

3

{
1+

D
3

})
x

−e−x
(
−1

3

{
1+

D
3

})2

x− e−x
(
−1

2

{
1+

D
2

})
x

= −1
3

e−x
(
x+

1
3

)
− 1

9
e−x

(
x+

2
3

)
+

1
2

e−x
(
x+

1
2

)
=

1
108

e−x(6x+7).

داریم: ۴.٨.٢ از ۵ قسمت به باتوجه مثال .١۶.٨.٢

1
D3−5D2+8D−4

(3e2x) =
1

(D−2)2(D−1)
3e2x

= 3
1

2!(2−1)
x2e2x =

3
2

x2e2x.

داریم: ۴.٨.٢ از ۵ قسمت به توجه با مثال .١٧.٨.٢

1
D2+1

sin x = Im
(

1
D2+1

exi
)

= Im
(

1
D− i

1
D+ i

exi
)
= Im

(
1

D− i
exi

2i

)
= Im

(
1
2i

1
1!Imes1

x1exi
)
= xIm

(−i
2

exi
)

=
−x
2

Im(i(cos x+ isin x)) = − x
2

cos x.
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داریم: ۴.٨.٢ به توجه با مثال .١٨.٨.٢

1
D2+1

x2 cos x = Re
(

1
D2+1

x2exi
)

= Re
(

1
(D+ i)(D− i)

x2exi
)
= Re

(
exi 1

(D+2i)D
x2

)
= Re

(
exi 1

D

{
−1
−2i

(
1+

D
−2i
+

D2

(−2i)2

)}
x2

)
= Re

(
exi 1

D

{
1
2i

(
x2− x

i
− 1

2

)})
= Re

(
exi 1

2i

∫
(x2− x/i−1/2)dx

)
= Re

(
exi 1

2i

(
x3

3
− x2

2i
− x

2

))
=
−1
2

Re
(
(cos x+ isin x)

(
i
3

x3− 1
2

x2− i
2

x
))

=
−1
2

(
−1

2
x2 cos x+

(
x3

3
− x

2

)
sin x

)
=

1
4

x2 cos x− x
12

(2x2−3)sin x.

کنید. حل را E : y′′−4y′+13y = −xe−2x sin3x معادله مثال .١٩.٨.٢
ͷی تͺرار با −2±3i مزدوج مختلط ریشه�های که است λ2−4λ+13 = 0 از عبارت E به نظیر مشخصه معادله حل:

از عبارتست E به نظیر همͽن معادله عمومͬ جواب پس دارد.

yh = Ae−2x sin3x+Be−2x cos3x.

مͬ�کنیم: عمل زیر روش به E خصوصͬ جواب آوردن بدست برای

yp =
1

D2−4D+13
(−xe−2x sin3x) = −Im

(
1

D2−4D+13
xe−2xe3xi

)
= −Im

(
e−2xe3xi 1

(D−2+3i)2−4(D−2+3i)+13
x
)

= −Im
(
e−2xe3xi 1

D
.

1
D+6i

x
)

= −e−2xIm
(
e3xi 1

D
.

{
− 1
−6i

(
1+

D
−6i

)}
x
)

= −e−2xIm
(
e3xi 1

D
.
(−i

6

(
x+

i
6

)))
=

e−2x

36

(
ie3xi

∫
(6x+ i)dx

)
=

e−2x

36

(
i(cos3x+ i ∈ 3x)(5x2+ ix)

)
=

e−2x

36
(3x2 cos3x− xsin3x).

٣٧ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



اولر معادلات .٩.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

است: چنین E عمومͬ جواب بنابراین

S : y = yp+ yh =
x

36
e−2x(3xcos3x− sin3x)+ e−2x(A ∈ 3x+Bcos3x).

آورید: بدست را زیر عبارات از ͷی هر حاصل تمرینات .٢٠.٨.٢

1) (D−3)−1(x2+3x−6), 2) (D−1)−1.x2,

3) (D2−3D+2)−1.sin2x, 4) (D2−1)−1.2x,
5) (4D2−5D)−1(x2e−x), 6) (D2+1)−1.xsin x,

بیابید: معادله برای خصوصͬ جواب ͷی معͺوس، عملͽر روش ͷکم به مورد هر در

7) y′′+3y′+2y = 4, 8) y′′− y = sin x,
9) y′′− y = 2x, 10) y′′− y′ = xex,

11) y′′+3y′+2y = cos x, 12) y′′+2 y = cos x,
13) y′′+ y = 3e−2x, 14) y′′+ y′+ y = 3x2ex,

15) y′′′+3y′′+3y′+ y = e−x(2− x2), 16) y′′+4y = 4xcos2x,
17) y(4)+ y = x−1, 18) y′′+ y′−2y = 3e−2x,

19) y′−3y = x3+3x+ e3x, 20) y′′′+ y′ = cos x,
21) y(5)+2y′′′+ y′ = 2x+ sin x, 22) y′′′−3y′′+3y′− y = 2ex.

اولر معادلات ٩.٢ بخش

فرم: به معادلات تعریف .١.٩.٢

E : an(x+b)n y(n)+an−1(ax+b)n−1 y(n−1)+ · · ·+a1(x+b)y′+a0 y = f (x), (١٧.٢ )

مͬ�نامیم. اولر معادلات را ثابتند اعداد an, · · · ,a1,a0,b,a که

متغیر تغییر از (١٧.٢ ) معادلات حل برای حل روش .٢.٩.٢
x+b = et, (١٨.٢ )

بود. خواهد y و t حسب بر ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی نتیجه که مͬ�کنیم استفاده

کنید. حل را E : x2y′′+2xy′ = 6y معادله مثال .٣.٩.٢
صورت این در .x = et که مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر از (١٨.٢ ) به توجه با حل:

y′ =
dy
dx
=

dy
dt
dx
dt

=

dy
dt

et = e−t dy
dt
,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′
dt
dx
dt

=

d
dt (e

t dy
dt )

et = e−t
(
−e−t dy

dt
+ e−t d2y

dt2

)
.

نتیجه در

y′ =
1
x

dy
dt
, y′′ =

1
x2

(
d2y
dt2 −

dy
dt

)
.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل اولر معادلات .٩.٢

مͬ�نویسیم: t حسب بر را E اکنون

x2 1
x2

(
d2y
dt2 −

dy
dt

)
+2x

1
x

dy
dt
= 6y.

دیͽر بیان به

d2y
dt2 +

dy
dt
−6y = 0,

عمومͬ جواب پس است. CE : λ2+λ−6 = 0 آن مشخصه معادله است. همͽن ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی که
از عبارتست آن

y = yh = Ae−2t +Be2t.

بنابراین ،x = et فرض مطابق اما هستند. 2 و −3 اعداد CE ریشه�های زیرا

S : y = A
1
x3 +Bx2.

کنید. حل را x2y′′− xy′+2y = x ln x معادله مثال .۴.٩.٢
است: چنین E معادله جدید شͺل بنابراین ،x = et که مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر از قبل مثال مانند حل:

x2
{

1
x2

(
d2y
dt2 −

dy
dt

)}
− x

{
1
x

dy
dt

}
+2y = et lnet,

d2y
dt2
−2

dy
dt
+2y = tet.

معادله عمومͬ جواب پس است. 1± i آن ریشه�های که λ2−2λ+2 = 0 از عبارتست خطͬ معادله این مشخصه معادله
از عبارتست آن همͽن

yh = Aet cos t+Bet sin t.

است: چنین آن خصوصͬ جواب

yp =
1

D2−2D+2
tet = et 1

(D+1)2−2(D+1)+2

= et 1
D2+1

t = et
(
1−D2+D4− · · ·

)
t = tet.

از عبارتست E عمومͬ جواب x = et اینͺه به توجه با بنابراین،

S : y = yp+ yh = tet +Aet cos t+Bet sin t
= x ln x+Axcos ln x+Bxsin ln x.

کنید. حل را E : (3x−2)2y′′−3(3x−2)y′+9y = x معادله مثال .۵.٩.٢
نتیجه در ،3x−2 = et و است جدید متغیر t مͬ�کنیم فرض حل:

y′ =
dy
dx
=

dy
dt
dx
dt

=

dy
dt

1
3et
= 3e−t dy

dt
,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′
dt
dx
dt

=

d
dt (3e−t dy

dt )
1
3et

= 3e−t
(
−3e−t dy

dt
+3e−t d2y

dt2

)
.
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نوشت: مͬ�توان چنین را E پس

(et)2
(
9e−2t

{
d2y
dt2
− dy

dt

})
−3et

(
3e−t dy

dt

)
+ y =

et +2
3

d2y
dt2
−2

dy
dt
+ y =

et +2
27

,

λ1 = λ2 = 1 معادله این ریشه�های چون است. λ2−2λ+1 = 0 مشخصه معادله با ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی که
از عبارتست همͽن عمومͬ جواب پس هستند،

yh = Ae1t +Bt1e1t = (A+Bt)et.

مͬ�کنیم: زیرتعیین روش به را خصوصͬ جواب

yp =
1

D2−2D+1
et +2

27
=

1
D2−2D+1

et

27
+

1
D2−2D+1

2
27

=
1

27
1

(D−1)2 et +
2

27
1

D2−2D+1
1

=
1

27
1
2!

t2et +
2

27
(1+2D−D2+ · · · ).1

=
1

54
t2et +

2
27
.

از عبارتست E عمومͬ جواب ،t = ln(3x−2) اینͺه به توجه با بنابراین،

S : y = yp+ yh =
1

54
t2et +

1
27
+ (A+Bt)et

=
3x−2

54
ln2(3x−2)+

1
27
+ (3x−2)(A+B ln(3x−2)).

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.٩.٢

1) x′y′′′+ xy′ = y, 2) x′y′′′ = 2y′,
3) x2y′′+3xy′+ y = 0, 4) (x+1)2y′′′ = 12y′,
5) x2y′′+2xy′+6y = 0, 6) x2y′′ = 2y+ sin(ln x),
7) x2y′′+ y′ = 0, 8) x2y′′− xy′−3y = −16

x ln x,
9) x2y′′′−3xy′′+3y = 0, 10) x2y′′+ xy′ = y+ xm, |m| , 1,
11) (x+2)2y′′+3(x+2)y′−3y = 0, 12) (2x+1)2y′′−2(2x+1)y′+4y = 0,
13) (2x+1)2y′′′+2(2x+1)y′′+ y′ = 0, 14) x2y′′−2xy′+2y = x2−2x+2,
15) x2y′′+4xy′+2y = 2ln2 x+12x, 16) (x+1)3y′′+3(x+1)2y′+ (x+1)y = 6ln(x+1).

خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش ١٠.٢ بخش

حاضر روش کرده�ایم. حل را است بخصوصͬ فرم از آنها راست سمت که ثابت ضرایب با خطͬ معادلات بیشتر تاکنون
مͬ�نامند. لاگرانژ روش را روش این مͬ�دهیم. گسترش را بحث دامنه حدودی تا

دیفرانسیل معادله به نظیر همͽن معادله خطͬ مستقل جوابهای yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض قضیه .١.١٠.٢

E : p0(x)y(n)+ p1(x)y(n−1)+ ·+ pn−1(x)y′+ pny = f (x),
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شͺل به E معادله عمومͬ جواب صورت این در هستند.
y =C1(x)y1+C2(x)y2+ · · ·+Cn(x)yn, (١٩.٢ )

مͬ�آیند: بدست زیر دستͽاه از Cn و . . . ،C2 ،C1 مجهول توابع که است.

y1C′1+ y2C′2+ · · ·+ ynC′n = 0,

y′1C′1+ y′2C′2+ · · ·+ y′nC′n = 0,
...

y(n−1)
1 C′1+ y(n−1)

2 C′2+ · · ·+ y(n−1)
n C′n =

f (x)
p0(x)

.

(٢٠.٢ )

داریم: خطͬ، جبر در کرامر قضیه به توجه با و ١.١٠.٢ در مفروضات با نتیجه .٢.١٠.٢

Ck = (−1)n+k f (x)
p0(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 · · · yk−1 yk+1 · · · yn
y′1 · · · y′k−1 y′k+1 · · · yn
...

...
...

...

y(n−2)
1 · · · y(n−2)

k−1 y(n−2)
k+1 · · · y(n−2)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
÷

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

...
...

y(n−1)
1 y(n−1)

2 · · · y(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

کنید. حل را E : y′′−2tan x.y′ = 1 معادله مثال .٣.١٠.٢
است: پذیر ͷیͺتف x و y′ به نسبت که مͬ�کنیم حل را E به نظیر Eh : y′′ = 2y′ tan x همͽن معادله ابتدا حل:

بنابراین: .dy′/y′ = 2tan xdx

lny′ = −2lncos x+ lnC,

بنابراین: .dy =
Cdx

cos2 x
است: پذیر ͷیͺتف x و y به نسبت هم باز که y′ =

C
cos2 x

یا

y =C tan x+A,

اکنون هستند. Eh جواب و خطͬ مستقل توابع y2 = tan x و y1 = 1 پس هستند. 0 < C با دلخواه ثابت A و C که
داریم: (٢٠.٢ ) به بنا پس ،yp =C1(x)+ tan xC2(x) مͬ�کنیم فرض

1.C′1+ tan x.C′2 = 0,

0.C′1+
1

cos2 x
.C′2 = 1.

نتیجه: در

{
C′2 = cos2 x,
C′1 = −sin xcos x,

⇒


C1 = −

∫
sin xcos xdx = −sin2 x

2
,

C2 =

∫
1+ cos2x

2
dx =

x
2
+

1
4

sin2x.
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از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه، در

S : y = A+B tan x− 1
2

sin2 x+
1
2

x tan x+
1
4

sin2x tan x

= A+B tan x+
1
2

x tan x.

کنید. حل را E : y′′−3y′+2y = sin(e−x) معادله مثال .۴.١٠.٢
λ2 − 3λ+ 2 = 0 آن مشخصه معادله مͬ�کنیم. حل را E به نظیر Eh : y′′ − 3y′ + 2y = 0 همͽن معادله ابتدا حل:
فرض (٢٠.٢ ) به بنا پس .yh = Aex+Be2x از عبارتست Eh عمومͬ جواب پس هستند. ٢ و ١ آن ریشه�های که است

مͬ�کنیم:

yp =C1(x)ex+C2(x)e2x.

مͬ�باید }بنابراین،
ex.C′1+ e2x.C′2 = 0,
ex.C′1+2e2x.C′2 = sin(e−x),

⇒
{

C′1 = −e−x sin(e−x),
C′2 = e−2x sin(e−x).

داریم نتیجه، در

C1 = −
∫

e−x sin(e−x)dx = −cose−x,

C2 =

∫
e−2x sin(e−x)dx =

∫
e−xd cose−x

= e−x cos−x−
∫

cose−xde−x = e−x cose−x− sine−x.

بنابراین

yp = −ex cose−x+ ex cose−x− e2x sine−x = −e2x sine−x,

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و

S : y = −e2x cos(e2x cos(e−x)+Aex+B2x.

معادله به نظیر همͽن معادله جواب ͷی y1 =
sin x

x
بدانیم که صورتͬ در مثال .۵.١٠.٢

E : y′′+
2
x

y′+ y =
1
x

کنید. حل را معادله این است.
داریم: دهیم، قرار Eh در اگر بنابراین مͬ�کند. صدق Eh در و y = y1z که است جدید تابعͬ z کنیم فرض حل:

(y′′1 +2y′1z′+ y1z′′)+
2
x

(y′1z+ y1z′)+ y = 0,(
y′′1 +

2
x

y′1+ y1

)
z+ y1z′′+

2
x

(xy′1+ y1)z′ = 0.

بنابراین مͬ�کند، صدق Eh در y1 زیرا است، صفر اول پرانتز اما

xy1z′′−2(xy′1+ y1)z′ = 0;
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است: پذیر ͷیͺتف x و z′ به نسبت که z′′ sin x+2z′ cos x = 0 باید کردن، ساده از پس یا

dz′

z′
= −2

cos x
sin x

dx.

بنابراین .dz = Cdx/sin2 x است: پذیر ͷیͺتف نیز این که z′ = C/sin2 x یا lnz′ = −2lnsin x+ lnC بنابراین
داریم: مجموع در دلخواهند. اعداد A و C که z = −C cot x+A

y = (−C cot x+A)
sin x

x
= −C

cos x
x
+A

sin x
x
.

گرفت. cos x/x تابع را y2 مͬ�توان پس
باید: پس .yp =C1(x)y1(x)+C2(x)y2(x) مͬ�کنیم فرض (١٩.٢ ) به نظر اکنون

sin x
x

C′1(x)+
cos x

x
C′2(x) = 0,

xcos x− sin x
x2 C′1(x)− xsin x+ cos x

x2 C′2(x) =
1
x
.

داریم: نتیجه }در
C′1 = cos x,
C′2 = −sin x, ⇒

{
C1 = sin x,
C2 = cos x.

از عبارتست E عمومͬ جواب و

S : y = yp+ yh = sin x.
sin x

x
+ cos x.

cos x
x
+A

sin x
x
+B

cos x
x

,

=
1
x

(
1+Asin x+Bcos x

)
.

را آن عمومͬ جواب است، زیر معادله به نظیر همͽن معادله جواب ͷی y1 = x بدانیم که صورتͬ در مثال .۶.١٠.٢
کنید: تعیین

E : x2(1− ln x)y′′+ xy′− y =
(1− ln x)2

x
.

داریم Eh در فرض این دادن قرار از پس نتیجه، در کند. صدق E به نظیر Eh همͽن معادله در y = y1z فرضکنیم حل:

x2(1− ln x)(z′′x+ zz′)+ x(xz′+ z)− xz = 0.

داریم کردن، ساده از پس

x(1− ln x)z′′+ (3−2ln x)z′ = 0.

داریم نتیجه، در

dz′

z′
= − 3−2ln x

x(1− ln x)
dx,
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داریم: گیری انتͽرال از پس و

z′ = A
1
x2 (1− ln x),

است: پذیر ͷیͺتف نیز معادله این اما است. ثابت عددی A که

z = A
∫

(1− ln x)
dx
x2 = A

∫
(ln x−1)d

1
x

= A
1
x

(ln x−1)+A
∫

1
x2 dx = A

1
x

(ln x−2)+B.

بنابراین

y = y1z = A(ln x− z)+Bx.

مͬ�کنیم: فرض (٢٠.٢ ) به نظر اکنون گرفت. ln x تابع را y2 مͬ�توان پس

y = x.C1(x)+ ln x.C2(x),

باید نتیجه، در و x.C′1+ ln x.C′2 = 0,

1.C′1+
1
x
.C′2 =

1
x3 (1− ln x),

⇒


C′1 = −

1
x

ln x.C′2 = −
1
x3 ln x,

C1 =
−1
x3 ,

⇒


C1 =

∫ −1
x3 ln xdx =

1
2

∫
ln xd

1
x2 =

ln x
2x2 −

∫
1

2x2
dx
x
=

ln x
2x2 +

1
4x2 ,

C2 =

∫ (
1
x2 dx

)
=
−1
x
.

است: چنین E خصوصͬ جواب بنابراین،

yp = C1y1+C2y2 =
1
x

(2 ln x+1)− 1
x

ln x

=
1
4x

(1−2ln x) ln x− x
3
.

از عبارتست E عمومͬ جواب

S : y = yp+ yh =
1
4x

(1−2ln x)+Ax+B ln x.

کنید. راحل زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.١٠.٢

1) y′′+ y =
1

sin x
, 2) y′′+ y =

1

sin3 x
,

3) y′′− y′ =
1

ex+1
, 4) y′′− y′ = e−x,

5) y′′+ y =
1√

sin5 xcos x
, 6) y′′′+ y′′ = sin2 x,

7) y′′−2y′+ y =
ex

x2+1
, 8) xy′′ = (1+2x2)y′ , 4x3ex2

,

9) y′′+2y′+2y =
1

ex sin x
, 10) y′′ = 4+3y′ tan x,

11) x ln x.y′′ = y′+ ln2 x, 12) xy′′+ (2x+1)y′+4x2 = 0,
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بیابید. را معادله عمومͬ جواب است، شده داده معادله به نظیر همͽن معادله از جواب ͷی y1 زیر مسائل از ͷی هر در

13) (2x+1)y′′+ (4x−2)y′−8y = 0, y1 = emx,

14) x2(ln x−1)y′′− xy′+ y = 0, y1 = x,
15) y′′+ (tan x−2cot x)y′+2cot2 x.y = 0, y1 = sin x,
16) y′′+ tan x.y′+ cot2 x.y = 0, y1 = cos(sin x),
17) (1+ x2)y′′+ xy′− y+1 = 0, y1 = x,
18) x2y′′− xy′−3y = 5x4, y1 = 1/x,
19) (x−1)y′′− xy′+ y = (x−1)2ex, y1 = ex,

20) x3(x−1)y′′+ x(2x2−2x−1)y′− y = (x−1)2/x, y1 = 1/x,
21) y′′− y′+ ye2x = xe2x−1, y1 = sinex,

22) x(x−1)y′′− (2x−1)y′+2y = x2(2x−3), y1 = x2,

بیابید. را معادله عمومͬ جواب هستند، همͽن معادله جواب y2 و y1 مورد هر در

23) 4xy′′+2y′+ y = 1, y1 = sin
√

x, y2 = cos
√

x,
24) (1− x)y′′+ xy′− y = (x−1)2ex, y1 = x, y2 = ex,

25) 2x2(2− ln x)y′′+ x(4− ln x)y′− y = (2− ln x)2/
√

x, y1 = ln x, y2 =
√

x,
26) x3(ln x−1)y′′− x2y′+ xy = 2ln x, y1 = x, y2 = ln x.
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