
٣ فصل

لاپلاس تبدیلات

به آن خصوصͬ جواب یافتن برای قبلͬ روشهای باشد، ناپیوسته ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی ثانͬ طرف چنانچه ١

است. مسائل گونه این به پرداختن برای مناسب ابزاری لاپلاس روش نمͬ�آید. کار

لاپلاس تبدیلات معرفͬ ١.٣ بخش

L (E ) جبری معادله�ای به را آن مͬ�تواند که یافته�ایم روشͬ و است دیفرانسیل معادله مساله یا معادله ͷی E کنید فرض
مساله جواب آوردن بدست برای روشمان عͺس از آنͽاه و ،S کرده حل را حاصل جبری معادله آن سپس کند. تبدیل

.L −1(S ) مͬ�کنیم استفاده E

ذیل شرح به شرایط در که است t حقیقͬ متغیر از f : R→ R حقیقͬ مقدار با تابعͬ هدف تابع تعریف .١.١.٣
مͬ�کند: صدق

است. پذیر انتͽرال ها t محور از متناهͬ بازه هر بر f (١

است. صفر t منفͬ مقادیر کلیه ازای به f (٢

گونه�ای به 0 < s و 0 < M چون مثبت اعدادی که معنͬ این به کند، رشد نمایͬ تابع از کندتر t→∞ در | f (t)| (٣
f رشد درجه را کند صدق شرط این در که ای s بزرگترین .| f (t)| ≤ Mest ای t هر ازای به که شوند یافت

مͬ�نامند.

و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی —تالیف: ١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین ١

تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید. میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa3.pdf کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا

١



لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

است: هدف تابع ͷی زیر تابع دهید نشان مثال .٢.١.٣

f (t) =
{

est sin3t t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر

پس: .α هر ازای به −1 ≤ sinα ≤ 1 چون بعلاوه است. پذیر انتͽرال متناهͬ بازه هر بر پس است، پیوسته f چون حل:

| f (t)| =
{

e2t|sin3x| t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر ≤ e2t|sin3t| ≤ e2t.

است. هدف تابع f پس .s = 2 و M = 1 یعنͬ

است: هدف تابع ͷی واحد پله�ای تابع مثال .٣.١.٣

u0(t) =
{

1 t > 0 اگر
0 t ≤ 0 اگر

است این قرار لذا نمͬ�شود، استفاده ها t محور منفͬ قسمت در تابع ویژگیهای از عملا ادامه در چون قرارداد .۴.١.٣
مͬ�نویسیم وقتͬ مثلا نباشد. چنین ظاهرا اگر حتͬ است، صفر ها t محور منفͬ قسمت بر توابع همه فصل این در که

است: زیر تابع منظور f (t) = t2

f (t) =
{

t2 t > 0 اگر
0 t ≤ 0 اگر

بر s > s0 هر ازای به f (t)e−st تابع انتͽرال صورت این در است، هدف تابع ͷی f (t) کنید فرض قضیه .۵.١.٣
مͬ�کنیم: تعریف صورت، این در است. متناهͬ و موجود [0;+∞) بازه

F(s) :=
∫ +∞

0
f (t)e−tdt, s > s0.

واقع: در مͬ�دهیم. نشان نیز L
{
f
}
نماد با را F() حاصل تابع

L
{
f
}
= F⇔L −1

{
F
}
= f .

حروف با را هدف توابع مͬ�گیریم. s را حاصل توابع متغیر و t را هدف توابع متغیر پس این از قرارداد .۶.١.٣
(پیرسیمون فرانسوی معروف ریاضیدان اول حرف L مͬ�دهیم. نشان بزرگ حروف با را حاصل توابع و ͷکوچ

است. (١٧۴١٨٢٧-٩ دولاپلاس

داریم: a,b ثابت عدد دو هر و f و g تاب دو هر ازای به که معنͬ این به است خطͬ لاپلاس عملͽر قضیه .٧.١.٣

L
{
a f +bg

}
= aL

{
f
}
+bL

{
g
}
.

٢ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣

بیابید. را f (t) = 1 لاپلاس تبدیل مثال .٨.١.٣
داریم: ١-٣-۴ تعریف به توجه با حل:

L
{
1
}
=

∫ ∞

0
1e−stdt = lim

b→∞

∫ b

0
e−stdt

= lim
b→∞

−1
s

e−st
∣∣∣∣b
0
=

1
s
− 1

s
lim

b→∞
e−bs =

1
s
.

که: دادیم نشان بنابراین، .0 < s که است صفر صورتͬ در آخر حد

L
{
1
}
=

1
s
, s > 0. (١.٣ )

بیابید. را n ∈ N که f (t) = tn لاپلاس تبدیل مثال .٩.١.٣
مͬ�کنیم: عمل n روی استقرا به حل:

L
{
t
}
=

∫ ∞

0
te−stdt = lim

b→∞

∫ b

0
e−stdt

=
−1
s

lim
b→∞

∫ b

0
tde−st =

−1
s

lim
b→∞

{
te−st

∣∣∣∣b
0
−

∫ b

0
e−stdt

}
=
−1
s

lim
b→∞

{
be−bs+

1
s

e−st
∣∣∣∣b
0

}
=

1
s2 − lim

b→∞

bs+1
s2 e−bs

=
1
s2 − lim

b→∞

bs+1
s2ebs =

1
s2 − lim

b→∞

b
s3ebs =

1
s2 .

که: شد ثابت پس بیانجامد. ∞∞ حالت به حد و s > 0 که مͬ�آید کار به وقتͬ هوپیتال قاعده

L
{
t
}
=

1
s2 , s > 0. (٢.٣ )

مͬ�خواهیم: را L
{
tn+1

}
و یافته�ایم را L

{
tn
}
کنیم فرض حال

L
{
tn+1

}
=

∫ ∞

0
tn+1e−stdt = lim

b→∞

∫ b

0
tn+1e−stdt

=
−1
s

lim
b→∞

∫ b

0
tn+1de−st

= −1
s

lim
b→∞

{
tn+1e−st

∣∣∣∣b
0
−

∫ b

0
e−stdtn+1

}
=
−1
s

lim
b→∞

{bn+1

e+sb − (n+1)
∫ b

0e−sttndt
}

= −1
s

lim
b→∞

bn+1

e+sb +
n+1

s

∫ ∞

0
tne−stdt.

شد ثابت بنابراین، کنیم). استفاده 0 < s شرط از و کنیم استفاده هوپیتال بار n+1 است (کافͬ است صفر آخر حد اما
که:

L
{
tn+1

}
=

n+1
s

L
{
tn
}
, s > 0.

٣ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

که مͬ�کنیم توجه اکنون

L
{
tn
}
=

n
s
L

{
tn−1

}
=

n
s

n−1
s

L
{
nn−2

}
= · · ·

=
n
s

n−1
s
· · · 1

s
L

{
1
}
=

n!
sn+1 .

که شد ثابت پس

L
{
tn
}
=

n!
sn+1 , s > 0. (٣.٣ )

بیابید. را cosat,sindt لاپلاس تبدیل مثال .١٠.١.٣
بیابیم: را eait لاپلاس تبدیل است کافͬ ،eait = cosat+ isinat اینͺه به توجه با حل:

L
{
eait

}
=

∫ ∞

0
aaite−stdt = lim

b→∞

∫ b

0
e(ai−s)tdt

=
1

ai− s
lim

b→∞
e(ai−s)t

∣∣∣∣b
0
=

1
ai− s

lim
b→∞

e(ai−s)b− 1
ai− s

= − s+ai
s2+a2 lim

b→∞
e−sb(cosab+ isinab)+

s+ai
s2+a2

= − s+ai
s2+a2 lim

b→∞

cosab
e+sb − i

s+ai
s2+a2 lim

b→∞

sinba
e+sb +

s+ai
s2+a2 .

ثابت و صفرند آنها دوی هر s > 0 اگر پس مͬ�کند، میل بینهایت به مخرج و است -١ و ١ بین صورت اول حد دو در
است: شده

L
{
eait

}
=

s+ai
s2+a2 .

نتیجه در

L
{
sinat

}
=

a
s2+a2 , L

{
cosat

}
=

s
s2+a2 , s > 0. (۴.٣ )

بیابید. را f (t) = eat لاپلاس تبدیل مثال .١١.١.٣
داریم: تعریف به توجه با حل:

L
{
eat

}
=

∫ ∞

0
eate−stdt = lim

b→∞

∫ b

0
e(a−s)tdt

= lim
b→∞

1
a− s

e(a−s)t
∣∣∣∣b
0
= lim

b→∞

e(a−s)b

a− s
+

1
s−a
.

شد: ثابت پس ،s > a یعنͬ a− s < 0 که است صفر صورتͬ در آخر حد

L
{
eat

}
=

1
s−a
, s > a. (۵.٣ )

بیابید. را f (t) = t− t2+2cos t− sin2t تابع لاپلاس مثال .١٢.١.٣
داریم: ١-٣-۵ و بالا مثالهای به توجه با حل:

L
{
f
}
= L

{
t
}
−L

{
t2
}
+2L

{
cos t

}
−L

{
sin2t

}
=

1
s2 −

2
s3 +2

s
s2+1

− 2
s2+4

.
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣

بیابید. را coshat,sinhat تابع لاپلاس مثال .١٣.١.٣
داریم: ١-٣-۵ و ۴ مثال به توجه با حل:

L
{
sinhat

}
= L

{eat − e−at

2

}
=

1
2
L

{
eat

}
− 1

2
L

{
e−at

}
=

1
2

1
s−a

− 1
2

1
s+a

=
a

s2−a2 .

داریم: ،coshat = aat+e−at

2 چون مشابه صورت به

L
{
sinhat

}
=

a
s2−a2 , L

{
coshat

}
=

s
s2−a2 , s >

∣∣∣∣a∣∣∣∣ (۶.٣ )

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .١۴.١.٣

1) f (t) = 3sin2t−5et +1, 2) f (t) = sin2 t,
3) f (t) = (1+ et)(1−2e−t), 4) f (t) = cos2 t,
5) f (t) = sin t sin2t, 6) f (t) = (1+ t)3,

7) f (t) = et sin t, 8) f (t) = (et − e−t)2,

9) f (t) = e−t cos2t, 10) f (t) = t2et,

11) f (t) = sinat cosbt, 12) f (t) = sin2 t.

لاپلاس تبدیل و مشتق ٢.٣ بخش

این در .F(s) =L
{
f (t)

}
و باشند هدف توابع f (n)(t), · · · , f ′(t), f (t) اگر هدف) تابع از مشتق ) قضیه .١.٢.٣

صورت

L
{
f ′(t)

}
= sF(s)− f (0),

L
{
f ′′(t)

}
= s2F(s)− f (0)− f ′(0),

L
{
f ′′′(t)

}
= s3F(s)− s2F(0)− s f ′(0)− f ′′(0),
...

L
{
f (n)(t)

}
= snF(s)− sn−1 f (0)− sn−2 f ′(0)− · · ·− s f (n−2)(0)− f (n−1)(0).

(٧.٣ )

بیابید. را f (t) = sin2 t لاپلاس مثال .٢.٢.٣
داریم: ، f ′(t) = 2sin t cos t = sin2t اینͺه به توجه با حل:

L
{
f ′(t)

}
=L

{
sin2t

}
=

2
s2+4

.

داریم: ١-٢-٣ به بنا پس است، صفر برابر f (0) طرفͬ از

2
s2+4

= sF(s)−0,

یا

L
{
sin2 t

}
=

2
s(s2+4)

.

۵ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

بیابید. را f (t) = tet لاپلاس مثال .٣.٢.٣
داریم: ١-٢-٣ از ، f (0) = 0 و f ′(t) = et + tet اینͺه به توجه با حل:

L
{
f ′(t)

}
= L

{
et
}
+L

{
tet

}
sF(s)− f (0) =

1
s−1

+F(s),

sF(s) = F(s)+
1

s−1
.

نتیجه در

L
{
tet

}
= F(s) =

1
(s−1)2

کنید. حل را y(0) = 0 و y′− y = t−1 مساله مثال .۴.٢.٣
مͬ�گیریم: لاپلاس شده داده دیفرانسیل معادله طرفین از ابتدا حل:

L
{
y′− y

}
= L

{
t−1

}
,

sL
{
y
}
− y(0)−L

{
y
}
= L

{
t
}
−L

{
1
}
,

(s−1)L
{
y
}
=

1
s2 −

1
s
,

L
{
y
}
=

1
s−1
.

1
s2 .

1
s−1
.
1
s
.

که: مͬ�گیریم نتیجه و کرده استفاده کسر ͷیͺتف ͷنیͺت از

1
s−1
.

1
s2 =

1
s−1

+
−1
s
+
−1
s2 ,

1
s−1
.
1
s
=

1
s−1

+
−1
s

بنابراین:

L
{
y
}
=

1
s−1

− 2
s
− 1

s2 =L
{
et
}
−2L

{
1
}
−L

{
t
}

است: چنین مساله جواب اینͺه، نتیجه و

y(t) = et − t−2

آنͽاه ،L
{
f (t)

}
= F(s) باشیم داشته s > s0 ازای به اگر نتیجه) تابع از (مشتق قضیه .۵.٢.٣

d
ds

F(s) = −L
{
t f (t)

}
, L

{
t f (t)

}
= − d

ds
L

{
f (t)

}
. (٨.٣ )

مشابه صورت به
dn

dsn F(s) = (−1)nL
{
tn f (t)

}
, L

{
tn f (t)

}
= (−1)n dn

dsn L
{
f (t)

}
. (٩.٣ )
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣

بیابید. را tneat لاپلاس مثال .۶.٢.٣
داریم: ٣-٢-٣ به توجه با حل:

L
{
tneat

}
= (−1)n dn

dsn L
{
eat

}
= (−1)n dn

dsn (
1

s−a
)

= (−1)n dn

dsn (s−a)−1 = (−1)n(−1)(−2) · · · (−n)(s−a)−n−1

= (−1)n(−1)nn!(s−a)−(n+1) =
n!

(s−a)n+1

که شد ثابت پس

L
{
tneat

}
=

n!
(s−a)n+1 . (١٠.٣ )

بیابید. را tn cosat و tn sinat لاپلاس مثال .٧.٢.٣
مͬ�کنیم: استفاده ١ مثال از حل:

L
{
tn sinat

}
= ImL

{
tneait

}
= Im

(
n!

(s−ai)n+1

)
= n!Im

(( s+ai
s2+a2

)n+1)
=

n!
(s2+a2)n+1 Im(s+ai)n+1 =

n!
(s2+a2)n+1

n∑
k=0

(
n
k

)
(ai)ksn−k

نتیجه: در

L
{
tn sinat

}
=

n!
(s2+a2)n+1

∑
k=1,3,5,···

(−1)
k−1

2 aksn−k,

L
{
tn cosat

}
=

n!
(s2+a2)n+1

∑
k=0,2,4,···

(−1)
k
2 aksn−k.

(١١.٣ )

بیابید. را teat sinbt لاپلاس مثال .٨.٢.٣
داریم: ٣-٢-٣ از استفاده با حل:

L
{
teat sinbt

}
= − d

ds
L

{
eat sinbt

}
= −Im

d
ds

L
{
eatebit

}
= −Im

d
ds

a+bi
s− (a+bi)

= −Im
−(a+b){

s− (a+bi)
}2

=
1(

(s−a)2+b2) Im(a+bi)(s−a+bi)2

=
((s−a)2−b2)b+ (b(s−a))a

((s−a)2+b2)2

=
b(s−a)2+ab(s−a)−b3

((s−a)2+b2)2
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لاپلاس تبدیل و انتͽرال .٣.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

آورید. دست به را tebt coshat لاپلاس مثال .٩.٢.٣
داریم: ٣-٢-٢ به توجه با حل:

L
{
tebt coshat

}
= − d

ds
L

{
ebt coshat

}
=
−1
2

d
ds

L
{
ebt(eat + e−at)

}
=
−1
2

d
ds

L
{
e(a+b)t + e(b−a)t

}
=
−1
2

d
ds

 1
s−a−b

+
1{

s+a−b


=

1
2

(
1

(s−a−b)2 +
1

(s+a−b)2

)
=
−1
2

2s2+2a2−4bs+2b2

((s−b)2−a2)2 = − (s−b)2+a2

((s−b)2−a2)2

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .١٠.٢.٣

1) te2t 2) t2 cos t 3) sin3 t
4) te−t sin t 5) (t+1)sin t 6) cos2 t
7) t sinh(2t) 8) t(et + e2t) 9) t sin t sin2t
10) te−t cos t 11) t sin3 t 12) t2 cos t sin2t

لاپلاس تبدیل و انتͽرال ٣.٣ بخش

آنͽاه ،F(s) =L
{
f (t)

}
اگر هدف) تابع از (انتͽرال قضیه .١.٣.٣

L
{∫ t

0
f (τ)dτ

}
=

1
s

F(s). (١٢.٣ )

آورید. دست به را L
{ ∫ t

0 τsinτdτ
}
لاپلاس مثال .٢.٣.٣

داریم: ١-٣-٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{∫ t

0
τsinτdτ

}
=

1
s
L

{
t sin t

}
=

1
s

(−1)
d
ds

L
{
sin t

}
=
−1
s

d
ds

1
s2+a2 =

2
(s2+a2)2

بیابید. را f (t) =
∫ t

0 τ
2e−τdτلاپلاس مثال .٣.٣.٣
داریم: ١-٣-٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
=L

{∫ t

0
τ2e−τdτ

}
=

1
s
L

{
t2e−t

}
=

1
s

2!
(s− (−1))2+1 =

2
s(s+1)3
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و انتͽرال .٣.٣

آنͽاه: باشد، همͽرا
∫ ∞

s F(s)ds اگر نتیجه) تابع از (انتͽرال قضیه .۴.٣.٣

L
{ f (t)

t

}
=

∫ ∞

s
F(s)ds. (١٣.٣ )

آورید. بدست را sin t
t لاپلاس مثال .۵.٣.٣

داریم: ، f (t) = sin t فرض با ٣-٣-٣ به توجه با حل:

L
{sin t

t

}
=

∫ ∞

s
F(s)ds =

∫ ∞

s
L

{
sin t

}
ds =

∫ ∞

s

1
s2+1

ds

= lim
b→∞

∫ b

s

ds
s2+1

= lim
b→∞

arctan s
∣∣∣∣b
s
= lim

b→∞
arctanb− arctan s

نتیجه: در

L
{sin t

t

}
=
π

2
− arctan s = arctan

1
s

آورید. بدست را et−1
t لاپلاس مثال .۶.٣.٣

داریم: f (t) = et −1 فرض با ٣-٣-٣ به توجه با حل:

L
{et −1

t

}
=

∫ ∞

s
F(s)ds =

∫ ∞

s
L

{
et −1

}
ds =

∫ ∞

s

(
1

s−1
− 1

s

)
= lim

b→∞

[
ln(s−1)− ln s

]b

s
= lim

b→∞
ln

b−1
b
− ln

s−1
s
= ln

s
s−1

آنͽاه: باشد، همͽرا
∫ ∞

0
f (t)
t dt اگر قضیه .٧.٣.٣∫ ∞

0

f (t)
t

dt =
∫ ∞

0
F(s)ds. (١۴.٣ )

داریم: ٣-٣-۵ در f (t) = sin t فرض با مثال .٨.٣.٣∫ ∞

0

sin t
t

dt =
∫ ∞

0

f (t)
t

dt =
∫ ∞

0
f (s)ds =

∫ ∞

0
L

{
sin t

}
dt

=

∫ ∞

0

ds
s2+1

= lim
b→∞

∫ ∞

0

ds
s2+1

= lim
b→∞

arctan s
∣∣∣∣b
0

= lim
b→∞

(arctanb− arctan0) =
π

2
−0 =

π

2

.(0 < a,b) آورید دست به را
∫ ∞

0
e−at−e−bt

t dt انتͽرال مقدار مثال .٩.٣.٣
داریم: ٣-٣-۵ به توجه با ∫حل: ∞

0

e−at − e−bt

t
dt =

∫ ∞

0
L

{
e−at − e−bt

}
dt =

∫ ∞

0

(
1

s+a
− 1

s+b

)
ds

= lim
b→∞

∫ B

0

(
1

s+a
− 1

s+a

)
ds

= lim
b→∞

[ln(s+a)− ln(s+a)]B
0

= lim
B→∞

ln(
B+a
B+b

)− ln
a
b
= ln

b
a
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لاپلاس در انتقال و مقیاس تغییر .۴.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .١٠.٣.٣

1)
∫ t

0
t sinh2tdt,

2)
∫ t

0
cos2 atdt,

3)
∫ t

0
(t+1)cosatdt,

4)
∫ t

0
coshatdt,

5)
∫ t

0
t2 sin2 tdt,

6)
∫ t

0
t3e−2tdt,

7)
e2t −1

t
,

8)
1− e−t

t
,

9)
sin2 t

t
,

10)
cos2 t−1

t
,

11)
1− cos t

t
,

12)
cos t− cos2t

t
,

13)
et −1− t

t
,

14)
et − e−t

2
,

15)
1− cosh2t

t
,

16)
sinh t

t
.

بیابید: را شده داده انتͽرالهای از ͷی هر مقدار

17)
∫ ∞

0

e−αt sinat
t

dt,

18)
∫ ∞

0

e−αt − eβt

t
sinatdt,

19)
∫ ∞

0

sinat sinbt
t

dt,

20)
∫ ∞

0

cosat− cosbt
t

dt,

21)
∫ ∞

0

arctanat− arctanbt
t

dt,

22)
∫ ∞

0

coshat− coshbt
t

dt,

23)
∫ ∞

0

sinhat sinhbt
t

dt,

24)
∫ ∞

0

e−αt sinhat
t

dt.

لاپلاس در انتقال و مقیاس تغییر ۴.٣ بخش

آنͽاه ،L
{
f (t)

}
= F(s) ای s > s0 هر بازاء و مثبت عددی α اگر مقیاس) (تغییر قضیه .١.۴.٣

L
{
f (αt)

}
=

1
α

F(
s
α

). (١۵.٣ )

این در باشد، مثبت عددی a و L
{
f (t)

}
= F(s) ای s > s0 هر بازاء اگر هدف) تابع در (انتقال قضیه .٢.۴.٣

صورت

L
{
u0(t−a) f (t−a)

}
= e−atF(s), (١۶.٣ )

است: واحد پله�ای تابع u0(t) که

u0(t) =
{

1 t ≥ 0
0 t < 0

بیابید. را ua(t) := u0(t−a) لاپلاس مثال .٣.۴.٣
داریم: f (t) = 1 فرض و ٣-۴-٢ به توجه با حل:

L
{
u0(t)

}
e−asL

{
1
}
=

1
s

e−as.

که شد ثابت پس

L
{
u0(t)

}
=

1
s
, L

{
ua(t)

}
=

1
s

e−as. (١٧.٣ )
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣

بیابید. را f (t) = (t2+1)u0(t−2) لاپلاس مثال .۴.۴.٣
داریم: ٣-۴-٢ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
((t−2+2)2+1)u0(t−2)

}
= L

{
((t−2)2+4(t−2)+5)u0(t−2)

}
= e−2sL

{
t2+4t+5

}
= e−2s

{ 2
s2 +

4
s2 +

5
s

}
.

این در باشد، دلخواه عددی a و L
{
f (t)

}
= F(s) ای s > s0 هر بازاء اگر نتیجه) تابع در (انتقال قضیه .۵.۴.٣

صورت

L
{
eat f (t)

}
= F(s−a). (١٨.٣ )

بیابید. را f (t) = e−t cos2t لاپلاس مثال .۶.۴.٣
داریم: ٣-۴-۴ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
e−t cos2t

}
=L

{
cos2t

}∣∣∣∣
s=s−(−1)

=
s

s2+4

∣∣∣∣
s=s+1

=
s+1

(s+1)2+4
.

آورید. دست به را f (t) = e2t(t2− t+1) لاپلاس مثال .٧.۴.٣
داریم: ٣-٣-۴ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
e2t(t2− t+1)

}
=L

{
t2− t+1

}∣∣∣∣
s=s−2

=

(
2
s3 −

1
s2 +

1
s

) ∣∣∣∣
=s−2
=

(s−2)2− (s−2)+2
(s−2)3 .

آورید. بدست را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .٨.۴.٣

1) u(t−2)sin(t−2),
2) u(t−a)cos(t−b),
3) u(t−a)et−b,

4) u(t−a)cos2(t−a),
5) t3(t−1),
6) et sin tu(t),
7) (t2− t)etu(t),

8) 5+ tu(t−1)−5u(t−2),
9) cos(at+b),

10) sinh(at+b),
11) eat sinbt cosct,
12) eat sinbt sinct,
13) eat cosbt cosct,
14) e−tt5,

15) et sinh t,
16) tet cos t,
17) e−at cos2 bt,
18) te−t cosh t,
19) tetu(t−1),
20) u(t−a)ebt sinct.

تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع ۵.٣ بخش

تͺه�ای پیوسته تابع باشند، نقطه متناهͬ تعدادی آن ناپیوستͽͬ�های و شود تعریف R کل بر که تابعͬ تعریف .١.۵.٣
است: واحد پله�ای تابع تͺه�ای، پیوسته تابع ساده�ترین مͬ�شود. نامیده

u0(t) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر
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تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

کنید. بررسͬ را ua(t) := u0(t−a) تابع مثال .٢.۵.٣

است: ضابطه�ای دو تابع این که مͬ�گردد ملاحظه حل:

ua(t) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر

کنید. بررسͬ را ua,b(t) = u0(t−a)−u0(t−b) تابع مثال .٣.۵.٣

است: ضابطه�ای سه تابع این که مͬ�گردد ملاحظه حل:

ua,b(t) =


0 t < a اگر
1 a ≤ t < b اگر
0 b ≤ t اگر

کنید. بررسͬ را fa(t) := f (t−a)u0(t−a) تابع مثال .۴.۵.٣

که: مͬ�گردد ملاحظه حل:

u0(t−a) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر ⇒ fa(t) =

{
0 t < a اگر
f (t−a) a ≤ t اگر

مͬ�کند. تبدیل صفر به را f تابع t = a قبل البته است. واحد a اندازه به ها t محور راستای در f تابع انتقال fa(t) یعنͬ
کنید: توجه زیر شͺل به

کنید: محاسبه را آن لاپلاس سپس کنید، بیان واحد پله�ای تابع حسب بر را شده داده تابع مثال .۵.۵.٣

f (t) =


2 0 ≤ t < 2 اگر
−1 2 ≤ t < 3 اگر
0 صورت این غیر در
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣

داریم: بالا، مثالهای به توجه با حل:

f (t) = 2u0,2(t)−u2,3(t)
= 2(u0(t)−u2(t))− (u2(t)−u3(t))
= 2u0(t)−3u2(t)+u3(t)
= 2u0(t)−3u0(t−2)+u0(t−3),

L
{
f (t)

}
= 2L

{
u0(t)

}
−3L

{
u0(t−2)

}
+L

{
u0(t−3)

}
= 2

1
s
−3

1
s

e−2s+
1
s

e−3s

=
1
s

(2−3e−2s+ e−2s).

آورید. بدست را آن لاپلاس نموده، بیان واحد پله�ای تابع حسب بر را شده داده تابع مثال .۶.۵.٣

f (t) =


0 t < 0 اگر
t 0 ≤ t < π اگر
0 π ≤ t < 2π اگر
sin t 2π ≤ t اگر

داریم: بالا مثالهای به توجه با حل:

f (t) = tu0,π(t)+0uπ,2π(t)+ sin tu2π(t)
= t(u0(t)−uπ(t))+ sin tu2π(t)
= tu0(t)− tu0(t−π)+ sin tu0(t−2π)
= tu0(t)− (t−π)u0(t−π)−πu0(t−π)+ sin(t−2π)u0(t−2π),

L
{
f (t)

}
= L

{
tu0(t)

}
−L

{
(t−π)u0(t−π)

}
−πL

{
u0(t−π)

}
+

+L
{
sin(t−2π)u0(t−2π)

}
= e−0sL

{
t
}
− e−πsL

{
t
}
−πe−πs 1

s
+ e−2πsL

{
sin t

}
=

1
s2 e−πs 1

s2 e−πs+ e−2πs 1
s2+1

.

آورید: دست به را زیر شͺل در شده داده نشان تابع لاپلاس مثال .٧.۵.٣

بین f تابع

از گذرنده خط با تابع ضابطه t = a از قبل حل:
است: ͬͺی (a,0) و (0,1) نقاط

f (t)−0
−1−0

=
t−a
0−a

, =⇒ f (t) =
t−a

a
.

است. صفر برابر 2a و a بین f تابع
مͬ�گذرد: (3a,1) و (2a,0) نقاط از که است منطبق خطͬ با 3a و 2a

f (t)−0
1−0

=
t−2a

3a−2a
, =⇒ f (t) =

t−2a
a
.
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تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

داریم: مجموع در پس

f (t) =
t−a

a
u0,a(t)+

t−2a
a

u2a,3a(t)

=
t−a

a
(u0(t)−ua(t))+

t−2a
a

(u2a(t)−u3a(t))

=
t−a

a
u0(t)− 1

a
(t−a)u0(t−a)+

1
a

u0(t−2a)(t−2a)

−1
a

(t−3a)u0(t−3a)−u0(t−3a),

L
{
f (t)

}
=

1
a
L

{
u0(t)(t−a)

}
− 1

a
L

{
(t−a)u0(t−a)

}
+

1
a
L

{
(t−2)(t−2a)

}
−1

a
L

{
(t−3a)u0(t−3a)

}
−L

{
u0(t−3a)

}
=

1
a

e−0sL
{
t−a

}
− 1

a
e−asL

{
t
}
+

1
a

e−2asL
{
t
}
− 1

a
e−2asL

{
t
}
+

1
s

e−3s

=
1
a

{ 1
s2 −

a
s

}
− 1

a
e−s.

1
s2 +

1
a

e−2as.
1
s2

−1
a

e−3as.
1
s2 −

1
s

e−3as

=
1

as2 (1−as)− 1
as2 e−as+

1
as2 e−2as− 1

s2 (1+as)e−3as.

بیابید: را شͺل در شده داده نشان تابع لاپلاس مثال .٨.۵.٣

حل: ملاحظه مͬ�گردد که

f (t) =



1 0 ≤ t < 1 اگر
−2 1 ≤ t < 2 اگر
3 2 ≤ t < 3 اگر
−4 3 ≤ t < 4 اگر
5 4 ≤ t < 5 اگر
−6 5 ≤ t < 6 اگر
...

...

f (t) = u0,1(t)−2u1,2(t)+3u2,3(t)− · · ·
= (u0(t)−u1(t))−2(u1(t)−u2(t))+3(u2(t)−u3(t))− · · ·
· · ·+ (−1)n+1n(un−1(t)−un(t))+ · · ·

= u0(t)−3u1(t)+5u2(t)−7u3(t)+ · · ·+ (−1)n(2n+1)un(t)+ · · ·
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣

داریم: بنابراین

L
{
f (t)

}
= L

{
u0(t)

}
−3L

{
u0(t−1)

}
+5L

{
u0(t−2)

}
− · · ·

· · ·+ (−1)n(2n+1)L
{
u0(t−n)

}
+ · · ·

=
1
s
−3

1
s

e−s+5
1
s

e−2s− · · ·+ (−1)n(2n+1)
1
s

e−ns+ · · ·

=
2
s

{
− e−s+2e−2s−3e−3s+ · · ·+ (−1)nne−ns

}
+

1
s

{
1− e−s+ e−2s− e−3s+ · · ·+ (−1)ne−ns+ · · ·

}
+

1
s

1
1+ e−s

=
−2
s

{
1− e−s+ e−2s− e3s+ · · ·+ (−1)ne−ns+ · · ·

}′
+

1
s

1
1+ e−s

= −2
s

(
1

1+ e−s

)
+

1
s

1
1+ e−s

= −2
s
−e−s

(1+ e−s)2 +
1
s

1
1+ e−s =

1+3e−s

s(1+ e−s)2 .

آورید. دست به را آن لاپلاس نموده، بیان واحد پله�ای تابع ͷکم به را شده معرفͬ توابع از ͷی هر تمرینات .٩.۵.٣
است. صفر است، شده تعریف که جاهایͬ در تابع که است این بر فرض

1) f (t) = |t−1|, t ≥ 0 2) f (t) = t2, t ≥ 1

3) f (t) =
{

0 0 ≤ t < 2 اگر
1 2 ≥ t اگر 4) f (t) =

{
−1 0 ≤ t < 1 اگر
2 1 ≤ t اگر

5) f (t) =
{

0 0 ≤ t < 1/2 اگر
t 1

2 ≤ t اگر 6) f (t) =
{

2t 0 ≤ t < 1 اگر
1− t 1 ≤ t اگر

7) f (t) =
{

sin t 0 ≤ t < π/2 اگر
0 π

2 ≤ t اگر 8) f (t) =
{

t 0 ≤ t < 1 اگر
2t2 1 ≤ t اگر

9) f (t) =
{

3e−t 0 ≤ t < 1 اگر
−1 1 ≤ t اگر 10) f (t) =

{
0 0 ≤ t < 2 اگر
e−1−t 2 ≤ t اگر

11) f (t) =


cos t 0 ≤ t < π اگر
0 π ≤ t < 2π اگر
1 2π ≤ t اگر

12) f (t) =


−1 0 ≤ t < 1 اگر
t 1 ≤ t < 2 اگر
t2 2 ≤ t اگر

13) f (t) =


1− t 0 ≤ t < 2 اگر
t 2 ≤ t < 3 اگر
0 3 ≤ t اگر

14) f (t) =


sin t 0 ≤ t < 2π اگر
cos t 2π ≤ t < 6π اگر
sin t 6π ≤ t اگر

15) 16)
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17) 18)

19) 20)

21) 22)

23) 24)

متناوب توابع لاپلاس ۶.٣ بخش

گردد یافت گونه�ای به T مانند مثبت عددی که است متناوب f : R→ R تابع مͬ�گوییم صورتͬ در تعریف .١.۶.٣
مثبت عدد کوچͺترین T0 � که است T0 برابر f تناوب دوره مͬ�گوییم صورتͬ در . f (x+T ) = f (x) ای x هر ازای به که

باشد. f (x+T0) = f (x) رابطه در صادق
هستند. T = 2π برابر تناوب با متناوب توابعͬ tan2x,2sin x− cos x,cos xsin x توابع مثال .٢.۶.٣

است. T = 1 تناوب با متناوب f (x) = x− |x| تابع مثال .٣.۶.٣

است! تناوب بدون ولͬ متناوب f (x) = 0 تابع مثال .۴.۶.٣

هستند. T = πتناوب با متناوب cot x و tan x ،2|cos x| ،|sin x| توابع مثال .۵.۶.٣

صورت این در باشد، هدف تابع ͷی و T تناوب با متناوب f (x) تابع اگر قضیه .۶.۶.٣

L
{
f (t)

}
=

1
1− e−sT

∫ T

0
e−sT f (t)dt. (١٩.٣ )
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برابر [−π,π] بازه در و صفر برابر [0,π] بازه در که است T = 2π تناوب با تابعͬ f (t) کنید فرض مثال .٧.۶.٣
آورید. بدست را آن لاپلاس است. −sin t

داریم: (١٩.٣ ) مطابق حل:

L
{
f (t)

}
=

1
1− e−2πs

∫ 2π

0
e−st f (t)dt

=
1

1− e−2πs

∫ π

0
0dt+

1
1− e−2πs

∫ 2π

π
−sin te−stdt

=
1

e−2πs−1
.

e−st

1+ s2 (−ssin t− cos t)
∣∣∣∣t=2π

t=π

=
1

e−2πs−1
.
−e−πs

1+ s2 (e−π+1)

=
e−πs

1− e−πs .
1

1+ s2 .

آورید: بدست را زیر شͺل در شده داده نشان تابع لاپلاس مثال .٨.۶.٣

بازه: این در و است T = 2 تناوب با تابعͬ f (t) که مͬ�کنیم توجه حل:

f (t) =
{

t 0 ≤ t ≤ 1 اگر
2− t 1 ≤ t ≤ 2 اگر

داریم: (١٩.٣ ) به بنا پس،

L
{
f (t)

}
=

1
1− e−2s

∫ 2

0
f (t)e−stdt

=
1

1− e−2s

{∫ 1

0
te−stdt+

∫ 2

1
(2− t)e−stdt

}
=

1
1− e−2s

{ [−1
s2 (st+1)e−st

]1

0
+

[
1
s2 (1−2s+ st)e−st

]2

1

}
=

1
s2 .

1− e−s

1+ e−s .

بیابید. را f (t) = [t] تابع لاپلاس مثال .٩.۶.٣
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بنابراین: است. T = 1 تناوب با متناوب g(t) = t− f (t) = t− [t] تابع اما، نیست، متناوب تابع این حل:

L
{
g(t)

}
= L

{
t
}
−L

{
f (t)

}
=

1
s2 −L

{
f (t)

}
L

{
f (t)

}
=

1
s2 −L

{
g(t)

}
=

1
s2 −

1
1− e−s

∫ 1

0
f (t)e−stdt

=
1
s2 −

1
1− e−s

∫ 1

0
te−stdt =

1
s2 −

1
1− e−s

[
−1
s2 (st+1)e−st

]1

0

=
1
s2 +

1
s2(1− e−s)

(
(s+1)e−s−1

)
=

e−s

s(1− e−s)
.

بیابید: را شده داده متناوب تابع لاپلاس مورد، هر در تمرینات .١٠.۶.٣

1) f (t) = |sin t|, 2) f (t) = |cos t|,

3) f (t) =
{

1 0 ≤ t ≤ 1 اگر
−1 1 ≤ t ≤ 2 اگر T = 3, 4) f (x) =

{
t 0 ≤ t ≤ 1 اگر
0 1 ≤ t ≤ 2 اگر T = 3.

5) 6)

7) f (t) =
{

sin t 0 ≤ t ≤ π
0 π ≤ t ≤ 2π T = 2π,

8) f (t) =
{

sin t 0 ≤ t ≤ 2π
0 2π ≤ t ≤ 4π T = 4π,

9) f (t) =
{

1− t 0 ≤ t ≤ 2
t−3 2 ≤ t ≤ 4 T = 4,

10) f (t) =
{

(t−1)2 0 ≤ t ≤ 2
0 2 ≤ t ≤ 4 T = 4.

کانولوشن و ضربه تابع ٧.٣ بخش

ای: n ∈ N هر ازای به کنید فرض تعریف .١.٧.٣

δn(t) :=


2n −1

n
< t <

1
n
اگر

0 |t| ≥ 1
n
اگر

تابعͬ به δn(t) تابع کند، میل بینهایت به n چنانچه است. 2n که صفر حوالͬ در جز به است، صفر جا همه تابع این
مͬ�کند: میل ضربه تابع نام به غیرعادی

δ(t) := lim
n→∞
δn(t)
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که مͬ�گردد ∫ملاحظه ∞

−∞
δ(t)dt = lim

t→∞

∫ ∞

−∞
δn(t)dt = lim

t→∞
2n

(1
n
− −1

n

)
= 1.

داریم ،a مثبت عدد هر ازای به قضیه .٢.٧.٣

L
{
δ(t−a)

}
= e−as, s > 0. (٢٠.٣ )

خاص: حالت در

L
{
δ(t)

}
= 1. (٢١.٣ )

داریم: a > 0 هر ازای به آنͽاه باشد، پیوسته t در f تابع t ≥ 0 هر ازای به ∫اگر ∞

0
f (t)δ(t−a)dt = f (a). (٢٢.٣ )

زیر صورت به را توابع این کانولوشن صورت این در هستند. هدف توابع g(t) و f (t) کنید فرض تعریف .٣.٧.٣
مͬ�کنیم: تعریف

( f ∗g)(t) :=
∫ t

0
f (z)g(t− z)dz (٢٣.٣ )

صورت این در ثابت، اعداد a,b و باشند هدف توابع f ,g,h اگر قضیه .۴.٧.٣

1) f ∗ (g)+bh) = a( f ∗g)+b( f ∗h),
2) f ∗ (g∗h) = ( f ∗g)∗h,
3) f ∗g = g∗h.

صورت این در باشند، هدف توابع f ,g اگر قضیه .۵.٧.٣

L
{
f ∗g

}
=L

{
f
}
.L

{
g
}

(٢۴.٣ )

بیابید. را
∫ t

0
zez sin2zdz لاپلاس مثال .۶.٧.٣

کنیم: مربوط (٢۴.٣ ) به را انتͽرال این است کافͬ حل:

L
{∫ t

0
zez sin2zdz

}
= L

{
1∗ tet sin2t

}
=L

{
1
}
.L

{
tet sin2t

}
=

1
s
L

{
t sin2t

}∣∣∣∣
s=s−1

=
−1
s

L
{
sin2t

}′∣∣∣∣
s=s−1

=
−1
s

{ 2
s2+4

}′∣∣∣∣
s=s−1

=
−1
s
−4s

s2+4

∣∣∣∣
s=s−1

=
4(s−1)

s((s−1)2+4)
.
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کنید. حل را y(t)+
∫ t

0
y(z)(t− z)dz = t انتͽرال معادله مثال .٧.٧.٣

مͬ�گیریم: لاپلاس شده داده معادله طرفین از ابتدا حل:

L
{
y
}
+L

{∫ t

0
y(z)(t− z)dz

}
=L (t),

L
{
y
}
+L

{
y∗ t

}
=

1
s2 ,

L
{
y
}
+L

{
y
}
.L

{
t
}
=

1
s2 ,

L
{
y
}
+

1
s2 L

{
y
}
=

1
s2 ,

L
{
y
}
=

1
s2+1

,

نتیجه در

y =L −1
{ 1
s2+1

}
= sin t.

کنید. حل را است معروف ولترا معادله نام به که f (t) = e−t−2
∫ t

0
cos(t− z) f (z)dz انتͽرالͬ معادله مثال .٨.٧.٣

مͬ�گیریم: لاپلاس شده داده رابطه طرفین از حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
e−t

}
−2L

{∫ t

0
cos(t− z) f (z)dz

}
=

1
1+ s

−2L
{
cos t ∗ f (t)

}
=

1
1+ s

−2L
{
cos t

}
.L

{
f (t)

}
=

1
1+ s

−2
s

s2+1
L

{
f
}
.

بنابراین کنیم. حل L
{
f (t)

}
برای را تساوی این است کافͬ

L
{
f (t)

}
=

s2+1
(s+1)2 =

1
s+1

− 2
(s+1)2 +

2
(s+1)3

= L
{
e−t

}
−2L

{
te−t

}
+L

{
t2e−t

}
.

داریم: بنابراین،

f (t) = e−t −2te−t + t2e−t = (1− t)2e−t.

آورید: دست به را شده داده عبارات از ͷی هر تمرینات .٩.٧.٣

1) (sin t)∗ (cos t),
2) t ∗ exp(at),

3) sinh t ∗ exp(at),
4) t ∗ sin t,

5) 1∗1∗ et,
6) sinat ∗ cosbt.
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دهید: نشان کرده، محاسبه را آنها لاپلاس ،g(t) = tn و f (t) = tn کانولوشن محاسبه با (٧

∫ 1

0
un(1−u)ndu =

m!n!
(m+n+1)!

.

آورید: دست به را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس

8)
∫ t

0
et−z sinzdz, 9)

∫ t

0
cos(t− z)e2zdz,

10)
∫ t

0
(t− z)2 coshzdz, 11)

∫ t

0
(t− z)n f (z)dz,

12)
∫ t

0
ez(t−z)z2dz, 13)

∫ t

0
ezδ(z−2)dz,

14) t
∫ t

0
coszdz, 15)

∫ t

0
e−zδ(z−1)dz,

.ua(t) =
∫ t

0
δ(z−a)dz داریم ،a مثبت عدد هر ازای به که دهید نشان (١۶

.δ∗ f = f کنید ثابت (١٧

لاپلاس معͺوس عملͽر ٨.٣ بخش

مͬ�نویسیم: L
{
f (t)

}
= F(s) که صورتͬ در تعریف .١.٨.٣

f (t) =L −1
{
F(s)

}
.

لاپلاسمͬ�نامیم. معͺوس عملͽر را L −1

است: زیر خاصیت با تابعͬ n(t) که f (t) = g(t)+n(t) آنͽاه ،L
{
f (t)

}
=L

{
g(t)

}
اگر قضیه .٢.٨.٣

∀t > 0 :
∫ t

0
n(t)dt = 0.

مͬ�نامند. پوچ تابع را n(t) تابع

ای t ≥ 0 هر ازای به آنͽاه L
{
f (t)

}
=L

{
g(t)

}
و باشند [0,∞) بر پیوسته توابع f (t),g(t) اگر نتیجه .٣.٨.٣

است. ͷی به ͷی پیوسته، توابع مجموعه بر L −1 دیͽر، بیان به . f (t) = g(t)

و برگشت عقب به باید واقع، در مͬ�گردد. نتیجه L با ارتباط در نظیر اطلاعات از L −1 خصوص در اطلاعات
نمود. ترجمه L −1 به را اطلاعات
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داریم: شده، گفته پیش از مطالب به توجه با قضیه .۴.٨.٣

1) L −1
{1

s

}
= 1, 2) L −1

{ 1
s2

}
= t,

3) L −1
{ 1
sn

}
=

tn−1

(n−1)!
, 4) L −1

{ 1
s2+a2

}
=

1
a

sinat,

5) L −1
{ s
s2+a2

}
= cosat, 6) L −1

{ 1
s−a

}
= eat,

7) L −1
{ 1
(s−a)n

}
=

tn−1ea

(n−1)!
, 8) L −1

{1
s

F(s)
}
=

∫ t

0
f (z)dz,

9) L −1
{∫ t

0
F(u)du

}
=

1
t

f (t), 10) L −1
{
F(s)

}
=

1
a
L −1

{
f (

t
a

)
}
,

11) L −1
{1

s
e−at

}
= ua(t), 12) L −1

{
1
}
= δ(t),

13) L −1
{
e−as

}
= δ(t−a), 14) L −1

{
F(s)G(s)

}
= f (t)∗g(t),

15) L −1
{
e−asF(s)

}
= ua(t) f (t−a), 16) L −1

{
F(s−a)

}
= eat f (t),

17) L −1
{
δ(t−a) f (t)

}
= e−as f (a).

(٢۵.٣ )

است. مثبت عددی G(s) =
{
g(t)

}
و F(s) =L

{
f (t)

}
اینجا در که

بیابید. را F(s) =
s−2

s2− s−6
معͺوس لاپلاس مثال .۵.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده کسر ͷیͺتف روش از حل:

L −1
{
F(s)

}
= L −1

{ s−2
(s+2)(s−3)

}
=L −1

{ 4/5
s+2

+
1/5
s−3

}
=

4
5
L −1

{ 1
s+2

}
+

1
5
L −1

{ 1
s−3

}
=

4
5

e−2t +
1
5

e3t.

بیابید. را F(s) =
1

s3+ s
معͺوس لاپلاس مثال .۶.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده کسر ͷیͺتف روش از حل:

L −1
{
F(s)

}
=

{ 1
s(s2+1)

}
=L −1

{ −s
s2+1

+
1
s

}
= −L −1

{ s
s2+1

}
+L −1

{1
s

}
= −cos t+1.

بیابید. را F(s) =
2s+1

s2+2s+4
معͺوس لاپلاس مثال .٧.٨.٣
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مͬ�کنیم: استفاده انتقال قضیه و (٢۵.٣ ) از (١۶) قسمت از حل:

L −1
{ 2s+1
s2+2s+4

}
= L −1

{ 2s+1
(s+1)2+3

}
=L −1

{2(s+1)−1
(s+1)2+3

}
= 2L −1

{ s+1

(s+1)2+ (
√

3)2

}
−L −1

{ 1

(s+1)2+ (
√

3)2

}
(16)
= 2e−tL −1

{ s

s+ (
√

3)2

}
− e−tL −1

{ 1

s2+ (
√

3)2

}
= 2e−t cos

√
3t− e−t 1

√
3

sin
√

3t.

بیابید. را F(s) =
1

s(s2+1)
معͺوس لاپلاس مثال .٨.٨.٣

داریم: (٢۵.٣ ) از (٨) قسمت از استفاده با حل:

L −1
{

1
s(s2+1)

}
=

∫ t

0
L −1

{
1

s2+1

}
dt =

∫ t

0
sin tdt

= −cos t
∣∣∣∣t
0
= 1− cos t.

بیابید. را F(s) = ln
( s−a

s−b

)
معͺوس لاپلاس مثال .٩.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده (٢۵.٣ ) قضیه از (٩) قسمت از حل:

F′(s) =
d
ds

ln
( s−a

s−b

)
=

1
s−a

− 1
s−b
,∫ ∞

s

{
1

s−a
− 1

s−b

}
= lim

B→∞

∫ B

s

{
1

s−a
− 1

s−b

}
= lim

B→∞

[
ln(s−a)− ln(s−b)

]B

s

= lim
B→∞

ln
(B−a

B−b

)
− ln

( s−a
s−b

)
= 0− ln

( s−a
s−b

)
= − ln

( s−a
s−b

)
= −F(s).

داریم: نتیجه، در

L −1
{
ln

( s−a
s−b

)}
= −L −1

{∫ ∞

s

(
1

s−a
− 1

s−b

)
ds

}
=
−1
t

L −1
{

1
s−a

− 1
s−b

}
=
−1
t

(eat − ebt) =
ebt − eat

t
.

بیابید. را F(s) =
1

s2(s−1)
معͺوس لاپلاس مثال .١٠.٨.٣

٢٣ —١٣٩١ فروردین ١۴ رسانͬ: بروز —آخرین



لاپلاس معͺوس عملͽر .٨.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

مͬ�کنیم: استفاده (٢۵.٣ ) از (١۴) قسمت از حل:

L −1
{

1
s2(s−1)

}
= L −1

{
1
s2 .

1
s−1

}
= L −1

{
1
s2

}
∗L −1

{
1

s−1

}
= t ∗ et

=

∫ t

0
(t− z)ezdz =

[
(t− z+1)ez

]t

0

= et − t−1

بیابید. را F(s) = s
(s2+4)2 معͺوس لاپلاس مثال .١١.٨.٣

داریم: (٢۵.٣ ) از (١۴) قسمت از استفاده با حل:

L −1
{

s
(s2+4)2

}
= L −1

{
s

s2+4
.

1
s2+4

}
= L −1

{ s
s2+4

}
∗L −1

{
1

s2+4

}
= cos2t ∗ 1

2
sin2t =

1
2

(cos2t ∗ sin2t)

=
1
2

∫ t

0
cos2zsin(2t−2z)dz

=
1
4

∫ t

0
[sin2t− sin(4z−2t)]dz

=
1
4

[
t sin2t+

1
4

cos(4z−2t)
]t

0
=

t
4

sin2t.

بیابید. را F(s) = e−s/s(s(s−1)) معͺوس لاپلاس مثال .١٢.٨.٣
مͬ�کنیم: استفاده (٢۵.٣ ) از (١٠) قسمت از حل:

L −1
{
F(s)

}
= L −1

{
e−s 1

s(s−1)

}
= L −1

{
e−s.

(
1

s−1
− 1

s

)}
= L −1

{
e−s 1

s−1

}
−L −1

{
e−s 1

s

}
= u0(t−1).L −1

{
1

s−1

}∣∣∣∣
t=t−1
−u0(t−1)

= u0(t−1).et
∣∣∣∣
t=t−1
−u0(t−1)

= u0(t−1).(et−1−1).

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٣.٨.٣

y′− y =
{

1 0 ≤ t < 1 اگر
−1 1 ≤ t اگر y(0) = 0.
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واحد پله�ای تابع حسب بر را معادله راست سمت است لازم کار این برای مͬ�گیریم. لاپلاس معادله طرفین از ابتدا حل:
بنویسیم:

L
{
y′
}
−L

{
y
}
=L

{
1−2u0(t−1)

}
,

sL
{
y
}
− y(0)−L

{
y
}
=L

{
1
}
−2L

{
u0(t−1)

}
,

(s−1)L
{
y
}
=

1
s
−2e−s.

1
s
,

L
{
y
}
=

1
s(s−1)

−2e−s 1
s(s−1)

.

مͬ�کنیم: استفاده معͺوس لاپلاس از حال

y = L −1
{

1
s(s−1)

}
−2L −1

{
e−s 1

s(s−1)

}
= L −1

{
1

s−1
− 1

s

}
−2L −1

{
e−s

(
1

s−1
− 1

s

)}
= L −1

{
1

s−1

}
−L −1

{
1
s

}
−2L −1

{
e−s

s−1

}
+2L −1

{
e−s

s

}
= et −1−2u0(t−1)L −1

{
1

s−1

}∣∣∣∣
t=t−1
+2u0(t−1)

= et −1−2u0(t−1)et
∣∣∣∣
t=t−1
+2u0(t−1)

= et −1+2(1− et−1)u0(t−1)

=

{
et −1 0 ≤ t < 1 اگر
et(1− = e−1) 1 ≤ t اگر

کنید: حل را زیر مساله مثال .١۴.٨.٣

y′′− y′−6y =
{

t 0 ≤ t < 1 اگر
1 1 ≤ t اگر y(0) = y′(0) = 0.

مͬ�کنیم: عمل قبل مثال همانند حل:

L
{
y′′

}
−L

{
y
}
−6L

{
y
}
=L

{
t− (t−1)u0(t−1)

}
,

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)− sL

{
y
}
+ y(0)−6L

{
y
}
=

1
s2 − e−sL

{
t
}
,

(s2− s−6)L
{
y
}
=

1
s2 − e−s.

1
s2 ,
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L
{
y
}
=

1
s2(s−3)(s+2)

(1− e−s)

=

(
1

36
.
1
s
− 1

6
.

1
s2 +

1
45
.

1
s−3

− 1
20
.

1
s+2

)
(1− e−s),

y = L −1
{

1
36
.
1
s
− 1

6
.

1
s2 +

1
45
.

1
s−3

− 1
20
.

1
s+2

}
−u0(t−1)L −1

{
1

36
.
1
s
− 1

6
.

1
s2 +

1
45
.

1
s−3

− 1
20
.

1
s+2

}
t=t−1

=

(
1

36
− t

6
+

1
45

e3t − 1
20

e−2t
)
−u0(t−1)

(
1

36
− t

6
+

1
45

e3t − 1
20

e−2t
) ∣∣∣∣

t=t−1

=
1

36
− t

6
+

e3t

45
− e−2t

20
−u0(t−1)

(
1

36
− t−1

6
+

e3(t−1)

45
− e−2(t−1)

20

)
.

بیابید. را F(s) =
1

(s+1)(1− e−s)
تابع معͺوس لاپلاس مثال .١۵.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده هندسͬ تصاعد از حل:

L −1
{
F(s)

}
= L −1

{
1

(s+1)
.

1
(1− e−s)

}
= L −1

{
1

s+1
.(1+ e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

}
= L −1

{
1

s+1

}
+L −1

{
e−s

s+1

}
+L −1

{
e−2s

s+1

}
+ · · ·

= L −1
{

1
s+1

}
+u0(t−1)L −1

{
1

s+1

}
t=t−1
+

+u0(t−2)L −1
{

1
s+1

}
t=t−2
+ · · ·

= e−t +u0(t−1)e−t
∣∣∣∣
t=t−1
+u0(t−2)e−t

∣∣∣∣
t=t−1
+ · · ·

= e−t +u0(t−1)e−(t−1)+u0(t−2)e−(t−2)+ · · ·
= e−t(1+u0(t−1)e+u0(t−2)e2+u0(t−3)e3+ · · · ).

با است برابر بالا تساوی صورت، این در .n ≤ t < n+1 کنیم فرض حال

L −1
{
F(s)

}
= e−t(1+1e+1e2+1e3+ · · ·+1en+0en+1+ · · · )

= e−t en+1

e−1
=
−e−t

e−1
+

e1−t

e−1
e[t].

تابع که شود توجه

h(t) =
e1−t

e−1
e[t] =

e
e−1

e[t]−t,

است. T = 1 تناوب با متناوب
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( f (t)= t−[t] واقع (در است، t برابر 0≤< 1 بازه در استکه T = تناوب1 با تابع f (t) که صورتͬ در مثال .١۶.٨.٣
کنید: حل را زیر مساله

y′+5y = f (t), y(0) = 0.

مͬ�آوریم: دست به را متناوب تابع لاپلاس ابتدا حل:

L
{
y′
}
+5L

{
y
}
=L

{
f (t)

}
,

sL
{
y
}
− y(0)+5L

{
y
}
=

1
1− e−s

∫ 1

0
f (t)e−stdt,

(s+5)L
{
y
}
=

1
1− e−s

∫ t

0
te−stdt,

L
{
y
}
=

1
(s+5)(1− e−s)

[
− st+1

s2 e−st
]1

0

=
1− (s+1)e−s

s2(s+5)(1− e−s)
=

1
s2(s+5)

.
1

1− e−s −
s+1

s2(s+5)
.

e−s

1− e−s

=
1

s2(s+5)
(1+ e−s+ e−2s+ · · · )− s+1

s2(s+5)
(e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

+
1

25

(
4

s+5
− 4

s
− 5

s2

)
(e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

=
1

25

(
1

s+5
− 1

s
+

5
s2

)
+

1
5

(
1

s+5
− 1

s

)
(e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

=
1

25

(
1

s+5
− 1

s
+

1
s2

)
+

e−s

5(s+5)
+

e−2s

5(s+5)
+ · · · − e−s

5s
− e−2s

5s
− · · ·

مͬ�گیریم: معͺوس لاپلاس اکنون

y(t) = L −1
{

1
25

(
1

s+5
− 1

s
+

5
s2

)}
+

1
5
L −1

{
e−s

s+5

}
+

1
5
L −1

{
e−2s

s+5

}
+

· · · − 1
5
L −1

{
e−s

s

}
− 1

5
L −1

{
e−2s

s

}
− · · ·

=
1

25
e−5t − 1

25
+

1
5

t+
1
5
L −1

{
1

s+5

}∣∣∣∣
t=t−1
.u1(t)+

1
5
L −1

{
1

s+5

}∣∣∣∣
t=t−2
.u2(t)+

· · · − 1
5

u0(t−1)− 1
5

u0(t−2)− · · ·

=
1

25
(e−5t −1+5t)+

1
5

e−5(t−1).u1(t)+
1
5

e−5(t−2).u2(t)+

· · ·+ 1
5

u0(t−1)− 1
5

u0(t−2)− · · ·

=
1

25
(e−5t −1+5t)+

1
5

u0(t−1)(e5(1−t)−1)+
1
5

u0(t−2)(e5(t−2)−1)+ · · ·
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آنͽاه n ≤ t < n+1 اگر پس

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
1
5

(e5(1−t)−1)+
1
5

(e5(1−t)−1)+ · · ·+ 1
5

(e5(n−t)−1)

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
e−5t

5
(e5+ e10+ e15+ · · ·+ e5n)− n

5

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
e−5t

5
,e5 e5n−1

e5−1
− n

5

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
e5(1−t)

5
.
e[t]−1
e5−1

− [t]
5

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٧.٨.٣
y′′−2y′+ y = 3δ(t−2), y(0) = y′(0) = 0.

داریم: بالا، مثالهای به توجه با حل:

L
{
y′′

}
−2L

{
y′
}
+L

{
y
}
= 3L

{
δ(t−2)

}
,

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)−2sL

{
y
}
+2y(0)+L

{
y
}
= 3e−2s,

(s2−2s+1)L
{
y
}
= 3e−2s,

L
{
y
}
=

3e−2s

(s−1)2 .

بنابراین:

y = L −1
{

3e−2s

(s−1)2

}
= 3u0(t−2)L −1

{
1

(s−1)2

}∣∣∣∣
t=t−2

= 3u0(t−2)
[
etL −1

{
1
s2

}]
t=t−2

= 3u0(t−2)
[
ett

]
t=t−2

= 3u0(t−2).(t−2).et−2.

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٨.٨.٣

y′′+ω2y =Cδ(t−T ), y(0) = y0, y′(0) = y0.

مͬ�کنیم: عمل قبل مثال همانند حل:

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)+ω2L

{
y
}
=CL

{
δ(t−T )

}
(s2+ω2)L

{
y
}
= −Ce−sT + v0+ y0s

y = L −1
{

ce−sT + v0+ y0s
s2+ω2

}
= CL −1

{
e−sT

s2+ω2

}
+ v0L

−1
{

1
s2+ω2

}
+ y0L

−1
{ s

s2ω2

}
= Cu0(t−T )L −1

{
1

s2+ω2

}∣∣∣∣
t=t−T

+ v0
1
ω

sinωt+ y0 cosωt

= Cu0(t−T ).
1
ω

sin(ω(t−T ))+
v0

ω
sinωt+ y0 cosωt
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کنید: حل را زیر مساله مثال .١٩.٨.٣

y′′+ y = δ(t−π)cos t, y(0) = 1, y′(0) = 0.

داریم: کلͬ، روش به توجه با حل:

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)+L

{
y
}
=L

{
δ(t−π)cos t

}
,

(s2+1)L
{
y
}
− s = e−πs cosπ,

L
{
y
}
=

1
s2+1

(
s− e−πs

)
,

بنابراین

y = L −1
{

1
s2+1

}
−L −1

{
e−πs

s2+1

}
= sin t−L −1

{
1

s2+1

}∣∣∣∣
t=t−π
.u0(t−π)

= sin t− sin t
∣∣∣∣
t=t−π
.u0(t−π) = sin t+ sin t.u0(t−π) =

{
sin t 0 ≤ t < π اگر
2sin t π ≤ t اگر .

کنید. حل را y(t) = tet +

∫ t

0
ty(t− z)dz انتͽرالͬ معادله مثال .٢٠.٨.٣

مساله: این در حل:

L
{
y
}
= L

{
tet

}
+L

{∫ t

0
ty(t− z)dz

}
= (−1)L

{
et
}′
+L

{
t ∗ y(t)

}
= −

{
1

s−1

}′
+L

{
t
}
L

{
y
}
=

1
(s−1)2 +

1
s2 L

{
y
}
,

نتیجه در

L
{
y
}
=

s2

(s+1)(s−1)3 ,

بنابراین

y = L −1
{
−1/8
s+1

+
1/8
s−1

+
3/4

(s−1)2 +
1/2

(s−1)3

}
= −e−t

8
+

et

8
(1+6t+2t2).

کنید: حل را زیر مساله مثال .٢١.٨.٣

y′′+4y = sin t+uπ(t) sin(t−π), y(0) = y′(0) = 0.

)حل:
s2L

{
y
}
− sy(0)− y′(0)

)
+4L

{
y
}
=L

{
sin t

}
+L

{
uπ(t) sin(t−π)

}
,

(s2+4)L
{
y
}
=

1
s2+1

+ e−πsL
{
sin t

}
,

L
{
y
}
=

1
(s2+4)(s2+1)

(1+ e−πs) =
{

1/3
s2+1

− 1/3
s2+4

}
(1+ e−πs),
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y = L −1
{

1/3
s2+1

− 1/3
s2+4

}
+L −1

{
e−πs

(
1/3

s2+1
− 1/3

s2+4

)}
=

1
3

sin t− 1
6

sin2t+L −1
{

1/3
s2+1

− 1/3
s2+4

}∣∣∣∣
t=t−π
.u0(t−π)

=
1
6

(1−uπ(t))(2sin t− sin2t).

کنید: حل را زیر مساله مثال .٢٢.٨.٣

y′′+ y = a
∞∑

n=1

(−1)nδ(t−nπ), y(0) = y′(0) = 0.

مساله: دراین حل:

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)+L

{
y
}
= a

∞∑
n=1

(−1)nL
{
δ(t−nπ)

}
,

(s2+1)L
{
y
}
= a

∞∑
n=1

(−1)ne−nπs,

y = L −1

 a
s2+1

∞∑
n=1

(−1)ne−nπs

 = a
∞∑

n=1

(−1)nL −1
{

e−nπs

s2+1

}

= a
∞∑

n=1

(−1)nL −1
{

1
s2+1

}∣∣∣∣
t=t−nπ

.unπ(t) = a
∞∑

n=1

(−1)n sin t
∣∣∣∣
t=t−nπ

.unπ(t)

= a
∞∑

n=1

(−1)n sin(t−nπ).unπ(t) = a
∞∑

n = 1sin tunπ(t)

= asin t
∞∑

n=1

unπ(t) = asin t[
t

2π
].

کنید: حل را زیر مساله مثال .٢٣.٨.٣

ty′′+2y+ (2− t)y = 2et, y(1) = sinh1.

مساله: این در حل:

L
{
ty′′

}
+L

{
y′
}
+L

{
2y

}
−L

{
ty
}
= 2L

{
et
}

− d
ds

L
{
y′′

}
+2sL

{
y
}
−2y(0)+2L

{
y
}
+

d
ds

L
{
y
}
= 2

1
s−1

− d
ds

(
s2L

{
y
}
− sy(0)− y′(0)

)
+2sL

{
y
}
+2L

{
y
}
+

d
ds

L
{
y
}
=

2
s−1

(1− s2)
d
ds

L
{
y
}
+2L

{
y
}
=

2
s−1
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است: اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که

h = exp
(∫

2
1− s2 ds

)
= exp

(
ln

1+ s
1− s

)
=

1+ s
1− s

L
{
y
}
=

1− s
1+ s

(∫
1+ s
1− s
.

2
(s−1)(1− s2)

ds+ c
)

=
1− s
1+ s

(
2
∫

ds
(s−1)3 + c

)
=

1− s
1+ s

(
c− 1

(s−1)2

)
= c

1− s
1+ s

+
1

s2−1
=

2c
s+1

− c+
1

s2−1

y = 2cL −1
{

1
s+1

}
− cL −1

{
1
}
+L −1

{
1

s2−1

}
= 2ce−t − cδ(t)+ sinh t

.y(t) = sinh t پس .c = 0 لذا و sinh1 = 2ce−1−0+ sinh1 نتیجه در ،y(1) = sinh1 فرض مطابق اما

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر معͺوس لاپلاس تمرینات .٢۴.٨.٣

1)
2

s+4
, 2)

3
s2 , 3)

3s
s2+2

,

4)
5

s2+5
, 5)

1
s2+4

− 1
3s2 , 6)

s
s2−2

− 2
s−4
,

7)
1

s−1
− 3

s+2
− 4

s3 , 8)
2

s2−2
− 3s

s2+1
, 9)

2
s4+2s2 ,

10)
2

s4−1
, 11)

s−2
(s+2)(s+1)(s−1)

, 12)
s−1

(s+2)(s−2)
,

13)
4s−2

4s2+4s+9
, 14)

1
(s2+4)(s2+9)

, 15)
3s+4

(s+1)(s+2)2 ,

16)
2s3−2s2−2s+1

s2(s−1)
, 17)

1+ s+3s3−3s4

(s+1)(2s4+ s2)
, 18)

6s5−2s4−2s2− s+1
(s−1)(2s5− s3)

,

19)
1

(s+a)(1− e−ks , 20)
1

(s2+1)(1− e−πs .
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کنید: حل را شده داده مسائل از ͷی هر

21) y′+2y =
{

2 0 ≤ t < 3
3 ≤ t , y(0) = 0,

22) y′+ y =


1 0 ≤ t ≤ 2
t 2 < t < 4
0 4 < t

y(0) = 0,

23) y′−5y =
{

t 0 ≤ t < 1
t3−1 1 ≤ t

y(0) = 1,

24) y′′−3y′+2y =
{

1 0 ≤ t < 1
−1 2 ≤ t , y(0) = 0,

25) y′′−5y′+4y =
{

0 0 ≤ t < 2
2 3 ≤ t , y(0) = 0,y′(0) = 0,

26) y′′−2y′−3y =


1 0 ≤ t ≤ 2
0 2 ≤ t < 3
1 3 ≤ t

, y(0) = 1, y′(0) = −1,

27) y′′+2y′+ y =
{

1− t 0 ≤ t < 1
1 1 ≤ t , y(0) = 1, y′(0) = 0,

28) y′′− y = tu0(t−1)− t, y(0) = y′(0) = 0,
29) y′′− y′ = e−t + etu0(t−3), y(0) = −1, y′(0) = 1,

30) y′′+ y =
{

0 0 ≤ t < 1
t 1 ≤ t y(0) = 1, y′(0) = 0,

31) y′′+2y′ = 4−3u0(t−1), y(0) = 0, y′(0) = 2,

32) y′′+2y′+ y =
{

t 0 ≤ t < 1
0 1 ≤ t , T = 2, y(0) = y′(0) = 0.

.L
{
f (t)

}
=

1
s

tanh
( s
2

)
آنͽاه باشد، T = 2 تناوب با تابعͬ f (t) =

{
1 0 ≤ t < 1
−1 1 ≤ t < 2 اگر که دهید نشان (٣٣

کنید حل را شده داده مسائل از ͷی هر L
{∣∣∣∣sin t

∣∣∣∣} = 1
s2+1

coth
(πs

2

)
دهید: نشان (٣۴

35) y′−2y = δ(t−3), y(0) = 0,
36) y′+3y = δ(t−1), y(0) = 0,
37) y′−3y = δ(t−2), y(0) = −1,
38) y′′−5y′+4y = δ(t−1), y(0) = y′(0) = 0,
39) y′′+3y′−4y = δ(t−2), y(0) = 0, y′(0) = 0,
40) y′′+ y′−2y = 4δ(t−1), y(0) = y′(0) = 1,
41) y′′−4y = tδ(t−2), y(0) = 0, y′(0) = 1,
42) y′′+ y = δ(t−2π) sin t, y(0) = 0, y′(0) = 1,
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43) y(t)+2
∫ t

0
y(t− z)coszdz = 1, 44) y(t)+

∫ t

0
y(z)dz = t,

45)
∫ t

0
y(z) sin(t− z)dz = t3, 46)

∫ t

0
et−zy(z)dz = t,

47) y(t) = sin t+
∫ t

0
et−zy(z)dz, 48) y(t) = t2−2

∫ t

0
y(t− z) sinh2zdz,

49) y′′−3y′+2y = cose−t, y(0) = y′(0) = 0, 50) f (t) = t+2
∫ t

0

{
(t− z)− sin(t− z)

}
f (t)dz,

51) y(t) = sinh t−
∫ t

0
cosh(t− z)y(z)dz,

52) y(t) = 1−2t−4t2+
∫ t

0

{
3+6(t− z)−4(t− z)2

}
y(z)dz,

53) y′′+ y =
1

4+ tan2 t
, y(0) = y′(0) = 0,

54) y′′′+ y′ =
1

(2+ sin t)
, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0,

55) y′′+2y′+ y =
e−t

1+ t
, y(0) = 1, y′(0) = 0.

بیابید: را شده داده توابع لاپلاس

56)
1
s

arctan
(1

s

)
, 57) ln

(
1+

a2

s2

)
, 58)

1
a

exp
(
− b

a
t
)

f
( t
a

)
.

لژاندر و بسل گاما، تابع ٩.٣ بخش

دیͽر بسیاری و موضوع این اما باشد! عجیب 1
2

! از گفتن سخن نیست، آشنا عالͬ ریاضیات با که کسͬ دید از شاید
است. ممͺن

ناسره: انتͽرال صورت به را Γ(k) نماد با ،k گامای تابع تعریف .١.٩.٣

Γ(k) :=
∫ ∞

0
xk−1e−xdx, (٢۶.٣ )

باشد. منفͬ صحیح یا و صفر k که وقتͬ مͽر است موجود همواره انتͽرال این مͬ�کنیم. تعریف
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Γ(x) گاما تابع نمودار

آنͽاه ،k ∈ R−
{
0,−1,−2, · · · ,−n, · · ·

}
اگر قضیه .٢.٩.٣

1) Γ(1) = 1, 2) Γ(k) =
1
k
Γ(k+1),

3) ∀k ∈ Z : Γ(k+1) = k!, 4) Γ
(−1

2

)
= −2

√
π.

.L
{
t−1/2

}
=

√
π
s دهید نشان مثال .٣.٩.٣

داریم: تعریف، ͷکم به حل:

L
{
t−1/2

}
=

∫ ∞

0
t−1/2e−stdt =

∫ ∞

0
t1/2−1e−stdt.

مͬ�کنیم: استفاده u = st متغیر تغییر از اکنون

L
{
t−1/2

}
=

∫ ∞

0

(u
s

)1/2−1
e−u du

s
=

1
√

s

∫ ∞

0
u1/2−1e−udu =

1
√

s
Γ
(1
2

)
.

آورید. دست به را n ∈ N که tn−1/2 لاپلاس مثال .۴.٩.٣

صورت این در ،Fn(s) :=L
{
tn−1/2

}
کنیم فرض حل:

Fn(s) = L
{
t.tn−1−1/2

}
= − d

ds
L

{
tn−1−1/2

}
= − d

ds
Fn−1(s)

= (−1)2 d2

ds2 Fn−2(s) = · · · = (−1)n dn

dsn F0(s) = (−1)n√π dn

dsn s−1/2

= (−1)n√π
(−1

2

)(−3
2

)
· · ·

(
− 1

2
−n+1

)
s−1/2−n

=
1×3×5×7× · · ·× (2n−1)

2n

√
πs−(n+1/2) =

(2n)!
22n.n!

√
πs−(n+1/2).

آورید. دست به را tn−1/2eat لاپلاس مثال .۵.٩.٣
حل:

L
{
tn−1/2eat

}
=L

{
tn−1/2

}∣∣∣∣
s−a
=

(2n)!
22n.n!

√
π(s−a)−(n+1/2).
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مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ام p مرتبه از بسل تابع باشد، دلخواه صحیح عددی p اگر تعریف .۶.٩.٣

Jp(t) :=
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(p+ k+1)

( t
2

)2k+p
. (٢٧.٣ )

داریم: بالا نمادهای با قضیه .٧.٩.٣

1) L
{
J0(t)

}
=

1
√

1+ s2
, 2) Jn+1(t) =

2n
t

Jn(t)− Jn−1(t),

3) L
{
Jn(t)

}
=

(
√

1+ s2− s)n
√

1+ s2
, 4) Jn(t) =

1
2

(Jn−1(t)− Jn+1(t)),

5) L
{
tn/2Jn(2

√
t)
}
=

e−1/s

sn+1 .

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را لژاندر جمله�ای چند امین n باشد، نامنفͬ و صحیح عددی n اگر تعریف .٨.٩.٣

Pn(x) :=
1

2nn!
dn

dtn
{
(t2−1)n

}
. (٢٨.٣ )

داریم: بالا تعریف به توجه با نتیجه .٩.٩.٣

1) P0(t) = 1, 2) P1(t) = t,

3) P2(t) =
1
2

(3t2−1), 4) P2(t) =
1
2

(5t2−3t),

5) Pn(t) =
et

n!
d

dtn
(tne−t), 6) L

{
Pn(t)

}
=

1
s

(
1− 1

s

)n
.
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