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دیباچه

حل شود ͳم را ای معادله که ͳزمان که است این دارد، وجود دیفرانسیل معادلات حل در که ͳلمش
را دیفرانسیل معادله که یΈ-پارامتری تبدیلات گروه مفهوم م�ͳپرسیم. آنرا حل نحوه ͳچرای بندرت کرد

م�ͳسازد. ممن را حل تنی�Έهای اغلب همزمان فهم م�ͳکند ناوردا
حل در یΈ-پارامتری گروههای از استفاده برای جام΄ و مختصر ͳدلیل تا شده ͳسع کتاب این در
که ͳمهندسان و کاربردی ریاضیدانان رضایت که است بΎونه�ای ارائه روش شود. ارائه دیفرنسیل معادلات
موضوعات فقط اینجا در نماید. فراهم را است دیفرانسیل معادلات راه�حلهای یافتن نΎرانیشان اصل�ͳترین
مد را دیفرانسیل معادلات حل در گروهها روش از استفاده در خواننده کردن توانمند برای لازم ͳاساس
بیشتری ضروری غیر دلایل ارائه به منجر اینه بخاطر را شده شناخته نتای; همه عمداً و داده�ایم قرار نظر
ها» گروه دید از دیفرانسیل «معادلات کتاب ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای نرده�ایم. ارائه شود ͳم
کردن دنبال به علاقه�مند خواننده برای و است مطالعه قابل زیادی اندازه�ی به هنوز دیسون» د. . «ل اثر
و بلومن« . و . «ج کتاب ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای شود. ͳم توصیه موضوع، بیشتر
̥ͳگروه «خواص کتاب نیز و دیفرانسیل« معادلات در ͳتقارن «روشهای عنوان تحت کول» د. . «ج
اینجا در که م�ͳباشند مثال و کاربرد چندین شامل اوزیانیوف» . ب . «ل نوشته دیفرانسیل« معادلات

نرده�ایم. ارائه را آنها
دیفرانسیل معادلات با ارتباط در ساده مثالهای با مقدمه�ای اول فصل است. ͳمقدمات اول فصل دو
و یΈ-پارامتری گروه مفاهیم دوم فصل در است. ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و ͳمعمول
ͳخاص ابتار به نیاز دیفرانسیل معادلات حل ͳمعمول روشهای که همانΎونه است. شده� آورده ͳل سریهای
ͳسع ،ͳگروه روش با آشنای�ͳها از ͳبرخ شروع منظور به است. نیازمند آن به نیز ͳگروه روش دارند،

ببریم. بار ͳخط معادلات در را تجربیاتمان که کرده�ایم
y1 = g(x)y و x1 = f (x) تبدیل تحت y(x) برای ͳخط دیفرانسیل معادله هر که م�ͳدانند همه معمولا
نظریه کرده�ایم ͳسع ۵ و ۴ فصول در داده�ایم. اختصاص آن نتای; به را ٣ فصل و م�ͳماند ͳباق ͳخط
متفاوت کتاب این نظر این از کنیم. مرتبط ٣ فصل در آمده بدست نتای; با را ͳگروه روش برای ͳمعمول

جدیدند. ٣ فصل در بالاخص آمده بدست نتای; از شماری که معتقدیم و م�ͳباشد کتابها بقیه از
این اعظم بخش است. شده داده اختصاص ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات به ͳنهای فصل دو
نظریه است. شده داده توضی ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات به وابسته انتشار به ارجاع با نظریه
حرارت انتقال معادله یا Έکلاسی انتشار برای ۶ فصل در ͳخط ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
معادلات برای م�ͳپردازیم. ٧ فصل در ͳخط غیر معادلات به است، شده ͳمعرف Έفوکر-پلان معادله و
ناوردا مرزی مقدار مشلات برای چون دارد کمتری ͳکارای ͳگروه رویرد ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل
Έسیستماتی ابزار عنوان به که را ͳگروه دیدگاه و معادله بودن ناوردا فقط اساساً ما جا این در م�ͳباشد.

م�ͳگیریم. نظر در را است، شده داده ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل ت معادلا حل راه استنباط برای
سال چندین مدت به ΊنΎولان دانشΎاه در ارشد ͳکارشناس دوره در ͳدرس تدریس مرج΄ کتاب این
بمنظور فصل، هر انتهایِ مسائل از این بر علاوه افزوده�ایم. آن به مثال و مساله زیادی تعداد که است بوده
ͳبعض در و کرده�ایم استفاده شده�اند، ارائه متن در که دیفرانسیل معادلات برای استاندارد نتای; آسان تفهیم
شده�اند توصیف متن در کامل بنحوی این از پیشتر که ͳتئوری�های خلاصه ارائه برای مسائل این از مواق΄

نموده�ایم. استفاده
کتاب انتهای در و فصل هر انتهای در مسائل به مربوط نات و پاس�ها خصوص در صفحه چندین
فارغ- حال در و فارغ-التحصیل دانشجویان برای استفاده قابل ͳمتن ایجاد برای که است شده آورده
دیفرانسیل معادلات نظام�ها گونه این در شده�اند. ͳطراح ͳمهندس و علوم ریاضیات، رشته در ͳالتحصیل
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را دیفرانسیل معادلات که پایه�ای فرضیات از کند ͳم ͳسع حاضر متن و کرده بازی ͳاساس نقش کماکان
گروههای بوسیله دیفرانسیل معادلات حل موجود تئوری نماید. استفاده آنها حل برای آورند ͳم بوجود
است. شده مشخص متن در موضوع این نواقص از بسیاری و نیست کامل عنوان Ϳهی به یΈ-پارامتری
ریاضیات زمینه در فردی هر که است ͳدانش زمینه بنابراین و بوده آسان بسیار دارد ͳکارای روش این ͳوقت
ͳجالب بسیار ایده روش این کماکان باشد چه هر گروه) (روش محدودیتهای باشد. داشته باید کاربردی
اطلاعات و شده واق΄ مفید کتاب این امیدواریم م�ͳشود. محسوب دیفرانسیل معادلات مسائل حل جهت

کند. کامل را شما ͳقبل

،ΊنΎولان دانشΎاه
١٩٩٢

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



فهرستمطالب

تقارن با ͳآشنای ١ فصل
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطحه اشیاء تقارن ١.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمعمول دیفرانسیل معادله ساده�ترین تقارنهای ٢.١
١۴ . . . . . . . . . . . . اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای تقارن شرط ٣.١
١٨ . . . . . . . ͳل تقارنهای از استفاده با اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ۴.١

اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای ٢ فصل
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفحه روی ͳل تقارنهای عمل ١.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳکانون مختصات ٢.٢
٣١ . . . . . . . . . . . ͳل تقارنهای با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ͳΎونΎچ ٣.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط تقارن شرط ۴.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد روش�های و تقارنها ۵.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έکوچ بینهایت مولد ۶.٢

معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ ٣ فصل
ͳمعمول دیفرانسیل

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارن شرط ١.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات ٢.٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ٣.٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارن شرط اثبات ۴.٣

پارامتری Έی ͳل گروه از استفاده ۴ فصل

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . ͳکانون مختصات باربردن بوسیله مرتبه کاهش ١.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتغییرات تقارنهای ٢.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا جوابهای ٣.۴

۵

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



پارامتری چند ͳل تقارنهای ۵ فصل
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه کاهش و ͳدیفرانسیل ناورداهای ١.۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای نقطه تقارن مولدهای ͳجبرل ٢.۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از گام به گام گیری انتΎرال ٣.۵

گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ۶ فصل
پارامتری چند

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری حل از استفاده :ͳمقدمات روش ١.۶
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهش روند در بدست�آمده جدید تقارنهای ٢.۶
٩۶ . . . . . . . sl(2) ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری ٣.۶

اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای ٧ فصل

١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای ١.٧
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳدینامی تقارنهای و برخوردی تقارنهای ٢.٧
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری انتΎرال فاکتورهای ٣.٧
١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه ۴.٧

با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه ٨ فصل
بیابیم را ͳجزئ مشتقات

١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . وابسته متغیر دو با عددی ͳجزئ دیفرانسیل معادلات ١.٨
١٣۶ . . . . . . . . . ͳعموم ͳجزئ مشتقات با معادلات برای شده ͳخط تقارن شرط ٢.٨
١٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامپیوتری جبر بوسیله تقارنها یافتن ٣.٨

مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های ٩ فصل
ͳجزئ

١۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳگروه ی ناوردا جوابهای ١.٩
١۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیΎر معلوم جوابهای از جدید جوابهای ٢.٩
١۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έکلاسی غیر تقارنهای ٣.٩

ناوردا جوابهای دسته�بندی ١٠ فصل
١۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا جوابهای ارزی هم ١.١٠
١۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتقارن مولدهای دسته�بندی ͳΎونΎچ ٢.١٠
١۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا جوابهای بهینه دستΎاههای ٣.١٠

گسسته تقارنهای ١١ فصل

١٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته تقارنهای کاربردهای ͳبرخ ١.١١

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



١٧٢ . . . . . . . . . . . . ͳل تقارنهای از گسسته تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ ٢.١١
١٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته تقارنهای بندی طبقه ٣.١١
١٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثالها ۴.١١

مسائل از ͳبرخ ͳجزئ حل�های راه و جوابها راهنمای
١٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول فصل
١٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم فصل
١٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم فصل
١٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم فصل
١٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنجم فصل
١٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ششم فصل
١٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هفتم فصل
١٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هشتم فصل
١٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نهم فصل
١٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دهم فصل
١٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یازدهم فصل

نامه کتاب
١٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



١ فصل

تقارن با ͳآشنای

١ استیوارت) (ج.پ. ҆ی�Χ̛̣م. آنرا ҆ی�ۖ͆م، ܕ܃زیرا وҎΠی

مسطحه اشیاء تقارن بخش١.١

منظور ،ͳتقریب طور به باشد. مفید دیفرانسیل معادلات تقارن� تفهیم در م�ͳتواند ساده� اشیاء تقارن� ͳبررس
برای م�ͳگذارد. تغییر بدون ظاهراً را ͳش آن که است ͳتبدیل مفروض، ͳهندس ͳشΈی برای تقارن Έی از
م��ͳکنیم. ͳبررس را پادساعتΎرد طور به و مرکزش حول الاضلاع متوازی مثلث Έی دوران نتیجه نمونه،
تقارن Έی تبدیل این بنابراین است دوران از قبل خودش به شبیه آن که م��ͳآید نظر به 2π/3 دوران از بعد

م��ͳباشد. مذکور مثلث
با معادل 2π دوران حقیقت، در هستند؛ الاضلاع متوازی مثلث تقارن� هم 2π و 4π/3 دوران�های
خودش به را نقطه هر که تبدیل این م��ͳنΎارد. خودش به را نقطه هر زیرا است! کاری Ϳهی ندادن انجام

م�ͳگویند. ͳبدیه تقارن اصطلاحا آن به که است ͳهندس ͳش هر برای ͳتقارن م��ͳنΎارد،
در شده رسم مثلث کنید فرض م�ͳشود. استفاده ͳهندس اشیاء بندی دسته برای تقارن� از معمولا˦
آزمایش با سرعت به مثلث�ها تقارن�های باشد. تشخیص قابل غیر جهت با صلب ماده Έی از ١.١ شل
انعاس و بالا در شده توصیف دوران�های ،ͳبدیه تقارن دارای الاضلاع متوازی مثلث این م�ͳشوند پیدا
تقارن شش دارای الاضلاع متوازی مثلث این بنابراین م�ͳباشد. (a)-١١. شل در نیم�ساز سه اطراف

م�ͳباشد. مجزا
.ͳبدیه تقارن ٢) و انعاس ١) است: تقارن دو دارای (b)-١١. شل در الساقین متساوی مثلث
روی ͳمعین محدودیت�های دارد. ͳبدیه تقارن تنها (c)-١١. شل در نامساوی ضل΄ سه با مثلث نهایتاً
نیز خودش که باشد، یتا ͳوسمع دارای باید ͳتقارن هر آنه اول دارد: وجود ͳهندس اشیاء تقارن�های
فرض مثال برای م�ͳگذارد. تغییر بدون را اشیاء هم روی معوسش و تقارن عمل ترکیب است. تقارن

١

Justice Potter Stewart: Jacoblellis v. Ohio, 378 U.S. 184, 197 [1964]

٩
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مسطحه اشیاء تقارن .١.١ تقارن با ͳآشنای .١ فصل

آنها به مربوط تقارنهای و مثلث چند :١.١ شل

Έی (Γ (معوس Γ−1 پس دهد نشان را 2π/3 اندازه به الاضلاع متوازی مثلث از دوران Έی Γ کنید
است. 4π/3 اندازه به دوران

ͳنیت فرض پیش (این م�ͳکنیم معطوف باشند هموار که ͳتقارن�های به را خود توجه ͳسادگ برای
است). شده وض΄ تر محسوس و تر کاربردی مثال�های ͳبررس برای و کند ͳنم ایجاد ͳمحدودیت چندان
آنΎاه باشد، دلخواه تقارن Έی Γ : x 7→ x̂(x) اگر و دهد نشان را ̤ͳش از دلخواه نقطه Έی موقعیت x اگر
Έی هم Γ−1 اینه از بعلاوه، است. دیفرانسیل�پذیر x به نسبت ͳنامتناه طور به x̂ تاب΄ که م�ͳکنیم فرض
یC∞Έ−دیفئومورفیسم Γ رو این از است. دیفرانسیل�پذیر ͳنامتناه طور به x̂ به نسبت هم x است، تقارن

میباشد. هموار هم معوسش که است هموار و معوس�پذیر ͳاشتΎن دیΎر، عبارت به است؛
ͳهندس ساختار Έی دارای معمولا ͳهندس شͳء هر واق΄ در باشند؛ ساختار حافظ ͳبایست تقارن�ها

م�ͳنماید. مشخص را آن هویت که است
مشخص ͷشی برای معرف و بنیادی روابط مثل چیزی ساختار ،Έکلاسی Έانیم با مقایسه در
میشود صلب جسم Έی از شده ساخته ͳمثلث تقارنهای عنوان به را مثلث� تقارنهای اساس، این بر میباشد.
حافظ که هستند ͳآن�های م�ͳگذارند، ͳباق را مفروض صلب مثلث Έی که ͳتبدیلات تنها نمود. ͳبررس
تنها تبدیلات این انعاس�ها. و دوران�ها انتقال�ها، همانند هستند. مثلث بر واق΄ نقطه دو هر میان فاصله�ی

ندارند. را صلب ساختار نΎهداری ͳتوانای تبدیلات سایر زیرا میباشند، ممن تقارن�های
ساختار تبدلاتحافظ دسته�ی پاک�کن، مثل شوند، ساخته ͳلاستی یΈماده از مثلث�ها اگر ،ͳطرف از
را نامساوی ضل΄ سه با مثلث Έی مثال، برای شوند. پیدا است ممن جدیدی تقارن�های و است بزرگتر
شدن کشیده نهایتاً و مرکز حول 2π/3 دوران گاه آن الاضلاع، متوازی مثلث Έی توی به داد کش م�ͳتوان
نظر در ساختار بنابراین، نیست؛ صلب مثلث از تقارن Έی تبدیل این آشارا، اصل�ͳاش. شل صورت به
داشته اشیاء آن تقارن�های مجموعه�ی بر ͳتوجه قابل تاثیر میتواند مفروض، ͳهندس ͳش Έی بر شده گرفته

باشد.
ذیل: شرح به شرایط در صادق است ͳتبدیل از عبارت تقارن اینه، خلاصه

باشد. ساختار حافظ تبدیل باید (S١

باشد. دیفئومورفیسم تبدیل، باید (S٢

در تصویرش و (x,y) صفحه در مسطحه شͳء Έی] بنΎارد خودش به را نظر مورد ͳش تبدیل باید (S٣
هستند.] مقایسه قابل غیر (x̂, ŷ) صفحه

١٠
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تقارن با ͳآشنای .١ فصل مسطحه اشیاء تقارن .١.١

واحد دایره در دوران :٢.١ شل

صورت، این در م�ͳکنیم. معطوف کند صدق S٢ و S١ شرط در که ͳتبدیلات به را خود توجه پس، این از
کنند. صدق نیز S٣ شرط در آنها بر علاوه که میشود نامیده تقارن ͳتبدیل

ͳنامتناه مجموعه دارای زیادی اشیاء دارد. تقارن�ها از ͳمتناه ای مجموعه مفروض، صلب مثلث هر
است: زیر تقارن دارای x2+ y2 = 1 صلب واحد دایره مثال برای هستند. تقارن�ها از

Γε : (x,y) 7−→ (x̂, ŷ) = (xcosε− ysinε, xsinε+ ycosε)

است: چنین ͳقطب مختصات در .−ε ∈ (−x, x] هر برای

Γε : (cosθ,sinθ) 7−→ (cos(θ+ε),sin(θ+ε))

که است دایره مرکز حول ε اندازه به دوران Έی ، تبدیل این رو این از است. شده داده نشان ٢.١ شل در
دوران ،ε دوران Έی (معوس معوس�پذیرند و هموار و هستند) صلب (دوران�ها است ساختار حافظ

بنابراین و x̂2+ ŷ2 = x2+ y2 که کنیم توجه است ͳکاف (S٣) تقارن شرط اثبات برای است) −ε

x̂2+ ŷ2 = 1 که ͳوقت x2+ y2 = 1

م�ͳتوان ͳراحت به مرکز. از گذرنده خط هر به نسبت انعاس مانند دارد، هم دیΎری تقارن�های واحد دایره
است: ارز هم زیر انعاس با ͳاسانع هر که داد نشان

Γε دورانها ͳکل طرح به توجه با Γπ : (x,y) 7−→ (−x,y)

تقارن�ها از دسته این است. یΈ-پارامتری ͳل گروه Έی از مثال Έی Γε تقارن�های از ͳنامتناه مجموعه
ͳشΈی که کنید فرض هستند. دیفرانسیل معادلات از ͳحقیق جواب�های برای کلیدی و مفیدند ب�ͳاندازه

باشد: داشته را زیر تقارن�های از ͳنامتناه مجموعه Έی است RN از مجموعه زیر شامل که

Γε : xs 7−→ x̂s(x1, · · · , xs;ε) s = 1, · · · ,N

برقرارند: نظر مورد شرایط و است ͳحقیق پارامتری ε که

.ε = 0 ͳوقت x̂s = xs است: ͳبدیه تقارن Γ0 (L١

است. صفر از ای ͳΎهمسای در ε هر ازای به تقارن ΈیΓε (L٢

١١
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ͳمعمول دیفرانسیل معادله ساده�ترین تقارنهای .٢.١ تقارن با ͳآشنای .١ فصل

صفر. Έنزدی ͳکاف اندازه به ε و δ هر برای ΓδΓε = Γδ+ε (L٣

داد: بسط م�ͳتوان (ε = 0 از ͳΎهمسای (در ε در تیلور سری صورت به را x̂s تواب΄ از Έی هر (L۴

x̂s(x1, · · · , xs;ε) = xs+εξs(x1, · · · , xs)+o(ε2) s = 1, · · · ,N

قسمت میدهد. تشیل یΈ-پارامتری ͳموضع ͳل گروه Έی Γε تقارنهای مجموعه�ی ترتیب، این به
در شرایط که است نیاز تنها که م�ͳآید حقیقت این از کرد) خواهیم پسحذف این از معمولا˦ (که ͳموضع
s = 1, · · · ,N ،x̂s به ͳΎهمسای اندازه ͳبزرگ است ممن بعلاوه، شوند. ͳبررس ε = 0 از ͳΎهمسای Έی
گروه Έی شرایط در Γε تقارن�های که نمودیم استفاده دلیل این به گروه کلمه از باشد. داشته ͳΎبست
تضمین (L٢) شرط بخصوص، صفر. از ͳΎهمسای در های ε بازاء برود. بین از فاصله مینند، صدق
از بهتر استفاده امان آن دلیل محدودند، ای اندازه تا (L۴) تا (L١) شرایط .Γ−1

ε = Γ−ε که م�ͳکند
است. بعدی ͳاحتمال مشلات از پرهیز و دیفرانسیل معادلات حل با رابطه در آنها

ͳحال در هستند. وابسته پارامتری به پیوسته طور به یΈ-پارامتری ͳل گروه Έی به متعلق تقارن�های
باشند؛ وابسته پارامتری به پیوسته نا طور به است ممن ،ͳبخصوص اشیاء تقارنهای ͳبرخ دید خواهیم که
تقارن�های مجموعه�ی مثال، برای داد. نشان پیوسته یΈ-پارامتر با نم�ͳتوان را گسسته تقارن�های این
الساقین متساوی مثلث تقارن دو صورتیه در دارد. D3 ͳدووجه گروه ساختار الاضلاع متوازی مثلث

است. ایزومورف Z2 با که مینند تولید ͳگروه
آنجا تا اما، آمد. خواهد آن شرح کتاب پایان در که چنان مفیدند، زیادی دلایل به گسسته تقارن�های
راحتتر آنها از استفاده همچنین و محاسبه که چرا مینیم، معطوف ͳل تقارنهای ͳبررس را مان کوشش همه

م�ͳباشد.
به کمتری توجه بین این در و م�ͳکنیم، کار آنها با نموده، توجه x̂s تواب΄ خود به تنها اوقات بیشتر
چون ͳفرمولهای است بهتر کارها، شدن آسانتر جهت به بنابراین، داریم. آنها از منبعث گروهای ساختار

Γε : (x1, · · · , xN) 7−→ (x̂1, · · · , x̂N) = · · ·

احام بیان در پایین یا و بالا اندیسهای از استفاده بنویسیم. (x̂1, · · · , x̂N) = · · · خلاصه صورت به را
متغیرهای از مثلا، شد. خواهد اجتناب آنها ذکر از دارد امان که ͳآنجای تا مثالها در اما است، مفید

م�ͳکنیم. استفاده x1, x2, · · · بجای x,y, · · ·

ͳمعمول دیفرانسیل معادله ساده�ترین تقارنهای بخش٢.١

سؤال، این به پاس شروع برای چیست؟ ODE) اختصار به (یا ͳمعمول دیفرانسیل معادلات تقارن�
ͳیعن م�ͳکنیم، ͳبررس را ͳمعمول دیفرانسیل معادله ساده�ترین

dy
dx
= 0. (١.١ )

پر را (x,y) صفحۀ که است،
{
y(x) = c

∣∣∣c ∈ R} خطوط مجموعه ،ͳمعمول دیفرانسیل معادله این جواب
مشخص جوابهایش همه مجموعه�ی صورت به ͳهندس بطور (١.١) ͳمعمول دیفرانسیل معادله م�ͳکنند.
به را جواب مجموعه باید مفروض، ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی برای تقارن هر بنابراین و م�ͳشود؛
در جواب منحن�ͳهای مجموعه�ی که م�ͳکند الزام (S٣) تقارن شرط رسم�ͳتر طور به بنΎارد. خودش

بنابراین و باشد نمودن جدا قابل غیر (x̂, ŷ) صفحۀ در تصویرش از باید (x,y) صفحۀ
dŷ
x̂
= 0 گاه هر dy

dx
= 0 (٢.١ )

١٢
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تقارن با ͳآشنای .١ فصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله ساده�ترین تقارنهای .٢.١

اند. شده تبدیل (۵.١) تجانس Έی توسط (١.١) جوابهای :٣.١ شل

صفر غیر آن ژاکوبین که است معوس�پذیر ͳصورت در صفحه بر شده تعریف مفروض هموار تبدیل Έی
م�ͳشود: اعمال زیر دیΎر شرط بنابراین، باشد.

x̂xŷy− x̂yŷx , 0 (٣.١ )

ͳمنحن هر م�ͳباشد) ∂x̂
∂x

ͳمعن به x̂x مثلا است؛ ͳجزئ مشتق نشانΎر پایین اندیس کتاب سرتاسر (در

بنابراین: و م�ͳشود؛ نΎاشته متفاوت) (احتمالا جواب ͳمنحن Έی به مفروض جواب

ŷ(x,c) = ĉ(c) ∀c ∈ R (۴.١ )

بدست x̂ = x̂(x,c) از معوسΎیری با که است، شد گرفته نظر در c و x̂ از ͳتابع عنوان به x اینجا در که
م�ͳآید.

مشخصهستند. ٣.١ شل در را آنها از ͳی دارد؛ زیادی تقارنهای (١.١) ͳمعمول دیفرانسیل معادله
جمله از زیر شل به تجانس . y و x محورهای در ͳاسهایانع مانند دارند؛ وجود هم گسسته تقارنهای

هستند: معادله این ͳل تقارنهای

(x̂, ŷ) = (x,eεy) ε ∈ R (۵.١ )

اگر است. شده داده نشان جواب منحن�ͳهای از ͳکم تعداد تنها روی (۵.١) تأثیر تنها ٣.١ شل [در
انتقال هر بعلاوه، م�ͳشدند.] یسان شل نیمه دو هر آنΎاه داد، نشان بتوان را جواب منحن�ͳهای همۀ

(x̂, ŷ) = (x+ε1,y+ε2) ε1, ε2 ∈ R (۶.١ )

گروه ،ε1 گرفتن صفر با است. وابسته� ε2 و ε1 پارامتر دو به انتقالها همه مجموعه�ی است. تقارن Έی نیز
انتقالهای از یΈ-پارامتری ͳل گروه مشابه، طور به م�ͳآید. بدست y جهت در انتقالها از ی�Έ-پارامتری ͳل
است دو-پارامتری ͳل یΈگروه (۶.١) انتقالهای مجموعۀ م�ͳشود. حاصل ε2 گرفتن صفر با x جهت در
حاصل ε2 و ε1 بوسیله شده پارامتره انتقالهای از یΈ-پارامتری ͳل گروه دو ͳترکیب عنوان به آن از که
تقارن از ترکیب Έی عنوان به توان ͳم را R−پارامتری ͳل گروه Έی به متعلق تقارنهای تقریبا م�ͳگردد.

برد. کار به یΈ-پارامتری ͳل های گروه R ها
را y = c جواب ͳمنحن هر (۶.١) انتقال مثال، برای نیستند. مفید یΈ-پارامتری ͳل گروههای همۀ
خودش به تقارن Έی با جواب ͳمنحن هر ،ε2 = 0 اگر که است روشن م�ͳنΎارد. ŷ = c+ ε2 ͳمنحن به
حرکت خط همین راستای در را y=ثابت ͳمنحن به متعلق نقاط x جهت در انتقالها زیرا م�ͳشود. نΎاشته

١٣

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای تقارن شرط .٣.١ تقارن با ͳآشنای .١ فصل

اگر ͳحت م�ͳشوند، نامیده ͳبدیه اصطلاحا م�ͳنΎارد خودش به را جواب ͳمنحن هر که ͳتقارنهای م�ͳدهند.
دهند. حرکت را جواب منحن�ͳهای به متعلق نقاط

با یافت. م�ͳتوان را تقارنهایش همۀ بنابراین و است ساده ب�ͳنهایت (١.١) ͳمعمول دیفرانسیل معادله
م�ͳآوریم: بدست x به نسبت (۴.١) از گیری مشتق

ŷx(x,c) = 0, ∀c ∈ R.

شل به (١.١) تقارنهای ،(٣.١) به توجه با بنابراین،

(x̂, ŷ) = ( f (x,y),g(y)), fx , 0, gy , 0, (٧.١ )

نظر مورد ͳمعمول دیفرانسیل معادله شده�اند. فرض متغیرهایشان از هموار ͳتوابع g و f که هستند،
چنین ͳاول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر اینه، (شΎفت دارد. تقارنها از بزرگ بسیار خانواده�ی�ای

است.)
(٧.١) نتیجه�گیری به قادر آن از مشتقΎیری با و ،(٢.١) معادله (١.١) ͳعموم جواب از استفاده با
ͳتابع y جواب، های ͳمنحن روی آورد. بدست (٢.١) از مستقیما را نتای; این توان ͳم همچنین هستیم.
استفاده با نتیجه، در شود. ͳم گرفته بار x از ͳتوابع عنوان به ŷ(x,y) و x̂(x,y) اینرو از و است، x از

که م�ͳشود نتیجه (٢.١) از مشتق، زنجیره�ای قاعده از

dŷ
dx̂
=

Dxŷ
Dx x̂
= 0 که ͳوقت dy

dx
= 0

است: x به نسبت ͳکل مشتق Dx که

Dx = ∂x + y′∂y+ y′′∂y′ + · · · . (٨.١ )

بنابراین غیره). و هم dy
dx

دادن نشان برای y′ نماد از ؛ ∂
∂x

دادن نشان برای ∂x نماد از کتاب، سرتاسر (در
م�ͳشود تبدیل به (٨.١)

y′ = 0 وقت�ͳکه
ŷx + y′ŷy

x̂x + y′ x̂y
= 0

این (٢.١) فرم در تقارن شرط از استفاده مزیت است. برقرار (٧.١) اینرو از .ŷx/x̂x = 0 اینه ͳیعن
بدست م�ͳتوان نظر مورد دیفرانسیل معادله جوابهای دانستن بدون را تقارن�ها به مربوط اطلاعات که است
ͳب است، مفروض دیفرانسیل معادله Έی تقارنهای یافتن روند در ͳاساس نتای; از ͳی مشاهده این آورد.

بدانیم. را آن جوابهای آنه

اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای تقارن شرط بخش٣.١

اما م�ͳباشند. موازی خطوط آن جواب منحن�ͳهای که چرا هستند، تجسم قابل ͳراحت به y′ = 0 تقارنهای
دیدن با که است آن از پیچیده�تر اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی تقارنهای یافتن ،ͳکل حالت در
باید ͳتقارن هر که م�ͳکند حم تقارن شرط وجود، این با باشد. مقدور جوابش منحن�ͳهای از تصویری
صفحۀ در منحن�ͳهای از مشخص مجموعه�ای Έی به را (x,y) صفحۀ در جواب منحن�ͳهای مجموعه�ی

بΎیرید: نظر در را زیر اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله بنΎارد. (x̂, ŷ)

dy
dx
= ω(x,y). (٩.١ )

١۴
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تقارن با ͳآشنای .١ فصل اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای تقارن شرط .٣.١

ͳتابع آنها بر ω که م�ͳکنیم محدود صفحه از نواح�ͳای به تنها را توجهمان بحث، در بیشتر ͳسادگ (برای
٩.١) برای تقارن شرط آید.) ͳم وجود به ͳعمل مسایل از بسیاری در ͳوضعیت چنین البته، است؛ هموار

از عبارتست (

dŷ
dx̂
= ω(x̂, ŷ) ͳوقت dy

dx
= ω(x,y) (١٠.١ )

فرض جواب منحن�ͳهای مجموعه بر انتΎرالΎیری) ثابت Έی (و x از ͳتابع عنوان به را y قبل، همچون
که م�ͳدهد نتیجه (١٠.١) پس م�ͳکنیم.

dy
dx
= (x,y) ͳوقت Dxŷ

Dx x̂
=

ŷx + y′ŷy

x̂x + y′ x̂y
= ω(x̂, ŷ)

معادله با (٩.١) اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای تقارن شرط بنابراین،

ŷx +ω(x,y)ŷy

x̂x +ω(x,y)x̂y
= ω(x̂, ŷ), (١١.١ )

یا و همه یافتن امان (١١.١) حل با است. ارز هم باشد، دیفئومورفیسم ω نΎاشت باید دو، هر در که
گمانه که است این راه Έی است. ممن مفروض ͳمعمول دیفرانسیل معادله تقارنهای از ͳبرخ اقل حد

بΎردیم. ͳبخصوص تقارنهای جستجوی به ،ͳیعن کنیم، ͳزن

م�ͳکنیم: ͳبررس را زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ١.١

dy
dx
= y (١٢.١ )

ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله در (١٢.١) برای تقارن هر ͳبایست که م�ͳکند حم (١١.١) شرط
کند: صدق PDE) اختصار به یا (و

ŷx + yŷy

x̂x + yx̂y
= ŷ.

معادله این که کنیم ͳبررس م�ͳدهیم ترجی ،ͳجزئ مشتقات با معادله این ͳعموم جواب یافتن بجای
ͳتقارنهای آیا مثال، برای خیر! یا و م�ͳباشد م�ͳکنیم، ͳزن گمانه ما که ͳتقارنهای دارای اساسا بخصوص

باید پس است، چنین اگر بنΎارد؟ خودش به را y که دارند وجود

(x̂, ŷ) = (x̂(x,y),y),

م�ͳگردد: تبدیل زیر معادله به (١١.١) شرط و

y
x̂x + yx̂y

= y.

داریم: ،((٣.١) به توجه (با بنابراین

x̂x + yx̂y = 1, x̂x , 0.

١۵
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای تقارن شرط .٣.١ تقارن با ͳآشنای .١ فصل

y′ = yجوابهای :۴.١ شل

ͳل تقارنهای آنها، ساده�ترین دارد؛ وجود نوع این از زیادی تقارنهای

(x̂, ŷ) = (x+ε,y) ε ∈ R (١٣.١ )

در موضوع این آیا اما، هستند: y′ = 0 ͳبدیه تقارنهای ،x جهت در انتقالهای که دیدیم پیشتر، م�ͳباشند.
م�ͳتوان ͳراحت به را (١٢.١) ͳعموم جواب است؟ ͳبدیه نیز (١٢.١) مفروض دیفرانسیل معادله مورد

از است عبارت واق΄ در یافت؛

y = c1ex c1 ∈ R.

م�ͳنΎارد: زیر ͳمنحن به را c1 ثابت مقدار با جواب ͳمنحن هر ، (١٣.١) شل به انتقال هر

c2 = c1e−ε که ŷ = y = c1ex = c1ex̂−ε = c2ex̂

(البته، .c1 , c2 (اغلب) که چرا هستند، (١٢.١) از ͳبدیه غیر تقارنهای x جهت در انتقالهای بنابراین،
هر توسط معادله این جواب منحن�ͳهای از ͳبرخ اینه، جالب م�ͳانجامد). ͳبدیه تقارن به لزوماً ε = 0
به مفروض تقارن Έی توسط که ͳجواب منحن�ͳهای .y = 0 نظیر م�ͳشوند، نΎاشته خودشان به انتقال
۴.١ شل در که طوری همان م�ͳشود. نامیده نظر مورد تقارن تحت ناوردا م�ͳشوند، نΎاشته خودشان
ͳانتقال تقارن Ϳهی م�ͳکند. افراز را y = c1ex جواب منحن�ͳهای مجموعه ،y = 0 جواب است، مشهود
معادله این چه اگر بنΎارند. c1 < 0 با جوابهای به را c1 > 0 با جوابهای که نیست قادر (١٣.١)
هم با را ͳپایین و ͳبالای صفحۀ نیم در جوابهای م�ͳتواند که دارد ͳتقارنهای بخصوص، ͳمعمول دیفرانسیل

کند. تعوض

(x̂, ŷ) = (x,−y);

است. گسسته تقارن Έی از نمونه�ای تقارن، این است. ͳتقارنهای چنین از نمونه�ای

١۶
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تقارن با ͳآشنای .١ فصل ͳل تقارنهای از استفاده با اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۴.١

یافتن در بالا روش اما پرداختیم؛ ساده بسیار ͳمعمول دیفرانسیل معادلات تقارن ͳبررس به تنها اینجا تا
نمود. استفاده بتوان ͳمعمول دیفرانسیل معادله همه تقریبا یافتن برای آن از که هست قوی چنان تقارنها

م�ͳپردازیم. پیچیده�تر مثال چند ذکر به اینجا، در

ͳاتری معادله . مثال ٢.١

dy
dx
=

y+1
x
+

y2

x2 (١۴.١ )

است. ساده کاملا̈ دید) خواهیم بعد فصل در (چنانچه عموم�ͳاش جواب اما م�ͳآید، پیچیده نظر به
است: معوسها از یΈ-پارامتری ͳل گروه Έی شامل ͳمعمول دیفرانسیل معادله این تقارنهای

(x̂, ŷ) =
( x
1−4x

,
y

1−4x

)
(١۵.١ )

که کنیم توجه و دهیم، قرار (١١.١) تقارن شرط در را (١۵.١) است ͳکاف موضوع، این اثبات برای
است تقارنها از ͳل گروه Έی از ما مثال اولین انعاسها، این م�ͳباشد. (١۴.١) معادله راست سمت ω
از عبارتست ،ε = 0 حول تیلور سوی ͳرایΎهم (شعاع نیستند. خوشتعریف ͳحقیق های ε همۀ برای که

.(( 1
|x|

ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ٣.١

dy
dx
=

y3+ x2y− y− x
xy2+ x3+ y− x

, (١۶.١ )

آن، به توجه با است؛ شده داده نشان ۵.١ شل در آن جواب منحن�ͳهای مجموعه بΎیرید. نظر در را
دوران�های که دهید نشان تا شما عهده بر هستند. تقارن مبدأ حول دورانهای احتمالا که زد حدس م�ͳتوان

(x̂, ŷ) =
(
xcosε− ysinε, xsinε+ ycosε

)
(١٧.١ )

م�ͳدهند. تشیل را (١۶.١) تقارنهای از یΈ-پارامتری ͳل گروه Έی

تقارنهای از استفاده با اول مرتبه ͳحلمعادلاتدیفرانسیلمعمول بخش١.۴
ͳل

Έی که کنید فرض است. شده گرفته بر ذیل در مشروح انΎیز شΎفت حم مشاهده از بخش این عنوان
بتوانیم را (٩.١) اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله تقارنهای از ͳبدیه غیر یΈ-پارامتری ͳل گروه
مفروض ͳمعمول دیفرانسیل معادله آن ͳعموم جواب تعیین برای ͳل گروه این از صورت، این در بیابیم.
ω(x,y) تاب΄ از تنها بین این در و است؛ ͳل تقارنهای سودمندی بر ͳدلیل نتیجه، این نمود. استفاده م�ͳتوان
موکول بعد فصل به را بیشتر جزئیات و م�ͳکنیم تشری ذیل در را مطلب این ͳاصل ایده م�ͳشود. استفاده

م�ͳکنیم.
باشند: y جهت در انتقالهای ͳل گروه شامل (١٩.١) تقارنهای که کنید فرض ابتدا،

(x, ŷ) = (x,y+ε). (١٨.١ )

١٧
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ͳل تقارنهای از استفاده با اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۴.١ تقارن با ͳآشنای .١ فصل

(١۶.١) جوابهای :۵.١ شل

١٨
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تقارن با ͳآشنای .١ فصل ͳل تقارنهای از استفاده با اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۴.١

م�ͳآید: در زیر بصورت (١١.١) تقارن شرط صورت، این در

ω(x,y) = ω(x,y+ε), (١٩.١ )

زیر نتیجه ،ε = 0 در ε به نسبت (١٩.١) از مشتقΎیری با صفر. از همسای�ͳΎای در ε هر برای
م�ͳآید: بدست

ωy(x,y) = 0.

باشد، (١٨.١) انتقالهای ͳل گروه شامل تقارنهایش که معمول�ͳای دیفرانسیل معادله کل�ͳترین بنابراین،
هستند: زیر بشل

dy
dx
= ω(x).

از: عبارتست آن ͳعموم جواب نمود: حل م�ͳتوان نیز را ͳمعمول دیفرانسیل معادله این

y =
∫
ω(x)dx+ c. (٢٠.١ )

شده موکول انتΎرال سری Έی محاسبه به تنها شده ارائه پاس که م�ͳدانیم شده حل را ͳدیفرانسیل (معادله
زیر جواب به انتقال تحت ،c = 0 با متناظر ͳخصوص جواب باشد،

ŷ =
∫
ω(x)dx+ε =

∫
(x̂)dx̂+ε

یΈ-پارامتری ͳل گروه از استفاده با بنابراین، است. c = ε با ͳخصوص ͳجواب که م�ͳشود، نΎاشته
م�ͳآوریم. بدست آن ͳخصوص جواب Έی دادن حرکت از را معادله Έی ͳعموم جواب م�ͳتوان موجود،
م�ͳکند. جوابعمل منحن�ͳهای مجموعه بر انتΎرال ثابت در تغییر ایجاد با نظر مورد ͳل گروه مثال، این در
(١٨.١) انتقالهای از ͳل گروه دارای که ͳاول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر که، شد آشار پس
یΈ-پارامتری ͳل گروه� با ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر برای روند این آیا است. حل قابل ͳآسان به باشد،
مجموعه که بΎیرید، نظر در را (١۶.١) مدور متقارن ͳمعمول دیفرانسیل معادله است؟ درست نیز دیΎر
در را ͳمعمول دیفرانسیل معادله این که است ͳطبیع است. شده داده نشان ۵.١ شل در آن جوابهای

ضابطه با (r, θ) ͳقطع مختصات

x = r cosθ x = r sinθ

ساده ͳمعمول دیفرانسیل معادله حاصل، کنیم. ͳنویس باز

dr
dθ
= r(1− r2) (٢١.١ )

در (١٧.١ ) دوران�های از یΈ-پارامتری ͳل گروه ͳبازنویس از است. حل قابل بلافاصله که است،
م�ͳشود: نتیجه ،ͳقطب مختصات

(r̂, θ̂) = (r, θ+ε).

ͳآسان به ͳمعمول دیفرانسیل معادله بنابراین، م�ͳشوند. θ در ͳانتقالهای ͳدوران تقارنهای جدید مختصات در
م�ͳشود. حل

١٩
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ͳل تقارنهای از استفاده با اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۴.١ تقارن با ͳآشنای .١ فصل

مناسب، ͳمختصات دستΎاه Έی در م�ͳکند. کار یΈ-پارامتری ͳل گروههای همۀ برای مشابه ایده
هم ثابت) نقاط در جز (به انتقالها با م�ͳشوند پارامتری صفر به Έنزدی ͳکاف اندازه به ε با که ͳتقارنهای
ͳمختصات دستΎاه مثال برای چیست؟ مناسب مختصات دستΎاه م�ͳماند: ͳباق مسئله Έی هستند. ارز

نیست. واض (١۴.١) ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای ͳاختصاص
دید. خواهیم بعد فصل در چنانچه دارد مسئله این برای ͳجواب خودش ͳل گروه که م�ͳکند ثابت این

تمرین�ها

این برای تقارن نوع چند کنید. مشخص را dy
dx
=

y
x
ͳمعمول دیفرانسیل معادله جوابهای مجموعه ١.١

کنید؟ مشخص م�ͳتوانید را

dy
dx
=

1− y2

x
برای تقارن Έی (x̂, ŷ) = (exx,y) صورت به شده تعریف تبدیل که دهید نشان ٢.١

معادله جوابهای چΎونه اینها کنید. توصیف ͳهندس طور به را تقارنها این .ε ∈ R که است؛
م�ͳکنند؟ تبدیل را ͳمعمول دیفرانسیل

هستند. (١۶.١) ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای ͳتقارنهای (١٧.١) دوران�های که دهید نشان ٣.١

dy
dx
= y2eaε + y+ ex برای ͳتقارن (x̂, ŷ) =

(
x+ 2ε,yeaα) که کنید تعیین طوری را α مقدار ۴.١

است. ε ∈ R که باشد،

معادله برای تقارن Έی (x̂, ŷ) =
(
x,y+εexp

{ ∫
F(x)dx

})
ای ε ∈R هر ازای به که دهید نشان ۵.١

قاعده و تقارنها این میان ارتباط است. dy
dx
= F(x)y+G(x) اول مرتبه ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل

دهید. توضی را بودن ͳخط ͳاص

٢٠
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٢ فصل

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای
اول مرتبه

܃رўد. ҆ی Ϸوچک̵ۤشاء ϲناМع از ВیلابसیसیБЗرگ
ॣیان΄وشدارўد) ܕ܃زसی΄وب، ՏЈه ߺ˶ܾۚ܃ر: (ویڤیام

رویصفحه ͳل تقارنهای عمل بخش١.٢
کردیم: ͳبررس زیر شل به را ویژه اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳکم تعداد تنها ما کنون تا

dy
dx
= w(x,y) (١.٢ )

است. اجرا قابل (١.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر برای که است ͳهایینت توسعه فصل این هدف
مشل ͳاصل ایده�های م�ͳکنیم. شروع م�ͳکنند عمل صفحه روی تقارنها که ͳروش از بسته آزمون Έی با
ایده�ها این وجود این با ساخت. ساده ͳخیل ͳمعمول دیفرانسیل معادلات Έکم با را آنها م�ͳتوان و نیستند
روش�های با که ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای آن از ما فصل این در نهایت در و هستند ͳعموم

کرد. خواهیم استفاده نم�ͳشوند حل استاندارد
ŷ = f̃ (x̂) ͳمنحن به را جواب این ویژه تقارن Έی و است (١.٢) از ͳجواب y = f (x) که کنید فرض

از: ͳجواب که م�ͳنΎارد.

dŷ
dx̂
= w(x̂, ŷ).

تبدیل −(x̂, ŷ) نقاط مجموعه به را y = f (x) ͳمنحن تقارن، م�ͳآید. بدست زیر بصورت f̃ تاب΄ است.
آن در که م�ͳکند

x̂ = x̂(x, f (x)), ŷ = ŷ(x, f (x)). (٢.٢ )

٢١
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صفحه روی ͳل تقارنهای عمل .١.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

را (٢.٢) از اول معادله است. شده نوشته پارامتری فرم در که است (x̂, ŷ) صفحه در ͳمنحن Έی که
جایΎذاری (٢.٢) دوم معادله در آنرا نتیجه و آید بدست x̂ از ͳتابع عنوان به x که کنیم ͳم حل ای بΎونه

م�ͳکنیم.

f̃ (x̂) = ŷ(x(x̂), f (x(x̂))). (٣.٢ )

است. ε پارامتر و x̂ از تاب΄ Έی f̃ آنΎاه باشد، متعلق پارامتری Έی ͳل گروه Έی به تقارن اگر

ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب . مثال ١.٢

dy
dx
=

2y
x

(۴.٢ )

از: عبارتست

y = cx2 (۵.٢ )

c > 0 Έی با متناظر (۵.٢) جواب ͳمنحن هر بطوریه م�ͳشویم متمرکز y > 0 و x > 0 رب΄ روی
است. ویژه

م�ͳشود: نΎاشته خودش به زیر گسسته تقارن با ناحیه این در جوابها مجموعه

(x̂, ŷ) =
(

x
y
,
1
y

)
. (۶.٢ )

م�ͳشود: نΎاشته زیر ͳمنحن به c = c1 با متناظر جواب ͳمنحن مخصوصاً،

(x̂, ŷ) =
(

1
c1x

,
1

c1x2

)
.

به: y = c1x2 جواب ͳمنحن بنابراین و x = 1
(c1 x̂) بنابراین

ŷ = c1 x̂2.

یΈپارامتری ͳل گروه شامل دارد، هم دیΎری تقارنهای (۴.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله م�ͳشود. نΎاشته
بصورت ها تجانس از

(x̂, ŷ) = (eεx,cεy). (٧.٢ )

:ͳمنحن به را y = c1x2 جواب ͳمنحن شل این از تقارن هر

(x̂, ŷ) = (eεx,c1e−εx2).

از: عبارتست یافته تبدیل جواب بنابراین و x = e−ε x̂ م�ͳآوریم بدست x به نسبت حل با م�ͳنΎارد.

ŷ = c1e−3ε x̂2.

دو از استفاده بجای هستند. ͳمشابه جواب منحن�ͳهای مجموعه شامل (x̂, ŷ) صفحۀ و (x,y) صفحۀ
صفحۀ از نΎاشت Έی عنوان به تقارن این از آنΎاه کنیم. ادغام هم با را آنها است بهتر همسان، صفحه

٢٢
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل صفحه روی ͳل تقارنهای عمل .١.٢

(۴.٢) از جواب Έی روی (٧.٢) تقارن Έی عمل :١.٢ شل

با نقطه بخصوص م�ͳگویند. (x,y) صفحۀ روی تقارن عمل آن به که م�ͳشود ͳتلق خودش به (x,y)
مختصاتش: که نقطه�ای به (x,y) مختصات

(x̂, ŷ) = (x̂(x,y), ŷ(x,y)).

به آن است. (x, f (x)) مختصات با نقاط از مجموعه�ای y = f (x) جواب ͳمنحن شود. ͳم نΎاشته است
اگر بنابراین است y = f̃ (x) جواب ͳمنحن که م�ͳشود. نΎاشته (x̂, f̃ (x̂)) مختصات با نقاط از مجموعه
ͳمنحن هر آن عمل اگر است ͳبدیه تقارن Έی . است ناوردا تقارن این تحت y = f (x) ͳمنحن ، f̃ = f

گذارد. ͳباق ناوردا را جواب
دیفرانسیل معادله اگر ، شویم متمرکز صفحه از مجموعه�ای زیر روی باشد لازم که است ممن تذکر:

نباشد. تعریف خوش صفحه تمام روی تقارن یا ͳمعمول

شد: ͳبررس زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله از ͳگوناگون تقارنهای قبل مثال در . مثال ٢.٢

dy
dx
=

2y
x
, x > 0 , y > 0.

صفحۀ در ŷ = c1e−3ε x̂2 ͳمنحن به را y = c1x2 جواب ͳمنحن (٧.٢) شل به تقارنهای که دانستیم
جواب به را y = c1x2 جواب y > 0 و x > 0 رب΄ روی (٧.٢) تقارن Έی عمل بنابراین م�ͳنΎارند. (x̂, ŷ)
ͳمنحن هر (٧.٢) گسسته تقارن است. شده داده نشان ١.٢ شل در چنانچه م�ͳنΎارد y = c1e−3εx2

است. ͳبدیه تقارن Έی (۶.٢) اینرو از و م�ͳنΎارد خودش به را y = c1x2 جواب
Έی مدار است. مفید صفحه در ͳنقاط روی تقارنها از پارامتری Έی ͳل گروه Έی عمل مطالعه�ی
مختصات نΎاشت. ε از انتخاب Έی با بتوان را (x,y) که است ͳنقاط مجموعه ،(x,y) از گذرنده گروه

از: عبارتست ،(x,y) از گذرنده مدار روی نقاط

(x̂, ŷ) = (x̂(x,y;ε), ŷ(x,y;ε)), (٨.٢ )

آن: در که

(x̂(x,y;o), ŷ(x,y;o)) = (x,y). (٩.٢ )

٢٣
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صفحه روی ͳل تقارنهای عمل .١.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

بعدی Έی مدار Έی از ͳقسمت :٢.٢ شل

چه اگر است. شده داده نشان ٢.٢ شل در چنانچه است هموار ͳمنحن Έی نقطه Έی از گذرنده مدار
نΎاشته خودشان به ͳل تقارنهای با آنها از کدام هر باشد. ناوردا نقطه چند یا Έی است ممن همچنین

است. ͳل گروه از بعدی صفر مدار Έی ناوردا نقطه هر م�ͳشوند.

است: زیر دورانهای شامل (١۶.١) ͳمعمول دیفرانسیل معادله از ͳل تقارنهای . مثال ٣.٢

(x̂, ŷ) = (xcosε− ysinε, xsinε+ ycosε).

م�ͳآیند: در زیر بصورت ͳقطب مختصات در که

(r̂, θ̂) = (r, θ+ε).

خودش به (0,0) صورتیه در است r =
√

x2
0 + y2

0 دایره (x0,y0) , (0,0) نقطه هر از گذرنده مدار
است. ناوردا نقطه Έی بنابراین و م�ͳشود نΎاشته

عبارت به م�ͳنΎارد. مدار همان روی نقطه Έی به را مدار Έی روی نقطه هر ͳل گروه Έی عمل
است. ناوردا ͳل گروه عمل تحت مدار هر دیΎر،

مدار به مماس بردار گیریم. ͳم نظر را (x,y) مثل ناوردا غیر که نقطه�ای Έی از گذرنده مدار اکنون
آن: در که (ξ(x̂, ŷ),η(x̂, ŷ) از عبارتست (x̂, ŷ) نقطه در

dx̂
dε
= ξ(x̂, ŷ) ,

dŷ
dε
= η(x̂, ŷ). (١٠.٢ )

با: است برابر (x,y) در مماس بردار بویژه،

(ξ(x,y),η(x,y)) =
(

dx̂
dε

∣∣∣∣∣ε=0,
dŷ
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

)
(١١.٢ )

از: عبارتست ͳل گروه عمل برای تیلور سری ، ε در اول مرتبه برای بنابراین

x̂ = x+εξ(x,y)+o(ε2), ŷ = y+εη(x,y)+o(ε2). (١٢.٢ )

٢۴
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل صفحه روی ͳل تقارنهای عمل .١.٢

است ناوردا (x,y) نقطه (١٢.٢) از بنابراین، م�ͳشود. نΎاشته خودش به ͳل تقارن هر با ناوردا نقطه Έی
هست: که باشد. صفر مماس، بردار اگر

ξ(x,y) = η(x,y) = 0. (١٣.٢ )

ε به نسبت (١٢.٢) از مشتقΎیری با مرراً آنرا م�ͳتوان که هست، نیز ͳکاف لازم، شرط این حقیقت در
Έی از ͳمثال خاص ͳل گروه Έی برای مماس بردارهای مجموعه کرد. اثبات ε بجای صفر دادن قرار و

م�ͳکند. پیدا تغییر (x,y) با هموار طور به مماس بردارهای زیرا است، هموار برداری میدان
قیاس، این در است. مفید صفحه روی ذرات از پیوسته یΈجریان از ͳتوصیف عنوان به درک(١.٢)
ذره از گذرنده مسیر مدار است؛ نقطه این در ذره از ͳسرعت ، عنوان به نقطه Έی در مماس بردار و زمان ε

هستند. جریان این ثابت نقاط ناوردا نقاط است
دارند وجود ͳل تقارنهای آنΎاه کند عبور نقطه Έی در متقاط΄ طور به C ͳمنحن هر از مدار Έی اگر
Ϳهی اگر فقط و اگر ناورداست ͳمنحن Έی بنابراین م�ͳنΎارند. نیستند C روی که ͳنقاط به را (x,y) که
ͳمنحن Έی c دیΎر عبارت به ناورداست). مدار هر زیر م�ͳماند جا بر اگر (واژه نΎذرد. آن از مداری
باشد. موازی (ξ(x,y),η(x,y)) مماس بردار با (x,y) نقطه هر در C به مماس اگر تنها و اگر ناورداست

کرد: بیان مشخصه ͳمعرف با ͳریاض طور به م�ͳتوان را شرط این

Q(x,y,y′) = η(x,y)− y′ξ(x,y). (١۴.٢ )

با موازی این که است (1,y′(x)) امتداد در (x,y(x)) در C به مماس باشد، y = y(x) ͳمنحن C اگر
اگر: تنها و اگر است (ξ(x,y),η(x,y))

Q(x,y,y′) = 0 cروی (١۵.٢ )

روی بینیم. ͳم که همانطور کنیم مشخص را (١.٢) ناوردای جوابهای که م�ͳسازد قادر را ما نتیجه این
با: است ارز هم مشخصه (١.٢) جوابهای همه

Q̄(x,y) = Q(x,y,w(x,y)) = η(x,y)−w(x,y)ξ(x,y). (١۶.٢ )

اگر: تنها و اگر ناورداست y = f (x) جواب ͳمنحن Έی م�ͳگوییم]. یافته کاهش مشخصه را Q̄(x,y)]

y = f (x) ͳوقت Q̄(x,y) = 0 (١٧.٢ )

هست: که باشد، صفر برابر یسان طور به Q̄(x,y) اگر فقط و اگر هستند ͳبدیه ͳل تقارنهای

η(x,y) ≡ w(x,y)ξ(x,y). (١٨.٢ )

چنین هر است. ممن م�ͳکند صدق (١٧.٢) در که y = f (x) های ͳمنحن تعیین آنΎاه Q̄y , 0 اگر
م�ͳتوان (١٧.٢) از بنابراین شد. خواهد داده نشان بعداً که است (١.٢) از ناوردا جواب Έی ͳمنحن
بدون کرد. استفاده هستند ناوردا مفروض ͳبدیه غیر ͳل گروه Έی تحت که ͳجوابهای همه یافتن برای

گیری. انتΎرال به نیاز

: ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ۴.٢

dy
dx
= y (١٩.٢ )

دارد: زیر شل به ͳمقیاس تقارنهای

(x̂, ŷ) = (x,eεy). (٢٠.٢ )

٢۵
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صفحه روی ͳل تقارنهای عمل .١.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

آید: ͳم بدست ε = 0 در ε به نسبت (٢٠.٢) گیری مشتق با (x,y) در مماس بردار

(ξ(x,y),η(x,y)) = (0,y). (٢١.٢ )

جوابهای روی ناورداست. (٢٠.٢) ͳل تقارنهای عمل تحت y = 0 خط روی نقطه هر ،(١٣.٢) از
م�ͳیابد: کاهش زیر بصورت مشخصه (١٩.٢)

Q̄(x,y) = η(x,y)− yξ(x,y) = y.

جواب تنها (١٧.٢) از م�ͳکند. عمل (١٩.٢) جوابهای روی ͳبدیه غیر طور به ͳل گروه این بنابراین
پارامتری Έی ͳل گروه Έی م�ͳشود. ساخته ناوردا نقاط از ͳکل طور به که ،y = 0 از عبارتست ناوردا

است: شده آورده اینجا در (١٩.٢) تقارنهای از دیΎری

(x̂, ŷ) =
(
eεx,exp{(eε−1)x}y) . (٢٢.٢ )

از: عبارتست (x,y) در مماس بردار

(ξ(x,y),η(x,y)) = (x, xy). (٢٣.٢ )

بعلاوه: ناورداست. x = 0 خط روی نقطه هر

Q̄(x,y) = η(x,y)− yξ(x,y) = 0,

م�ͳکنند. عمل (١٩.٢) جوابهای روی ͳبدیه طور به (٢٢.٢) ͳل تقارنهای بنابراین

:ͳاتری معادله . مثال ۵.٢

y′ = xy2− 2y
x
− 1

x3 , (x , 0) (٢۴.٢ )

دارد: زیر بصورت ͳمقیاس تقارنهای از ͳل گروه Έی

(x̂, ŷ) = (eεx,e−2εy).

از: عبارتست مماس برداری میدان

(ξ(x,y),η(x,y)) = (x,−2y).

هست: زیر بصورت یافته کاهش مشخصه بنابراین و

Q̄(x,y) =
1
x2 − x2y2.

دارد: وجود زیر بصورت ناوردا جواب دو و هستند ͳبدیه غیر ͳل تقارنهای لذا

y = ±x−2

را ͳل تقارنهای چه اگر ، م�ͳکنند استفاده مماس بردارهای از تقارنها حود بجای ͳتقارن روشهای بیشتر
پیروی با (١٠.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادلات جفت از گیری انتΎرال بوسیله مماس بردارهای از م�ͳتوان
ͳل گروه هر میان Έی به Έی رابطه Έی (ͳموضع (بطور بنابراین کرد. بازسازی (٩.٢) اولیه شرایط از

دارد. وجود مماسش برداری میدان و پارامتری Έی

٢۶
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل ͳکانون مختصات .٢.٢

م�ͳشوند. بازسازی طریق همین به هم (٢١.٢) مماس برداری میدان با متناظر ͳل تقارنهای . مثال ۶.٢
م�ͳآوریم: بدست (١٠.٢) بتوی (٢١.٢) کردن جایΎذاری با

dŷ
dx
= 0

dŷ
dx
= ŷ

از: عبارتست عموم�ͳاش جواب که

x̂(x,y;ε) = A(x,y), ŷ(x,y;ε) = B(x,y)ex.

که: م�ͳگیریم نتیجه (٩.٢) اولیه شرط از استفاده با و ε = 0 دادن قرار با آنΎاه

(x̂, ŷ) = (x,eεy)

است. (٢٠.٢) با مطابق

ͳکانون مختصات بخش٢.٢

تبدیلات: شامل تقارنهایش که (١.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر که فهمیدیم ۴.١ بخش در

(x̂, ŷ) = (x,y+ε) (٢۵.٢ )

ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی اگر عموماً آورد. بدست گیری انتΎرال با م�ͳتوان مستقیما را هستند
دیفرانسیل معادله باشد، داشته هستند ارز هم (ͳمختصات تغییر Έی (تحت تبدیلات با که ͳل تقارنهای
را مختصات این م�ͳتوان چΎونه کرد. حل جدید مختصات از برحسب آن ͳبازنویس با م�ͳتوان را ͳمعمول

کرد؟ پیدا
: نقطه هر در یسان مماس بردار (٢۵.٢) تقارنهای مدارهای همه�ی

(ξ(x,y),η(x,y)) = (0.1). (٢۶.٢ )

تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه هر برای هستند] x ثابت از ͳخطوط (٢۵.٢) [مدارهای دارند.
: بود خواهیم زیر بصورت مختصات ͳمعرف به قادر مفروض

(r, s) = (r(x,y), s(x,y))

بطوریه:

(r̂, ŝ) ≡ (r(x̂, ŷ), s(x̂, ŷ)) = (r, s+ε) (٢٧.٢ )

که (0,1) از عبارتست (r, s) نقطه در مماس بردار جدید مختصات در آنΎاه، باشد پذیر امان این اگر
هست:

dr̂
dε
|ε=0 = 0

dŝ
dε
|ε=0 = 1

قاعده از استفاده با شده�اند. داده نشان مماس برداری از ͳبرخ .s(· · · ) و r(−1) ثابت از ͳهای�ͳمنحن
م�ͳآوریم: بدست (١٠.٢) و زنجیره�ای

ξ(x,y)rx +η(x,y)ry = 0, ξ(x,y)sx +η(x,y)sy = 1. (٢٨.٢ )

٢٧
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ͳکانون مختصات .٢.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

است. شده داده نشان مماس بردار چند .(−−−) ثابت s با و (—) ثابت r با منحن�ͳهای :٣.٢ شل

اعمال را زیر ناتباهیده�ی شرط بنابراین باشد. پذیر معوس (x,y) ͳΎهمسای در باید مختصات تغییر
م�ͳکنیم:

rxsy− rysx , 0, (٢٩.٢ )

داشته تقاط΄ نقطه Έی در r ثابت از ͳمنحن Έی و s ثابت از ͳمنحن Έی اگر که م�ͳکند تأمین شرط این
شده داده نشان ٣.٢ شل در که همانطور م�ͳکنند، عبور متقاط΄ بطور دیΎر نقطه Έی در آنها باشند.
جفت Έی کنند، صدق (٢٩.٢) و (٢٨.٢) در که s(x,y) و r(x,y) تواب΄ از دلخواه جفت هر به است.

م�ͳگویند. ͳکانون مختصات از
م�ͳگذرد، نقطه آن از که r ثابت از ͳمنحن با ناوردا غیر نقطه هر در مماس بردار تعریف Έکم به
مدار م�ͳشود: منطبق نقطه آن از گذرنده مدار با ͳموضع بطور r ثابت از ͳمنحن بنابراین است. موازی
م�ͳشود. اطلاق ناوردا ͳکانون مختص Έی عنوان به r به اوقات ͳگاه بنابراین ناورداست. ͳل گروه تحت
ممن م�ͳکند. عبور متقاط΄ بطور بعدی Έی مدارهای از آنها زیرا نیستند ناوردا s ثابت از ͳهای�ͳمنحن

معادله چون نشود تعریف نقطه Έی در ͳکانون مختصات است
: (٢٨.٢) در s برای مشخصه

ξ(x,y) = η(x,y) = 0

به م�ͳشود. پیدا ناوردا غیر نقطه�ی هر از ͳهای ͳΎهمسای ͳکانون مختصات چه اگر ندارد. ͳجواب Ϳهیپ
غیر آنها که کند اثبات (ͳموضع (بطور مماس بردارهای سازی نرمال دارد امان همیشه دیΎر عبارت

هستند. صفر
کند صدق (٢٨.٢) در (r, s) اگر واق΄، در نیستند. یتا (٢٨.٢) با شده تعریف ͳکانون مختصات

است: برقرار G و F دلخواه هموار تواب΄ برای زیر رابطه آنΎاه

(r̄, s̄) = (F(r), s+G(r)). (٣٠.٢ )

که داریم قصد دارد. وجود زیادی هنوزآزادی اما م�ͳکند اعمال را F′(r) , 0 محدودیت ͳناتباهیدگ
است. ͳتفاوت مستلزم این کنیم. ͳبازنویس ͳکانون مختصات برحسب را (١.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله
یافتن مثال، برای است. مشابه امان با s و r ساختن در بالا آزادی از استفاده برای ͳروش آن بنابراین

٢٨
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل ͳکانون مختصات .٢.٢

مختصات .ξ(x) , 0 تقارنها، این برای است. رای; کاملا̈ y از مستقل ξ و y در ͳخط η با ͳل تقارنهای
جواب Έی از که م�ͳکنیم ͳسع دارد امان جا هر دارد. وجود y از مستقل s و y در ͳخط r با استاندارد

کنیم. استفاده (٢٨.٢) از ساده ناتباهیده
مشخصه معادلات آورد بدست مشخصه�ها روش از استفاده با (٢٨.٢) از م�ͳتوان را ͳکانون مختصات

از: عبارتند

dx
ξ(x,y)

=
dy

η(x,y)
= ds. (٣١.٢ )

مفروض: اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی از اولیه انتΎرال Έی

dy
dx
= f (x,y) (٣٢.٢ )

ͳمعمول دیفرانسیل معادله از y = y(x) جواب هر روی مقدارش که است φ(x,y) ثابت غیر تاب΄ Έی
بنابراین: است. ثابت (٣٢.٢)

φx+ f (x,y)φy = 0, φy , 0. (٣٣.٢ )

از: عبارتست (٣٢.٢) از ͳعموم جواب

φ(x,y) = c (٣۴.٢ )

r ناوردای ͳکانون مختص که م�ͳبینیم کنید مقایسه را (٣٣.٢) و (٢٨.٢) ξ(x,y) , 0 که کنید فرض
است: زیر معادله از اولیه انتΎرال Έی

dy
dx
=
η(x,y)
ξ(x,y)

(٣۵.٢ )

(٢٨.٢) از s(x,y) جواب Έی اوقات بیشتر تقریباً م�ͳآید. بدست (٣۵.٢) حل با r = φ(x,y) بنابراین
از تاب΄ Έی بعنوان y نوشتن برای r(x,y) از م�ͳتوانیم اینصورت غیر در یافت. کناش Έی با م�ͳتوان را

گیری: انتΎرال با م�ͳآید (٣.٢)بدست از s(r, x) مختص سپس کرد. استفاده x و r

s(r, x) =
(∫

dx
ξ(x,y(r, x))

)
|r=r(x,y) (٣۶.٢ )

. بود خواهد ͳمعن با انتΎرال کند،اینجا عمل ثابت Έی بعنوان r اگر
آنΎاه: η(x,y) , 0 و ξ(x,y) = 0 اگر مشابه بطور

r = x, s =
(∫

dy
η(r,y)

)
|r=0 (٣٧.٢ )

هستند. ͳکانون مختصات

بΎیرید: نظر در هستند ͳمقیاس که را زیر ͳل تقارنهای . مثال ٧.٢

(x̂, ŷ) = (eεx,ekεy), k > 0, (٣٨.٢ )

٢٩
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ͳکانون مختصات .٢.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

مماس بردار

(ξ(x,y),η(x,y)) = (x,ky)

از: اولیه انتΎرال Έی r بنابراین و است

dy
dx
=

ky
x

انتخاب را r = x−ky بنابراین است. y = cxk ، ͳمعمول دیفرانسیل معادله این ͳعموم جواب است.
از ͳتابع تنها اینه برای است s انتخاب آسانترین آن است. مستقل y از و صفر غیر ξ همچنین، م�ͳکنیم.

داریم: پس باشد. x

(r, s) = (x−ky, ln |x|) (٣٩.٢ )

در جور x = 0 خط روی s = ln(x) کرد. استفاده صفحۀ تمام روی نم�ͳتوان را ͳکانون مختصات این
:y = 0 خط روی جز به است. x = 0 حول استفاده برای مناسب زیر ͳکانون مختصات نم�ͳآید.

(r, s) = (xky−1,k−1 ln |y|) (۴٠.٢ )

ندارد. وجود (0,0) ناوردای نقطه در ͳکانون مختصات
ناوردا نقطه Έی در را آنها م�ͳسازد. مشخص را ͳکانون مختصات با ͳجزئ مشل Έی بالا مثال
ناوردا غیر نقاط همه پوشاندن برای ͳمختصات قطعه چندین از که است لازم ولذا کرد تعریف نم�ͳتوان

کرد. استفاده

های: معوس از پارامتری Έی ͳل گروه . مثال ٨.٢

(x̂, ŷ) =
( x
1−εx

,
y

1−εx

)
(۴١.٢ )

دارد: را زیر مماس برداری میدان

(ξ(x,y),η(x,y)) = (x2, xy). (۴٢.٢ )

م�ͳشود: منجر زیر ساده ͳکانون مختصات به بالا مذکور روش

(r, s) =
(

y
x
,−1

x

)
, x , 0 (۴٣.٢ )

کرد. تعریف نم�ͳتوان را ͳکانون مختصات بنابراین ناورداست. x = 0 خط روی نقطه هر
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات جوابهای آوردن بدست برای ،ͳکانون مختصات استفاده عموم�ͳترین
م�ͳشوند. منتقل شود استفاده ͳکانون مختصات از ͳوقت ،ͳل تقارنهای از زیادی ترکیب�های چه اگر است.
سط در y و x ابتدا سازد. ͳم آسان را ͳل تقارنهای بازسازی آید ͳم ادامه در که همانطور مثال، برای

م�ͳنویسیم: ͳکانون مختصات

x = f (r, s), y = g(r, s).

:(٢٧.٢) از بنابراین

x̂ = f (r̂, ŝ) = f (r(x,y), s(x,y)+ε),
ŷ = g(r̂, ŝ) = g(r(x,y), s(x,y)+ε). (۴۴.٢ )

٣٠
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ لͳفصل تقارنهای با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ͳΎونΎچ .٣.٢

شده معوس (۴٣.٢) ͳکانون مختصات گیریم ͳم نظر در را (۴٢.٢) مماس بردار . مثال ٩.٢
است: زیر بصورت

(x,y) =
(
−1

s
,− r

s

)
.

م�ͳدهد: نتیجه (۴۴.٢) بنابراین

(x̂, ŷ) =
(
− 1

s+ε
,− r

s+ε

)
=

( x
1−εx

,
y

1−εx

)
,

داشتیم. انتظار که همانطور

ͳل تقارنهای با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ͳΎونΎچ بخش٣.٢

ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی از را ͳبدیه غیر ͳل تقارنهای که باشیم داشته را این ͳتوانای که کنید فرض
اگر: تنها و اگر هستند ͳبدیه غیر ͳل تقارنهای که م�ͳکنیم یادآوری بیابیم (١.٢) مفروض

η(x,y) ≡ w(x,y)ξ(x,y) (۴۵.٢ )

شد.) خواهد بحث بعداً محدودیت این (دلیل
با ͳکانون مختصات حسب بر آن ͳبازنویس با م�ͳتوان را (١.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله سپس

داریم: ادامه در داد. کاهش گیری انتΎرال

ds
dr
=

sx + (x,y)sy

rx+w(x,y)ry
(۴۶.٢ )

متغیرها از ͳکل تغییر Έی ͳیعن نوشت s و r از تاب΄ Έی عنوان به م�ͳتوان را (۴۶.٢) راست سمت اکنون
بود: خواهد زیر شل به Ω تواب΄ برای یافته تبدیل ͳمعمول دیفرانسیل معادله و (x,y) 7→ (r, s)

ds
dr
= Ω(r, s) (۴٧.٢ )

در تبدیلات از ͳگروه تحت ͳمعمول دیفرانسیل معادله بنابراین و هستند ͳکانون مختصات (r, s) چون
هستند: ناوردا s امتداد

(r̂, ŝ) = (r, s+ε).

است: زیر شل به (۴٧.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ،S ۴.١ از بنابراین

ds
dr
= Ω(r) (۴٨.٢ )

از: عبارتست (۴٨.٢) از ͳعموم جواب کرد. پیدا کاهش گیری انتΎرال Έی به مسئله حال

s−
∫
Ω(r)dr = c,

٣١
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ͳل تقارنهای با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ͳΎونΎچ اول٣.٢. مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

:(١.٢) ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله از ͳعموم جواب بنابراین است. دلخواه ثابت Έی c آن در که

s(x,y)−
∫ r(x,y)

Ω(r)dr = c (۴٩.٢ )

Έی ͳل گروه Έی با (١.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر برای م�ͳتواند ساده بسیار روش این است.
حل با ͳکانون مختصات Έی باید ابتدا البته شود. فراهم تقارنها از شده شناخته ͳبدیه غیر پارامتری
بسیار (١.٢) حل به نسبت (٣۵.٢) حل اصطلاحاً مشخصشود. (٣۵.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادلات
آشار جوابهایشان که ͳمعمول دیفرانسیل معادلات با بحث در را روش این تاثیر پایین مثال است. آسانتر

نیست.

م�ͳکنیم: پیدا را ͳاتری معادله جوابهای اکنون هم . مثال ١٠.٢

y′ = xy2− 2y
x
− 1

x3 , (x , 0). (۵٠.٢ )

است: ناوردا زیر ͳل تقارنهای تحت آن

(x̂, ŷ) = (eεx,e−2εy),

از: عبارتند مناسب ͳکانون مختصات (٣٩.٢) از م�ͳکنیم. کامل را (۵٠.٢) جوابهای اکنون

(r, s) = (x2y, ln |x|).

م�ͳیابد: کاهش زیر بصورت (۵٠.٢) سپس

ds
dr
=

1
r2−1

.

(۵٠.٢) ͳعموم جواب (y و x حسب بر s و r نوشتن از (بعد و است. مستقیم گیری انتΎرال Έی که
آوریم: ͳم بدست زیر بصورت را

y =
c+ x2

x2(c− x2)
(۵١.٢ )

کند ͳم میل نهایت ͳب به c ͳ(۵١.٢)وقت از حدی عنوان به م�ͳتوان را y = x−2 ناوردای جواب ͳمنحن
م�ͳآید. بدست (۵١.٢) در c = 0 دادن قرار با دیΎر ناوردای جواب گرفت. نظر در

: ͳمعمول دیفرانسیل معادله که دانستیم ١.١.٢ مثال در . مثال ١١.٢

dy
dx
=

y+1
x
+

y2

x3

دارد: زیر شل به ͳل تقارنهای

(x̂, ŷ) =
( x
1−εx

,
y

1−εx

)
.

٣٢
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ لͳفصل تقارنهای با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل ͳΎونΎچ .٣.٢

به را ͳمعمول دیفرانسیل معادله آنها م�ͳآید بدست (۴٣.٢) با معوس�ها این برای ͳکانون مختصات
دهند: ͳم کاهش زیر صورت

ds
dr
=

1
1+ r2 .

از: عبارتست آن ͳعموم جواب

s = tan−1(r)+ c,

است: ارز هم زیر معادله با که

y = −x tan(
1
x
+ c).

: ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ١٢.٢

y′ =
y−4xy2−16x3

y3+4x2y+ x
(۵٢.٢ )

از: عبارتست آن مماس برداری میدان که دارد ͳل تقارنهای

(ξ(x,y),η(x,y)) = (−y,4x)

۴.٢ شرط اعمال ، ͳمعمول دیفرانسیل معادله از مستقیما برداری میدان این گیری مشتق برای روش Έی)
از: عبارتست r برای مشخصه معادله است)

dy
dx
= −4x

y
,

اینجا در گیریم: ͳم نظر در را y > 0 ناحیه�ی اکنون .r =
√

4x2+ y2 دهیم: قرار م�ͳتوانیم بنابراین و
از: عبارتست دوم ͳکانون مختصات Έی بنابراین و y(r, x) =

√
r2−4x2

s = −
∫ x dx
√

r2−4x2

=
1
2

cos−1
(

2x
r

)
=

1
2

cot−1
(

2x
y

)
, s ∈ (0,

π

2
).

یابد: ͳم کاهش زیر معادله به (۵٢.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ناحیه، این در

ds
dr
= −r

ͳاصل متغیرهای به برگشت با است] مشابه بطور (x,y) صفحه از دیΎر ͳنواح انتΎرالΎیری به [کاهش
م�ͳآید: بدست (۵٢.٢) ͳعموم جواب

ycot(4x2+ y2+ c)+2xsin(4x2+ y2+ c) = 0.

٣٣
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ͳخط تقارن شرط .۴.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

لازم است ͳبدیه جوابها مجموعه روی آن عمل که پارامتری Έی ͳل گروههای کردن ͳمستثن برای آن چرا
است؟

(r, s) که فرضکنید ندارد. وجود ͳمعمول روش در ͳکانون تعریفمختصات در ͳلمش Ϳهی اصل در
ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی تقارنهای از ͳبدیه پارامتری Έی ͳل گروه Έی برای ͳکانون مختصات

بنویسید: زیر بصورت را ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب باشد. مفروض (١.٢)

φ(r, s) = c.

بنابراین: و ناورداست ͳل تقارنهای عمل تحت جواب هر

φ(r, s+ε) = φ(r, s),

کلیت، به خلل بدون است r و s از مستقل φ اینرو از نزدیند. صفر به ͳکاف اندازه به که ͳهای ε همه برای
کرد: ͳبازنویس زیر بصورت م�ͳتوان را ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب

r = c.

است: زیر معادله از اولیه انتΎرال Έی که بیابیم را r ناوردای ͳکانون مختص داریم نیاز تنها بنابراین

dy
dx
=
η(x,y)
ξ(x,y)

(۵٣.٢ )

اگر: فقط و اگر هستند ͳبدیه (١.٢) ͳل تقارنهای

η(x,y) ≡ w(x,y)ξ(x,y),

معادله این حل ما هدف یابد. ͳم کاهش (١.٢) ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله به (۵٣.٢) بنابراین و
هستند. مفید غیر ͳبدیه تقارنهای بنابراین است ͳمعمول دیفرانسیل

ͳتقارنخط شرط بخش٢.۴

هم که است (١٠.١) تقارن شرط از استفاده روشها از ͳی یافت؟ م�ͳتوان را (١.٢) های تقارن چΎونه
است: زیر شرط با ارز

ŷx +w(x,y)ŷy

x̂x +w(x,y)x̂y
= (x̂, ŷ) (۵۴.٢ )

ͳل تقارن چه اگر است ŷ و x̂ مجهول دو با پیچیده ͳخط غیر ͳجزئ دیفرانسیل معادله Έی این ͳکل بطور
که ͳمماس بردارهای یادآوری، عنوان (به گرفت مشتق م�ͳتوان مماس برداری میدان روی ساده�تر شرط از

است: زیر شل به (١.٢) ͳل تقارن داشتیم: که ͳتعریف با محاسبه�اند). قابل ͳل تقارن توسط یافتیم

x̂ = x+εξ(x,y)+O(ε2)
ŷ = y+εη(x,y)+O(ε1) (۵۵.٢ )

برای (x,y) مستقل معتبرهای نوشتن از نمادگذاری در ͳسادگ برای هستند هموار تواب΄ η و ξ که طوری به
م�ͳکنیم. صرفنظر η و ξ

٣۴
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل ͳخط تقارن شرط .۴.٢

داریم: م�ͳکنیم جایΎذاری (۵۴.٢) در را (۵۵.٢) رابطه

w(x,y)+ε{ηx,w(x,y)ηy}+O(ε2)
1+ε{ξx +w(x,y)ξy}+O(ε2)

= w(x+εξ+O(ε2),y+εη+O(ε2). (۵۶.٢ )

سری هر کنید فرض م�ͳدهیم بسط ε = 0 حول تیلور سری از استفاده با را (۵٠.٢) رابطه طرفین حال
همΎراست:

w+ε{ηx + (η− ξx)w− ξxw2}+o(ε2) = w+ε{ξwx +ηwy}+o(ε2),

م�ͳباشد. w(x,y) مختصر w جا این در
است. (x̂, ŷ) = (x,y) ͳبدیه تقارن با متناظر که کند صدق ε = 0 در باید الزاماً شرط این

است: ͳخط تقارن شرط با ارز هم o(ε) شرط

ηx + (ηx − ξx)w− ξxw2 = ξwx +ηwy. (۵٧.٢ )

ͳنامتناه که است وابسته متغیر دو با ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی که (۵۴.٢) رابطه مانند
جواب آوردن بدست است. (۵۴.٢) از تر ساده و ͳخط (۵٧.٢) این وجود با دارد. ͳتابع مستقل جواب

است. (۵۴.٢) مستقیم جواب یافتن از ساده�تر ͳعلم حدس از استفاده با (۵٧.٢) های
کرد: ͳبازنویس یافته کاهش مشخصه تاب΄ حسب بر م�ͳتوان را ͳخط تقارن شرط

Q̄ = η−wξ,

است: زیر شرح به که

Q̄x +wQ̄y = wyQ̄. (۵٨.٢ )

آنΎاه: کند. صدق (۵٨.٢) شرط در Q̄ اگر است. متناظر ͳل گروه ͳنامتناه تعداد در (۵٨.٢) جواب هر

(ξ,η) = (ξ.Q̄+wξ)

است. پارامتری Έی گروه از ͳمماس برداری میدان Έی ξ تاب΄ هر برای
از ͳخط غیر تقارن�های اصل، در هستند. (۵٨.٢) از Q̄ = 0 جواب با متناظر ͳبدیه های تقارن همه

آیند. ͳم بدست ها مشخصه روش از استفاده با (۵٨.٢) رابطه
از: عبارتند مشخصه معادلات

dx
1
=

dy
w(x,y)

=
dQ̄

wy(x,y)ξ
(۵٩.٢ )

بدون اولیه دیفرانسیل معادله بنابراین است (١.٢) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ارز هم (۵٩.٢) اولیه معادله
جواب (ξ,η) اگر بدهد(توجه: را (۵٨.٢) صفر غیر جواب�های نم�ͳتواند (١.٢) ͳعموم جواب داشتن

هستند). ما صفرجواب�های غیر ثابت ی k ازاء به (kξ,kη) بنابراین باشد (۵٧.٢) صفر غیر
کند. تغییری ͳل گروه مدارهای اینه بدون کنیم تعویض k−1ε با را ε که م�ͳدهد اجازه ما به بنابراین

م�ͳکند. پیدا بهبود k مقدار از صرفنظر مشابه ͳل های تقارن بنابراین
بدون صفری غیر ثابت مقدار در م�ͳتوان را Q̄ که است این داد تغییر را ε م�ͳتوان اینه از منظور

کرد. ضرب مدار تاثیر
ͳشرط�های سری Έی که ͳمعن بدان داریم مناسب ͳعلم حدس اختصاص به نیاز (٢٧.٢) حل برای

م�ͳکند. بیان را ͳکل ایده زیر مثال دهیم. قرار η و ξ روی را

٣۵
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ͳخط تقارن شرط .۴.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

م�ͳکنیم: ͳبررس را زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ١٣.٢

dy
dx
=

1− y2

xy
+1 (۶٠.٢ )

م�ͳکند محدود کمتر را ما که ͳعلم سیات حد از دهید اجازه پس است ساده w(x,y) تاب΄ جا این در
هستند: زیر شل به ͳمماس برداری میدانهای دارای ͳل تقارنهای از بسیاری کنیم. استفاده

ξ = α(x) η = β(x)y+γ(x)

زیر بصورت تقارن ͳخط شرط اگر دارد؟ ͳچنین این تقارن�های (۶٠.٢) آیا γ و β ،α تواب΄ ͳبعض برای
باشد:

β′y+γ′+ (β−α′)
(

1− y2

xy
+1

)
= α

(
y2−1

x2y

)
− (βy+γ)

(
1+ y2

xy2

)
(۶١.٢ )

است.
مقایسه با معادلات معین بالا دستΎاه Έی به را آن م�ͳتوان است، واحد معادله (۶١.٢) چه اگر

م�ͳدهد: y−2 رابطۀ کرد. Έیتف هستند، y توان�های از ͳحاصلضرب که روابط

γ = 0,

است: زیر شل به y−1 رابطۀ و

β−α′
x
= − α

x2 −
β

x
,

م�ͳدهند: هستند، y از مستقل که ͳروابط

β = α′,

رو: این از و

α′+
α

x
= 0.

آن: ͳعموم جواب م�ͳشوند، حل ͳسادگ به ͳمعمول دیفرانسیل معادله این

α = c1x−1,

بنابراین: و است

β = −c1x−2

مماس برداری میدان هر پس نم�ͳکند ایجاد بیشتری محدودیت�های ͳخط تقارن شرط در باقیمانده روابط
شل: به

(ξ,η) = (c1x−1,c1x−2y)

است. صادق ͳخط تقارن شرط در
نباشد اگر کنیم. ͳبررس را آن بودن ͳبدیه م�ͳتوانیم ͳآسان به ما مماس، برداری میدان کردن پیدا برای

کرد. استفاده آن از بتوان ͳمعمول دیفرانسیل معادله حل برای شاید
استفاده باشد پیچیده w(x,y) اگر م�ͳیابد. افزایش ͳعلم های حدس با محاسبه مشل ͳکل طور به
آمیز موفقیت راه این اگر است ͳخوب ایده محاسبات کردن اداره برای ͳعلم های حدس محدودیت�های از

شود. بندی طبقه ͳعموم ͳعلم حدسیات ͳنهای گزینش برای کامپیوتری محاسبات شاید آنΎاه نبود.

٣۶
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل استاندارد روش�های و تقارنها .۵.٢

ͳعلم حدس با م�ͳتوان را ها ران دو و مقیاس انتقالها شامل ،ͳعموم تقارنهای ͳبرخ . مثال ١۴.٢
یافت:

ξ = c1x+ c2y+ c3 η = c4x+ c5y+ c6 (۶٢.٢ )

قبل مثال در شده استفاده ͳعلم حدسیات به نسبت زیادی محدودیت�های دارای (۶٢.٢) ،ͳکل طور به
معادله برای ͳخط تقارن شرط که ͳامΎهن (۶٢.٢) ͳبررس به را خواننده ندارد. دلخواه تواب΄ که است

که: این بر مشروط م�ͳکنیم دعوت است، صادق (۵٢.٢) ͳمعمول دیفرانسیل

c1 = c3 = c5 = c6 = 0 c4 = −4c2

نیست.) ضروری مثال این برای جه اگر است جایز کامپیوتر جبری افزار نرم سیستم�های از (استفاده
از استفاده و کردن پیدا برای تلاش که دارد وجود ͳمهم معتبر کامپیوتر جبری افزار نرم بسته�ها امروزه
در (و Maplev با ͳمعمول دیفرانسیل معادله افزار نرم بسته�های مثال، برای م�ͳدهد. کاهش را ها تقارن
حدس با (۵٧.٢) جواب�های یافتن برای تلاش کننده استفاده که داشته symgen نام به برنامه�ای (۵ آن
غیر تقارنهای کردن پیدا برای تلاش ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳبرخ برای حال، این با م�ͳکند. ͳعلم

است. ثمر ͳب باشد، موجود نامحدودی تقارنهای اینه ولو ،ͳبدیه
مرتبه�های (تقارنهای اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات تقارنهای از استفاده برای مان΄ این که

هستند). کردن پیدا قابل ͳسیستماتی روش به چه اگر ها، PDE بالاتر
در: که y = f (x) ͳمنحن هر که رسانیم ͳم پایان به آمده پیش از حم اثبات با را بخش این

y = f (x) Q̄y , 0 هنΎام�ͳکه Q̄ = 0 (۶٣.٢ )

داریم: x به نسبت (۶٣.٢) از گرفتن دیفرانسیل با است. (١.٢) جواب

y = f (x) هنΎام�ͳکه Q̄x + f ′(x)Q̄y = 0 (۶۴.٢ )

داریم: که کنید وارد محاسبات در را (۶٣.٢) و کنید مقایسه هم با را (۶۴.٢) و (۵٨.٢) حال

f ′(x) = w(x, f (x)),

رسیدیم. خود دلخواه نتیجه به که

استاندارد روش�های و تقارنها بخش٢.۵

Έی با منطبق ͳمعمول دیفرانسیل معادلات همه�ی ولذا هستند. مرتبط ͳل گروه Έی با ͳکانون مختصات
م�ͳشود، تعریف گروه مولد توسط که ͳکانون مختصات از استفاده با م�ͳتوان را پارامتری Έی ͳتقارن گروه
م�ͳکند، ارائه ͳمعمول دیفرانسیل معادله های دسته همه برای ͳروشهای که داد کاهش انتΎرالΎیری Έی به

م�ͳشوند. پنداشته استاندارد روش�ͳهای آنها از ͳبعض که

شل به ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر . مثال ١۵.٢

dY
dX
= F(

Y
X

) (۶۵.٢ )

پذیرد: ͳم را زیر ͳمقیاس تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه

(x̂, ŷ) = (eεx.eεy).

٣٧
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استاندارد روش�های و تقارنها .۵.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

است: جدید متغیرهای ͳمعرف ͳمعمول دیفرانسیل معادله نوع این حل برای استاندارد ͳروش

r =
y
x
, s = ln |x|,

هستند ͳبدیه تقارنها ،F(r) = r اگر دارد، وجود احتمال x).دو , 0 (برای هستند ͳکانون مختصات اینها
.y = cx پس است r = c (۶۵.٢)ͳعموم جواب و

(۶۵.٢) ͳعموم جواب پس است. ، ds
dr =

1
F(r)−r با: معادل م�ͳشود (۶۵.٢) اینصورت غیر در

م�ͳشود:

ln |X| =
∫ y

x dr
F(r)− r

+ c.

:ͳعموم ͳخط معادله�ی . مثال ١۶.٢

y′+F(x)y = 6(x) (۶۶.٢ )

غیر یΈجواب است؛ پذیر Έیتف u′+F(x)u = 0 همΎن ͳمعمول دیفرانسیل معادله�ی است، مفروض
هست: زیر بصورت صفر

u = u0(x)exp{−
∫

F(x)dx}

،ε ∈ R هر برای آنΎاه باشد، (۶۶.٢) از ͳجواب y = y(x) اگر که م�ͳدارد بیان ͳخط انطباق اصل
دارد: ͳل تقارنهای (۶۶.٢) بΎوییم که است آن معادل اصل این هست. نیز y = y(x)+εu0(x)

(x̂, ŷ) = (x,y+εu0(x)

هست: زیر بصورت ͳمماس برداری میدان

(ε,h) = (o,u0(x))

با معادل (۶۶.٢) مختصات این در و هستند (r, s) = (x, y
u0(x) ) ، ͳکانون مختصات از ͳبعض پس

: م�ͳآوریم بدست را است مشهور که (۶۶.٢) ͳعموم جواب ما نتیجه در است. ds
dr =

G(r)
u0(r)

v
u0(x)

∫ x
G(r)
u0(r) dr = c.

از ͳخاص موارد م�ͳکنند، استفاده متغیر تغییر از که استانداردی روش�ͳهای همه�ی تقریباً مشابه، بطور
دیفرانسیل معادله حل برای گیری انتΎرال فاکتور از استفاده دیΎر متفاوت راه م�ͳباشند. فوق تنیΈقوی

است: (١.٢) ͳمعمول

dy−wdx = 0 (۶٧.٢ )

شود: نوشته زیر ͳخط انتΎرال بشل (۶٧.٢) ͳعموم جواب که است µ(x,y) تاب΄ Έی یافتن هدف

φ(x,y) =
∫
µ(dy−wdx) = c.

٣٨
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل استاندارد روش�های و تقارنها .۵.٢

نتیجه: در

φx = −wµ, φy = µ,

شود: ͳم زیر شرط به منجر که

µx + (wµ)y = 0, (۶٨.٢ )

Q و است گیری انتΎرال فاکتور Έی µ(x,y) = 1
Q̄(x,y) که م�ͳیابیم در (۵٨.٢) با (۶٨.٢) مقایسه در

از ͳبدیه غیر پارامتری Έت ͳل گروه برای برداری میدان Έی (ε,n) اگر بنابراین نیست. صفر متحد هم
:(١.٢) ͳعموم جواب باشد، (١.٢) ∫تقارنهای

dy−wdx
η−wξ

= c (۶٩.٢ )

م�ͳباشد.
و (۴۶.٢) ادعا، این دیدن برای است. ͳکانون مختصات روش ارز هم کاملا̈ ͳرالΎانت فاکتور روش

م�ͳدهیم: قرار اینطور را (۴٨.٢)

w = − sx−Ω(r)rx

sy−Ω(r)ry
(٧٠.٢ )

:(٢٨.٢) از

ξ{sx−Ω(r)rx}+η{syΩ(r)ry} = 1.

بنابراین:

sx −Ω(r)rx = −
w

η−wξ
, sy−Ω(r)ry =

1
η−wξ

,

با: است معادل (۶٩.٢) بنابراین ∫و
ds−Ω(r)dr =

∫
{sx−Ω(r)rx}dx+ {sy−Ω(r)ry}dy = c.

مانند باشد. سخت ͳکانون مختصات محاسبه�ی اگر مخصوصاً است مفیدی روش انتΎرال فاکتور روش
زیر: مثال

تحت ͳول نم�ͳشود حل استانداردی روش Ϳهی با ͳراحت به y′ = y3+y−3x2y
3xy2+x−x3 معادله�ی . مثال ١٧.٢

است: ثابت زیر مماس بردارهای میدان با تقارن گروه

(ε,η) = (y3+ y−3x2y, x3− x−3xy2).

هست: r(x,y) برای مشخصه معادله�ی

dy
dx
=

x3− x−3xy2

y3+ y−3x2y
(٧١.٢ )

٣٩

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



استاندارد روش�های و تقارنها .۵.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

از (بعد م�ͳدهد که م�ͳکنیم استفاده (۶٩.٢) از حالا آید. ͳم مشل (٧١.٢) حل اندازه�ی به نظر به که
∫فاکتورگیری):

(x3− x−3xy2)dy+ (y3+ y−3x2y)dx
(y2+ x2)(y2+ (x+1)2)(y2+ (x−1)2)

= c,

م�ͳشود: آن انتΎرال که
1
2
+ tg−1

( y
x+1

)
+

1
2
+ tg−1

( y
x−1

)
− tg−1

( y
x

)
= c

کرد: ساده�تر زیر بصورت آنرا م�ͳتوان مثلثات تعاریف از استفاده با

(y2+ x2)2+ y2− x2

xy
= c1.

دیΎری شد، مواجه مشل با آنها از ͳی اگر داریم. کردن انتخاب برای متفاوت حل روش دو ما
ساده�ای کار که شود پیدا ͳبدیه غیر تقارن یΈگروه م�ͳبایست ابتدا که اینجاست مشل شود. موفق شاید

نیست.
کنیم. بندی دسته شده داده ͳل گروه برای را ͳمعمول دیفرانسیل معادلات همه�ی که آنست دیΎر راه

است: ساده کار
و r(x,y) ͳکانون مختصات کردن مشخص برای آن مولد از و کنید انتخاب تقارن گروه Έی (I

نمایید. s(x,y)استفاده

هستند: گروه این تحت ناوردا اول مرتبه�ی ͳمعمول دیفرانسیل معادله ترین ͳعموم (٧٠.٢) از (II

y′ = − sx(x,y)−Ω{(r(x,y)}rx(x,y)
sy(x,y)−Ω{(r(x,y)}ry(x,y)

, (٧٢.٢ )

. است دلخواه هموار تاب΄ Έی Ω که

کامل نم�ͳتواند دلیل چند به کتابچه این کرد. تهیه م�ͳتوان معادلات انواع از کتابچه�ای روش، این در
تمیل همین برای دارد، وجود اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳتقارن گروههای ب�ͳنهایت شود.
که دیده�ایم است. ͳکانون مختصات ساختار اساس بر علاوه به دارد. ورودی ب�ͳنهایت به نیاز آن کردن
Έکم بشناسیم دارند را استفاده بیشترین که تقارنها از ͳبعض اگر حال این با نیست. ساده همیشه اینار

است. ͳخوب
دارد: را زیر بردارهای میدان مبداء، حول دورانهای گروه . مثال ١٨.٢

(ε,η) = (−y, x)

است: ͳخط مختصات ،ͳل گروه این برای معمول ͳکانون مختصات

(r, s) =
(√

x2+ y2, tg−1
( y

x

))
دوران: گروه تحت ناوردا اول مرتبه�ی ͳمعمول دیفرانسیل معادله ترین ͳعموم (٧٢.٢) از بنابراین،

y′ =
y+ xΩ

( √
x2+ y2

)
x− yΩ′

( √
x2+ y2

) ,
است. هموار دلخواه تاب΄ Έی آن در Ω که است

۴٠
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اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل Έکوچ بینهایت مولد .۶.٢

Έبینهایتکوچ مولد بخش٢.۶

کرده�ایم؛ معطوف (٢.١) فرم از اول مرتبه�ی ͳمعمول دیفرانسیل معادلات به را خود توجه ما بحال تا
تقارن روش�های مبنای که کنیم ͳهندس ایده�های با رابطه در زیادی های بحث تا سازد ͳم قادر را ما این
مشتقات با دیفرانسیل معادلات و بالاتر مراتب با دیفرانسیل معادلات به را ایده�ها این باید ما هستند.
در داد، نشان بعدی دو تصویری با فقط را مهم چیز هر نم�ͳتوان دیΎر این از بعد که دهیم بسط ͳجزئ
با و ͳدلخواه مرتبه هر از دیفرانسیل معادلات با آن از استفاده با که م�ͳکنیم ارائه کوتاه ͳروش ما عوض

شد. خواهیم مواجه ای وابسته یا مستقل متغیر تعداد هر
بردار که دارد پارامتری Έی تقارن گروه Έی اول مرتبه�ی ͳمعمول دیفرانسیل معادله که م�ͳشود فرض

:ͳجزئ دیفرانسیل عملΎر پس است، (ε,η) ، (x,y) در آن ͳمماس

X = ε(x,y)∂x +η(x,y)∂y (٧٣.٢ )

(٢٨.٢) معادلات شده�ایم؛ مواجه عملΎر این با کنون تا ما م�ͳشود. نامیده ͳل کوچΈگروه بینهایت مولد
کرد: ͳبازنویس طور این م�ͳتوان را شود ͳم تعریف ͳکانون مختصات در که

Xr = O Xs = 1 (٧۴.٢ )

،(u,v) کنیم فرض آن، به بردن ͳپ برای م�ͳشود؟ متأثر مختصات تغییر از چΎونه Έکوچ ب�ͳنهایت مولد
زنجیره�ای: قاعده�ی از استفاده با نتیجه در است. دلخواه و هموار ͳتابع F(u,v) و هستند جدید مختصات

XF(u,v) = XF(u(x,y),v(x,y))
= ξ{uxFu+ vxFv}+η{uyFu+ vyFu}
= (Xu)Fu+ (Xv)Fv

هست: Έکوچ ب�ͳنهایت مولد جدید، مختصات حسب بر نتیجه در و است دلخواه F(u,v) ͳطرف از

X = (Xu)∂u+ (Xv)∂v (٧۵.٢ )

م�ͳدهد: (٧۴.٢) آنΎاه ،(u,v) = (r, s) اگر بخصوص،

X = (Xr)∂r + (Xs)∂s = ∂s (٧۶.٢ )

بسیار مولد از ما تعریف بر مطابق ،(٧۶.٢) بنابراین و است (0,1) ͳمماس بردار ،ͳکانون مختصات در
{∂x,∂y} اگر است. ͳمختصات دستΎاههای کل در ͳمماس بردار میدان بیانΎر X حقیقت در کوچΈاست.

است. (x,y) در ͳمماس بردار X باشد، صفحه روی برداری میدانهای فضای پایه�ی را
را تواب΄ بر ͳل تقارنهای عمل تأثیر که م�ͳکند فراهم ͳمستقل-مختصات روش Έکوچ بینهایت مولد

و: است هموار ͳتابع G(r, s) کنید فرض م�ͳدارد. مشخص

F(x,y) =G(r(x,y), s(x,y))

F(x̂, ŷ) =G(r̂, ŝ) =G(r, s+ε) بر را F(x,y) ͳل تقارنهای بΎیرید. نظر در ،(x,y) ناوردا نقطه�ی هر بر
داریم: (٧۶.٢) و تیلور قضیه از استفاده�ی با نΎارد، ͳم

F(x̂, ŷ) =
α∑

j=0

ε j∂ jG
j!∂s j (r, s) =

∞∑
j=0

ε j

j!
X jG(r, s).

۴١
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Έکوچ بینهایت مولد .۶.٢ اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ͳل تقارنهای .٢ فصل

م�ͳدهد: که م�ͳکنیم استفاده مختصات برای (x,y) از دوباره حالا

F(x̂, ŷ) =
∞∑
j=0

ε j

j!
X jF(x,y) (٧٧.٢ )

فرض کنون تا م�ͳشود. خوانده (x,y) حول F ͳل سری باشد، (٧٧.٢)همΎرا راست سمت بسط اگر
این، دلیل است. برقرار ناوردا نقاط همه�ی در هم (٧٧.٢) ͳول نیست، ناوردا نقطه�ای (x,y) که کرده�ایم

است. F(x,y) که دارد را j = o عبارت فقط ͳل سری X = O ناوردای نقطه�ی هر بر که آنست
هست: (٧٧.٢) ͳل سری برای مختصر شل

F(x̂, ŷ) = eXF(x,y), (٧٨.٢ )

گردند: ͳبازنویس شل این به م�ͳتوانند ،ͳل تقارنهای بویژه م�ͳشود. توصیه ͳل سری فرم به نته این

x̂ = eεxx, ŷ = eεxy, (٧٩.٢ )

: با است معادل (٧٨.٢) بنابراین

F(eεX x,eεXy) = eε
X

F(x,y) (٨٠.٢ )

z1, · · · ,zL ، Lمتغیر کنیم فرض است. تعمیم قابل ها متغیر از دلخواه تعداد برای بخش این در چیزی هر
هستند: ͳل تقارنهای بنابراین و باشیم داشته را

ẑs(z1, · · · ,zL;ε) = zs+εξs(z1, · · · ,zL)+O(ε2) s = 1, · · · ,L (٨١.٢ )

هست: ͳل پارامتری Έت گروه Έکوچ بینهایت مولد آنوقت

X = ξs(z1, · · · ,zL)
∂

∂zs (٨٢.٢ )

آن اندیس�های همه�ی م�ͳبایست شود، استفاده دوبار اندیس Έی از اگر شده: استفاده جم΄ قاعده�ی (از
کرد: بازسازی ͳل سری از م�ͳتوان را ͳل تقارنهای کرد) جم΄ را نشان

ẑs = eεxzs s = 1, · · · ,L (٨٣.٢ )

باشد: هموار ͳتابع F اگر عموم�ͳتر، طور به

F(eεxz1, · · · ,eεXzL) = eεXF(z1, · · · ,zL) (٨۴.٢ )

کند. ͳم اثبات بالاتر مراتب با دیفرانسیل معادلات ͳبررس در را خود بودن مفید ͳعموم نتای; این

بیشتر مطالعه

تقارن گروه�های و دیفرانسیل معادلات هندسه�ی با تا کرد مطالعه را Olver (1993) اول فصل م�ͳتوان
تقارنهای که اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات بندی دسته شامل Ibragimev (1994) شد. آشنا بیشتر

م�ͳشود. دارند معروف ͳل

۴٢
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تمرین�ها

نمایید. محاسبه را Έکوچ بینهایت مولد زیر، پارامتری Έت ͳل گروه�های از کدام هر برای ١.٢

(x̂, ŷ) = (x+ε,y+ε) (a

(x̂, ŷ) =
(

x
1−εy

,
y

1−εx

)
(b

(x̂, ŷ) = (x,eεxy) (c

بیابید. ͳکانون مختصات جفت Έی مولدها، از کدام هر برای حالا

بسازید: زیر Έکوچ نهایت ͳب مولدهای از کدام هر برای پارامتری Έت مناسب ͳل گروه�های ٢.٢

X = ∂x + y∂y (a

X = (1+ x2)∂x + xy∂y (b

X = 2xy∂x + (y2− x2)∂y (c

ناوردا نقاط همه است. ε و α هر برای y′ = 2y
x تقارن Έی (x̂, ŷ) = (eεx,eαεy) دهید نشان ٣.٢

بدیه�ͳاند؟ تقارنها α هر برای آیا بیابید. هم را تقارنها این تحت

کنید؟ حل (١٣.٢) مثال در آمده بدست تقارنهای از استفاده با را (۶٠.٢) ۴.٢

از م�ͳکند. تولید را y′ = 3y
x +

x5

2y+x3 معادله�ی ͳل تقارنهای X = x∂x+ 3y∂y که دهید نشان ۵.٢
کنید. استفاده دیفرانسیل معادله�ی حل برای نتیجه

خط�ͳای تواب΄ η و ξ طوریه دارد ͳتقارن مولد y′ = e−xy2+ y+ex ͳمعمول دیفرانسیل معادله�ی ۶.٢
کنید. استفاده معادله حل برای آن از و کنید پیدا را مولد این باشند. y و x از

کنید. ترار y′ = y+y3

x+(x+1)y2 معادله�ی برای را قبل تمرین ٧.٢

کدام دارد (x̂, ŷ) = (eεx,eαεy) ͳل تقارنهای که اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی عموم�ͳترین ٨.٢
نمایید). فرض ثابت را α) است؟

تقارنهای از ͳخط مستقل یافته�ی کاهش مشخصه�های ͳمعمول دیفرانسیل Q2 و Q1 که فرضکنید ٩.٢
Q̄1 = cQ̄2 ͳمعمول دیفرانسیل معادله�ی ͳعموم جواب دهید نشان هستند. y′ = w(x,y) معادله�ی

است. دلخواه ثابت Έی c که است

بینهایت مولدهای از کدام هر برای (٧٩.٢) دهید نشان تا کنید استفاده (٧٧.٢) ͳل سری�های از ١٠.٢
است: برقرار زیر Έکوچ

X = x∂x − y∂y (a

X = x2∂x + xy∂y (b
X = −y∂x+ x∂y (c

۴٣
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۴۴
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٣ فصل

ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای

کار! ֆوب΄

ϼتابЙڏ֠ل) ۖپڬۖ߸گ: (رودیارد

تقارن شرط بخش١.٣

آشنا اول مرتبه�ی ͳمعمول دیفرانسیل معادلات تقارن روش�های در ͳاساس ایده�های از بسیاری ما بحال تا
برد: بار بالاتر مراتب با دیفرانسیل معادلات برای و داد بسط م�ͳتوان را ایده�ها این شده�ایم.

y(n) = w(x,y,y′, · · · ,y(n−1)), y(k) =
dky
dxk . (١.٣ )

است. طرف هر از هموار تاب΄ Έی (ͳموضع (بطور w که شده فرض
جزئیات (بیان م�ͳپردازیم. آن پیامدهای از ͳبعض ͳبررس به و م�ͳدهیم توضی را تقارن شرایط ما
مجموعه که است دیفئومورفیسم Έی (١.٣) تقارن م�ͳشود). موکول فصل پایان به تقارن شرایط

نΎارد. ͳم خودش به را ͳمعمول دیفرانسیل معادله از ͳجواب�های
دیفئومورفیسم: هر

Γ : (x,y) 7−→ (x̂, ŷ), (٢.٣ )

نΎارد. ͳم هموار مسط های ͳمنحن به را هموار مسط های ͳمنحن
نΎاشت: ،بطوریه کند ͳم القا y(k) مشتقات روی عمل Έی صفحه روی Γ عمل این

Γ : (x,y,y′, · · · ,y(n) 7−→ (x̂, ŷ, ŷ′, · · · , ŷ(n)). (٣.٣ )

۴۵
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که: طوری به

ŷk =
dkŷ
dk x̂

, k = 1, · · · ,n (۴.٣ )

م�ͳگویند. Γ پرولانΎشین امین n را نΎاشت این
است: زیر شرح به که زنجیری) قانون از استفاده (با م�ͳکنند محاسبه ͳبازگشت صورت به را ŷ(k) تواب΄

ŷ(k) =
dŷ(k−1)

dx̂
=

Dxŷ(k−1)

Dx x̂
ŷ(0) ≡ ŷ. (۵.٣ )

است: x به نسبت کامل مشتق Dx جا این در

Dx = ∂x+ y′∂y+ y′′∂y′+ · · · . (۶.٣ )

صورت: به ͳمعمول دیفرانسیل معادله (٣.١) برای تقارن شرط

ŷ(n) = w(x̂, ŷ, ŷ′, · · · , ŷ(n−1)) باشد برقرار (٣.١) که طوری به (٧.٣ )

باشد. شده داده (۵.٣) توسط ŷ(k) تواب΄ که ͳجای
م�ͳباشد. ͳخط غیر صورت به (٧.٣) تقارن شرط ،ͳمعمول دیفرانسیل معادلات همه برای تقریبا

ͳخط این از هیچدام آیند. ͳم بدست (ε = 0 (٧.٣)(حول کردن ͳخط وسیله به ͳل تقارن�های
صورت هر به است مشل بسیار آنها کردن پیدا و نیست پذیر امان گسسته تقارنهای برای ها سازی
ͳمعمول دیفرانسیل معادله تقارن شده داده دیفئومورفیسم Έی آیا اینه به بردن ͳپ است آسان معمولا˦

نه. یا است ͳبخصوص

تبدیل: که دهیم ͳم نشان . مثال ١.٣

(x̂, ŷ) =
(

1
x
,

y
x

)
. (٨.٣ )

است: دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله از تقارن Έی

y′′ = 0, x > 0. (٩.٣ )

م�ͳآوریم: بدست (۵.٣) از

ŷ′ =
Dx(y/x)
Dx(1/x)

= y− xy′,

ŷ′′ =
Dx(y− xy′)

Dx(1/x)
= x3y′′.

تقارن: شرط بنابراین

y′′ = 0 که طوری به ŷ′′ = 0,

است. دوم مرتبه از گسسته گروه به متعلق و است خودش وارون تقارن این است. صادق

۴۶

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ تقارنفصل شرط .١.٣

: ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب

y = c1x+ c2. (١٠.٣ )

م�ͳشود: نΎاشته جواب به (٨.٣) توسط

ŷ =
y
x
= c1+

c2

x
= c1+ c2 x̂.

م�ͳکند. عمل c2 و c1 انتΎرال ثابت�های تعویض با جواب �های ͳمنحن مجموعه روی تقارن این رو این از
مرتبۀ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای که مشابه�ای روش بوسیله ͳل تقارن برای ͳخط تقارن شرایط
را نقاط تمام است، ε = 0 ا با متناظر ͳبدیه تقارن�های است. شده گیری نتیجه م�ͳکردیم، استفاده اول

م�ͳگذارند. ͳباق تغییر بدون
است: زیر فرم به یافته امتداد ͳل تقارن�های صفر به Έنزدی ͳکاف اندازه به ε برای بنابراین

x̂ = x+εξ+O(ε2),
ŷ = y+εη+O(ε2), (١١.٣ )

ŷ(k) = y(k)+εη(k)+O(ε2), k ≥ 1.

نیست. η مشتق ͳمعن به η(k) بالای اندیس تذکر:
دهند: ͳم را زیر ͳخط تقارن شرط O(ε) عبارات م�ͳدهیم؛ قرار (٧.٣) تقارن شرط در را (١١.٣) ما

η(n) = ξwx +ηwx+η
(1)w′y+ · · ·+η(n−1)w(n−1)

y . (١٢.٣ )

برای زیر شرح به م�ͳشوند محاسبه (۵.٣) از ͳبازگشت طور به η(k) تواب΄ باشد. برقرار (١.٣) بطوریه
کرده�ایم: محاسبه k = 1

ŷ(1) =
Dxŷ
Dx x̂
=

y′+εDxη+O(ε2)
1+εDxξ+O(ε2)

= y′+ε(Dxη− y′Dxξ)+O(ε2). (١٣.٣ )

داریم: (١.٣) از بنابراین

η(1) = Dxη− y′Dxξ. (١۴.٣ )

مشابه: طور به

ŷ(k) =
y(k)+εDxη

(k−1)+O(ε2)
1+εDxξ+O(ε2)

,

بنابراین:

η(k)(x,y,y′, · · · ,y(k)) = Dxη
(k−1)− y(k)Dxξ. (١۵.٣ )

است: زیر شرح به که نوشت Q = η− y′ξ مشخصه برحسب م�ͳتوان را η(k) و η و ξ تواب΄

ξ = −Qy′ ,

η = Q− y′Qy′ , (١۶.٣ )
η(k) = Dk

xQ− y(k+1)Qy′ , (k ≥ 1).

۴٧
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ͳل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات .٢.٣ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ فصل

کنیم.] ͳم واگذاری خواننده به تمرین عنوان به را (١۶.٣) گیری [نتیجه
تعمیم ای نقطه تقارنهای بجز تقارن�ها به سرعت به و است مناسب ͳمحاسبات اهداف برای نتیجه این

.(٧ فصل به (رجوع یابد. ͳم
Xε ،(١٢.٣) معادله ͳخط تقارن شرط راست سمت اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای

است: Έکوچ ب�ͳنهایت مولد X که است

(ξ,η) =
(

dx̂
dε
,
dŷ
dε

)
|ε=0.

ب�ͳنهایت مولدهای ͳمعرف به کمتر یا ام n مرتبۀ از مشتقات روی ͳل تقارن�های عمل با شدن مواجه برای
م�ͳپردازیم: یافته Ίپرولان Έکوچ

X(n) = ξ∂x +η∂y+η
(1)∂y′ + · · ·+η(n)∂y(n) . (١٧.٣ )

متغیرهای فضای در مماس بردار با متناظر X(n) بنابراین و است O(ε) عبارت ،ŷ(k) بسط در ∂y(k) ضریب
است. (x,y,y′, · · · ,y(n))

در (١٢.٣) ͳخط تقارن شرط نوشتن برای یافته Ίپرولان Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای از م�ͳتوانیم ما
کنیم. استفاده زیر فشرده فرم

X(n)
(
y(n)−w(x,y,y′, · · · ,y(n−1)

)
= 0 کند صدق (١.٣) شرط در که طوری به (١٨.٣ )

ͳل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات بخش٢.٣

است: زیر دیفئومورفیسم فرم دیدیم کنون تا که ͳتقارن�های همه

(x̂, ŷ) = (x̂(x,y), ŷ(x,y)). (١٩.٣ )

تقارن را هست هم تقارن که نقطه�ای تبدیل هر گویند نقطه�ای تبدیلات را دیفئومورفیسم�ها از نوع این
دیΎر ͳنمونه�های م�ͳکنیم. معطوف نقطه�ای های تقارن به را خود توجه ما بعد به این از م�ͳگویند نقطه�ای

م�ͳکنیم. ͳبررس ٧ فصل در را ها تقارن
،η(k) محاسبه به ابتدا ها (١.٣) ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از ͳل نقطه�ای های تقارن یافتن برای
م�ͳدهد: را زیر نتای; (١۵.٣) و (١۴.٣) بنابراین و y و x به وابسته η و ξ تواب΄ م�ͳپردازیم. k = 1, · · · ,n

η(1) = ηx + (ηy− ξx)y′− ξyy′2, (٢٠.٣ )
η(2) = ηxx + (2ηxy− ξxx)y′+ (ηyy−2ξxy)y′2− ξyyy′3

+{ηy−2ξx −3ξyy′}y′′, (٢١.٣ )
η(3) = ηxxx + (3ηxxy− ξxxx)y′+3(ηxxy− ξxxy)y′2+ (ηyyy−3ξxyy)y′3

−ξyyyy′4+3{ηxy− ξxx + (ηyy−3ξxy)y′

−2ξyyy′2}y′′−3ξyy′′2+ {ηx −3ξx −4ξyy′}y′′′. (٢٢.٣ )

مطالعه برای کامپپوتر جبری نرم�افزار بنابراین یابد. ͳم افزایش k با ͳنمای بطور η(k) عبارات تعداد
تقارن�های یافتن برای ای پایه روش چه اگر م�ͳگردد. پیشنهاد بالا مراتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات

است. پایین مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات مطالعه ،ͳل نقطه�ای

۴٨
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ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ لͳفصل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات .٢.٣

م�ͳباشد. تمرین به نیاز و شد مسلط روش این به ͳبایست ابتدا کامپیوتر جبری افزار نرم از استفاده از قبل
شل: به دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ما

y′′ = w(x,y,y′), (٢٣.٣ )

گیریم. ͳم نظر در را
م�ͳآوریم بدست (١٢.٣) رابطۀ در (٢١.٣) و (٢٠.٣) رابطه کردن جایΎزین با را ͳخط تقارن شرط

م�ͳدهد: را زیر رابطه ما به که م�ͳکنیم. تعویض w(x,y,y′) با را y′′ و

ηwy + (2ηxy+ ξxx)y′+ (ηyy+2ξxy)y′2− ξyyy′3+ {ηy−2ξx −3ξyy′}w =
= ξwx +ηy+ {ηx + (ηy− ξx)y′− ξyy′2}w′y. (٢۴.٣ )

بنابراین است. y′ از مستقل η و ξ دو هر اما است حل قابل ͳبراحت دارد پیچیده ظاهری (٢۴.٣) چه اگر
ͳل نقطه�ای تقارن�های برای معادلات که است ها ͳجزئ مشتقات با معادله سیستم به تجزیه قابل (٢۴.٣)

هستند.
م�ͳدهد. نشان ما به را کار راه زیر های مثال

م�ͳکنیم: ͳبررس را دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله ساده�ترین . مثال ٢.٣

y′′ = 0 (٢۵.٣ )

است: زیر شرح به ͳمعمول دیفرانسیل معادله این برای ͳخط تقارن شرط

y′′ = 0 که طوری به η(2) = 0,

که:

ηxx + (2ηxy− ξxx)y′+ (ηyy−2ξxy)y′2− ξyyy′3 = 0,

م�ͳشود: Έیتف زیر مبین معادلات دستΎاه به ͳخط تقارن شرط هستند. y′ از مستقل η و ξ که طوری به

ηxx = 0, 2ηxy− ξxx = 0,
ξyy = 0, ηyy−2ξxy = 0. (٢۶.٣ )

است: زیر صورت به (٢۶.٣) آخر ازقسمت ͳعموم جواب B و A دلخواه تواب΄ برای

ξ(x,y) = A(x)y+B(x).

م�ͳدهد: را زیر رابطه (٢۶.٣) معادله سومین

η(x,y) = A′(x)y2+C(x)y+D(x).

:(٢۶.٣) مانده ͳباق هستندمعادلات دلخواه تواب΄ D و C که طوری به

A′′′(x)y2+C′′(x)y+D′′(x) = 0,
3A′′(x)y+2C′(x)−B′′(x) = 0. (٢٧.٣ )

۴٩

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



ͳل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات .٢.٣ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ فصل

مجهول تواب΄ برای ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه در (٢٧.٣) در y توانهای سازی یسان با
داریم: A,B,C,D

A′′(x) = 0, C′′(x) = 0, D′′(x) = 0, B′′(x) = 2C′(x).

گروه هر برای شوند. ͳم منجر زیر نتای; به که هستند حل قابل ͳبراحت ͳمعمول دیفرانسیل معادلات این
هستند: زیر شل به η و ξ تواب΄ (٢۵.٣) از تقارن�ها از پارامتری Έی ͳل

ξ(x,y) = c1+ c3x+ c5y+ c7x2+ c8xy,

η(x,y) = c2+ c4y+ c6x+ c7xy+ c8y2,

:Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای ترین ͳعموم بنابراین هستند. ثابت مقادیر c1, · · · ,c8 معمول) طور (به که

X =
8∑

i=1

ciXi,

که هستند،

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x, X4 = y∂y,

X5 = y∂x, X6 = x∂y, X7 = x2∂x + xy∂y, X8 = xy∂x+ y2∂y. (٢٨.٣ )

زیر: ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ٣.٣

y′′ =
y′2

y
− y2. (٢٩.٣ )

:ͳخط تقارن شرط است. آمده بدست شنا ارگانیسم میرو مطالعات از

ηxx + (2ηxy− ξxx)y′+ (ηyy−2ξxy)y′2

−ξyyy′3+ {ηy−2ξx −3ξyy′}
(

y′2

y
− y2

)
= (٣٠.٣ )

= η

(
−y′2

y2 −2y
)
+ {ηx − (ηy− ξx)y′− ξyy′2}

(
2y′

y

)
.

م�ͳآوریم: بدست را مبین معادلات ،y′ توانهای مقایسه با

ξyy+
1
y
ξ = 0,

ηyy−2ξxy−
1
y
ηy+

1
y2 η = 0,

2ηxy− ξxx +3y2ξy−
2
y
ηx = 0, (٣١.٣ )

ηxx − y2(ηy−2ξx)+2yη = 0.

۵٠
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ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ لͳفصل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات .٢.٣

داریم: (٣١.٣) اول معادله از گیری انتΎرال با

ξ = A(x) ln |y|+B(x) (٣٢.٣ )

داریم: (٣١.٣) معادله دومین از آن از پس

η = A′(x)y(ln |y|)2+C(x)y ln |y|+D(x)y (٣٣.٣ )

رابطه م�ͳشوند. تعیین (٣١.٣) معادلات ͳباق توسط که هستند مجهول تواب΄ D,A,B,C جا این در
م�ͳآید: بدست زیر رابطه م�ͳدهیم قرار (٣١.٣) مبین معادله سومین در را (٣٣.٣) و (٣٢.٣)

3A′′(x) ln |y|+3A(x)y+2C′(x) = B′′(x) = 0

بنابراین:

A(x) = 0, B′′(x)−2C′(x). (٣۴.٣ )

م�ͳدهیم. قرار (٣١.٣) مبین معادلات از معادله آخرین در را (٣٣.٣) و (٣٢.٣) اکنون
به: م�ͳشود منجر که باشد، A = 0 کنید تصور

C(x)y2 ln |y|+C′′(x)y ln |y|+ (2B′(x)−C(x)+D(x))y2+D′′(x)y = 0,

م�ͳشود: Έیتف زیر دستΎاه به که

C(x) = 0,D(x) = −2B′(x),D′′(x) = 0

داشت: خواهیم محاسبات در (٣۴.٣) کردن وارد با

B(x) = c1+ c2x,D(x) = −c2

است: زیر صورت به ͳخط تقارن شرط ͳعموم جواب رو این از هستند. دلخواه ثابت�های c2 و c1 که

ξ = c1+ c2x, η = −2c2y (٣۵.٣ )

شل: به Έکوچ ب�ͳنهایت مولد هر

X = c1X1+ c2X2

که: است

X1 = ∂x, X2 = x∂x−2y∂y (٣۶.٣ )

معادلات نقطه�ای، تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای همۀ مجموعه را L
رو: این از و است ͳخط η و ξ در ͳخط تقارن شرط م�ͳگیریم. نظر در n ≥ 2 مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل

X1,X2 ∈ L⇒ c1X1+ c2X2 ∈ L ∀c1,c2 ∈ R

در که است دلخواه ثابت�های تعداد برداری فضای این از R بعد است. برداری فضای Έی L بنابراین
است. شده پدیدار ͳخط تقارن شرط ͳعموم جواب

۵١
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ͳل نقطه�ای های تقارن برای مبین معادلات .٢.٣ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ فصل

نوشت: زیر شل به م�ͳتوان را X ∈ L هر شد گفته بالا مثال در که همانطور

R∑
i=1

ciXi ci ∈ R (٣٧.٣ )

م�ͳشوند تولید X ∈ L همۀ توسط نقطه�ای تقارن�های مجموعه است. L برای پایه Έی {X1, · · · ,XR} که
دهند. ͳم پارامتری −R (ͳموضع) ͳل گروه تشیل به که

صفر، ، R دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای م�ͳنامیم. L توسط شده تولید گروه را آن�ها
یا باشد ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادلات اگر وتنها اگر است هشت R است. هشت یا و ،سه دو ،Έی
دارد. R < n+4 ،n ≥ 3 مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر باشد. ͳشدن ͳخط ای نقطه تبدیلات بوسیله
R ∈ {n+1,n+2,n+4} گاه آن باشد شدن) ͳخط قابل (یا باشد ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادله اگر

است.
جواب اگر م�ͳکند. فراهم ما برای را ͳمهم تست آنها اما کنیم ثابت را کنیم ͳنم ثابت را نتای; این ما
معادلات بیشتر برای م�ͳشویم. مواجه ͳخطای با کند نقض را ما ͳخط تقارن شرط از آمده بدست ͳعموم
شرایط م�ͳتوان ͳسادگ به که است y′ در جمله�ای کثیر w هستند کاربردی که دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل
مضرب توسط که مختلف روابط همۀ مطالعه با کار این کرد. Έیتف مبین معادلات به را ͳخط تقارن
که روابط ͳتمام کردن جم΄ با آنها Έیتف ها، w کلیه برای است. پذیر امان هستند y′خاص توانهای

است. ͳدستیاب قابل هستند مستقل y′ به نسبت
تنها؛ کار بهترین معمولا˦، م�ͳآید. کار به هم بالاتر مراتب ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای روشمشابه
اطلاعات ͳبعض این که هستند. y(n−1) توانهای از ͳمضرب بالاترین که است مبین معادلات آن محاسبه
پیدا دست بیشتری یافته�های به y(n−1) توان بالاترین به کردن نΎاه با م�ͳدهد. ما به را η و ξ به راج΄

م�ͳکنیم.
م�ͳدهد. نشان ما به را روش زیر مثال

م�ͳدهد: رخ آزاد مرزهای با نازک لایه در شارها مطالعه در زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ۴.٣

y′′′ = y−3 (٣٨.٣ )

است: زیر صورت به ͳمعمول دیفرانسیل معادله این برای ͳخط تقارن شرط

η(3) = −3y−4η باشد برقرار (٣٨.٣) که طوری به (٣٩.٣ )

م�ͳدهد: را y′′2 شامل روابط است. دوم درجه y′′ در (٣٩.٣) م�ͳبینیم (٢٢.٣) از

−3ξy = 0

:A تواب΄ تعیین برای بنابراین

ξ = A(x) (۴٠.٣ )

آید: ͳم بدست زیر شل به دارد را y′′ ضریب که (٣٩.٣) رابطه م�ͳکنیم محاسبه را (۴٠.٣) رابطه

ηxy−A′′(x)+ηyyy′ = 0

م�ͳدهد: را زیر رابطه ما به بالا در y′ توانهای دادن قرار مساوی با

η = (A′(x)+ c1)y+B(x) (۴١.٣ )

۵٢
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به: یابد ͳم کاهش ͳخط تقارن شرط در مذکور رابطه است. ثابت Έی c1 است تاب΄ Έی B که ͳامΎهن

A′′′′(x)y+B′′′(x)+2A′′′(x)y′+ (c1−2A′(x))y−3 = −3{(A′(x)+ c1)y+B(x)}y−1

بنابراین:

A = −4C1x+C2 B = 0

پایه: با است بعدی دو L و

X1 = −4x∂x−3y∂y, X2 = ∂x.

م�ͳکنیم: استفاده ارز هم پایه از سرانجام

X1 = ∂x, X2 = x∂x+
3
4

y∂y (۴٢.٣ )

دهد. ͳم نتیجه را (٣٨.٣) رابطه دقیق جواب�های ͳبعض که
ξ روی بر که است شدیدی محدودیت�های است y′′ از w بودن مستقل باعث که ͳعامل بالا، مثال در

م�ͳشود: داده تعمیم زیر صورت به نتیجه این است. م�ͳشود واق΄ η و

y(n) = w(x,y,y′, · · · ,y(n−2)) n ≥ 3 (۴٣.٣ )

م�ͳآورد: در زیر شل به را η و ξ ͳخط تقارن شرط

ξ = A(x), η = (
1
2

(n−1)A′(x)+ c1)y+B(x) (۴۴.٣ )

م�ͳباشد. ثابت c1 و تواب΄�اند B و A جا این در

ͳخطͳمعمول دیفرانسیل معادلات بخش٣.٣

تقارن) (آنالیز تقارن تحلیل در آوری شΎفت طور به n ≥ 2 مرتبه با ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادلات
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات (یادآوری: نیست ͳل نقطه�ای تقارنهای در ͳنقصان Ϳهی اینه لو و پایدارند،

(R = dim(L) ≥ n+1 ͳخط
امان مواق΄ بیشتر در ͳل نقطه�ای تقارن�های یافتن ͳعموم جواب�های داشتن بدون که است این مسئله

نیست. پذیر
م�ͳپردازیم: زیر دوم مرتبه ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳبررس به بیشتر فهم برای

y′′ = p(x)y′+q(x)y (۴۵.٣ )

است. شده داده q(x) و p(x) که طوری به
م�ͳشود: زیر نتیجه به منجر ͳخط تقارن شرط

ξ = A(x)y+B(x) η = {A′(x)+ p(x)A(x)}y2+C(x)y+D(x)

۵٣
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که:

A′′+ (pA)′−qA = 0,
B′′+ (pB)′ = 2C′,

C′′− pC′ = 2qB′+q′B,

D′′− pD′−qD = 0.

صادق ͳالحاق ͳمعمول دیفرانسیل معادله در A و است ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله ، D برای معادله
:ͳعموم جواب کنید فرض است.

y = k1y1(x)+ k2y2(x)

باشد.
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه برای ͳعموم جواب پس هستند دلخواه ثابت�های k2 و k1 که

صورت: به A,B,C,D برای

A = exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(c4y1+ c5y2),

B = exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(c6y2

1+2c7y1y2+ c8y2
2),

C = c1+ exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(c6y1y′1+ c7(y′1y2+ y1y′2)+ c8y2y′2),

D = c2y1+ c3y2.

پایه: دارای و است بعدی ٨ ،Έکوچ بینهایت مولدهای برداری، فضای رو این از

X1 = y∂y,

X2 = y1∂y,

X3 = y2∂y,

X4 = exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(y1y∂x + y′1y2∂y),

X5 = exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(y2y∂x + y′2y2∂y),

X6 = exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(y2

1∂x + y1y′1y∂y),

X7 = exp
(
−

∫
p(x)dx

)
(2y1y2∂x+ (y′1y2+ y1y′2)y∂y),

X8 = exp
(∫

p(x)dx
)
(y2

2∂x + y2y′2y∂y).

نم�ͳتوان معمولا˦ بنابراین است ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله جواب�های به وابسته X1 جز به مولد هر
کرد. حل کامل را ͳخط تقارن شرط

شل به Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای دارای n ≥ 3 مرتبه از همΎن ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر
است: زیر

X1 = y,∂y, X2 = y1, ∂y, · · · , Xn+1 = yn∂y,

۵۴
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معادلات از ͳبعض است. ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳتابع مستقل جوابهای از مجموعه�ای {y1, · · · ,yn} که
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات سایر دارد. Έکوچ ب�ͳنهایت مولد Έی از بیش ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل
دیفرانسیل معادله به انتقال ای نقطه تبدیلات با م�ͳتواند و دارند Έکوچ ب�ͳنهایت مولد ٣ از بیش ͳخط

برای: دیΎر Έکوچ ب�ͳنهایت مولد ٣ شود. نΎاشته y(n) = 0 ، ͳمعمول

y(n) = 0, Xn+2 = ∂x, Xn+3 = x∂x, Xn+4 = x2∂x + (n−1)xy∂y,

هستند.

تقارن اثباتشرط بخش٣.۴

م�ͳگردد. آن اثبات بر ͳسع هم ͳاندک و شد خواهد بیان تقارن شرط بخش، این ابتدای در
م�ͳکند، Έسیستماتی شل به ͳل تقارنهای یافتن به قادر را ما ͳخط تقارن شرط چΎونه که دیدیم

بΎیرید: نظر در را زیر دیفئومورفیسم کنیم، فر تقارن شرط منشأ به راج΄ ͳکم دهید اجازه

Γ : (x,y) 7−→ (x̂, ŷ), (۴۶.٣ )

نΎارد. ͳم ŷ = f̃ (x̂) جدید ͳمنحن به را y = f (x) جواب ͳمنحن به که
است: برقرار زیر رابطه در f (x) تاب΄

f (n)(x) = w(x, f (x), f ′(x), · · · , f (n−1)(x)), (۴٧.٣ )

اگر است تقارن Έی Γ وضوح به است. (١.٣) ͳمعمول دیفرانسیل معادله جواب Έی y = f (x) زیرا
که: ͳمعن بدان است. ͳمعمول دیفرانسیل معادله جواب جدید ͳمنحن

f̃ (n)(x̂) = (x̂, f̃ (x̂), f̃ ′(x̂), · · · , f̃ (n−1)(x̂)). (۴٨.٣ )

برای (۴٨.٣) از استفاده بنابراین دانیم ͳم را ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب�های ͳسخت به ما
جواب هر برای (۴٨.٣) آیا بΎوید ما به باید ͳخط تقارن شرط هر اینحال، با نیست. ͳعمل آزمودن

خیر؟ یا است صادق y = f (x)
م�ͳیابیم. دست آن به (x,y,y′, · · · ,y(n)) متغیرهای با بعدی n+ 2 ͳاقلیدس مبنای در کردن کار با
تعریف را Jn در S هایپر رویه (١.٣) ͳمعمول دیفرانسیل معادله م�ͳگویند n مرتبه جت فضای آن به که
به است J′ در سط Έی نماینده عنوان به y′ = w(x,y) ، ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال برای م�ͳکند.

است. (x,y,y′) آن مختصات که است ͳفضای که طوری
م�ͳشود: داده نمایش فرد به منحصر هموار ͳمنحن با Jn در صفحه، در y = f (x) هموار ͳمنحن هر

(x,y,y′, · · · ,y(n)) = (x, f (x), f ′(x), · · · , f (n)(x)). (۴٩.٣ )

م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد بر بالا ͳمنحن عبارت گویند. y = f (x) بر بالا را (۴٩.٣) ͳمنحن
م�ͳکند. مشخص را صفحه در ͳاصل ͳمنحن ،(x,y) بر بالا مختصات

هموار نΎاشت سط هر که است ͳمعن بدان برهایشان بالا و صفحه روی هموار منحن�ͳهای بین تناظر
یابد. توسعه J(n) جت فضای به تواند ͳم را صفحه روی های ͳمنحن بین (۴۶.٣)

Γ : (x,y,y′, · · · ,y(n)) 7−→ (x̂, ŷ, ŷ′, · · · , x̂(n)), (۵٠.٣ )

۵۵
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بر: بالا تعریف به توجه با که

ŷ(k) =
dkŷ
dx̂k , k = 1, · · · ,n. (۵١.٣ )

است. ام n مرتبه (ͳامتدادده) Ίپرولان آن از کمتر یا ام n مرتبه مشتقات همه به Γ عمل بسط
در را (۴٩.٣) بالابر پس باشد ͳمعمول دیفرانسیل معادله از ͳجواب y = f (x) اگر (۴٧.٣) رابطه از

م�ͳبرد. S داخل
امتداد است. ͳمعمول دیفرانسیل معادله جواب Έی است S در که بر بالا ͳمنحن هر آن عس برای

است: زیر فرم به که م�ͳنΎارد S̃ جدید سط به را S ،Γ ام n مرتبه ͳده

ŷ(n) = w̃(x̂, ŷ, ŷ′, · · · , ŷ(n−1)). (۵٢.٣ )

S̃ در جدید ͳمنحن بر بالا S آنΎاه بنΎارد ŷ = f̃ (x̂) ͳمنحن به را y = f (x) جواب Γ اگر ،ͳکل طور به
است: زیر شل به که گیرید ͳم قرار

f̃ (n)(x̂) = w̃(x̂, f̃ (x̂), f̃ ′(x̂), · · · , f̃ (n−1)(x̂)). (۵٣.٣ )

.y = f (x) بالابر روی w̃ = w اگر تنها و اگر است برقرار (۴٨.٣) بنابراین
پرداختیم. منفرد جواب�های ͳمنحن ͳبررس به ما کنون تا

(۵۴.٣) که طوری به است S روی w̃ = w ͳمنحن جواب�های همه مجموعه برای ارزی هم شرط
باشد: برقرار

باشد برقرار (١.٣) که ͳامΎهن ŷ(n) = w(x̂, ŷ, ŷ′, · · · , ŷ(n−1)) (۵۴.٣ )

هر تحت S دیΎر عبارت به م�ͳشود. نΎاشته خودش به ͳتقارن هر از یافته Ίپرولان عمل با S بنابراین
ͳش هر که است دیفئومورفیسم Έی تقارن که م�ͳرود انتظار شده ثابت قضایای از البته است. ناودا ͳتقارن

م�ͳگذارد. ͳباق تغییر بدون را
از که دیفئومورفیسم�ها همۀ است. تقارن تعریف در احتیاط به نیاز که م�ͳدهد نشان بالا بحث توجه:
دیفئومورفیسم که میدارد بیان (۵١.٣) دیΎر شرط نیستند. تقارن م�ͳشوند نΎاشته خودشان به S فضای
هست نیاز شرط این هستند) S در بالابرش که ͳآن�های نهایت در م�ͳنΎارد.( بری بالا به را بری بالا هر

کنند. ͳم حفظ را دیفرانسیل معادلات جواب�های ساختار ها تقارن که

دیΎر تفسیرهای و ملاحظات

مرتبه از ͳمعمول دیفرانسیل معادله از نقطه�ای گسسته تقارنهای یافتن برای ͳخط تقارن شرط ͳکل طور به
است. استفاده قابل n ≥ 2

م�ͳشوند. تعریف (۵.٣) ͳده امتداد فرمول توسط ŷ(k) تواب΄
زیرا کرد ساده م�ͳتوان حدی تا را ͳخط غیر ͳجزئ دیفرانسیل معادلات ،ͳخط تقارن شرط چنین هم
غیر ͳجزئ مشتقات با معادله سیستم در ͳخط تقارن شرط که است. y(n−1), · · · ,y′′,y′ از مستقل ŷ و x̂

روش م�ͳشوند. حل ͳسخت به معمولا˦ (دستΎاه�ها) سیستم�ها این چه اگر م�ͳکند. Έیتف منفرد غیر ͳخط
گرفت. قرار بحث مورد ٢ فصل در که است گسسته تقارنهای آوردن بدست ساده�تر

مختلف محدودیت�های با ͳموضوع ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای تقارن مولدهای ،ͳل های جبر
ͳل های جبر کلیه طبقه�بندی برای ͳکاف محدودیت�های شد). ذکر (٢.٣) در آن از ͳبعض (که است

است. گردیده اعمال شده ساخته نقطه�ای تقارن مولدهای

۵۶
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م�ͳگردد. پیشنهاد ارجاع و جزئیات و بیشتر مطالعه برای (١٩٩۵) اولور کتاب
را ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از ͳبزرگ کلاس�های برای تقارن مولدهای محاسبه (۴۴.٣) نتیجه

است. کرده ساده
است. گرفته قرار بحث مورد (١٩٨٩) ͳکوم و بلومن در که است ͳنتایج شبیه بسیار
است. ͳخصوص جواب ͳمنحن روی تقارن عمل پایه بر (۴.٣) در تقارن شرط اثبات

م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد Ίپرولان فرمول�های مشتق برای بر بالا ͳکل طور به
منحن�ͳها) (زوج منحن�ͳها جفت بین ͳمماس نقاط ایده از مشابه فرمول از مشتق با نویسندگان ͳبعض

فرمائید. ملاحظه را (١٩٩۴) راسلتون و سوول م�ͳتوان دیدگاه دو این مقایسه برای م�ͳکند. استفاده

تمرین�ها
هستند. برقرار (١۶.٣) در η(k) و η و ξ دهید نشان ١.٣

دهید. نمایش را η(4) و گرفته نتیجه (١۵.٣) Ίپرولان فرمول (٢٢.٣) و (٢١.٣) روابط ٢.٣

کند: محاسبه زیر مولدهای برای را X4 ٣.٣

X = ∂y (a
X = y∂x+αy∂y است αثابت (b

X = xy∂x + y2∂y (c
X = −y∂x+ x∂y (d

برای L بعد بنویسید. و حل را است ثابت α که y′′ = y′4 +αy′2 مولدهای برای مبین معادلات ۴.٣
است؟ بزرگتر L بعد α کدام برای چیست؟ α مقدار بیشترین

بیابید: را زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای ۵.٣

y′′ = 7y′−6y

ͳخط ما ͳمعمول دیفرانسیل معادله چنین هم است dim(L) < 2 مثال این در باشید داشته توجه
است؟

پذیر امان ͳراحت به همواره η و ξ برای ها ͳجزئ مشتقات با معادله از معین بالا مجموعه حل ۶.٣
و باشد داشته را (x̂, ŷ) = (x,y) گسسته تقارن ͳمعمول دیفرانسیل معادله اگر مثال برای نیست

است. مفصل آنها از Έی کدام کند صدق ͳجزئ دیفرانسیل معادلات در ξ(x,y) و η(x,y)

را معادلات ͳعموم جواب و نوشته را y′′ = (1− y′)3 ، دیفرانسیل معادله برای مبین معادلات
باشید.) مناسب متغیر تغییر دنبال به :ͳراهنمای) کنید. محاسبه

است. موثر تقارنشان حسب بر ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از خانواده�ای بندی طبقه اوقات ͳگاه ٧.٣
باشیم: داشته زیر صورت به ͳمعمول دیفرانسیل معادله کنید فرض

y′′ = f (y), f ′′(y) , 0

ͳخط تقارن شرط از باشد. شده تولید X1 = ∂x توسط آن تقارن که ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر
کنید. استفاده هستند دیΎری ͳل ای نقطه تقارنهای که f (x) تواب΄ همه یافتن برای

ملاحظه را (١٩٨٩) ͳکوم و بلومن مثال�های برای است. گروه بندی طبقه از ای مسئله مثال (این
فرمائید).

۵٧
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تقارن شرط اثبات .۴.٣ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳل ای نقطه تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٣ فصل

۵٨
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۴ فصل

یΈپارامتری ͳل گروه از استفاده

بܺ܃رџد. کار Ѩ را آјھا داЦࠤد، ҆ی روشसیժنرا Ϧما
(́Ϫکار քا Ԋˌбͥلे کاչندوэل: (लآرуور

ͳکانون مختصات باربردن بوسیله کاهشمرتبه بخش۴.١

کردن حل برای گیریم؟ کار به را آنها باید چΎونه هستیم ͳل تقارنهای یافتن به قادر ͳاصول بطور که اکنون
دیفرانسیل معادلات نویسیم. ͳم ͳکانون مختصات برحسب آنرا اول، مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی

نمایند. ͳم استفاده ͳکانون مختصات از نیز بالاتر مرتبه ͳمعمول
ṡ مثال برای شود؛ ͳم داده نمایش (.) نقطه Έی بوسیله r به نسبت گیری دیفرانسیل پس این از

م�ͳباشد. ds/dr دهنده نمایش
دیفرانسیل معادله تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه Έی از ͳکوچ نهایت ͳب مولد X کنید فرض

ͳمعمول

y(n) = ω(x,y,y′, · · · ,y(n−1)), n ≥ 2 (١.۴ )

بنابراین باشد، X وسیله به شده تولید گروه برای ͳکانون مختصات (r, s)و باشد

X = ∂s. (٢.۴ )

شل به دلخواه Ω برای شود نوشته ͳکانون مختصات برحسب (١.۴ ) ͳمعمول دیفرانسیل معادله اگر

s(n) = Ω(r, s, ṡ, · · · , s(n−1)), s(k) =
dk s
drk (٣.۴ )

شرط لذا ناورداست، s به نسبت انتقال ͳل گروه تحت (٣.۴ ) ͳمعمول دیفرانسیل معادله اما م�ͳباشد.
بنابراین . م�ͳدهد نتیجه را Ωs = 0 تقارن

s(n) = Ω(r, ṡ, · · · , s(n−1)). (۴.۴ )

۵٩
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ͳکانون مختصات باربردن بوسیله مرتبه کاهش .١.۴ پارامتری Έی ͳل گروه از استفاده .۴ فصل

ͳمعمول دیفرانسیل معادله به آنرا ،ͳکانون مختصات حسب بر (١.۴ ) ͳمعمول دیفرانسیل معادله نوشتن با
م�ͳدهیم: کاهش v = ṡ ازای به n−1 مرتبه

v(n−1) = Ω(r,v, · · · ,v(n−2)), v(k) =
dk+1s
drk+1 . (۵.۴ )

بصورت یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب کنید فرض

v = f (r;c1, · · · ,cn−1)

، (١.۴ ) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب آنΎاه باشد.

s(x,y) =
∫ r(x,y)

f (r;c1, · · · ,cn−1)dr+ cn

م�ͳباشد.
دیفرانسیل معادله باشد، vṡ(r, ṡ) , 0 که ͳقسم به باشد، rو ṡ از ͳدلخواه تاب΄ v اگر تر ͳکل حالت در

شل به ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی به (۴.۴ ) ͳمعمول

v(n−1) = Ω̃(r,v, · · · ,v(n−2)), v(k) =
dkv
drk (۶.۴ )

١.۴) ͳعموم جواب ṡ = ṡ(r,v) رابطه م�ͳآید، بدست (۶.۴ ) ͳعموم جواب دیΎر یبار م�ͳیابد. کاهش
م�ͳدهد: را (

s(x,y) =
∫ r(x,y)

ṡ(r,v(r;c1, · · · ,cn−1))dr+ cn. (٧.۴ )

بوسیله (١.۴ ) حل به قادر باشیم، داشته را تقارنها از پارامتری Έی ͳل گروه Έی اگر : خلاصه بطور
را ما اکنون مطلب این هستیم. گیری انتΎرال طریق از تر پایین مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی حل

م�ͳنماید. ترغیب ͳل نقطه�ای تقارنهای استخراج برای ͳنیت ͳروش داشتن برای

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ١.۴

y′′ = (
3
x
−2x)y′+4y (٨.۴ )

X = y∂y ͳیعن Έکوچ نهایت ͳب مولد Έی تنها و نداریم (۴.٨) برای ͳجواب هنوز . بΎیرید نظر در را
از: عبارتند ساده�تر ͳکانون مختص�های است. موجود

r = x, s = ln |y|

به که

ds
dr
=

y′

y
,

d2s
dr2 =

y′′

y
− y′2

y2

ͳاتری معادله به (٨.۴ ) ͳمعمول دیفرانسیل معادله بنابراین شوند. ͳم داده امتداد

dv
dr
= (

3
r
−2r)v+4− v2, v =

ds
dr
=

y′

y
(٩.۴ )

۶٠
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پارامتری Έی ͳل گروه از استفاده .۴ فصل ͳکانون مختصات باربردن بوسیله مرتبه کاهش .١.۴

جواب یافته، کاهش معادله جواب آوردن بدست با که است استاندارد ͳروش کاهش این م�ͳیابد. کاهش
م�ͳآید. بدست ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳاصل ͳعموم

م�ͳباشد: دارا را ساده جواب Έی (٩.۴ ) ͳاتری معادله

v = −2r. (١٠.۴ )

شل به باقیمانده جوابهای سپس

v = −2r+w−1, (١١.۴ )

ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل معادله در w بطوریه باشند، ͳم

dw
dr
= 1− (

3
r
+2r)w

بنابراین م�ͳکند. صدق

w =
c1

r3 e−r2
+

1
2r
− 1

2r3 . (١٢.۴ )

م�ͳشود: نتیجه (١٠.۴ ) ͳنمای جواب از

ln |y| = s = −r2+ c2 = −x2+ c2.

م�ͳآید: بدست (١١.۴ ) ͳعموم جواب از ، مشابه طریق به

ln |y| = ln |c1e−x2
+

1
2

(x2−1)|+ c2.

بصورت (۴.٨) ͳعموم جواب جدید، دلخواه ثابت�های تعریف در نتای; این ترکیب از

y = c̃1e−x2
+ c̃2(x2−1) (١٣.۴ )

v برای ͳمناسب انتخاب این معمول بطور بΎیریم. نظر در v = ṡ که بود تر مناسب فوق، مثال در م�ͳباشد.
است. شده داده نشان ذیل مثال در که همانΎونه نم�ͳباشد،

ͳخط غیر دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٢.۴

y′′ =
y′2

y
+ (y− 1

y
)y′ (١۴.۴ )

تنها انتقال�ها، این باشد. X = ∂x Έکوچ نهایت ͳب مولد با تقارنها از پارامتری Έی ͳل گروه Έی
هستند: ͳبدیه تر ساده ͳکانون مختص�های م�ͳباشند. (۴.١۴) ͳل ای نقطه تقارنهای

(r, s) = (y, x)

به (۴.١۴) ͳمعمول دیفرانسیل معادله باشد، ṡ = (y′)−1 با برابر که برگزینیم طوری را v اگر

dv
dr
= − y′′

y′3
= −v

r
+ (

1
r
− r)v2

۶١
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ͳکانون مختصات باربردن بوسیله مرتبه کاهش .١.۴ پارامتری Έی ͳل گروه از استفاده .۴ فصل

معادله Έی برحسب ͳنویس دوباره بوسیله آنرا که است ͳبرنول معادله Έی فوق معادله م�ͳیابد. کاهش
نمود. حل توان ͳم v−1 برای ͳخط

ابتدا از که است تر ساده وضوح، به

v = (ṡ)−1, ͳیعن , v = y′

معادله به مستقیم بطور (۴.١۴) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ، v برای فوق انتخاب با نماییم. انتخاب
ͳخط ͳمعمول دیفرانسیل

dv
dr
=

y′′

y′
=

v
r
+ r− 1

r
(١۵.۴ )

(۴.١۵) ͳعموم جواب م�ͳیابد. کاهش

v = r2−2c1r+1

بنابراین .( است گرفته قرار سهولت برای c1 دلخواه ثابت از قبل -٢ (عامل م�ͳباشد

s =
∫

1
v(r)
=

∫
dr

r2−2c1r+1
.

م�ͳآوریم: بدست را (۴.١۴) ͳعموم جواب (ساده)، گیری انتΎرال Έی با

y =


c1−

√
c2

1−1tanh(
√

c2
1−1(x+ c2)), c2

1 > 1;
c1− (x+ c2)−1, c2

1 = 1;

c1+

√
1− c2

1 tan(
√

1− c2
1(x+ c2)), c2

1 < 1.

(١۶.۴ )

کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله توانیم ͳم r از ͳتابع بعنوان ṡ یافتن برای قبل، مثال�های از Έی هر در
قادر را ما تقارنها از پارامتری Έی گروه Έی شناخت نم�ͳباشد. معمول عمل این نماییم. حل را یافته
دیفرانسیل معادله اینه برای ͳضمانت اما ، دهیم کاهش را ͳمعمول دیفرانسیل معادله مرتبه تا سازد ͳم
ͳب مولد Έی از بیش کنید فرض ، حال هر به ندارد! وجود باشد حل قابل ͳسادگ به یافته کاهش ͳمعمول
مرتبه کاهش برای مذکور ͳل تقارنهای از م�ͳتوان آیا .R = dim(L) ≥ 2 ͳیعن بشناسیم را Έکوچ نهایت
پاس برای کرد؟ حل کامل بطور آنرا باشد n ⩽ R اگر یا نمود استفاده R بوسیله ͳمعمول دیفرانسیل معادله

است: شده داده نشان بعد مثال در که همانΎونه بدانیم، بیشتر تقارنها درباره باید پرسش، این به

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٣.۴

y′′′ =
1
y3 , x > 0 (١٧.۴ )

بوسیله آن ͳل نقطه�ای تقارنهای که

X1 = ∂x, X2 = x∂x +
3
4

y∂y

۶٢
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پارامتری Έی ͳل گروه از استفاده .۴ فصل ͳکانون مختصات باربردن بوسیله مرتبه کاهش .١.۴

X2 حالیه در م�ͳباشد، انتقال�ها شامل X1 توسط� شده تولید گروه بΎیرید. نظر در را م�ͳشوند تولید
کاهش X1 از استفاده با را (۴.١٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ابتدا در م�ͳکند. تولید را ͳمقیاس تقارنهای

، (r1, s1) = (y, x) ͳکانون مختصات از م�ͳدهیم;

d2v1

dr12 =
1

r13v12 −
1
v1

(
dv1

dr1
)2 , که v1 = (ṡ)−1 = y′ (١٨.۴ )

م�ͳآید. بدست
بوسیله که هستند مقیاس�ها (۴.١٨) یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳل نقطه�ای تقارنهای تنها

X̃2 =
3
4

r1∂r1 −
1
4

v1∂v1 (١٩.۴ )

م�ͳشوند. تولید
پارامتری Έی ͳل گروه از و رسند ͳم ارث به (۴.١٧) اولیه ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادله تقارنها این
مجموعه روی گروه این چΎونه دریابیم آنه برای م�ͳآیند. بدست است شده تولید X2 بوسیله که نرفته بار

دهیم: امتداد را X2 است لازم کند، ͳم عمل (r1,v1) = (y,y′) یافته کاهش متغیرهای

X(1)
2 = x∂x +

3
4

y∂y−
1
4

y′∂y′ .

م�ͳآید. بدست م�ͳکنند عمل (r1,v1) روی که X(1)
2 در ͳعبارات به شدن متمرکز توسط� X̃2 یافته کاهش مولد

یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله نقطه�ای تقارنهای لذا م�ͳباشد، s1 = x از مستقل X̃2 مثال، این در
از اگر کنند. ͳم مرتبه کاهش به قادر را ما دیΎر بار تقارنها این م�ͳکند. تولید را

r2 = r1
1/3v1 , v2 = r1

4/3 dv1

dr1

یافته، کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله ، نماییم استفاده

dv2

dr2
=

3−4r2
2v2−3r2v2

2

r2
2(r2+3v2)

(٢٠.۴ )

وجود با دهیم. انجام بیشتری عملیات توانیم ͳنم لذا نم�ͳباشند، شده شناخته (۴.٢٠) تقارنهای م�ͳباشد.
است انΎیز شΎفت بودیم. موفق دو به مرتبه کاهش به (۴.١٧) رابطه ͳل تقارن دو هر از استفاده در این،
استفاده ابتدا در کوچΈدیΎری نهایت ͳب مولد هر از اگر است. X1 بردن بار ابتدا موفقیت این کلید که
اگر مثال، برای نم�ͳکند. جانشین را نرفته بار تقارنهای شده حاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله نماییم،

به (۴.١٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله نماییم، استفاده X2 از ابتدا

d2v
dr2 =

16−5r3v
r3(3r−4v)2 +

4( dv
dr )2−9( dv

dr )
3r−4v

(٢١.۴ )

آن در که

r = x−3/4y , v = x1/4y′

ͳل نقطه�ای تقارنهای دارای (۴.٢١) یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله م�ͳیابد. کاهش است،
نم�ͳباشد.

را ما امر این پردازیم. ͳم Έکوچ نهایت ͳب مولدهای مجموعه ͳبررس به کامل بطور بعدی، بخش در
ارث به یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله بوسیله دیΎر تقارنهای اگر دریابیم، که ساخت خواهد قادر

شوند. گرفته بار ابتدا در باید ͳتقارنهای چه برسند،

۶٣
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ͳتغییرات تقارنهای بخش۴.٢
که دارد وجود امان این باشد، آمده بدست ͳتغییرات مسئله Έی از ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی اگر
شروع، برای ببریم. بار مرتبه دو تا کاهش برای را ای نقطه تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه Έی

بΎیرید: نظر در را ͳتغییرات مسئله Έی

δW = 0; (٢٢.۴ )

شل به ، W عمل ، اینجا در

W =
∫

L(x,y,y′)dx, (٢٣.۴ )

لاگرانژ - اولر معادله به منجر ͳتغییرات مسئله این است. لاگرانژین Έی L(x,y,y′) که م�ͳباشد

Ly−Dx(Ly′ ) = 0 (٢۴.۴ )

م�ͳشود.
به را W ، ای نقطه تبدیل Έی کنید فرض

Ŵ =
∫

L(x̂, ŷ, ŷ′)dx̂ (٢۵.۴ )

بطوریه بنΎارد،

Ŵ =W. (٢۶.۴ )

یافته، تبدیل مسئله برای لاگرانژ - اولر معادله م�ͳنامیم. ͳتغییرات تقارن Έی را ͳتبدیل چنین

L̂ŷ−Dx̂(L̂ŷ′ ) = 0, که L̂ = L(x̂, ŷ, ŷ′)

تقارنهای بتوانیم اگر است. لاگرانژ - اولر معادله ای نقطه یΈتقارن نیز ͳتغییرات تقارن بنابراین و م�ͳباشد
ͳتغییرات تقارنهای تقارنها، از Έی کدام اینه ͳبررس معمولا˦ بیابیم، را لاگرانژ - اولر معادله ͳل نقطه�ای

است. ساده م�ͳباشند نیز
- اولر معادله نقطه�ای تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه Έی مولد X = ξ∂x + η∂y کنید فرض

: شود داده بسط تواند ͳم ε از ͳتوان بصورت Ŵ پس باشد. (۴.٢۴) لاگرانژ

Ŵ =
∫
{L(x,y,y′)+εX(1)L+O(ε2))(1+ε(Dxξ)+O(ε2)}dx.

اگر نمایید، جم΄ یدیΎر با را اول مرتبه عبارات

X(1)L+ (Dxξ)L = 0 (٢٧.۴ )

حاصل نتیجه م�ͳکند. تولید را ͳتغییرات تقارنهای X = ∂y باشد، Ly = 0 اگر بویژه، است. Ŵ =W باشد،
لاگرانژ، - اولر معادله که است این شرط این از شده

Dx(Ly′ ) = 0,

۶۴
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بنابراین و م�ͳباشد

Ly′ (x,y′) = c1. (٢٨.۴ )

م�ͳکند، حفظ را X = ∂y بوسیله شده تولید ͳل تقارنهای (۴.٢٨) یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله
نوشتن برای (۴.٢٨) از م�ͳپذیرد، انجام ͳسادگ به امر این است. پذیر امان مرتبه بیشتر کاهش لذا

y′ = F(x;c1)

کنید: گیری انتΎرال سپس و (F مثل ͳتابع (برای نمایید استفاده

y =
∫

F(x;c1)dx+ c2.

که X خاص مولد Έی کرد. استفاده م�ͳتوان نیز دیΎر ͳتغییرات ͳل نقطه�ای تقارنهای برای را فوق روش
سپس نماید. ͳنویس باز ͳکانون مختصات برحسب را ͳتغییرات مسئله باید م�ͳکند صدق (۴.٢٧) رابطه در

ͳتغییرات تقارنهای X = ∂s

δW = δ
∫

L̃(r, s, ṡ)dr = 0, (٢٩.۴ )

داریم: انتΎرال در متغیر تغییر از استفاده با که م�ͳکند تولید را

L̃(r, s, ṡ) =
L

Dxr
. (٣٠.۴ )

- اولر معادله بنابراین م�ͳآید. L̃sبدست = 0 ،ͳکانون مختصات حسب بر (۴.٢٧) شرط ͳبازنویس با
لاگرانژ

L̃s−Dr(L̃ṡ) = 0,

به

L̃ṡ(r, ṡ) = c1 (٣١.۴ )

م�ͳیابد. کاهش
حل ، s یافتن برای گیری انتΎرال سپس و c1 و r از ͳتابع بعنوان ṡ نوشتن برای (۴.٣١) بارگیری با

م�ͳگردد. کامل

دستΎاه بوسیله که است ش�ͳای حرکت محاسبه ،ΈکلاسیΈانیم ͳاساس مسائل از ͳی مثال. ۴.۴
لاگرانژین، که م�ͳکند بیان همیلتونین اصل م�ͳشود. بیان بقا

L = T −U,

شل به ساده�ای سیستم�های چنین م�ͳباشد. پتانسیل انرژی U و ͳش ͳجنبش انرژی T که م�ͳباشد

L =
1
2

y′2−U(y) (٣٢.۴ )

۶۵
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است: ذیل بصورت لاگرانژ - اولر معادله م�ͳدهد. نشان را x زمان در ͳش موقعیت y(x) اینجا در هستند.

G(y) =
dv
dy
, که y′′ = −G(y). (٣٣.۴ )

برای واق΄ در باشد. ͳم تولید X = ∂x مولد با �ͳل تقارنهای دارای (۴.٣٣) ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر
زیرا ، هستند ͳتغییرات مذکور تقارنهای . هستند ͳل تقارنهای تنها تقارنها این ،G تواب΄ اغلب

X(1)L+ (Dxξ)L = Lx = 0.

که م�ͳشود، ارز هم (۴.٢٩) با ͳتغییرات مسئله ، (r, s) = (y, x) ͳکانون مختصات از استفاده با

L̃(r, ṡ) =
L

Dxr
=

y′

2
− U(y)

y′
=

1
2ṡ
−U(r)ṡ.

م�ͳآید: بدست ذیل بصورت انتΎرال اولین ،(۴.٣١) بارگیری با

L̃ṡ = −
1

2ṡ2 −U(r) = c1.

م�ͳگردیم، باز اولیه متغیرهای به

1
2

y′2+U(y) = −c1, (٣۴.۴ )

بنابراین و

x = ±
∫

dy√
−2(U(y)+ c1)

+ c2 (٣۵.۴ )

طرفین ضرب از استانداردی روش توسط معمولا˦ (۴.٣٣) فرم به ͳمعمول دیفرانسیل معادلات باشد. ͳم
م�ͳشوند. حل (۴.٣۴) پذیر ͳجدای ͳمعمول دیفرانسیل معادله یافتن برای گیری انتΎرال سپس و y′ بوسیله
رده�های برای نم�ͳباشد. ͳتغییرات تقارنهای از خاص ͳل گروه Έی استخراج از بیشتر چیزی روش این
موجود ͳتغییرات تقارنهای اگر حال این با نباشد. ͳبدیه است ممن حل روش ، ͳتغییرات مسئله دیΎر

نمود. استفاده ͳسیستماتی بطور و یافت را آنها م�ͳتوان باشند

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ۵.۴

y′′ =
y′

x
+

3y2

2x3 , (٣۶.۴ )

آن لاگرانژین که ͳتغییرات مسئله از که

L(x,y,y′) =
y′2

2x
+

y3

2x4 (٣٧.۴ )

مولد با مقیاس�ͳای تقارنهای فوق ͳمعمول دیفرانسیل معادله بΎیرید. نظر در را م�ͳآید بدست م�ͳباشد

X = x∂x + y∂y;

۶۶
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تولید X بوسیله که ͳتقارنهای اگرچه ندارد. دیΎری ͳل نقطه�ای تقارن ͳمعمول دیفرانسیل معادله این دارد.
زیرا هستند، ͳتغییرات م�ͳشوند

X(1)L+ (Dxξ)L = xLx + yLy+L = 0

ͳکانون مختصات از استفاده با است.

(r, s) = (
y
x
, ln |x|),

فرم: به یافته تبدیل لاگرانژین

L̃ =
L

Dxr
=

y′2+ ( y
x )3

2(y′− y
x )
=

1
2ṡ
+ r+

1
2

(r3+ r2)ṡ

به لاگرانژ - اولر معادله بنابراین م�ͳباشد.

− 1
2ṡ2 +

1
2

(r3+ r2) = c1,

م�ͳباشد: ذیل بصورت ͳعموم جواب لذا و م�ͳیابد کاهش

ln |x| = ±
∫ y

x dr√
r3+ r2−2c1

. (٣٨.۴ )

لاگرانژین م�ͳیابد. انتقال بالاتر مرتبه ͳتغییرات مسائل به مشابه مفاهیم

L = L(x,y,y′, · · · ,y(p)), (٣٩.۴ )

لاگرانژ - اولر معادله بΎیرید، نظر در را

Ly−Dx(Ly′ )+D2
x(Ly′′ )− · · ·+ (−1)pDp

x (Ly(p)) = 0 (۴٠.۴ )

اگر ، p = 1 برای مشابه ͳاستدلال با مثال بعنوان م�ͳباشد.

X(p)L+ (Dxξ)L = 0 (۴١.۴ )

م�ͳشوند. ͳتغییرات تقارنهای لاگرانژ، - اولر معادله ͳل نقطه�ای تقارنهای باشد،
نمایید) ͳبازنویس ͳکانون مختصات در را مسئله ابتدا لزوم، صورت (در باشد. X = ∂y کنید فرض

به لاگرانژ - اولر معادله بنابراین و است Ly = 0 که م�ͳشود مستدل (۴.۴١) از سپس

Ly′ −Dx(Ly′′)+ · · ·+ (−1)p−1Dp−1
x (Ly(p)) = c1 (۴٢.۴ )

که م�ͳباشد ل�ͳای نقطه�ای تقارنهای دارای مذکور یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله م�ͳیابد. کاهش
به م�ͳتواند مجدداً بنابراین و م�ͳشوند تولید X بوسیله

L̃v−Dr(L̄v̇)+ · · ·+ (−1)p−1Dp−1
r (L̄v(p−1)) = 0, (۴٣.۴ )

۶٧
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که یابد کاهش

(r,v) = (x,y′),
L̄(r,v, · · · ,v(p−1)) = L− c1v,

و

Dr = ∂r + v̇∂v+ v̈∂v̇+ · · ·

یافته کاهش ͳتغییرات مسئله برای لاگرانژ - اولر معادله (۴.۴٣) رابطه وضوح، به م�ͳباشد.

δ

∫
L̄dr = 0

جواب آنΎاه دارد)، وجود امان این ͳتغییرات کمΈتقارنهای (با نمود حل بتوان را مسئله این اگر است.
گیری انتΎرال بوسیله اولیه مسئله

y =
∫ x

v(r;c1, · · · ,c2p−1)dr+ c2p

م�ͳآید. بدست

ناوردا جوابهای بخش۴.٣
حل نم�ͳتوانند کامل بطور خود، ͳل نقطه�ای تقارنهای از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از بسیاری
خاص X Έی بوسیله شده تولید گروه تحت که ͳجوابهای که است پذیر امان امر این حال، این با شوند.
تولید گروه تحت که (x,y) صفحه روی که C ͳمنحن هر ،(٢.١۵) بنابر آوریم. بدست را هستند ناوردا

در ناورداست، X بوسیله شده

Q(x,y,y′) = η− y′ξ = 0 (۴۴.۴ )

نماییم حل را (۴.۴۴) اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله که است لازم بویژه م�ͳکند. صدق C روی
ͳمعمول دیفرانسیل معادله در باشد) داشته ͳجواب اگر جوابها(البته این از Έکدامی که کنیم ͳبررس و

م�ͳکنند. صدق مفروض
بلاسوس١ معادله . مثال ۶.۴

y′′′ = −yy′′, (۴۵.۴ )

بوسیله که م�ͳباشد مقیاس و انتقال تقارنهای دارای

X1 = ∂x , X2 = x∂x − y∂y (۴۶.۴ )

شده�اند. تولید
مجهول جوابش که اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی به را بلاسوس معادله قادرند تقارنها این
ناوردا جوابهای دنبال به که است این دقیق جوابهای یافتن برای احتمال تنها لذا دهند. کاهش است

Blasius١

۶٨

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



پارامتری Έی ͳل گروه از استفاده .۴ فصل ناوردا جوابهای .٣.۴

تحت که ͳمنحن هر لذا م�ͳیابد. کاهش y′ = 0 به (۴.۴۴) ناوردا ͳمنحن شرط ، X = X1 برای باشیم.
شل به ناورداست X1

y = c. (۴٧.۴ )

م�ͳباشند. بلاسوس معادله جوابهای هستند شل بدین که ͳهای�ͳمنحن تمام م�ͳباشد.
ناوردا ͳمنحن شرط م�ͳکنیم. تعیین را هستند ناوردا X = X2 تحت که ͳجوابهای اکنون

Q = −y− xy′ = 0.

ناوردا منحن�ͳهای بنابراین م�ͳباشد.

y =
c
x
, c ∈ R

اگر م�ͳباشند.

y = 0 یا y =
3
x

(۴٨.۴ )

م�ͳباشد. y = 0 ͳمنحن ناورداست، X2 و X1 تحت که ͳجواب تنها است. صادق بلاسوس معادله باشد،
نظر در را ممن پارامتری Έی گروههای ͳتمام هنوز دارند؟ وجود دیΎری ناوردای جوابهای آیا
X = بوسیله باقیمانده پارامتری Έی ͳل گروه هر زیرا م�ͳپذیرد، انجام ͳسادگ به امر این نΎرفته�ایم.

ͳمنحن ͳناوردای شرط م�ͳشود. تولید صفر مخالف k هر برای kX1+X2

Q = −y− (x+ k)y′ = 0,

ناوردا جوابهای به که است

y = 0, y =
3

x+ k
(۴٩.۴ )

م�ͳگردد. ͳمنته
ناوردا جوابهای از Έهری روی بر X1 بوسیله شده تولید گروه عمل گرفتن نظر در با فوق جوابهای

X1 بوسیله شده تولید تقارنهای م�ͳآیند. بدست (۴.۴٨)

(x̂, ŷ) = (x+ε,y), ε ∈ R (۵٠.۴ )

بصورت جواب این بΎیرید. نظر در y = 3/x ناوردا جواب روی بر را (۴.۵٠) عمل هستند.

ŷ =
3

x̂−3
; (۵١.۴ )

تحت که شود ͳبازنویس م�ͳتواند

X2 = (X2 x̂)∂x̂ + (X2ŷ)∂ŷ

= x∂x̂ − y∂ŷ

= (x̂−3)∂x̂ − ŷ∂ŷ.

۶٩
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اگر م�ͳپردازیم؛ سودمند نمادگذاری Έی ͳمعرف به اکنون ناورداست.

Xi = ξi(x,y)∂x+ηi(x,y)∂y

کنید فرض باشد،

X̂i = ξi(x̂, ŷ)∂x̂ +ηi(x̂, ŷ)∂ŷ. (۵٢.۴ )

تحت (۴.۵١) بنابراین

X2 = X̂2−εX̂1,

به y = 3
x ، Έهشت علامت برداشتن با ناورداست.

y =
3

x−ε , (۵٣.۴ )

توسط� خودش به y = 0 که م�ͳدهد نشان مشابه محاسبه م�ͳباشد. ناوردا X2−εX1 تحت که م�ͳشود نΎاشته
م�ͳشود. نΎاشته X1 بوسیله شده تولید گروه عمل

در r(x,y) ناوردا ͳکانون مختصات

ξDxr+Qry = ξrx +ηry = 0,

است ممن پس است. r(x,y) = c شل به باشد ξ , 0 آن در که ͳناوردای جواب هر لذا م�ͳکند. صدق
که ͳقسم به باشند، موجود نیز y = f (x)ناوردا جوابهای

ξ(x, f (x)) = η(x, f (x)) = 0 (۵۴.۴ )

باشد.
م�ͳکنیم ͳبررس سپس م�ͳآیند. بدست η(x,y)= 0 یا ξ(x,y)= 0 حل توسط� ͳآسان به اینها ͳکل بیان در

نماید. صدق (۴.۴۵) ͳمعمول دیفرانسیل معادله در جواب که
در بویژه که م�ͳباشد موجود است، ناصفر ξ آنها در که ͳناوردای جوابهای یافتن برای دیΎری روش
فقط η و ξ ،ͳل نقطه�ای تقارنهای برای است. سودمند نباشد ساده (۴.۴۴) رابطه نمودن حل که ͳحالت

اگر بنابراین م�ͳباشند. yو x از ͳتوابع

y′ =
η(x,y)
ξ(x,y)

, (۵۵.۴ )

فرمول بوسیله بالاتر مشتقات است. برقرار (۴.۴۴) ، ξ(x,y) , 0 آنها برای که ناوردا منحن�ͳهای روی
شوند، �ͳم جایΎذاری ͳمعمول دیفرانسیل معادله در نتای; هنΎامیه م�ͳشوند. محاسبه ͳمعمول ͳامتدادده
روش بعد مثال م�ͳآید. بدست م�ͳکند تعریف را ناوردا جواب منحن�ͳهای ͳتمام که جبری معادله Έی

م�ͳدهد: شرح را ͳکل

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٧.۴

y′′′ =
1
y3 , x > 0, (۵۶.۴ )

بوسیله L که بیاورید بخاطر را

X1 = ∂x , X2 = x∂x+
3
4

y∂y

٧٠
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است. شده تولید
شرط ندارند. وجود باشند ناوردا X1 بوسیله شده تولید گروه تحت که ͳجوابهای قبل، مثال برخلاف

X = X2 برای ناوردا ͳمنحن

Q = 3
4

y− xy′ = 0

م�ͳباشد.
ناوردا ͳمنحن هر روی لذا،

y′ =
3y
4x

(۵٧.۴ )

از ابتدا م�ͳنماییم. استفاده ناوردا منحن�ͳهای روی y′′′ و y′′ محاسبه برای از(۴.۵٧) اکنون م�ͳباشد.
گیریم: ͳم مشتق x به نسبت (۴.۵٧)

y′′ =
3y′

4x
− 3y

4x2 .

م�ͳکنیم: استفاده (۴.۵٧) رابطه از y و xاز ͳتابع بعنوان y′′ تعیین برای سپس

y′′ =
9y

16x2 −
3y
4x2 = −

3y
16x2 ,

مشابه بطور

y′′′ = − 3y′

16x2 +
3y
8x3 =

15y
64x3 , (۵٨.۴ )

م�ͳباشد. ناوردا ͳمنحن هر روی
ناوردا، جواب منحن�ͳهای که م�ͳکنیم مشاهده (۴.۵۶) با (۴.۵٨) مقایسه با

y = ±(
64
15

)1/4x3/4 (۵٩.۴ )

شده تولید گروه عمل از که دارد وجود ناوردا جوابهای از کامل خانواده Έی قبل، مثال همانند م�ͳباشند.
بویژه م�ͳآیند. وجود به هستند ناوردا X2 تحت که ͳجوابهای روی X1 بوسیله

y = ±(
64
15

)1/4(x−ε)3/4 (۶٠.۴ )

م�ͳباشد. ناوردا X2−εX1 تحت که است

بیشتر مطالعه
تقارنها این داده�اند. شرح بیشتر جزئیات با را ͳتغییرات تقارنهای (1993) اولور و (1989) ͳکوم و بلومن
کردن استنتاج برای نوتر) قضیۀ (بوسیله که باشند، ͳم اهمیت حائز ͳجزئ مشتقات با معادله زمینه در

. شوند گرفته بار توانند ͳم بقا قانون
آنها که م�ͳباشند ͳخاص ͳتوپولوژی خواص دارای ͳمعمول دیفرانسیل معادله ناوردا جوابهای از ͳبرخ
شامل (1989) ͳکوم و بلومن از ٣.۶ بخش م�ͳسازند. متمایز نظر مورد جواب به Έنزدی جوابهای از را

م�ͳباشد. ͳجوابهای چنین Έی از مثال زیادی تعداد

٧١
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تمرین�ها

مختصات نمایید. محاسبه را y′′ = y′/y2 ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای ١.۴
اول مرتبه معادله Έی به ͳمعمول دیفرانسیل معادله این کاهش برای را X1 = ∂x با متناظر ͳکانون
معادله کنید ͳسع اکنون کنید. حل را ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله نتیجه در و برید بار ساده

دهد؟ ͳم رخ ͳاتفاق چه نمایید. حل دیΎری تقارن مولد از استفاده با را

دارد تقارنها) دیΎر میان (در ͳل تقارنهای y′′ = (3y′2)/(2y)+ 2y3 ͳمعمول دیفرانسیل معادله ٢.۴
Έی به ͳمعمول دیفرانسیل معادله کاهش برای را تقارنها این است. شده تولید X = ∂x بوسیله که
سپس ببرید. بار است حل قابل استاندارد روش توسط که اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله

نمایید. حل را ͳاصل معادله

آن لاگرانژین که ͳتغییرات مسئله برای -لاگرانژ اولر معادله y′′ = 0 ͳمعمول دیفرانسیل معادله ٣.۴
این ͳتغییرات تقارنهای ͳخط مستقل مولد 3 یافتن برای (3.28) از م�ͳباشد. است L = y′2/2

کنید. استفاده مساله

لاگرانژین با ͳتغییرات مسئله برای را لاگرانژ - اولر معادله ۴.۴

L =
1
2

y′2− y2

8x2 +
1
√

xy
+

1
2y2

باشند ͳم ͳتغییرات تقارنهای ، لاگرانژ - اولر معادله ͳمقیاس تقارنهای دهید نشان بیاورید. بدست
بیابید. را ͳتغییرات مساله ͳعموم جواب بنابراین و

جوابهای که y′ = (y3)/
(
(x+1)y2− x2) ͳل نقطه�ای تقارنهای X = xy∂x+y2∂y که دهید نشان ۵.۴

م�ͳکند. تولید را هستند ناوردا تقارنها این تحت آن

ناوردا X = −y∂x + x∂y بوسیله شده تولید دوران تقارنهای تحت که (١.١۶) جوابهای کلید ۶.۴
نمایید. استفاده نتیجه این ͳتوپولوژی مفهوم دادن شرح برای (١.۵) شل از بیابید. را هستند

بیابید. را y′′ = x−1/2y3/2 ͳفرم - توماس معادله ͳنابدیه ͳگروه - ناوردا جواب ٧.۴

پوازون-بولزمن٢ معادله ٨.۴

y′′ =
−k
x

y′−δey, k , 0, δ ∈ {−1,1}

ͳمعمول دیفرانسیل معادله این م�ͳشود. تولید X = x∂x−2∂y بوسیله که دارد ͳل نقطه�ای تقارنهای
لاگرانژین با ͳتغییرات مساله از

L =
xky′2

2
−δxkey

معادله و بیابید م�ͳکند تولید را ͳتغییرات تقارنهای که ای X برای را k مقدار م�ͳآید. بدست
که ͳجوابهای کلیه دیΎر، ناصفر های k همه برای نمایید. حل حالت این در را ͳمعمول دیفرانسیل

بیابید. را هستند ناوردا X بوسیله شده تولید گروه تحت

Poisson-Boltzman٢

٧٢
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شل به ͳلاگرانژین با ͳتغییرات مسائل خانواده ٩.۴

L =
x2y′2

2
− x2yk

k
, k , 0

لاگرانژ - اولر معادله بنابراین و بیابید موجود ͳتغییرات تقارنهای برای را k مقدار بΎیرید. نظر در را
نمایید. محاسبه حالت هر در را

٧٣
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٧۴
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پارامتری چند ͳل تقارنهای

ѥ҅یईدم. ۭ˶߶ ऌࣰ داђمचا ѥ҅ی و زلزدم: X ࣛ علا࣠ با و ࣳاوردم، झیاد ܖ۾را бِملϼ͆م، уواЮږ͂م Άونѥ҅ی
ЈࠨدردیواҀΜی) ͮܨۿرуون: (ج.ک.

کاهشمرتبه و ͳدیفرانسیل ناورداهای بخش۵.١

یبار را ͳمعمول دیفرانسیل معادله مرتبه تا م�ͳسازد قادر را ما ͳل ای نقطه تقارنهای بفرد منحصر مولد Έی
دیده ͳل ای نقطه تقارن دو بارگیری با را مرتبه دوگانه یΈکاهش از ͳمثال همچنین دهیم. کاهش دیΎر
است ͳل ای نقطه تقارن R ≤ n دارای که n مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی م�ͳتوان واق΄ در ایم.
داد. کاهش (n = R حالت در جبری ای معادله به (یا n−R مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی به را
معادله ͳل ای نقطه تقارنهای Xاگر م�ͳآیند. دست به ͳکاهش�های چنین چΎونه که م�ͳدهد شرح بخش این

ͳمعمول دیفرانسیل

y(n) = ω(x,y,y′, · · · ,y(n−1)), n ≥ 2 (١.۵ )

به (١.۵) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ،(r, s) ͳکانون مختصات حسب بر آنΎاه کند تولید را

v(n−1) = Ω(r,v, · · · ,v(n−2)), (٢.۵ )

کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله .vṡ , 0 بطوریه است دلخواه ͳتابع v = v(r, ṡ) که م�ͳیابد. کاهش
شده، تولید X = ∂s توسط که ͳگروه یافته) (امتداد عمل تحت که است ͳتوابع کلیه شامل یافته(۵.٢)

م�ͳشوند. نامیده ͳدیفرانسیل توابعͳناورداهای چنین باشند. ناوردا
هر است X توسط� شده تولید گروه kمرتبه ͳدیفرانسیل ناوردای Έی I(x,y,y′, ...,y(k)) ثابت غیر تاب΄

گاه

X(k)I = 0 (٣.۵ )

٧۵
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به F مانند ͳتابع برای k مرتبه ͳدیفرانسیل ناوردای هر بنابراین است. X(k) = ∂s، ͳکانون مختصات در
است: زیر شل به معادل بطور یا I = F(r, ṡ, ..., s(k)) شل

I = F(r,v, · · · ,v(k−1)) (۴.۵ )

م�ͳباشد. ( ͳتابع ͳΎوابست حد در صفر( مرتبه ͳدیفرانسیل ناوردای تنها r(x,y) ناوردای ͳکانون مختصات
ناورداهای همه بعلاوه م�ͳباشند. v(x,y,y′)و r(x,y) از ͳتوابع اول مرتبه ͳدیفرانسیل ناورداهای کلیه
ناورداهای v و r اینرو از م�ͳباشند. r به نسبت v مشتقات و v و r از ͳتوابع بیشتر یا دو مرتبه ͳدیفرانسیل

م�ͳشوند. نامیده ͳاساس ͳدیفرانسیل
را s باشد لازم اینه بدون یافت، ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای از مناسب زوج Έی م�ͳتوان اغلب

در k مرتبه ͳدیفرانسیل ناوردای هر م�ͳشود نتیجه (٣.۵) از کنیم. مشخص

ξIx +ηIy+ · · ·+η(k)Iy(k) = 0,

اولیه انتΎرال Έی I مشخصه�ها) روش (از بنابراین م�ͳکند. صدق

dx
ξ
=

dy
η
= · · · = dy(k)

η(k) (۵.۵ )

اولیه انتΎرال r بخصوص است.

dx
ξ
=

dy
η

اولیه انتΎرال v و

dx
ξ
=

dy
η
=

dy′

η(1)

آوریم. بدست r توسط را v است لازم اوقات ͳگاه، شده داده نشان زیر مثال در که همانطور م�ͳباشد.

توسط که دورانها گروه ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای مثال. ١.۵

X = −y∂x + x∂y (۶.۵ )

اولیه انتΎرال r(x,y) بنابراین است. X(1)v = 0 و Xr = 0 بیابید. را م�ͳشود تولید

dx
−y
=

dy
x

اولیه انتΎرال v(x,y,y′) ،ً مشابه طور به است. r = (x2+ y2)1/2 جواب Έی که م�ͳباشد

dx
−y
=

dy
x
=

dy′

1+ y′2
(٧.۵ )

که باشد شده محدود x > 0 به ناحیه کنیم فرض م�ͳباشد.

dy
x
=

dy
(r2− y2)1/2 .

٧۶
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هستند زیر فرم به (٧.۵) اولیه های انتΎرال اینصورت در

I = F
(
r,arctan(y′)− arcsin

(y
r

))
= F

(
r,arctan(y′)− arctan

( y
x

))
.

از است عبارت v برای مناسب انتخاب Έی

v = tan
(
arctan(y′)− arctan

( y
x

))
=

xy′− y
x+ yy′

.

م�ͳشود. واگذار خواننده به s = arctan
( y

x
)
که v = rṡ اینه اثبات

ناورداهای حسب بر م�ͳتواند دارد ͳل ای نقطه تقارن یΈمولد بیشاز که ای ͳمعمول دیفرانسیل معادله
که ͳتوابع حسب بر م�ͳتواند مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله نتیجه در شود. نوشته مولد هر ͳدیفرانسیل
باشد. L برای ای پایه

{
X1, ...,XR

}
کنید فرض شود. نوشته ناورداست تقارن�ͳاش مولدهای همه تحت

هستند: زیر دستΎاه جوابهای ،L توسط شده تولید گروه ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای
ξ1 η1 η(1)

1 . . . η(R)
1

ξ2 η2 η(1)
2 . . . η(R)

1
...

...
...

...

ξR ηR η(1)
R . . . η(R)

R





Ix
Iy
Iy′

...
Iy(R)


=



0
0
0
...
0


. (٨.۵ )

R رتبه دارای تساوی چپ طرف ماتریس اینه بر (مشروط دارد ͳتابع مستقل جواب دو دستΎاه این
جواب Έی م�ͳآیند. بدست مشخصه�ها روش و ͳگوس ͳحذف روش بارگیری با جوابها این که باشد.)
بطور که دیΎر جواب دادن نمایش برای vR نماد از است. شده داده نمایش rR با و است y(R) از مستقل
معادله لذا، و است وابسته y(R+1) به dvR

drR
اینه به توجه با م�ͳکنیم. استفاده است وابسته y(R) به ͳبدیه غیر

به Ω دلخواه تاب΄ ازای به (١.۵) ͳمعمول دیفرانسیل

v(n−R)
R = Ω(rR,vR, ...,v

(n−R−1)
R ), v(k)

R :=
dkvR

drk
R

,

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مرتبه تا م�ͳسازد قادر را ما پارامتری R ͳتقارن یΈگروه بنابراین م�ͳیابد. کاهش
دهیم. کاهش R توسط را

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٢.۵

y(iv) =
2
y

(1− y′)y′′′ (٩.۵ )

توسط که دارد ای نقطه تقارنهای از پارامتری سه ͳل گروه Έی

X1 = ∂x, X2 = x∂x + y∂y, X3 = x2∂x +2xy∂y (١٠.۵ )

م�ͳآیند: بدست زیر دستΎاه حل با ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای است. شده تولید

 1 0 0 0 0
x y 0 −y′′ −2y′′′

x2 2xy 2y 2(y′− xy′′) −4xy′′′




Ix
Iy
Iy′

Iy′′

Iy′′′

 =
 0

0
0

 .

٧٧
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م�ͳکنیم: ساده گاوس ͳحذف روش از استفاده با را مسئله نخست

 1 0 0 0 0
0 y 0 −y′′ −2y′′′

0 0 y y′ 0




Ix
Iy
Iy′

Iy′′

Iy′′′

 =
 0

0
0

 . (١١.۵ )

آمده ذیل در که همانطور ،ͳدیفرانسیل ناورداهای کردن مشخص منظور به را (١١.۵) از معادله هر سپس
م�ͳدهد: نتیجه yI′y+ y′I′′y = 0 سوم، معادله م�ͳگیریم. بار است،

I = I(x,y,2yy′′− y′2,y′′′).

داریم: دوم معادله در نتیجه این جایΎذاری با

I = I(x,2yy′′− y′2,y2y′′′).

م�ͳدهد: نتیجه (١١.۵) از اول معادله سرانجام،

I = I(2yy′′− y′2,y2y′′′).

هستند: زیر بصورت (١٠.۵) توسط شده تولید ،گروه ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای بنابراین

r3 = 2yy′′− y′2, v3 = y2y′′′. (١٢.۵ )

کنیم. محاسبه را بالاتر مراتب ͳدیفرانسیل ناورداهای م�ͳتوانیم اکنون ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای یافتن با
مثلا̈

dv3

dr3
=

Dxv3

Dxr3
=

yy(iv)

2y′′′
+ y′.

با (٩.۵) ͳمعمول دیفرانسیل معادله بنابراین

dv3

dr3
= 1

است زیر بصورت عموم�ͳآن جواب که م�ͳباشد معادل

v3 = r3+ c1

سه مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله با جبری معادله این

y′′′ =
2yy′′− y′2+ c1

y2

است. معادل ناورداست، L توسط شده تولید پارامتری سه ͳل گروه تحت که
ͳل ای نقطه تقارنهای که معمول�ͳای دیفرانسیل معادلات ساختن برای ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای
G بعدی R ͳل گروه ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای (rR,vR) اگر م�ͳشوند. بارگرفته است، مفروض آنها
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به م�ͳتواند است آن ͳتقارن گروه G که n ≥ R مرتبه از (١.۵) ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر آنΎاه باشند
شود: نوشته F دلخواه تاب΄ ازای به زیر، شل

v(n−R)
r = F

(
rR,vR, · · · ,vn−1−R

R

)
(١٣.۵ )

تقارنهای که ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از ای خانواده x,y, · · · ,y(n) حسب بر (١٣.۵) ͳبازنویس با
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات این از ͳبعض است ممن که کنید توجه م�ͳآیند. بدست دارند را مطلوب

باشند. داشته نیز دیΎری تقارنهای

توسط شده تولید پارامتری سه گروه ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای مثال. ٣.۵

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x + y∂y (١۴.۵ )

از عبارتند

r3 = y′, v3 =
y′′′

y′′2
.

که است v3 = F(r3)تقارن�ها این با سه مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله عموم�ͳترین ازاینرو

y′′′ = y′′2F(y′)

از عبارتست تقارن�ها این با مرتبه۴ ͳمعمول دیفرانسیل معادله عموم�ͳترین م�ͳدهد. نتیجه را

y(iv) =
2y′′′2

y′′
+ y′′3F

(
y′,

y′′′

y′′2

)
است. ارز هم dv3

dr3
= F(r3,v3) با که

معادلات است ممن است. صادق n ≥ R مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای روش این تذکر:
مثال برای باشند. G اعضای شامل آنها تقارن�های که باشند داشته وجود n < R مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل

اند. شده تولید (١۴.۵) توسط که است ͳآنهای شامل y′′ = 0 تقارن�های

ای نقطه تقارن مولدهای ͳجبرل بخش۵.٢

باشند. شده تولید L Rتوسط بعد با (١.۵) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳل ای نقطه تقارن�های کنید فرض
از ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی ،(rR,vR) ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای حسب بر (١.۵) ͳبازنویس با
مثال (مانند نمود حل را یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله بتوان اگر م�ͳآید. بدست n−R مرتبه

معادله با فقط (۵.٢

vR = F(rR;c1, · · · ,cn−R)

توسط آن پارامتری R تقارن�های گروه که Rای مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله با که شد خواهیم مواجه
کامل حل یافتن برای تقارن�ها این از که دارد وجود ͳراه آیا اما م�ͳباشد. ارز هم است، شده تولید L
L ساختار مورد در است لازم سوال این به پاس برای شود؟ استفاده مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله

بدانیم. بشتر
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بطوریه باشد X1,X2 ∈ L کنید فرض

Xi = ξi(x,y)∂x+ηi(x,y)∂y, i = 1,2 (١۵.۵ )

است: دو مرتبه ͳجزئ ͳدیفرانسیل عملΎر Έی X1X2 حاصلضرب

X1X2 = ξ1ξ2∂
2
x + (ξ1η2+η1ξ2)∂x∂y+η1η2∂

2
y + (X1ξ2)∂x + (X1η2)∂y.

،X2 و X1 جابجاگر بنابراین است. دو مرتبه جملات دارای X1X2 همانند و دو مرتبه از نیز X2X1

[X1,X2] = X1X2−X2X1 (١۶.۵ )

بخصوص است. Έی مرتبه عملΎر Έی

[X1,X2] = (X1ξ2−X2ξ1)∂x+ (X1η2−X2η1)∂y. (١٧.۵ )

جابجاگر است. آشار آن تعریف از خواص این از ͳبرخ که دارد زیادی کاربردی خواص جابجاگر این
ͳیعن است. پادمتقارن

[X1,X2] = −[X2,X1] (١٨.۵ )

م�ͳکند: صدق ͳاتحادژاکوب در و

[X1, [X2,X3]]+ [X2, [X3,X1]]+ [X3, [X1,X2]] = 0. (١٩.۵ )

است): ͳخط مولفه هر به نسبت ͳیعن) است ͳدوخط همچنین

[c1X1+ c2X2,X3] = c1[X1,X3]+ c2[X2,X3] (٢٠.۵ )
[X1,c2X2+ c3X3] = c2[X1,X2]+ c3[X1,X3]

است). دلخواه ثابت Έی نمایانΎر ci همیشه مثل نیز اینجا (در
ͳپ برای م�ͳیابد. تغییر ای زنجیره قاعده مطابق (u,v) به (x,y) از مختصات تغییر تحت Xi مولد هر

کنیم فرض م�ͳکند، اثر جابجاگر روی چΎونه تبدیل این اینه به بردن

X3 = [X1,X2] (٢١.۵ )

م�ͳکنیم: استفاده X̌i نماد از شده نوشته (u,v) حسب بر که Xi دادن نشان برای عجالتاً

X̌i = (Xiu)∂u+ (Xiv)∂v.

داریم: آنΎاه باشد دلخواه ͳتابع F(u,v) کنیم فرض

[X̌1, X̌2]F = X̌1
{
(X2u)Fu+ (X2v)Fv

}
− X̌2

{
(X1u)Fu+ (X2v)Fv

}
= (X1X2u)Fu+ (X1X2v)Fv− (X1X2u)Fu(X1X2v)Fv

= ([X1,X2]u)Fu+ ([X1,X2]v)Fv

= (X3u)Fu+ (X3v)Fv.

٨٠
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بنابراین: است دلخواه F اما

[X̌1, X̌2] = (X3u)∂u+ (X3v)∂v = X̌3. (٢٢.۵ )

پس این از م�ͳشود. محاسبه آن در که است ͳمختصات دستΎاه از مستقل لزوماً X2 و X1 جابجاگر لذا
از مجدداً مختصات) دستΎاه هر (در مولدها دادن نمایش برای و نیست X̌i و Xi کردن متمایز به نیازی

م�ͳکنیم. استفاده Xi

مولدهای جابجاگر ایم. کرده ͳبررس را م�ͳکنند عمل صفحه روی که ͳمولدهای جابجاگر تاکنون
یافته امتداد

X(k)
i = ξ∂x +η∂y+η

(1)∂y′ + · · · ,η(k)∂y(k)

م�ͳشوند: تعریف مشابه طور به

[X(k)
1 ,X(k)

2 ] = X(k)
1 X(k)

2 −X(k)
2 X(k)

1 .

آنΎاه: باشد [X1,X2] = X3 اگر م�ͳدهیم نشان اکنون

[X(k)
1 ,X(k)

2 ] = X(k)
3 (٢٣.۵ )

کنید فرض

X1 = ∂y, X2 = ξ(x,y)∂x +η(x,y)∂y. (٢۴.۵ )

ͳکانون مختصات به متغیر تغییر که ایم داده نشان زیرا نم�ͳشود. وارد ͳخلل موضوع کلیت به فرض این با
داریم: (٢۴.۵) از نم�ͳگذارد. جابجاگر بر تاثیری حالت این در X1

X3 = [X1,X2] = ξy∂x +ηy∂y.

م�ͳدهد: نتیجه یافته امتداد فرمول بنابراین

X(1)
3 = ξy∂x +ηy∂y+ (Dxηy− y′Dxξy)∂′y

:ͳیعن م�ͳشوند. جابجا Dx و ∂y زیرا

Dx∂y = ∂x∂y+ y′∂2
y + · · · = ∂yDx

که: شود نوشته η(1)
y ∂′y بصورت م�ͳتواند X(1)

3 آخر جمله

η(1) = Dxη− y′Dxξ.

داشت: خواهیم بنابراین

X(1)
3 = ξy∂x +ηy∂y+η

(1)
y ∂y′

= [∂y, ξ∂x +η∂y+η
(1)∂y′ ]

= [X(1)
1 ,X(1)

2 ].
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ملاحظه م�ͳآید. بدست مشابه ای نتیجه نیز k > 1 برای است. برقرار k = 1 برای (٢٣.۵) نتیجه لذا
که: م�ͳکنیم

Dxη
(k−1)
y − y(k)Dxξy = ∂y(Dxη

(k−1)− y(k)Dxξ) = η
(k)
y

است. برقرار دستΎاه Έی برای زیرا است برقرار ͳمختصات دستΎاه هر در (٢٣.۵) رابطه این، بر علاوه
تولید را (١.۵) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳل ای نقطه تقارن�های X2 و X1 که موضوع این از کنون تا
ͳدیفرانسیل عملΎرهای همه برای ایم، کرده مطرح کنون تا که آنچه واق΄ در ایم. نرده استفاده م�ͳکنند
صدق نیز ͳخط تقارن شرط در L در مولد هر اما هستند. اعمال قابل (١۵.۵) شل به اول مرتبه ͳجزئ

م�ͳکند:

X(n)
i (y(n)−ω) = η(n)

i −X(n)
i ω = 0 ; y(n) = ω

است ͳخط y(n) ͳیعن مشتق مرتبه بالاترین به نسبت η(n)
i که م�ͳدهد نشان ͳده امتداد فرمول ،n ≥ 2 برای

است برقرار ͳخط تقارن شرط لذا است. مشتق مرتبه بالاترین از مستقل X(n)
i ω نتیجه در و ω حالیه در

اگر: فقط و اگر

X(n)
i (y(n)−ω) = λi(y(n)−ω) (٢۵.۵ )

آن در که

λi(x,y,y′, · · · ,y(n−1)) =
∂η(n)

i

∂y(n) .

های تقارن X2 و X1 اگر که: م�ͳشود مهم نتیجه این به منجر ͳخط تقارن شرط سازی مشخص نوع این
است آمده زیر در که همانطور نتیجه این است. چنین نیز X = [X1,X2] آنΎاه کنند تولید را ͳل ای نقطه
(٢۵.۵) و (٢٣.۵) از اینصورت در .∆ = y(n) −ω کنیم فرض اختصار برای م�ͳآید. بدست ͳبراحت

داشت: خواهیم

X(n)∆ = [X(n)
1 ,X(n)

2 ]∆

= X(n)
1 (λ2∆)−X(n)

2 (λ1∆)

= (X(n)
1 λ2−X(n)

2 λ1)∆

ͳمشابه است.(نتیجه ͳل ای نقطه تقارنهای مولد X درنتیجه و ∆ = 0 گاه هر است X(n)∆ = 0 اینرو از
دو مرتبه از y′ به نسبت η(n)

i زیرا است تغییرات ͳاندک نیازمند فوق بحث اما است. برقرار نیز n = 1 برای
است.)

مانند ای پایه L برای که آنجا از است. البعد ͳمتناه برداری فضای Έی L مجموعه n ≥ 2 برای
در مولدها از ͳخط ترکیب بصورت م�ͳتواند ͳل ای نقطه تقارنهای مولد هر ایم کرده انتخاب X1, · · · ,XR

در را پایه مولدهای جابجاگرهای است ͳکاف بنابراین است ͳدوخط مذکور جابجاگر شود. نوشته پایه این
ͳیعن است. بسته جابجاگر تحت L که ایم داده نشان تاکنون بΎیریم. نظر

Xi,X j ∈ L ⇒ [Xi,X j] ∈ L.

است: مذکور پایه مولدهای از ͳخط ͳترکیب پایه، این در مولد دو هر جابجاگر بنابراین

[Xi,X j] = ck
i jXk. (٢۶.۵ )
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ثابت�های ،ck
i j ثابت�های کنیم.) ͳم جم΄ را اند شده ترار دوبار که ͳاندیسهای که کنیم ͳم (یادآوری

م�ͳشوند. نامیده تعویضپذیر ،X j و Xi مولدهای آنΎاه باشد [Xi,X j]= 0 اگر م�ͳشوند. ساختارینامیده
دارد. پذیری تعویض خاصیت خودش به نسبت مولد هر بخصوص

توسط و است دوبعدی ،y′′′ = y−3 ͳل ای نقطه تقارنهای مولدهای برداری فضای مثال. ۴.۵

X1 = ∂x, X2 = x∂x +
3
4

y∂y (٢٧.۵ )

م�ͳباشد: زیر بصورت X2 و X1 جابجاگر بنابراین است. شده تولید

[X1,X2] = (X1(x)−X2(1))∂x +

(
X1(

3
4

y)−X2(0)
)
∂y = ∂x = X1.

م�ͳشود. جابجا خودش با مولد هر م�ͳآیند. بدست بیشتر محاسبات به نیاز بدون باقیمانده جابجاگرهای
بنابراین

[X1,X1] = 0, [X2,X2] = 0.

داریم: اینرو از و است پادمتقارن جابجاگر بعلاوه

[X2,X1] = −[X1,X2] = −X1.

از عبارتند (٢٧.۵) پایه برای ناصفر ساختاری ثابت�های تنها نتای; این کردن خلاصه با

c1
12 = 1, c1

21 = −1. (٢٨.۵ )

Έی تنها نه L که است ͳمعن این به ،L روی شده تعریف ضرب» «عمل عنوان به جابجاگر این وجود
تحت که است برداری ͳفضای ͳجبرل Έی تعریف، مطابق است. ͳجبرلΈی بله است برداری فضای
اخیر شرط دو است. بسته م�ͳکند صدق ͳژاکوب اتحاد در و است پادمتقارن و ͳدوخط که ،[., .] ضرب

اگر است پادمتقارن جابجاگر م�ͳکنند. اعمال ساختاری ثابت�های روی ͳمحدودیت�های

[X j,Xi] = −[Xi,X j], ∀ i, j (٢٩.۵ )

م�ͳکند: ایجاب این که

ck
i j = −ck

ji, ∀ i, j,k (٣٠.۵ )

را i < j خاصیت با ای پایه مولدهای جابجاگرهای است ͳکاف که است این خاصیت این نتیجه Έی
ͳژاکوب اتحاد کنیم. محاسبه

[Xi, [X j,Xk]]+ [X j, [Xk,Xi]]+ [Xk, [Xi,X j]] = 0, ∀ i, j,k (٣١.۵ )

اگر فقط و اگر است برقرار

cq
i jc

l
kq+ cq

jkcl
iq+ cq

kic
l
jq = 0, ∀ i, j,k, l (٣٢.۵ )

که مندیم علاقه معمولا˦ م�ͳشوند. ظاهر Έفیزی و کاربردی ریاضیات شاخه�های از بسیاری در �ͳل جبرهای
گروه مولد ͳجبرل ،ͳژاکوب اتحاد به نسبت آن بودن ͳخط که پارامتری چند ͳل گروه Έی عمل ͳΎونΎچ
تعریف آن روی که ͳل گروه به رجوع به نیاز بدون م�ͳتوانند همچنین جبرل�ͳها ببینیم. م�ͳدهد، نتیجه را
اما م�ͳشود. ساخته اش ساختاری ثابت�های توسط مجرد بطور ͳجبرل Έی باشند. داشته وجود شده�اند
م�ͳدهد، نشان زیر مثال که همانطور متفاوت) سازی�های ͳخط) متفاوت شل��های به است ممن امر این

گیرد. صورت
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ضرب عمل تحت x ∈ R3 بردارهای شامل برداری فضای ،ͳجبرل شده�ترین شناخته شاید مثال. ۵.۵
باشد: دارد را جابجاگر حم که ͳدکارت

[x1, x2] = x1× x2

کند.) ͳبررس را ͳژاکوب اتحاد ͳدرست م�ͳتواند خواننده است. پادمتقارن و ͳدوخط ͳخارج (حاصلضرب
:R3 برای استاندارد ͳدکارت پایه گرفتن نظر در با

x1 =
(

1 0 0
)T
, x2 =

(
0 1 0

)T
, x3 =

(
0 0 1

)T

م�ͳدهد: نتیجه را زیر ͳغیربدیه روابط ͳخارج حاصلضرب

x1× x2 = x3, x1× x3 = −x2, x2× x3 = x1

از: عبارتند غیرصفر ساختاری ثابت�های تنها

c3
12 = c1

23 = c2
31 = 1, c3

21 = c1
32 = c2

13 = −1; (٣٣.۵ )

ͳجبرل م�ͳمانند. ͳباق تغییر بدون اندیسها (١٢٣) دوری جایΎشت با ساختاری ثابت�های که کنید توجه
تولید ͳل گروه م�ͳشود. نامیده so(3) دارد را (٢٣.۵) ساختاری ثابت�های پایه�ها ͳبرخ در که مجردی
م�ͳباشد. R3 در دوران�ها گروه آن، از ساده ͳمثال که است S O(3) متعامدخاص so(3)،گروه توسط شده

شود: مشخص صفحه در ͳل ای نقطه تبدیلات مولدهای حسب بر م�ͳتواند همچنین so(3) ͳجبرل

X1 = y∂x− x∂y, X2 =
1
2

(1+ x2− y2)∂x + xy∂y,

X3 = xy∂x +
1
2

(1− x2+ y2)∂y (٣۴.۵ )

است. خواننده عهده به م�ͳدهد نتیجه را (٣٣.۵) ساختاری ثابت�های پایه این اینه ͳبررس
تغییر بدون مختصات تغییر یا و ͳامتدادده تحت ساختاری ثابت�های که م�ͳشود اخیرنتیجه نتای; از
ثابت�های با پایه�ای انتخاب برای تلاش و داشت خواهند ͳΎبستL برای ͳانتخاب پایه به قطعاً اما م�ͳمانند.
شوند( جابجا پایه Έی در مولدها کلیه اگر بود. خواهد مفید کمتر، امان حد در صفر غیر ساختاری

است. ͳآبلͳجبرل باشد)، صفر ساختاری ثابت هر ͳیعن

بصورت X2 و X1 جابجاگر بΎیرید. درنظر را
{
X1,X2

}
پایه با بعدی دو ͳجبرل معمولترین مثال. ۶.۵

است: زیر

[X1,X2] = c1
12X1+ c2

12X2. (٣۵.۵ ){
X̃1, X̃2

}
مانند پایه�ای اینصورت غیر در باشد. c1

12 = c2
12 = 0 اگر فقط و اگر است ͳآبل ͳجبرل این

بطوریه دارد وجود

[X̃1, X̃2] = X̃1. (٣۶.۵ )

٣۵.۵) رابطه راست طرف مضرب لزوماً مولد دو هر جابجاگر که باشید داشته توجه پایه این یافتن برای
کنید فرض لذا است. (

X̃1 = c1
12X1+ c2

12X2

٨۴
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و است X̃1 از مستقل ͳخط بطور X2 آنΎاه ،c1
12 , 0 اگر

[X̃1,X2] = c1
12[X1,X2] = c1

12X̃1.

انتخاب با ثابت مقدار Έی در مجدد ضرب با

X̃2 =
1

c1
12

X2

انتخاب با را (٣۶.۵) م�ͳتوانیم نباشد ͳآبل ͳجبرل اما اگر، مشابه طور به ً م�ͳآوریم. بدست را (٣۶.۵)
آوریم: بدست زیر

X̃2 =
−1
c2

12

X1.

بصورت آن ساختاری ثابت�های تنها که پایه�ای اساس بر م�ͳتواند یا است ͳآبل یا بعدی دو ͳجبرل هر بنابراین
شود: بیان هستند زیر

c1
12 = 1, c1

21 = −1. (٣٧.۵ )

که ͳروش م�ͳشوند. ساخته زیرجبرها از �ͳل جبرهای مشابه طور به و زیرفضاها از ͳمعمول برداری فضاهای
کنیم فرض ͳراحت برای م�ͳکند. مشخص را ساختاری ثابت�های م�ͳشوند، مرتبط هم به دو این بواسطه
Nباشد ⊂L عضو مولدهای M⊂Lو عضو مولدهای جابجاگرهای کلیه مجموعه نشاندهنده [M,N]

:ͳیعن

[M,N] =
{
[Xi,X j] : Xi ∈M,X j ∈ N

}
(٣٨.۵ )

جابجاگر تحت اگر است M⊂LیΈزیرجبر زیرفضای

[M,M] ⊂M (٣٩.۵ )

آل ایده ،M⊂L زیرجبر است. ͳجبرل Έی خود ،ͳجبرل Έی زیرجبر هر دیΎر، عبارت به باشد. بسته
اگر است L

[M,L] ⊂M. (۴٠.۵ )

،L و
{
0
}
بجز دیΎر ایده�آل هر هستند. L ایده�آلهای براین، علاوه هستند. زیرجبر L و

{
0
}
بوضوح

ساده باشد نداشته سره�ای آل ایده Ϳهی و باشد ͳآبل غیر ͳجبرل Έی اگر م�ͳشود. نامیده سره ایده�آل
با مولد هر زیرا نیست) آل ایده لزوماً (اما است زیرجبر Έی L از بعدی Έی زیرفضای هر م�ͳشود. نامیده
م�ͳباشند. بعدی دو یΈزیرجبر دارای حداقل ،R≥ 2 بعد با جبرل�ͳهای همه تقریباً م�ͳشود. جابجا خودش

است. so(3) ساده ͳجبرل استثنا Έی

بΎیرید: نظر در را زیر پایه با بعدی سه ͳجبرل Έی . مثال ٧.۵

X1 = ∂x, X2 = x∂x, X3 = x2∂x (۴١.۵ )

از: عبارتند است i < j که [Xi,X j] ͳغیربدیه جابجاگرهای

[X1,X2] = X1, [X1,X3] = 2X2, [X2,X3] = X3 (۴٢.۵ )

٨۵
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تولید را SL(2) خاص ͳخط گروه و م�ͳشود نامیده sl(2) ،(۴٢.۵) جابجاگرهای با مجرد ͳجبرل این
همینطور نیز Span

{
X2,X3

}
است. بعدی دو زیرجبر Έی X2 و X1 توسط شده تولید زیرفضای م�ͳکند.

sl(2) چه اگر نم�ͳگیرد. قرار زیرفضا این در [X1,X3] زیرا نیست زیرجبر Έی Span
{
X1,X3

}
اما است.

است. ساده لذا ندارد. خودش و صفر از غیر ͳایده�آل اما است ͳغیربدیه زیرجبرهای دارای
شودزیرجبر ساخته م�ͳتواند همواره که ایده�آل Έی است. شده داده L دلخواه ͳجبرل کنیم فرض

م�ͳباشد: L اعضای جابجاگرهای کلیه شامل که است L(1) مشتق

L(1) = [L,L] (۴٣.۵ )

است. L(1) بودن ایده�آل بر ͳدلیل که است L(1) از مجموعه�ای زیر [L(1),L] بوضوح،
داد: ادامه L(2) ͳیعن ،L(1) مشتق زیرجبر یافتن با م�ͳتوان باشد L(1) ,L اگر

L(2) = [L(1),L(1)] (۴۴.۵ )

فرض با م�ͳتوانیم را روند این

L(k) = [L(k−1),L(k−1)] (۴۵.۵ )

به ͳای k ازای به شده مشتق زیرجبرهای اگر دهیم. ادامه نیاید بوجود جدیدی زیرجبر دیΎر زمانیه تا
اگر است پذیر حل بعدی R ͳجبرل Έی معادل بطور گوییم. پذیر راحل L آنΎاه شوند، ختم L(k) =

{
0
}

زیرجبرهای از زنجیره Έی{
0
}
=L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ LR =L (۴۶.۵ )

ͳجبرل هر باشد. Lk از ͳآل ،ایده k هر ازای به ،Lk−1 بطوریه dim(Lk) = k آن در که باشد موجود
ͳغیرآبل بعدی دو ͳجبرل هر که ایم دیده نیستند. پذیر حل ساده جبرل�ͳهای درحالیه است پذیر حل ͳآبل
جبرهای R ≥ 3 هر ازای به است. پذیر حل اینرو از و [X1,X2] = X1 بطوریه است پایه Έی دارای

نم�ͳباشند. پذیر حل که موجودند ل�ͳای
م�ͳکنیم: انتخاب زیر بصورت را پایه ͳراحت برای بΎیرید. درنظر را پذیری حل بعدی R ͳجبرل

Xk ∈ Lk, Xk <Lk−1, k = 1, · · · ,R (۴٧.۵ )

اینرو: از و

Lk = Span
{
X1, · · · ,Xk

}
است ͳکانون پایه Έی معادل بطور م�ͳگوییم. ͳکانون یΈپایه را (۴٧.۵) توسط شده تعریف پایه هر

کنند: صدق زیر رابطه در ساختاری ثابت�های گاه هر

ck
i j = 0, ∀ i < j ≤ k. (۴٨.۵ )

زیر: مرتبه۴ ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٨.۵

y(iv) = y′′′4/3 (۴٩.۵ )

٨۶
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است: زیر پایه دارای که م�ͳباشد L بعدی ۵ ͳجبرل دارای

X1 = ∂y, X2 = x∂y, X3 = x2∂y,

X4 = ∂x, X5 = x∂x (۵٠.۵ )

از: عبارتند است i < j که [Xi,X j] صفر غیر جابجاگرهای

[X2,X4] = −X1, [X2,X5] = −X2, [X3,X4] = −2X2,

, [X3,X5] = −2X3, [X4,X5] = X4 (۵١.۵ )

است: زیر مشتق ͳجبرل دارای L بنابراین

L(1) = Span
{
X1,X2,X3,X4

}
. (۵٢.۵ )

غیر جابجاگرهای که داریم (۵١.۵) از دهیم. ادامه L(2) محاسبه با م�ͳتوانیم L(1) , L اینه به نظر
از: عبارتند L(1) اعضای صفر

[X2,X4] = −X1, [X3,X4] = −2X2

بنابراین:

L(2) = Span
{
X1,X2

}
(۵٣.۵ )

با دنباله بنابراین م�ͳشوند جابجا X2 و X1 چون آخر در

L(3) =
{
0
}

(۵۴.۵ )

است. ͳکانون (۵٠.۵) پایه که کنید توجه است. پذیر حل L لذا م�ͳپذیرد. پایان

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از گام به گام گیری انتΎرال بخش۵.٣

است L بعدی R ͳجبرل دارای که R مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله از گیری انتΎرال مسئله به اکنون
تاب΄ ازای به ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای حسب بر م�ͳتواند ͳمعمول دیفرانسیل معادله این برم�ͳگردیم.

شود: نوشته زیر بصورت F دلخواه

vR = F(rR) (۵۵.۵ )

کنید توجه است.( ͳتقارن مولدهای Έی�Έی از استفاده با نظر مورد ͳمعمول دیفرانسیل معادله حل هدف،
آن برای ͳمناسب دلیل اینه مΎر کرد نخواهیم اشاره مولدها ͳامتدادده مرتبه به صری بطور پس این از
شده ͳخط گروه عمل توصیف برای ͳکاف اندازه به مولدها که م�ͳکنیم قرارداد عوض در اما باشیم. داشته

اند.) شده داده امتداد متغیرها، همه روی
،(rR−1,vR−1) کنید فرض همچنین کنند. تولید L از زیرجبری X1, · · · ,XR−1 مولدهای کنید فرض
مولد عنوان به (rR−1,vR−1) روی ،XR باقیمانده مولد اگر باشد. زیرجبر این ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای

ͳکانون مختصات کند، عمل نقطه�ای تبدیلات

(rR, sR) = (rR(rR−1,vR−1), sR(rR−1,vR−1))

٨٧
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م�ͳتوانند sR و rR م�ͳدانیم م�ͳباشد.(اکنون XR = ∂sR آن حسب بر که دارد وجود ناوردا غیر نقطه هر در
نتیجه در است. ṡR := dsR/drR و rR از ͳتابع تنها vR اینصورت در شوند.) یافت ͳمعمول روش به

G مانند ͳتابع بازای تا شود معوس م�ͳتواند (۵۵.۵)

ṡR =G(rR)

م�ͳآوریم: بدست اینرو از آید. بدست

sR(rR−1,vR−1) =
∫ rR(rR−1,vR−1)

G(rR)drR+ c

vR−1 حسب بر بتوان را معادله این اگر ناورداست. X1, · · · ,XR−1 توسط شده تولید گروه تحت که
R− 1 که تفاوت این با م�ͳشود حاصل (۵۵.۵) شل به مسئله�ای کرد، حل rR−1 از ͳتابع عنوان به
جواب به کنیم ترار دفعات به ͳکاف اندازه به را روش این بتوانیم اینه بر مشروط است. شده R جایΎزین

ایم. یافته دست نظر مورد ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳمعادله
م�ͳشویم. متمرکز ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳیΈمعادله جواب یافتن برای بخش این در که کنید توجه
فصل انتهای در شده داده توضی روش�های با هستند ناوردا پارامتری Έت گروه Έی تحت که ͳجوابهای
همانطور باشد، موجود ناوردا جوابهای زیادی تعداد است ممن چه اگر شوند. مشاهده م�ͳتوانند ۴
بطور امر این کرد. استفاده ͳجبرل از آنها بندی طبقه برای م�ͳتوان شده داده توضی ١٠ فصل در که
روی XR بوضوح م�ͳدهد. کاهش را ناوردا جوابهای همه یافتن برای لازم تلاش�های ملاحظه�ای قابل
(rR−1,vR−1)متغیرهای به XR تحدید گاه هر م�ͳکند عمل نقطه�ای یΈتبدیل مولد عنوان به (rR−1,vR−1)

باشد: زیر شل به است غیرصفر آنها از ͳی حداقل که β و α دلخواه تواب΄ بازای

XR = α(rR−1,vR−1)∂rR−1 +β(rR−1,vR−1)∂vR−1

است: لازم بنابراین

XRrR−1 = α(rR−1,vR−1), XRvR−1 = β(rR−1,vR−1)

م�ͳکنند: صدق زیر رابطه در vR−1 و rR−1 ͳدیفرانسیل ناورداهای

XirR−1 = 0, XivR−1 = 0, ∀ i = 1, · · · ,R−1

اینرو: از و

[Xi,XR]rR−1 = Xiα(rR−1,vR−1) = 0, ∀ i = 1, · · · ,R−1

کرد: ͳبازنویس زیر بصورت را عبارت این م�ͳتوان که

ck
iRXkrR−1 = 0, ∀ i = 1, · · · ,R−1

م�ͳشود: زیر شرط به منجر کار این که

cR
iR = α(rR−1,vR−1) = 0, ∀ i = 1, · · · ,R−1

م�ͳشود: زیر نتیجه به منجر [Xi,XR]vR−1 = 0 ͳمشابه بحث با

cR
iR = β(rR−1,vR−1) = 0, ∀ i = 1, · · · ,R−1

٨٨
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داریم: هستند غیرصفر β و α تواب΄ از ͳی حداقل که آنجا از لذا

cR
iR = 0, ∀ i = 1, · · · ,R−1.

اگر: است زیرجبر Έی Span
{
X1, · · · ,XR−1

}
cR

i j = 0, ∀ 1 ≤ i < j ≤ R−1

اگر فقط و اگر م�ͳکند عمل (rR−1,vR−1) روی نقطه�ای تبدیل مولد Έی عنوان به XR بنابراین

cR
i j = 0, ∀ 1 ≤ i < j ≤ R−1 (۵۶.۵ )

امانپذیر مرتبه دوم کاهش مشابه طور به دهیم. کاهش بار Έی را مرتبه تا م�ͳسازد قادر را ما شرط این
گاه: هر بود خواهد

cR−1
i j = 0, ∀ 1 ≤ i < j ≤ R−1 (۵٧.۵ )

هرگاه: دهد نتیجه انتΎرال Έی م�ͳتواند Xk مولد هر مشابه ͳروش با دادن ادامه با

ck
i j = 0, ∀ 1 ≤ i < j ≤ k (۵٨.۵ )

باشد. پذیر حل ͳجبرل Έی L اگر فقط و اگر است برقرار (ͳکانون پایه هر (در شرط این
قابل بالا روش باشد R > n چنانچه اما کردیم محدود R ≤ n با �ͳل جبرهای به را خود توجه تاکنون
بار را روش این بعد فصل در باشد. داشته بعدی n پذیر حل زیرجبر Έی L اینه بر مشروط است انجام
بنیم باید چه باشد، نداشته بزرگ ͳکاف اندازه به پذیر زیرجبرحل L اگر اینه مورد در و گرفت خواهیم

کرد. خواهیم بحث

بیشتر مطالعه

تقارن�ها که ͳمدل��های ساختن برای بله نیستند استفاده مورد مرتبه کاهش برای تنها ͳدیفرانسیل ناورداهای
ناورداهای جزئیات از ͳواضح توصیف شامل (1995) اولور م�ͳشوند. استفاده نیز اند داده نتیجه را
بار نظری Έفیزی و ریاضیات در ͳوسیع بطور جبرل�ͳها م�ͳباشد. آنها کاربردهای از ͳبرخ و ͳدیفرانسیل
و فوش من روش بیشتر مقایسه برای دارند. ͳسرراست دستورالعمل (1986) ویور و ساتینΎر م�ͳشوند. برده

م�ͳکنم. پیشنهاد را ساتینΎر

تمرین�ها

توسط که است ͳگروه شامل آن تقارن�های که مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادله معمولترین ١.۵
چیست؟ است)، ثابت مقداری α)است شده تولید X = x∂x +αy∂y مولدهای

برای را ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای مجموعه ٢.۵
،X1 = xy∂x + y2∂y توسط شده تولید گروه (الف)

،X2 = x∂x+ y∂y توسط شده تولید گروه (ب)
،X2 و X1 توسط شده تولید گروه (ج)

آن تقارن�های که بیابید را ٣ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله عموم�ͳترین اکنون آورید. بدست
است. شده تولید X2 و X1 توسط که است ͳگروه شامل

٨٩
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ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از گام به گام گیری انتΎرال .٣.۵ پارامتری چند ͳل تقارنهای .۵ فصل

که است ͳگروه شامل آن تقارن�های که بیابید را ٢ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله عموم�ͳترین ٣.۵
است. شده تولید (٣۴.۵) توسط

دارد. را ((٣٣.۵) (رابطه so(3) ساختاری ثابت�های (٣۴.۵) پایه دهید نشان ۴.۵

جابجاگرهای با بعدی سه ͳجبرل Ϳهی دهید نشان ۵.۵

[X1,X2] = X1, [X1,X3] = −X3, [X2,X3] = X2

ندارد. وجود آن پایه�ای مولدهای میان

را X2 = −y∂x + x∂y و X1 = x∂x +αy∂y مولدهای توسط شده تولید بعدی دو برداری فضای ۶.۵
است R در که دیΎر α هر برای است؟ ͳجبرل برداری فضای این α از مقداری چه ازای به بیابید.
زیرجبر دارای L(α) دهید نشان بیابید. را است X2 و X1 شامل که L(α) ͳجبرل کوچترین

بیابید. را پذیر حل زیرجبر بزرگترین بعد و است sl(2)

ناوردای باشد، X2 و X1 توسط شده تولید گروه�های ͳدیفرانسیل ناوردای Έی I اگر دهید نشان ٧.۵
کمترین با ͳدیفرانسیل ناوردای م�ͳباشد. نیز شده تولید [X1,X2] توسط که ͳگروه ͳدیفرانسیل
را است مشترک X2 = 2xy∂x + y2∂yو X1 = ∂y توسط شده تولید گروه�های بین در که مرتبه

بیابید.

٩٠
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۶ فصل

از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل
پارامتری گروه�هایچند ͳل

آџد. Уدϔت҆ی էنکار وتو Ϲم Ϲم
کایات) օ (ازوپ:

پذیری حل از استفاده :ͳروشمقدمات بخش۶.١

ͳکاف حد به پذیر حل ͳ(زیر)جبرل Έی با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای ͳاصول روش Έی Έاین
داریم: بزرگ

کنید. اعمال ͳل نقطه�ای تقارنهای کردن مشخص برای را ͳخط تقارن شرط .١

بیابید. را شده مشتق زیرجبرهای مجموعه نتیجه در و محاسبه را پایه�ای مولدهای جابجاگرهای .٢

ناورداهای و کنید انتخاب را ͳکانون پایه بیابید، بزرگ ͳکاف حد به پذیر حل زیرجبر Έی .٣
کنید. محاسبه را ͳاساس ͳدیفرانسیل

از Έی هر سپس کنید. ͳبازنویس ͳدیفرانسیل ناورداهای برحسب را ͳمعمول دیفرانسیل معادله .۴
گیرید. بار شد توصیف ۵ فصل در که ͳروش به انتΎرال�گیری برای را مولدها

Έی قبلا̈ حالیه در ادامه در است. چΎونه عمل در روش این دهیم نشان که است این بخش این هدف
م�ͳشویم. متمرکز (۴) مرحله روی یافته�ایم، مولدها برای ͳکانون پایه

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ١.۶

y′′ =
y′2

y
− y2, y > 0, (١.۶ )

٩١
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پذیری حل از استفاده :ͳمقدمات روش پارامتری۶.١. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

توسط آن ͳل ای نقطه تقارنهای که

X1 = ∂x, X2 = x∂x−2y∂y. (٢.۶ )

است: زیر ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای دارای X1 توسط شده تولید گروه آورید. یاد به را است شده تولید

r1 = y, v1 = y′,

از: عبارتند X1,X2 توسط شده تولید گروه ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای و

r2 =
y′

y3/2 , v2 =
y′′

y2 .

م�ͳیابد: کاهش زیر جبری معادله به (١.۶) ͳمعمول دیفرانسیل اینرومعادله از

v2 = r2
2 −1 (٣.۶ )

متغیرهای با نقطه�ای تبدیلات X2 لذا است ͳکانون پایه Έی (٢.۶) و است پذیر حل مذکور ͳجبرل
صریحاً م�ͳکند. تولید را (r1,v1)

X2r1 = −2y = −2r1, X(1)
2 v1 = −3y′ = −3v1,

از عبارتست (r1,v1) به X2 تحدید نتیجه در و

X2 = −2r1∂r1 −3v1∂v1 .

s2 = − 1
2 ln(r1) کنید فرض ͳراحت برای م�ͳکنیم. انتخاب را r2 = v1/r

3/2
1 ناوردای ͳکانون مختصات

اینصورت در

ds2

dr2
=

ds2

dx
÷ dr2

dx
=

r2

3r2
2 −2v2

.

با یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل که�معادله م�ͳشود نتیجه (٣.۶) از بنابراین

ds2

dr2
=

r2

r2
2 +2

.

داشت: خواهیم سرراست انتΎرال�گیری Έی با است. معادل است ساده آن از انتΎرال�گیری که

s2 =
1
2

ln(r2
2 +2)+ c.

م�ͳآید: بدست زیر جبری معادله (r1,v1) حسب بر جواب این ͳبازنویس از پس

v1 = ±r1(4c2
1−2r1)1/2, (۴.۶ )

این را مشابه ͳعمل روند، این از مرحله Έی شدن کامل با است. دلخواه مثبت ثابت Έی c1 آن در که
(r1, s1) = (y, x) ͳکانون مختصات اساس بر م�ͳکنیم. ترار (۴.۶) حل برای X1 مولد بارگیری با بار

داشت خواهیم

ds1

dr1
=

1
y′
=

±1
r1(4c2

1−2r1)1/2
.

٩٢

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



پارامتری چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ پذیریفصل حل از استفاده :ͳمقدمات روش .١.۶

از عبارتست مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب بنابراین

s1 = c2± c−1
1 cosh−1

(
c1

√
2
r1

)
داشت خواهیم ͳاصل متغیرهای به آن برگرداندن با که

y = 2c2
1sech2(c1(x− c2)). (۵.۶ )

٣ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٢.۶

y′′′ =
y′′2

y′(1+ y′)
, (۶.۶ )

توسط آن نقطه�ای تقارنهای که

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x + y∂y (٧.۶ )

زنجیر Έی به متعلق Lk زیرجبر هر برای ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای بΎیرید. نظر در را است شده تولید
از عبارتند پذیر حل

L1 = Span
{
X1

}
برای r1 = y, v1 = y′ (٨.۶ )

L2 = Span
{
X1,X2

}
; برای r2 = y′, v2 = y′′ (٩.۶ )

L3 = Span
{
X1,X2,X3

}
برای r3 = y, v1 = y′′′/y′′2.

جبری معادله با (۶.۶) ͳمعمول دیفرانسیل لذامعادله

v3 =
1

r3(1+ r3)
(١٠.۶ )

که کنید توجه ،(r2,v2) ͳدیفرانسیل ناورداهای به X3 تحدید یافتن برای است. معادل

X(1)
3 r2 = 0, X(2)

3 v2 = −y′′ = −v2;

از است عبارت شده محدود مولد اینرو از

X3 = −v2∂v2 .

کنید فرض

s3 = − ln |v2| = − ln |y′′|;

است زیر اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل ارزمعادله هم (٩.۶) دراینصورت

ds3

dr3
= −v3 =

−1
r3(1+ r3)

.

٩٣
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پذیری حل از استفاده :ͳمقدمات روش پارامتری۶.١. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

داشت خواهیم v2 و r2 حسب بر ͳمعمول دیفرانسیل معادله این جواب نوشتن با

v2 =
c1r2

1+ r2
(١١.۶ )

است زیر بصورت (r1,v1) متغیرهای به X2 تحدید که برد پ�ͳخواهیم بعد مرحله در

X2 = ∂r1

جبری معادله باشد c1 , 0 اینه بر مشروط است. ͳمناسب ͳکانون مختصات s2 = r1 اینصورت در
با (۶.١٠)

ds2

dr2
=

r2

v2
=

1
c1

(1+ r2)

از عبارتست v1 و r1 برحسب آن جواب که

r1 = c2+
1

2c1
(1+ v1)2. (١٢.۶ )

م�ͳآوریم بدست s1 = x انتخاب با آخر در است. معادل

ds1

dr1
=

1
v1
=

1
−1±

√
2c1(r1− c2)

بسته فرم در را (۶.۶)ͳعموم جواب y و x با ترتیب به v1 و r1 ͳزینΎجای و انتΎرال�گیری انجام از پس
م�ͳآوریم: بدست زیر

x = c3+
1
c1

(
ln | −1±

√
2c1(y− c2)| ±

√
2c1(y− c1)

)
(١٣.۶ )

مولدها، از متفاوت ترتیب چندین وجود بعدی، n پذیر حل زیرجبر Έی برای مفروض پایه Έی داشتن با
انتخاب ͳکانون پایه چه اینه اصل در است. عادی امری است، ͳکانون پایه Έی آنها از کدام هر که
غیر ͳحت یا دشوار را گیریها انتΎرال است ممن انتخابها ͳبرخ عمل در ͳول نیست اهمیت حائز م�ͳشود
کردن میدهد،آزمایش نشان بعد مثال که همانطور مشل این رف΄ راه تنها م�ͳرسد بنظر سازد. حل قابل
در لذا است شده ملموس�تر ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل روند Έاین است. متفاوت ͳکانون پایه�های

م�ͳشود.) واگذار خواننده به جزئیات شد(تمیل خواهد حذف محاسبات جزئیات بیشتر ادامه

ͳکانون پایه توانستیم قبل مثال در مثال. ٣.۶

X1 = ∂y, X2 = ∂x, X3 = x∂x + y∂y (١۴.۶ )

مجموعه م�ͳکند. متمایز ،(٧.۶) آن، مرتب فرم از را ∂y و ∂x شونده جابجا مولدهای که برگزینیم را
r1 = x حالت این در که تفاوت این با م�ͳمانند تغییر بدون تقریباً (٨.۶) ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای

به اکنون که (١٠.۶) که آنجا تا م�ͳمانند تغییر بدون محاسبات اینرو از م�ͳباشد.

ds2

dr2
=

1
v2
=

1
c1

(
1+

1
r2

)
٩۴
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پارامتری چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ پذیریفصل حل از استفاده :ͳمقدمات روش .١.۶

م�ͳدهد: نتیجه انتΎرال�گیری و م�ͳشود ظاهر است یافته کاهش

r1 = c2+
1
c1

(
ln |v1|+ v1

)
(١۵.۶ )

از نم�ͳتوانیم ،r1 از ͳتابع بصورت v1 آوردن بدست برای که: م�ͳکند روبرو موضوع این با را ما این و
بسیار را (۶.۶) ͳعموم جواب تعیین ،ͳکانون پایه برای ͳانتخاب چنین بنابراین کنیم. استفاده (١۴.۶)

م�ͳسازد. دشوار
بصورت مرحله هر در بتوان را vk بطوریه ͳکانون پایه Έی یافتن زیرا اند ساده ͳمثالهای بالا مثالهای
بصورت ͳعموم جواب یافتن امان نشود، یافت ای پایه چنین اگر است. آسان نوشت، rk از ͳتابع

کنید فرض داشت. خواهد وجود پارامتری

r = f (v) (١۶.۶ )

داریم صورت این در شود. نوشته v و r حسب بر م�ͳتواند ṡ = ds
dr کنید فرض همچنین

s = g(v) :=
∫

ṡ(r,v)|r= f (v)
d f (v)

dv
dv+ c (١٧.۶ )

فراهم s و r از ͳتابع صورت به v پارامتر نوشتن امان که باشند گونه�ای به (١۵.۶) و (١۶.۶) اگر
چند ، g(v) و f (v) چنانچه دارد نام سازی ͳضمن که شیوه این شود. حذف تواند ͳم v آنΎاه باشد،
ͳمعمول دیفرانسیل همه�معادلات مورد در وجود این با است. انجام قابل همواره باشند گویا جمله�ایهای

بماند. ͳباق پارامتری شل در جواب ͳبایست نشود حذف v چنانچه نیستیم. سازی ͳضمن به مجاز

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ۴.۶

y′′ =
y′3

y′3−2
(١٨.۶ )

توسط آن ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای ͳجبرل که

X1 = ∂x, X2 = ∂y

ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای بارگیری با بΎیرید. نظر در را است شده تولید

(r1,v1) = (y,y′), (r2,v2) = (y′,y′′)

م�ͳآوریم: بدست ،s2 = r1 ͳکانون مختصات و

r1 =
v2

1

2
+

2
v1
+ c1. (١٩.۶ )

اینصورت در باشد s1 = x کنید فرض

ṡ1 =
ds1

dr1
=

1
v1

داشت خواهیم (١۶.۶) از آنΎاه

s1 = v1+
1
v2

1

+ c2 (٢٠.۶ )

٩۵
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کاهش روند در بدست�آمده جدید تقارنهای پارامتری۶.٢. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

جمله�ای چند بصورت را معادله هر ابتدا دارد. وجود (١٨.۶) از v1 پارامتر حذف برای ساده روش Έی
م�ͳنویسیم: v1 حسب بر

v3
1−2(r1− c1)v1+4 = 0

v3
1− (s1− c2)v2

1+1 = 0

کنیم: ͳم حذف را v1 توان بیشترین معادلات از ͳی از حال

v3
1−2(r1− c1)v1+4 = 0

(s1− c2)v2
1−2(r1− c1)v1+3 = 0

معادله از v1 توان بیشترین حذف برای را است) شده ضرب v1 از ͳمناسب توان در کمتر(که مرتبه با معادله
م�ͳگیریم بار دیΎر

2(r1− c1)v2
1−

{
2(r1− c1)(s1− c2)+3

}
v1+4(s1− c2) = 0

(s1− c2)v2
1−2(r1− c1)v1+3 = 0

تا است لازم دیΎر بار Έی تنها حذف عمل انجام مثال این در دهیم. ͳم ادامه v1 یافتن تا را عمل این
از عبارتست آن جواب که v1 برای ͳخط معادله�ای به

6(r1− c1)−4(s1− c2)2

4(r1− c1)2−2(r1− c1)(s1− c2)2−3(s1− c2)
(٢١.۶ )

با مذکور ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳمعادله جواب باشد). صفر غیر مخرج اینه بر (مشروط یابیم. دست
در (٢٠.۶) جایΎذاری

(s1− c2)v2
1−2(r1− c1)v1+3 = 0

الΎوریتم از مرر استفاده جواب، یافتن برای دیΎر ͳروش م�ͳآید. بدست (r1, s1)بجای (y, x) دادن قرار و
r آن در که پارامتری جواب هر برای الΎوریتم این م�ͳباشد. معادلات از ͳی از v1 حذف زمان تا حذف

اجراست. قابل باشند، نیست) v لزوماً (که پارامتر Έی حسب بر گویا جمله�ایهای چند دو هر s و

کاهش روند در بدست�آمده تقارنهایجدید بخش۶.٢

ͳم قادر را ما که دارد بزرگ ͳکاف حد به پذیر حل زیرجبر Έی ما ͳجبرل که کرده�ایم فرض کنون تا
دیفرانسیل مبحث�معادلات به فصل این ادامه کنیم. حل کامل بطور را ͳمعمول دیفرانسیل تامعادله سازد
فرض دارد. اختصاص است کمتر یا n−1 بعد از آنها حلپذیر زیرجبرهای بزرگترین که n مرتبه ͳمعمول
حسب بر ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل باشد.معادله زیرجبری چنین برای ͳکانون پایه Έی

{
X1, · · · ,XS

}
کنیم

است. ارز هم n−S مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل ی�Έمعادله با زیرجبر این از (rS ,vS ) ͳدیفرانسیل ناورداهای
است: زیر صورت به جبری معادله�ای یافته، کاهش ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳمعادله جواب

vS = F(rS ;c1, · · · ,cn−S ) (٢٢.۶ )

٩۶
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پارامتری چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ کاهشفصل روند در بدست�آمده جدید تقارنهای .٢.۶

کاهش ͳمعمول دیفرانسیل تقارنهای�معادله از استفاده کرد،(با مشخص را جواب این بتوان چنانچه
تقارنهای شامل که S مرتبه از ͳمعمول دیفرانسیل ی�Έمعادله با (٢١.۶) زیرا م�ͳشود برطرف یافته)،مشل
کرد؟ باید چه نشود یافت (٢١.۶) چنانچه اگر است. ارز هم م�ͳباشد،

{
X1, · · · ,XS

}
توسط شده تولید

دیفرانسیل معادله کاهش برای م�ͳتوان را حلپذیر یΈزنجیر Lkدر = Span
{
X1, · · · ,Xk

}
زیرجبر هر

ͳدیفرانسیل ناورداهای حسب بر n− k مرتبه از ارز هم ͳمعمول دیفرانسیل ی�Έمعادله به ͳاصل ͳمعمول
یافته کاهش ی ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات واسطه دنباله Έی بنابراین برد. بار (rk,vk) ͳاساس
معادله اگر اما کرده�ایم. استفاده مرتبه کاهش بیشترین به ͳدستیاب برای LS کل از کنون تا دارد. وجود
که است ممن اما بود. نخواهد استفاده قابل نباشد حل قابل یافته، کاهش حداکثر ͳمعمول دیفرانسیل
ازمعادله که ͳآنهای بر علاوه جدیدی نقطه�ای تقارنهای واسطه، ی ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳی
به ͳدستیاب جدید تقارنهای از ͳکاف تعداد داشتن با باشد. داشته م�ͳبرد ارث به ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل

بود: خواهد ممن زیر شل به واسطه معادله ͳعموم جواب

vk = F(rk;c1, · · · ,cn−k)

م�ͳشوند. گرفته بار جواب کردن کامل برای موجود تقارنهای و Lk سپس

سه مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ۵.۶

y′′′ =
2y′′2

y′
+

y′′

x
+

y′2

x
(٢٣.۶ )

توسط شده تولید بعدی دو ͳآبل ͳل جبر Έی

X1 = ∂y, X2 = x∂x

از: عبارتند ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای دارد.

L1 = Span
{
X1

}
; برای r1 = x, v1 = y′

L2 = Span
{
X1,X2

}
برای r2 = xy′, v2 = x2y′′. (٢۴.۶ )

با (٢٢.۶) ͳمعمول دیفرانسیل بنابراین�معادله

dv2

dr2
=

2v2
2+3r2v2+ r3

2

r2(v2+ r2)
(٢۵.۶ )

دو مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل بامعادله (٢٢.۶) اما است. ارز هم نامعلومند آن تقارنهای که

d2v1

dr2
1

=
2
v1

(dv1

dr1

)2
+

1
r1

(dv1

dr1
+ v2

1

)
, (٢۶.۶ )

که ͳتقارنهای است. ارز هم م�ͳباشد نقطه�ای تقارن مولدهای از بعدی هشت ͳجبرل Έی دارای که نیز
بقیه حالیه در اند رسیده ارث به (٢٢.۶) ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادله شده�اند تولید X2 توسط
توسط� که L̃2 بعدی دو زیرجبر روی م�ͳتوانیم ترجیحاً ͳجبرل کل آزمایش بجای هستند. جدید تقارنها

X̃1 = v2
1∂v1 , X̃2 = r1∂r1 − v1∂v1 (٢٧.۶ )

٩٧
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SL(2) ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری پارامتری۶.٣. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

ͳکانون (٢۶.۶) پایه است. (r1,v1) به X2 مولد تحدید X̃2 که کنید توجه شویم. متمرکز است شده تولید
زیرا است

[X̃1, X̃2] = X̃1

ͳدیفرانسیل ناورداهای بارگیری با م�ͳتواند (٢۵.۶) ͳمعمول دیفرانسیل رومعادله این از

L̃1 = Span
{
X̃1

}
; برای r̃1 = r1, ṽ1 =

1
v2

1

dv1

dr1
(٢٨.۶ )

L̃2 برای r̃2 =
1
v2

1

dv1

dr1
, ṽ2 =

r1

v2
1

d2v1

dr2
1

− 2r1

v3
1

(dv1

dr1

)2

م�ͳرسیم: (٢۵.۶) ͳعموم جواب به جزئیات حذف با یابد. کاهش گیری انتΎرال به

v1 =
2c1

(c1r1+1)2+ c2
(٢٩.۶ )

از: است عبارت که (٢٢.۶) جواب کردن کامل برای (r1, s1) = (x,y) ͳکانون مختصات نهایت در

y =


c3+2c̃2 tan−1

(
c̃2(c1x+1)

)
c2 = (c̃2)−2 > 0

c3−
2

(c1x+1)
c2 = 0

c3+ (c̃2)−1 ln
∣∣∣∣c1x+1− c̃2

c1x+1+ c̃2

∣∣∣∣ c2 = −c̃2
2 < 0

(٣٠.۶ )

م�ͳشود. گرفته بار
حل قابل یافته کاهش کامل بطور ͳمعمول دیفرانسیل چنانچه�معادله اگر که م�ͳدهد نشان مثال این

بود. خواهد ارزشمند واسطه ͳمعمول دیفرانسیل نقطه�ای�معادله تقارنهای محاسبه نباشد،

ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری ٣.۶ بخش
sl(2)

این با مرتبه٣ ی ͳمعمول دیفرانسیل برای�معادلات فوق روشهای و نیست حلپذیر sl(2) بعدی سه ͳجبرل
مولدهای از ای مجموعه عنوان به sl(2) مشخصکردن روشهای ترین ساده از ͳی نیستند. کارساز ͳجبرل

از: است عبارت ͳل نقطه�ای تقارنهای

X1 = ∂x, X2 = x∂x, X3 = x2∂x (٣١.۶ )

از عبارتند (٣٠.۶) توسط شده تولید ͳل گروه برای ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای

rα = y, vα =
2y′y′′′−3y′′2

2y′4
(٣٢.۶ )

است شده تولید (٣٠.۶) توسط آن ͳل نقطه�ای تقارنهای که مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل هرمعادله رو این از
است: زیر بصورت (F دلخواه تاب΄ (بازای

vα = F(rα) (٣٣.۶ )

٩٨
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پارامتری چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ SL(2)فصل ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری .٣.۶

(٣٢.۶) معمول روشهای با م�ͳتوان است شده تولید X2 و X1 توسط که حلپذیر یΈزیرگروه از استفاده با
معادله یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل داد.معادله کاهش مرتبه١ ͳمعمول دیفرانسیل ی�Έمعادله به را

ͳاتری

z =
y′′

y′2
, که dz

dy
+

1
2

z2 = F(y) (٣۴.۶ )

است: شدن ͳخط قابل زیر تاب΄ ͳمعرف با که است

ψ(y) =
√

y′

شرودینΎر معادله در ψ(y) که z = 2ψ′(y)/ψ(y) داریم اینصورت در

d2ψ

dy2 −
1
2

F(y)ψ = 0 (٣۵.۶ )

غیر جواب Έی ϕ(y) اگر باشد. (٣۴.۶) دلخواه صفر غیر جواب Έی ψ(y) کنید فرض م�ͳکند. صدق
رونسین باشد، ψ(y) از مستقل ͳخط بطور صفر

W = ψ(y)ϕ′(y)−ϕ(y)ψ′(y)

که کنید توجه است. صفر غیر ثابت Έی

d
dy

(ϕ(y)
ψ(y)

)
=

W
ψ2 =W

dx
dy

رو این از و

Wx =
ϕ(y)
ψ(y)
+ c

راتغییر جواب عمل این شود. حاصل W = 1 تا م�ͳکنیم ضرب ثابت عدد Έی در را ϕ ͳراحت برای
بنابراین لزوم.) صورت در ϕ مجدد تعریف (با داد. قرار صفر برابر را c م�ͳتوان این بر علاوه نم�ͳدهد.

از: عبارتست (٣٢.۶) سه مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳمعادله جواب

x =
ϕ(y)
ψ(y)

(٣۶.۶ )

اینه تضمین برای ϕ زیرا است وابسته ثابت سه به بله ندارد ͳΎبست دلخواه ثابت چهار به جواب این
تولید (٣٠.۶) مولدهای مجموعه توسط تنها (x,y) صفحه روی sl(2) است. شده نرمال باشد W = 1
به نقطه�ای تبدیل Ϳهی تحت که است متمایزی کننده مشخص سه از ͳی مجموعه این بله نم�ͳشود

از عبارتند دیΎر مولد مجموعه دو نم�ͳشوند. نΎاشته یدیΎر

X1 = ∂x, X2 = x∂x − y∂y, X3 = x2∂x −2xy∂y (٣٧.۶ )
X1 = ∂x, X2 = x∂x − y∂y, X3 = x2∂x − (2xy+1)∂y (٣٨.۶ )

تبدیل Έی تحت م�ͳتوانند که است ͳمولدهای از ارزی هم کلاس Έی نماینده مولد، سه این از Έی هر
شوند. نΎاشته یدیΎر به مختلط نقطه�ای

٩٩
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SL(2) ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری پارامتری۶.٣. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

نΎاشته (٣٠.۶) به نقطه�ای تبدیل Έی تحت مولدهایش که دیΎر ͳمعمول دیفرانسیل هرمعادله برای
(در را شرودینΎر معادله و داده انجام را تبدیل که: ترتیب این به است. واض حل استراتژی شوند،
کنید. ͳبازنویس اولیه متغیرهای حسب بر مجدداً را یافته تبدیل جواب سپس و کنید حل امان) صورت
با ارز هم آنها مولدهای که ͳی ͳمعمول دیفرانسیل برای�معادلات ͳمشابه استراتژی که است توجه جالب
اینجا، در نیاز مورد تبدیل که است این دارد وجود که ͳتفاوت تنها دارد. وجود است دیΎر مولد دو از ͳی

نیست. نقطه�ای تبدیل
از: عبارتست (٣٠.۶) مولدهای مجموعه اول مرتبه امتداد

X1 = ∂x, X2 = x∂x − y′∂y′ , X3 = x2∂x −2xy′∂y′ .

از: عبارتند یافته امتداد مولدهای آنΎاه باشد p = y′ کنیم فرض

X1 = ∂x, X2 = x∂x − p∂p, X3 = x2∂x −2xp∂p (٣٩.۶ )

ترین�معادله معمول .(y بجای p جایΎذاری م�ͳباشد(با (٣۶.۶) سازی مشخص حالت دومین که
از: است عبارت (٣٨.۶) توسط شده تولید تقارنهای با سه مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل

vβ =G(rβ) (۴٠.۶ )

از: عبارتند آن ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای که

rβ = vα =
2pp′′−3p′2

2p4 , vβ =
dvα
drα
=

p2 p′′′−6pp′p′′+6p′3

p6 (۴١.۶ )

داریم: ∫بنابراین
dvα

G(vα)
= rα+ c = y+ c (۴٢.۶ )

قرار ͳمناسب مقدار با برابر را c م�ͳتوان بنابراین است. x از ͳتابع بصورت p = y′ مشخصکردن ما هدف
عبارت: به ͳدستیاب منظور به (۴١.۶) اینه بر مشروط باشد. داشته نتیجه روی تاثیری اینه بدون داد

vα = F(rα)

اینه محض به داد. کاهش گرفت قرار بحث مورد پیشتر که مسئله�ای به را مسئله م�ͳتوان باشد حل قابل
جواب

x =
ϕ(y)
ψ(y)

(۴٣.۶ )

به رسیدن شد پیدا

p =
dy
dx
= (ψ(y))2 (۴۴.۶ )

(٣٩.۶) ͳمعمول دیفرانسیل برای�معادله پارامتری یΈجواب همدیΎر با (۴٣.۶) و است.(۶.۴٢) آسان
تشیل
م�ͳدهند.

١٠٠
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پارامتری چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ SL(2)فصل ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری .٣.۶

مرتبه۴ ͳمعمول دیفرانسیل جواب�معادله روش، دادن توضی منظور به مثال. ۶.۶

ỹ(iv) =
2
ỹ

(1− ỹ′)ỹ′′′ (۴۵.۶ )

در شود.) جلوگیری ابهام آمدن بوجود از تا م�ͳشود استفاده y بجای ỹاینجا (در کرد. خواهیم کامل را
به را ͳمعمول دیفرانسیل این�معادله (۵.٢) مثال

ỹ′′′ =
2ỹỹ′′− ỹ′2+ c1

ỹ2 (۴۶.۶ )

است: زیر ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای دارای که دادیم کاهش

X1 = ∂x, X2 = x∂x − ỹ∂ỹ, X3 = x2∂x −2xỹ∂ỹ (۴٧.۶ )

ͳمعمول دیفرانسیل ارزند.معادله هم (۶.٣۶) با (۶.۴۶) مولدهای دراینصورت باشد. p = 1
ỹ کنیم فرض

با (۴۵.۶) یافته کاهش

vβ = 2rβ− c1

داریم: بنابراین است. ارز هم

vα = F(rα) :=
1
2
+ exp

{
2(rα+ c)

}
.

از: عبارتست شرودینΎر معادله بنابراین c = 1
2 (ln2+πi) دهیم: قرار که است تر مناسب

d2ψ

dy2 + (e2y− 1
4

c1)ψ = 0

بسل معادله با که

t2 d2ψ

dt2 + t
dψ
dt
+ (t2− v2)ψ = 0, t = ey, ν =

1
2
√

c1 (۴٨.۶ )

(۴۵.۶) مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳمعادله جواب (۴٣.۶) و (۴٢.۶) از لذا م�ͳباشد. ارز هم
از: عبارتست

x =
c2Jν(t)+ c3Yν(t)
c4Jν(t)+ c5Yν(t)

, p = (c4Jν(t)+ c5Yν(t))2, (۴٩.۶ )

که اند شده انتخاب طوری c2 و c1 همچنین و هستند بسل تواب΄ Yν(t) و Jν(t) که

W =
2
π

(c3c4− c2c5) = 1.

م�ͳآوریم. بدست ỹ = p−1 اتحاد از را (۴۴.۶) جواب پایان در
به بود، وابسته مجموعه اولین به مجموعه دومین که ترتیب همان به مولد،(۶.٣٧)، مجموعه سومین

م�ͳآوریم بدست (٣٨.۶) مولدهای ͳامتدادده با م�ͳباشد. وابسته مجموعه دومین

X1 = ∂x, X2 = x∂x − p∂p−2p′∂p′ , X3 = x2∂x −2xp∂p− (4xp′+2p)∂p′

١٠١
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SL(2) ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری پارامتری۶.٣. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

با که

X1 = ∂x, X2 = x∂x− p∂p−q∂q, X3 = x2∂x −2xp∂p− (2xq+1)∂q

آن در و است معادل

q(x) =
p′(x)
2p(x)

. (۵٠.۶ )

از: است عبارت q و x از ͳتوابع به شده داده امتداد مولد مجموعه دومین تحدید بنابراین

X1 = ∂x, X2 = x∂x −q∂q, X3 = x2∂x − (2xq+1)∂q (۵١.۶ )

از: عبارتند (۵٠.۶) ͳاساس ͳدیفرانسیل ناورداهای است. ارز هم مولد مجموعه سومین با که

rγ =
vβ

r3/2
β

=
q′′−6qq′+4q3
√

2(q′−q2)3/2
,

vγ =
2vβ
r2
β

dvβ
drβ
=

q′′′−12qq′′+18q′2

(q′−q2)2 −24 (۵٢.۶ )

:ͳیعن اند، شده تولید (۵٠.۶) توسط آن ͳل نقطه�ای تقارنهای که مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل اینرومعادله از

vγ = H(rγ)

با

2vβ
r2
β

dvβ
drβ
= H

( vβ

r3/2
β

)
(۵٣.۶ )

X = 2rβ∂rβ + توسط� (که ͳمقیاس تقارنهای دارای ١ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل این�معادله است. ارز هم
انتΎرال با را مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله تا م�ͳسازد قادر را ما این و م�ͳباشد شده) تولید 3vβ∂vβ

دهیم: کاهش گیری

rβ = cexp
{∫ 2rγdrγ

H(rγ)−3r2
γ

}
(۵۴.۶ )

این اینصورت در نمود. ͳبازنویس بتوان rβ حسب بر rγ آوردن بدست منظور به را (۵٣.۶) کنید فرض
به متعلق آن ͳل نقطه�ای تقارنهای که ای ͳمعمول دیفرانسیل عموم�ͳمعادله جواب یافتن مسئله به مسئله

:ͳیعن م�ͳیابد. کاهش است، دوم مولد مجموعه

vβ =G(rβ) := r3/2
β rγ(rβ) (۵۵.۶ )

شل به (۵۴.۶) ͳعموم جواب که میدانیم (۴٣.۶) و (۴٢.۶) به توجه با اکنون

x =
ϕ(y)
ψ(y)

, P =
dy
dx
= (ψ(y))2

١٠٢
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پارامتری چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ SL(2)فصل ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری .٣.۶

بنابراین است.

q =
p′(x)
2p(x)

= ψ(y)ψ′(y)

است سوم مولد مجموعه در آن تقارنهای که عموم�ͳای ͳمعمول دیفرانسیل پارامتری�معادله جواب لذا
از: عبارتست

x =
ϕ(y)
ψ(y)

, q = ψ(y)ψ′(y) (۵۶.۶ )

م�ͳشوند. مرتبط یدیΎر به ͳامتدادده با کننده، مشخص مولد مجموعه سه هر که است توجه جالب
انتΎرال که است این نیازمند روش این اما م�ͳیابند. کاهش شرودینΎر معادله به همه اصل) (در بنابراین

باشند. کنترل تحت مرحله هر در ها گیری

بیشتر مطالعه

ͳاستفان است. شده ارائه ͳمتفاوت نوشته�های در شد مطرح ١.۶ بخش در که مرر انتΎرال�گیری روش
بیان را مرحله هر در ͳخط انتΎرالهای ساختن برای ͳل الΎوریتم شامل متفاوت نمونه چندین (١٩٨٩)

است. کرده
اوشین و لیتل کاکس، است. شده گرفته نظر در بسته فرم در جوابها وجود مسئله کتابها این بیشتر در

م�ͳباشد. مرتبط متفاوت مسائل و سازی ͳضمن برای آسان مقدمه�ای شامل (١٩٩٢)
بطور و است شده ارائه (١٩٩۶) کلارکسون و اولور توسط که است مقاله�ای اساس بر ۶.٣ بخش
با مواجهه در ͳتقارن روش ارزش ͳواضح بطور مقاله این است. شده متمرکز چزی معادله روی اخص

م�ͳدهد. نشان را دشوار ͳتحلیل مسائل

تمرین�ها
X1 = ∂x,X2 = x∂x + y∂y توسط آن ای نقطه تقارنهای که y′′ = y′(1− y′)/y ͳعموم جواب ١.۶

بیابید. را است شده تولید

کنید. حل را y′′ = yy′/x3− y2x4 ͳمعمول دیفرانسیل معادله ٢.۶

بΎیرید. مشتق (٢٨.۶) از ٣.۶

کنید. حل را y′′ = 1/(xy2) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ۴.۶

X1 = توسط که بعدی دو ͳجبرل Έی دارای y′′ = y′2/y−y2/(x3y′) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ۵.۶
دیفرانسیل این�معادله حل منظور به را مولدها این م�ͳباشد. است شده تولید X2 = y∂y و x∂x

گیرید. بار ͳمناسب بصورت ͳمعمول

و است sl(2) ͳجبرل دارای که y′′′ = 3y′′2/(2y′)+ (y2/2+ 1)y′3 ͳمعمول دیفرانسیل معادله ۶.۶
کنید. حل را است شده تولید X3 = x2∂x و X2 = x∂x ،X1 = ∂x توسط

y′′ = (y′ − 1)/y ͳعموم جواب یافتن برای را X2 = x∂x + y∂y و X1 = ∂x ͳتقارن مولدهای ٧.۶
F(x;c1,c2) شل به ͳجواب تا نمایید حذف را پارامتر حال گیرید. بار آن پارامتری شل در

آید. بدست

١٠٣
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SL(2) ͳجبرل دارای مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات انتΎرال�گیری پارامتری۶.٣. چند گروه�های ͳل از استفاده با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .۶ فصل

١٠۴
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٧ فصل

اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای

ϼࠢد؟ زۤؑنآوࣽان҆ی از Яसॣشرا ӗͺور رود، اЮسانॣۢؑن҆ی چ˾وࣤ Ҭʣ͞قպࣶنΌϕࣿھا: Ϸ́ЪوچکВࣿࠤد، БЗ́Ъرگاز
اϨڞبایزوپ) پڬۖݴ˷ۭ: یان و (دیکاϥګۖݱ̈ۮ

تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای بخش١.٧

حل زیرجبر Έی از استفاده با م�ͳباشند، so(3) ͳجبرل دارای که دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات
با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات این اما موجود). زیرجبر Ϳهی نم�ͳباشند.(بازای حل قابل بعدی دو پذیر
به ͳل نقطه�ای تقارنهای از استفاده جهت آسان ͳروش بخش این در شوند. حل م�ͳتوانند متفاوت ͳروش
که است ͳحالت بر ͳمبتن روش این م�ͳیابیم. ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی اولیه انتΎرالهای یافتن منظور
توجه جالب است.) بعدی سه so(3): (یادآوری باشد. بیشتر ͳمعمول دیفرانسیل معادله مرتبه از ͳجبرل بعد
به مجبور اینه بدون را ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از ͳبرخ تا م�ͳسازد قادر را ما روش این که است

نماییم. حل باشیم، انتΎرال�گیری هیچΎونه انجام
ͳمعمول دیفرانسیل معادله اولیه انتΎرال

y(n) = ω(x,y,y′, · · · ,y(n−1)) (١.٧ )

ثابت غیر تاب΄

ϕ(x,y,y′, · · · ,y(n−1)) (٢.٧ )

رو این از م�ͳباشد. است، ثابت ͳمعمول دیفرانسیل معادله جوابهای روی که

Dxϕ = 0 باشد (١.٧)برقرار زمانیه (٣.٧ )

بصورت مبین معادلات مرتب�تر شل

D̄ϕ = 0, ϕy(n−1) , 0 (۴.٧ )

١٠۵
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تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای .١.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

که است

D̄ = ∂x + y′∂y+ · · ·+ y(n−1)∂y(n−2) +ω∂y(n−1) . (۵.٧ )

کرده�ایم مشخص آنها Έکوچ نهایت ͳب مولدهای توسط را ͳل نقطه�ای تقارنهای ͳکل بطور ما کنون تا
ͳخط تقارن شرط بود. خواهد راحت�تر بسیار Q = η−y′ξ مشخصه با کردن کار فصل این سراسر در اما

شود: ͳم بیان زیر بصورت Q حسب بر

D̄nQ−ωy(n−1) D̄n−1Q− · · ·−ωy′ D̄Q−ωyQ = 0 (۶.٧ )

اتحادهای نتیجه این آوردن بدست برای

ηk = Dk
xQ+ y(k+1)ξ, k = 0, · · · ,n (٧.٧ )

م�ͳآوریم: بدست صورت این در کنیم ͳم جایΎذاری (١٢.٣) ͳخط تقارن شرط در را

Dn
xQ−ωy(n−1) Dn−1

x Q− · · ·−ωy′DxQ−ωyQ (٨.٧ )

+ξDx(y(n)−ω) = 0 ͳوقت y(n) = ω

Έی (١.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله جواب هر زیرا م�ͳشوند حذف اند شده ضرب ξ در که ͳجملات
معادله جواب

Dk
x(yn−ω) = 0, k = 0,1,2, · · · (٩.٧ )

مثال: برای م�ͳکنیم. جدا گیری مشتق هر در را D̄kQ شل به جملات اکنون است.

DxQ = D̄Q+HQ

آن: در که

H = (yn−ω)∂y(n−1) (١٠.٧ )

داریم: مشابه طور به

D2
x = D̄2Q+H(D̄Q)+Dx(HQ)

داریم: تر ͳکل ͳحالت در و

Dk
x = D̄kQ+

k−1∑
j=0

Dk−1− j
x (H(D̄ jQ)) (١١.٧ )

م�ͳدهد: نتیجه Q(x,y,y′, · · · ,y(n−1)) تاب΄ هر بازای (١١.٧) رابطه ،(٩.٧) از استفاده با

Dk
xQ|y(n)=ω = D̄kQ, k = 0,1,2, · · ·

است. ارز هم (١١.٧) با (٨.٧) بنابراین و
تقارن مولدهای ͳجبرل برای پایه Έی X1, · · · ,XR Έکوچ بینهایت مولدهای کنید فرض
Q1, · · · ,QR متناظر اینصورتمشخصه�های در بسازند. مفروض(١.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله نقطه�ای

١٠۶
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای .١.٧

هستند، ͳخط y′ به نسبت و دارند ͳΎبست (x,y,y′) به تنها که (۶.٧) جوابهای همه مجموعه برای یΈپایه
گرفت. خواهند قرار بحث مورد بعد بخش در (۶.٧) جوابهای سایر م�ͳسازند.

٢ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله به را خود توجه اینجا در

y′′ = ω(x,y,y′) (١٢.٧ )

(١٢.٧) اولیه یΊانتΎرال φ(x,y,y′) تاب΄ معطوفم�ͳکنیم. م�ͳباشد، R> 2 بعد دارای Lآنها ͳجبرل که
اگر است

D̄φ = 0, φy′ , 0 (١٣.٧ )

آن در که

D̄ = ∂x + y′∂y+ω∂y′ (١۴.٧ )

دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب به بیابیم، φ2 و φ1 مانند ͳتابع مستقل اولیه انتΎرال دو بتوانیم چنانچه
پارامتری شل در ͳمعمول

φ1(x,y,y′) = c1, φ2(x,y,y′) = c2 (١۵.٧ )

به ͳعموم جواب نوشتن صورت در که م�ͳکند عمل پارامتری عنوان به y′ اینجا در یافت. خواهیم دست
م�ͳباشد. حذف به ملزم آن، بسته فرم

Qi از Xi با متناظر مشخصه نمایش برای باشد. L برای مفروض پایه�ای {X1, · · · ,XR} کنیم فرض
کنید: فرض م�ͳکنیم. استفاده

Wi j = QiD̄Q j−Q jD̄Qi, 1 ≤ i < j ≤ R (١۶.٧ )

از: است عبارت (۶.٧) ͳخط تقارن شرط اینصورت در

D̄2Qi−ωy′ D̄Qi−ωyQi = 0 (١٧.٧ )

رو این از و

D̄Wi j = QiD̄2Q j−Q jD̄2Qi = ωy′Wi j (١٨.٧ )

زیرا است. اولیه انتΎرال Έی اینصورت غیر در و ثابت مقدار Έی Wi j صفر غیر مقدار دو هر نسبت
م�ͳدهد: نتیجه (١٨.٧)

D̄
(

Wi j

Wkl

)
= 0

اینصورت: در زیرا م�ͳآیند بوجود نیز است Wi j = 0 زمانیه اولیه انتΎرالهای

D̄
(

Q j

Qi

)
= 0

ͳخط مسقل X j و Xi زیرا است اولیه انتΎرال Έی بله نیست ثابت مقدار Έی Q j/Qi (کسر
است. سرراست اولیه انتΎرالهای محاسبه نتای; این شدن حاصل با باشند). ͳم

برای آید. بدست م�ͳتواند نیز دیΎر اولیه انتΎرال Έی (١٨.٧) رابطه از ω تواب΄ ͳبرخ برای تذکر:
است. اولیه انتΎرال Έی Wi j ثابت غیر مقدار هر آنΎاه باشد ωy′ = 0 اگر مثال

١٠٧
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تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای .١.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

تقارن مولدهای توسط so(3) ͳجبرل مثال. ١.٧

X1 = y∂x− x∂y, X2 =
1
2

(1+ x2− y2)∂x + xy∂y, (١٩.٧ )

X3 = xy∂x +
1
2

(1− x2+ y2)∂y

مشخصه�های دارای مولدها این م�ͳشود. مشخص

Q1 = −x− yy′, Q2 = xy− 1
2

(1+ x2− y2)y′, (٢٠.٧ )

Q3 =
1
2

(1− x2+ y2)− xyy′

ͳمعمول دیفرانسیل معادله حل برای را فوق روش م�ͳخواهیم م�ͳباشند.

y′′ =
2(xy′− y)(1+ y′2)

1+ x2+ y2 (٢١.٧ )

عملΎر ابتدا گیریم. بار شده�اند، تولید (١٩.٧) توسط آن ͳل نقطه�ای تقارنهای که

ω =
2(xy′− y)(1+ y′2)

1+ x2+ y2 که D̄ = ∂x+ y′∂y+ω∂y′

م�ͳشود: حاصل زیر نتیجه اینصورت در که م�ͳکنیم اعمال ترتیب به مشخصه هر برای را

D̄Q1 = −(1+ y′2)− yω, (٢٢.٧ )

D̄Q2 = y(1+ y′2)+
1
2

(y2− x2−1)ω,

D̄Q3 = −x(1+ y′2)− xyω.

م�ͳکنیم: محاسبه ω برای (٢١.٧) رابطه راست طرف جایΎذاری با را Wi j هر اکنون

W12 =
1
2

(1+ y′2){2x(xy′− y)− y′(1+ x2+ y2)}, (٢٣.٧ )

W13 =
1
2

(1+ y′2){2x(xy′− y)+1+ x2+ y2},

W23 = (1+ y′2)(xy′− y)

از: عبارتند (٢١.٧) ͳتابع مستقل اولیه انتΎرالهای بنابراین

φ1 =
W12

W23
= x− y′(1+ x2+ y2)

2(xy′− y)
(٢۴.٧ )

φ2 =
W13

W23
= y+

1+ x2+ y2

2(xy′− y)

م�ͳآوریم: بدست را زیر ͳعموم جواب (١۵.٧) از y′ حذف با

(x− c1)2+ (y− c2)2 = 1+ c2
1+ c2

2 (٢۵.٧ )

١٠٨
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای .١.٧

است.) صفر W12 آن در که موجودند نیز y = cx شل به ͳجوابهای (تذکر:
شود. حل روش این به م�ͳتواند است so(3) ͳجبرل دارای که ٢ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر

دیفرانسیل معادله م�ͳیابد، تعمیم چΎونه و م�ͳشود نتیجه چطور بالا روش اینه شدن روشن برای
مرتبه٣ ͳمعمول

y′′′ = ω(x,y,y′,y′′) (٢۶.٧ )

: است زیر بصورت ͳخط تقارن شرط بΎیرید. نظر در را

D̄3Q−ωy′′ D̄2Q−ωy′ D̄Q−ωyQ = 0 (٢٧.٧ )

اینجا در که

D̄ = ∂x + y′∂y+ y′′∂y′ +ω∂y′′ (٢٨.٧ )

باشند ͳم اولیه انتΎرالهای زیر، معادلات جوابهای

D̄φ = 0, φy′′ , 0.

م�ͳکنند صدق (٢٧.٧) شرط در که Q1, · · · ,Q4 ͳتابع مستقل مشخصه تاب΄ چهار .R ≥ 4 کنیم فرض
ماتریس رتبه بΎیرید. نظر در را

Q1234 =


Q1 Q2 Q3 Q4

D̄Q1 D̄Q2 D̄Q3 D̄Q4
D̄2Q1 D̄2Q2 D̄2Q3 D̄2Q4
D̄3Q1 D̄3Q2 D̄3Q3 D̄3Q4


ͳخط ترکیب بصورت را Q1234 سطر چهار که م�ͳکند فراهم را امان این (٢٧.٧) زیرا است کمتر یا ٣

کنید: فرض بنویسیم. سطرها دیΎر

Qi jk =

 Qi Q j Qk
D̄Qi D̄Q j D̄Qk
D̄2Qi D̄2Q j D̄2Qk


کنید: فرض و

Wi jk = det(Qi jk)

داریم: که کنید توجه

D̄Wi jk = ωy′′Wi jk (٢٩.٧ )

کرد فرض م�ͳتوان موضوع کلیت از شدن کاسته بدون اینصورت در باشد سه Q1234رتبه چنانچه اگر
ها) Qi دوباره نامΎذاری با لزوم صورت است.(در شده تولید اول ستون سه توسط Q1234 ͳستون فضای

بطوریه موجودند µi تواب΄ اینصورت در

Q123

 µ1
µ2
µ3

 =
 Q4

D̄Q4
D̄2Q4

 (٣٠.٧ )

١٠٩
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تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای .١.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

نیز و

µ1D̄3Q1+µ2D̄3Q2+µ3D̄3Q3 = D̄3Q4 (٣١.٧ )

م�ͳآوریم: بدست (٣١.٧) و (٣٠.٧) از استفاده با سپس و (٣٠.٧) برای D̄ عملΎر اعمال با

Q123

 D̄µ1
D̄µ2
D̄µ3

 =
 0

0
0

 (٣٢.٧ )

داریم: بنابراین است نامنفرد Q123 که کرده�ایم فرض

D̄µi = 0, i = 1,2,3 (٣٣.٧ )

روش با را (٣٠.٧) موضوع این شدن روشن برای هستند. ثابتها یا اولیه انتΎرالهای µi تواب΄ رو این از
م�ͳکنیم: حل کرامر

µ1 =
W423

W123
, µ2 =

W143

W123
, µ3 =

W124

W123
(٣۴.٧ )

از دیΎری اولیه انتΎرال آیا اینه ͳبررس دهد نتیجه را ͳتابع مستقل اولیه انتΎرال دو تنها (٣۴.٧) اگر
بود. خواهد مفید خیر، یا است ͳدستیاب قابل (٢٩.٧) رابطه

غیرصفر Wi jk دترمینانهای از ͳی حداقل بنابراین است Q1234 = 3 رتبه که کرده�ایم فرض اینجا تا
است ٢ رتبه دارای که Qi jk ماتریس هر برای را بالا بحث م�ͳتوانیم باشد دو Q1234 = 3 رتبه اگر است.
شده تولید اول ستون دو توسط Q123 ͳستون فضای همچنین باشد Q123 = 2 کنیم فرض گیریم. بار

کنیم: فرض باشد

Qi j =

[
Qi Q j

D̄Qi D̄Q j

]
همچنین و

Wi j = det(Qi j) = QiD̄Q j−Q jD̄Qi

داریم: شود، ͳم (٣۴.٧) و (٣٣.٧) روابط به رسیدن به منجر که روند این ترار با

D̄
(

W13

W12

)
= 0, D̄

(
W23

W12

)
= 0 (٣۵.٧ )

هستند. ثابتها یا اولیه انتΎرالهای ،Wi jk نسبتهای رو این از
چهار (با سه مرتبه های ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای اولیه انتΎرالهای یافتن استراتژی خلاصه بطور
کنید.(نیازی محاسبه را Wi jk نسبتهای باشد، Q1234 = 3 رتبه اگر که است صورت این به (ͳتقارن مولد
که چرا نم�ͳباشد است، Wi jk = آنها0 برای که ها Qi jk از Έی Ϳهی دترمینانهای نسبت گرفتن درنظر به
دهد نتیجه اولیه انتΎرال دو تنها کار این اگر م�ͳباشند.) شده محاسبه نسبتهای در مشمول موارد این
در باشد Q1234 = 2 رتبه اگر خیر. یا م�ͳشود نتیجه (٢٩.٧) از دیΎری اولیه انتΎرال آیا که کنید تحقیق

شود. محاسبه Wi jk غیرصفر دترمینان هر نسبتهای باید اینصورت

١١٠
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل تقارنها از حاصل اولیه انتΎرالهای .١.٧

دیفرانسیل معادله Έی است. واض بالاتر مرتبه های ͳمعمول دیفرانسیل به�معادله فوق روش تعمیم
محاسبه با بΎیرید. نظر در را است ͳل ای نقطه تقارن مولد R ≥ n+1 دارای که n مرتبه ͳمعمول

ν = rank


Q1 Q2 . . . QR

D̄Q1 D̄Q2 . . . D̄QR
...

...
...

D̄n−1Q1 D̄n−1Q2 . . . D̄n−1QR

 (٣۶.٧ )

شل به ماتریسهای ν× ν دترمینانهای سپس کنید. شروع

Qi1,··· ,iν =


Qi1 Qi2 . . . Qiν

D̄Qi1 D̄Qi2 . . . D̄Qiν
...

...
...

D̄ν−1Qi1 D̄ν−1Qi2 . . . D̄ν−1Qiν

 (٣٧.٧ )

باشد ν = n اگر هستند. ثابت مقادیر یا اولیه انتΎرالهای صفر، غیر دترمینانهای نسبت کنید. محاسبه را
بصورت دیΎر اولیه انتΎرال Έی تا کنید تلاش دهد نتیجه را اولیه انتΎرال n−1 تنها روش این و

Wi1,··· ,iν = det(Qi1,··· ,iν ) که D̄Wi1,··· ,iν = ωy(n−1)Wi1,··· ,iν (٣٨.٧ )

آورید. بدست
بنابراین: م�ͳباشد. y′ و y و x از ͳتابع Qi هر نقطه�ای، تقارنهای مورد در

∂y(n−1) (D̄kQi) = 0 k = 1, · · · ,n−3

باشد ν ∈ {n−1,n} اگر را اولیه انتΎرالهای م�ͳتوانیم رو این از هستند y(n−1) شامل اولیه انتΎرالهای کلیه
است ممن نΎیرد قرار استفاده مورد ͳل جبر کل اگر اما است ν = n معمولا˦ آوریم. بدست فوق روش با

دهد. رخ دیΎری حالات

ͳمعمول دیفرانسیل معادله شد مطرح بالا در که ͳروش تشری برای . مثال ٢.٧

y′′′ =
(3y′−1)y′′2

y′2
(٣٩.٧ )

توسط شده تولید بعدی ۴ ͳجبرل Έی دارای که بΎیرید نظر در را

X1 = ∂y, X2 = ∂x, X3 = x∂x+ y∂y, X4 = y∂x (۴٠.٧ )

بنابراین م�ͳباشد.

ν = rank

 1 −y′ y− xy′ −yy′

0 −y′′ −xy′′ −yy′′− y′2

0 −ω −xω− y′′ −yω−3y′y′′

 = 3 y′′ , 0 اگر

١١١
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ͳدینامی تقارنهای و برخوردی تقارنهای .٢.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

را Wi jk دترمینانهای اکنون باشد.) ͳم ͳمعمول دیفرانسیل معادله راست طرف نمایش ω معمول، (طبق
م�ͳکنیم: محاسبه

W123 = y′′2,

W124 = 3yy′′2− y′2ω = y′′2,

W134 = (3xy′− y)y′′2− y′2y′′− xy′2ω = (x− y)y′′2− y′2y′′,

W234 = −3yy′y′′2+ y′3y′′+ yy′2ω = −yy′′2+ y′3y′′.

م�ͳآیند: بدست زیر انتΎرال ͳمنحن دو تنها است W123 =W124 آنجاییه از

φ1 = x− y− y′2

y′′
, φ2 = −y+

y′3

y′′
(۴١.٧ )

رابطه اما

D̄Wi jk = ωy′′Wi jk =
2(3y′−1)y′′

y′2
Wi jk

م�ͳشود: زیر ( ͳتابع (مستقل اولیه انتΎرال سومین به منجر Wi jk =W123 شرط با

φ3 = 2ln |y′′| −6ln |y′| − 2
y′

(۴٢.٧ )

ͳعموم جواب φi = ci معادلات از y′′ و y′ حذف با

x = y+ c1− (y+ c2)(
1
2

c3+ ln |y+ c2|) (۴٣.٧ )

م�ͳآوریم. بدست را
روش این جبری. حسابΎر سیستم Έی Έکم با بخصوص است آسان نسبتاً روش این بارگیری
سایرمعادلات برای رود. ͳم بار است so(3)آنها ͳجبرل که مرتبه٢ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای
برای روش این م�ͳکند. فراهم را ͳعموم جواب به ͳدستیاب برای میانبر Έی امر این نیز ͳمعمول دیفرانسیل

ͳخط مستقل جوابهای از بزرگ ͳکاف اندازه به مجموعه هر

D̄nQ−ωy(n−1) D̄n−1Q− · · ·−ωy′ D̄Q−ωyQ = 0 (۴۴.٧ )

اکثراً که م�ͳباشد جواب ͳنامتناه تعداد شامل (۴۴.٧) ͳخط تقارن شرط شود. بارگرفته تواند ͳم
م�ͳشوند. مربوط بالاتر مراتب تقارنهای به ͳول نیستند ͳل ای نقطه تقارنهای مشخصه�های

ͳدینامی تقارنهای و برخوردی تقارنهای بخش٢.٧

صفحه. در ͳدیفیومورفیسمهای ͳیعن بودند. نقطه�ای تبدیلات که بوده�ایم ͳتقارنهای دنبال به تنها کنون تا
به نسبت که است Q(x,y,y′) مشخصه دارای نقطه�ای، تبدیلات از پارامتری Έت ͳل گروه Έی مولد هر

هستند: بیان قابل زیر بصورت آن اول مشتقات و Q حسب بر ،η(1) و η و ξ تواب΄ است. ͳخط y′

ξ = −Qy′ , η = Q− y′Qy′ , η(1) = Qx + y′Qy (۴۵.٧ )

١١٢
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل ͳدینامی تقارنهای و برخوردی تقارنهای .٢.٧

معمول، ͳامتدادده قوانین با که م�ͳباشد y′ و y و x متغیرهای از ͳدیفیومورفیسم برخوردی یΈتبدیل
م�ͳباشد: مشتقات به گسترش قابل

ŷ(k+1) =
dŷ(k)

dx̂
, k = 0,1, · · · (۴۶.٧ )

دیفیومورفیسم بنابراین

(x̂, ŷ, ŷ′) = (x̂(x,y,y′), ŷ(x,y,y′), ŷ′(x,y,y′)) (۴٧.٧ )

باشیم: داشته اگر ͳیعن باشد. برقرار k = 0 بازای (۴۶.٧) اگر است برخوردی تبدیل Έی

ŷ′(x,y,y′) =
ŷx + y′ŷy+ y′′ŷy′

x̂x + y′ x̂y+ y′′ x̂y′
(۴٨.٧ )

برخوردی شرط در (۴٧.٧) شل به برخوردی تبدیل هر باشد y′′ از مستقل باید لزوماً ŷ′ اینه به نظر

ŷy′ = ŷ′ x̂y′ (۴٩.٧ )

م�ͳدهد: نتیجه را زیر رابطه (۴٨.٧) نتیجه در م�ͳکند. صدق

ŷx + y′ŷy = ŷ′(x̂x+ y′ x̂y) (۵٠.٧ )

ساخته زیر بصورت ͳهمان عضو حول دادن بسط با برخوردی تبدیلات از پارامتری Έت ͳل گروههای
م�ͳشوند:

x̂ = x+εξ(x,y,y′)+O(ε2)
ŷ = y+εη(x,y,y′)+O(ε2)

ŷ′ = y′+εη(1)(x,y,y′)+O(ε2) (۵١.٧ )
ŷ(k) = y(k)+εη(k)(x,y,y′, · · · ,y(k))+O(ε2)

اینجا در η و ξ اما دارد. ͳΎبست کمتر یا k مرتبه مشتقات به η(k) هر ،ͳل نقطه�ای تبدیلات مانند درست
ͳخط y′ به نسبت Q(x,y,y′) = η−y′ξ ندارد ͳلزوم نتیجه در و باشند وابسته y′ و y و x به است ممن

م�ͳباشند: ͳل نقطه�ای تبدیلات قوانین مشابه ͳامتدادده قوانین باشد.

η(k) = Dk
xQ+ y(k+1)ξ (۵٢.٧ )

داریم: بخصوص

η(1) = Qx + y′Qy+ y′′(Qy′ + ξ)

برای تنها نه (۴۵.٧) روابط رو این از .ξ = −Qy′ اگر فقط و اگر است y′′از مستقل η(k) بنابراین
است. برقرار نیز ͳل برخوردی تبدیلات کلیه برای بله است، برقرار هستند نقطه�ای که ͳتبدیلات

آنها مشخصه که است برخوردی تبدیلات از پارامتری Έت �ͳل گروه Έی ،ͳل برخوردی یΈتقارن
معادلات است. ͳل برخوردی تقارن Έی ͳل نقطه�ای تقارن هر م�ͳکند. صدق (۴۴.٧) تقارن شرط در
مانند هستند.(دقیقاً ͳل برخوردی تقارنهای از ͳنامتناه مجموعه Έی دارای ٢ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل
یافتن امان عموماً اما دارند.) ͳنامتناه ͳل ای نقطه تقارنهای که Έی مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات
مرتبه از مفروض ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی ͳل برخوردی تقارنهای اما ندارد. وجود آنها از هیچدام
است، y(n−1) ،...، y′′ از مستقل Q که واقعیت این از استفاده با و تقارن تفیΈشرط با م�ͳتوانند n ≥ 3
م�ͳشود. استفاده ͳل نقطه�ای تقارنهای یافتن برای که است ͳروش مشابه واق΄ در این کرد. پیدا توان ͳم

١١٣
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ͳدینامی تقارنهای و برخوردی تقارنهای .٢.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

٣ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله ترین ساده که شد داده نشان ٣ فصل در مثال. ٣.٧

y′′′ = 0 (۵٣.٧ )

چنین از Έی هر با متناظر مشخصه است. ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای از بعدی ٧ ͳجبرل Έی دارای
ͳخط ترکیب ͳتقارنهای

Q1 = 1, Q2 = x, Q3 = x2, Q4 = y,

Q5 = −y′, Q6 = −xy′, Q7 = 2xy− x2y′ (۵۴.٧ )

که است نقطه�ای غیر ͳل برخوردی تقارنهای دارای (۵٣.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله اما است.
آید: ͳم بدست زیر بصورت (۴۴.٧) در Q = Q(x,y,y′) باجایΎذاری

0 = (Qxxx +3y′Qxxy3y′2Qxyy+ y′3Qyyy)

+3y′′(Qxxy′ +2y′Qxyy′ + y′2Qyyy′ +Qxy+ y′Qyy) (۵۵.٧ )
+3y′′2(Qxy′y′ + y′Qyy′y′ +Qyy′ )+ y′′3(Qy′y′y′ )

شد. خواهند صفر هستند ها پرانتز درون که جملات از مجموعه هر است، y′′ از مستقل Q آنجاییه از
باشیم: داشته A,B,C دلخواه تواب΄ بازای اگر

Q = A(x,y)y′2+B(x,y)y′+C(x,y)

م�ͳدهند: نتیجه y′′2 جملات و شد خواهند صفر y′′3 جملات اینصورت در

(2Ax +By)+4y′(Ay) = 0

م�ͳآوریم: بدست β و α دلخواه تواب΄ بازای y′ توانهای دادن قرار برابر از

A = α(x), B = −2α′(x)y+β(x)

ͳم بدست را دارد ͳΎبست دلخواه ثابت ده به که (۵۵.٧) ͳعموم جواب سرانجام روش این دادن ادامه با
برخوردی تقارنهای با متناظر دیΎر مشخصه سه شد ذکر (۵۴.٧) در که مشخصه�ای هفت از غیر آوریم.

موجودند: نقطه�ای غیر

Q8 = −y′2, Q9 = 2yy′− xy′2, Q10 = (2y− xy′)2. (۵۶.٧ )

از: عبارتند نقطه�ای غیر برخوردی تقارنهای این Έکوچ بینهایت مولدهای

X8 = 2y′∂x + y′2∂y, X9 = 2(xy′− y)∂x + xy′2∂y+ y′2∂y′ , (۵٧.٧ )
X10 = 2x(2y− xy′)∂x + (4y2− x2y′2)∂y+2y′(2y− xy′)∂y′

ͳمعمول دیفرانسیل معادله برخوردی تقارنهای با متناظر های Q(x,y,y′) همه مجموعه آوردن بدست از پس
نمود(در مشخص را اولیه انتΎرالهای م�ͳتوان شد داده شرح مختصراً ١.٧ بخش در که ͳروش با مفروض،

باشند.) داشته وجود ͳکاف تقارنهای صورتیه

بΎیرید: نظر در را زیر ٣ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله . مثال ۴.٧

y′′′ = x(x−1)y′′3−2xy′′2+ y′′ (۵٨.٧ )

١١۴
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مشخصه�های دارای آن ͳل برخوردی تقارن مولدهای که

Q1 = 1, Q2 = x, Q3 = ey′ , (۵٩.٧ )
Q4 = (xy′− y− x)ey′ , Q5 = ey−xy′+y′+x

برای اینها اما م�ͳباشند. Q2 و Q1 آنها مشخصه�های که موجودند ͳل نقطه�ای تقارن مولد دو هستند.
ͳدیفرانسیل ناورداهای حسب بر را (۵٨.٧) اگر نیستند.( ͳکاف مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله حل

از است عبارت یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله بنویسیم (r2,v2) = (x,y′′)

v′2 = r2(r2−1)v3
2−2r2v2

2+ v2,

بارگیری با (۵٨.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله حل امان حال این با نیست.) مشخص آن جواب که
پیدایش به بخش١.٧ در شده روشذکر دارد. وجود اولیه انتΎرالهای ساختن منظور به برخوردی تقارنهای

میشود. منجر زیر ͳتابع مستقل اولیه انتΎرال سه

φ1 =
W124

W123
= xy′− y− 1

(x−1)y′′−1
,

φ2 =
W125

W123
= (1− x+

1
y′′

)ey−xy′+x, (۶٠.٧ )

φ3 =
W134

W123
= (1+

y′′

(x−1)y′′−1
)ey′

شل در لزوماً جواب بنابراین نیست. چنین y′ برای حالیه در است ͳآسان کار y′′ حذف اینجا در
م�ͳماند. ͳباق آن پارامتری

دیفرانسیل معادله به دادن ارجاع بدون که هستند ͳهندس تبدیلات برخوردی و نقطه�ای تبدیلات
برخوردی تبدیلات درحالیه صفحه�اند روی ͳهای دیفیومورفیسم نقطه�ای تبدیلات خوشتعریفند. ͳمعمول
تبدیلات، از دسته دو هر م�ͳباشند. کند) ͳم صدق برخوردی شرط در (که J1 جت فضای روی ͳتبدیلات
از دیΎری دسته Ϳهی که م�ͳدهد نتیجه این هستند. بالاتر جت فضاهای به گسترش قابل ͳامتدادده با
امتداد فرمول در که ندارد وجود k > 1 که Jk ͳمتناه مرتبه از ͳجت فضای Ϳهی روی ها دیفیومورفیسم
، ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی تقارن هر که نیست ͳمعن این به این اما کند. صدق Jk کل روی ͳده
معادله توسط که Jn از S مجموعه زیر روی های دیفیومورفیسم عمل با تنها ما است. برخوردی تقارن
روی ͳده امتداد شرایط زمانیه تا بنابراین داریم. سروکار شده�اند تعریف y(n) = ω ͳمعمول دیفرانسیل
متناظرش Q مشخصه که Xای مولد هر نیست. Jn کل روی شرایط این برقراری به نیازی است برقرار S
اگر م�ͳشود. گفته (ͳدرون مولدتقارنهایدینامیͳ(تقارنهای کند، صدق (۴۴.٧) ͳخط تقارن شرط در
تقارنهای ͳدینامی تقارنهای اینصورت در باشد داشته ͳΎبست k > 1 که y(k) مشتقات از Έی هر به Q

نیستند. برخوردی
،X با متناظر مشخصه زیرا م�ͳکند تولید ξ هر برای را ͳدینامی تقارنهای X = ξDx که کنید توجه
جوابها همه چون است. ͳخط تقارن شرط برای ͳبدیه جواب Έی این .(ξ به توجه (بدون است Q = 0
م�ͳشوند گفته ارز هم X2 و X1 ͳدینامی تقارن مولد دو نیستند. استفاده قابل تقارنها این لذا هستند ناوردا

ξ دلخواه تاب΄ بازای گاه هر

X1−X2 = ξDx ͳوقت y(n) = ω

شود کاسته موضوع کلیت از اینه بدون اینرو از باشند. داشته یسان مشخصه�های ارز هم مولدهای
این کنیم. معطوف است، ∂x جمله فاقد آنها مولدهای که ͳدینامی تقارنهای به را خود توجه م�ͳتوانیم

١١۵
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صورت به شده�اند محدود y(n) = ω جوابهای به که مولدها

X = Q∂y+ D̄Q∂y′ + · · ·+ D̄(n−1)Q∂y(n−1) (۶١.٧ )

هستند. (٧.۶١) بصورت ͳدینامی تقارنهای مولدهای که کرد فرض م�ͳتوان پس این از هستند.
ͳخط تقارن شرط جواب Έی Q = Q0 اگر

D̄nQ−ωy(n−1) D̄n−1Q− · · ·−ωy′ D̄Q−ωyQ = 0 (۶٢.٧ )

انتΎرال n شامل مجموعه Έی است. جواب Έی φ اولیه انتΎرال هر بازای نیز Q = φQ0 آنΎاه باشد
بطوریه یافت X1, · · · ,Xn مولد یΈمجموعه م�ͳتوان بΎیرید. نظر در را φ1, · · · ,φn ͳتابع مستقل اولیه

Xiφ
j = δ

j
i

آنΎاه باشند مولدها این با متناظر مشخصه�های Q1, · · · ,Qn اگر م�ͳباشد. کرونر دلتای δ j
i اینجا در که

از عبارتست (۶٢.٧) ͳعموم جواب

Q = Fi(φ1, · · · ,φn)Qi (۶٣.٧ )

بار مختصات عنوان به را (x,φ1, · · · ,φn) اگر هستند. اولیه انتΎرالهای از دلخواه تواب΄ F1, · · · ,Fn که
به Xi مولدهای گیریم

Xi = ∂φi

زیر شل به ͳدینامی تقارن مولد هر ارزی) هم تقریب (با بنابراین م�ͳیابند. کاهش هستند انتقالها که
است:

X = Fi = (φ1, · · · , phin)∂φi (۶۴.٧ )

انتΎرالهای مجموعه از ͳتبدیلات عنوان به توانند ͳم ͳمعمول معادلاتدیفرانسیل ͳدینامی تقارنهای نتیجه در
شوند. گرفته نظر در اولیه

بدست ͳمعمول دیفرانسیل معادله اولیه حل بدون را ͳدینامی تقارنهای کلیه نم�ͳتوان معمول بطور
ͳΎبست x,y,y′, · · · ,y(n−1) به که ͳدینامی تقارنهای توان ͳم برخوردی، تقارنهای مانند درست اما آورد
از مستقل که ͳمشخصه�های آوردن بدست ،اغلب مثال عنوان به اورد. بدست ͳخاص روش با را دارند
را ما ١.٧ بخش روش شوند یافت ͳکاف تعداد به ͳدینامی تقارنهای اگر بود. خواهد مفید هستند y(n−1)

بسازیم. را اولیه انتΎرالهای تا ساخت خواهد قادر

۴ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ۵.٧

y′′′′ =
y′′′+ y′′′2

y′′
(۶۵.٧ )

معادله این چه اگر بΎیرید. نظر در را است نقطه�ای تقارن مولدهای از ۴بعدی ͳجبرل Έی شامل که
روش بارگیری برای تلاش اما کرد حل ͳدیفرانسیل ناورداهای بارگیری با م�ͳتوان را ͳمعمول دیفرانسیل
اند وابسته y′′′ به که ͳدینامی تقارنهای با متناظر ͳخط مستقل مشخصه شش است. آموزنده ١.٧ بخش

موجودند:

Q1 = 1, Q2 = y′, Q3 = x, (۶۶.٧ )

Q4 = 3y− xy′, Q5 = y′′, Q6 = xy′′− 1
2

x2.

١١۶
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل گیری انتΎرال فاکتورهای .٣.٧

ν = 4 چه اگر اند). آمده بدست ͳخط تقارن شرط در y′′′ توانهای دادن قرار برابر با ها مشخصه (این
آورد. بدست Wi jk دترمینانهای نسبت گرفتن با را آنها م�ͳتوان که موجودند اولیه انتΎرال سه تنها اما است

از: عبارتند اولیه انتΎرالهای این

φ1 =
1+ y′′′

y′′
,

φ2 = y′′′+ xφ1− y′(φ1)2, (۶٧.٧ )

φ3 = y′′− xy′′′
1
2

x2φ1+ (xy′− y)(φ1)2

رابطه از رسد ͳم بنظر ابتدا

D̄Wi jkl = ωy′′′Wi jkl =
1+2y′′′

y′′
Wi jkl (۶٨.٧ )

در را معلوم اولیه انتΎرالهای از Έی هر که داریم را اختیار این اما نم�ͳآید بدست دیΎری اولیه انتΎرال
کرد: ͳبازنویس زیر بصورت را (۶٨.٧) م�ͳتوان مثال بطور کنیم. جایΎذاری (۶٨.٧)

D̄Wi jkl = (φ1+
y′′′

y′′
)Wi jkl = D̄(φ1x+ ln |y′′|)Wi jkl

اولیه انتΎرال فوق رابطه در W1234 = (y′′′+ y′′′2) جایΎذاری با

φ4 = ln |y
′′′+ y′′′2

y′′
| −φ1x (۶٩.٧ )

بدست y′′′ و y′′ و y′ حذف با آن بسته شل در ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب آید. ͳم بدست
م�ͳآید:

y =
1

2c1
x2+ c2x+ c3+ c4ec1 x (٧٠.٧ )

گیری انتΎرال فاکتورهای بخش٣.٧

دیفرانسیل معادله Έی ͳعموم جواب زیرا است مفید ͳروش شد، اشاره آن به ١.٧ بخش در که ͳروش
حل زیرجبر Έی وجود به این بر علاوه م�ͳدهد. بدست گیری انتΎرال به نیاز بدون را مفروض ͳمعمول
به نیاز علت به روش این اما نم�ͳشود. استفاده مستقیماً جبری ساختار از و ندارد ͳΎبست nبعدی پذیر

م�ͳشود. محدود تقارن، مولد n+1 حداقل
اما م�ͳباشند نقطه�ای تقارنهای فاقد شوند ͳم حل ͳبراحت که ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از ͳبرخ
دارای φ1 = c1 یافته کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادله اگر دارند. φ1 مانند ͳمشخص اولیه انتΎرال
مرتبه کاهش امان اینصورت در باشد داشته مشخص اولیه انتΎرالهای یا باشد تشخیص قابل تقارنهای

دارد. وجود بیشتر

بصورت ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دسته Έی . مثال ۶.٧

y′′ =
y′2

y
+ f (x)yy′+ f ′(x)y2 (٧١.٧ )

١١٧
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مقادیر اینه مΎر نیستند ͳل نقطه�ای تقارنهای دارای ͳمعمول دیفرانسیل معادلات این بΎیرید. نظر در را
بطوریه نیستند) صفر ͳΎهم باشند(که موجود k1, · · · ,k4 ثابت

(k1x+ k2) f ′(x)+ (k3x+ k4) f (x) = 0

Έی به تواند ͳم دید خواهید ادامه در که همانطور (٧١.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر وجود این با
م�ͳدهد: نتیجه انتΎرال�گیری بار Έی و y−1 در (٧١.٧) ضرب یابد. کاهش انتΎرال

φ1 ≡ y′

y
− f (x)y = c1 (٧٢.٧ )

با و است ͳبرنول معادله Έی y حسب بر (٧٢.٧) اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله

(
1
y

)′+
c1

y
= − f (x)

با که ͳتقارنهای بارگیری است.(با حل قابل انتΎرال فاکتور Έی Έکم به معادله این که است ارز هم
از عبارتست (٧١.٧) ͳعموم جواب بنایراین هستند). مرتبط ͳخط انطباق

y =
ec1 x

c2−
∫

f (x)ec1 xdx
(٧٣.٧ )

معادله هر به روش این بود. y−1 در مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله ضرب فوق مثال حل کلیدی مرحله
یΈفاکتور Λ (غیرصفر) تاب΄ Έی م�ͳیابد. تعمیم آید ͳم زیر در که همانطور دلخواه ͳمعمول دیفرانسیل
داشته χ(x,y,y′, · · · ,y(n−1)) دلخواه تواب΄ بازای اگر است (١.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادله انتΎرال

باشیم:

(y(n)−ω)Λ = Dxχ (٧۴.٧ )

در φ اولیه انتΎرال هر واق΄ در است. اولیه انتΎرال Έی χ بنابراین

Dxφ = D̄φ+ (y(n)−ω)φy(n−1) = (y(n)−ω)φy(n−1) (٧۵.٧ )

است: زیر بصورت φ اولیه انتΎرال Έی بازای (١.٧) انتΎرال فاکتور هر بنابراین م�ͳکند. صدق

Λ(x,y,y′, · · · ,y(n−1)) ≡ φy(n−1) (٧۶.٧ )

مشخص آمدند بدست (۶٢.٧) از تقارنها که ͳروش همانند ͳاصول بصورت م�ͳتوانند انتΎرال فاکتورهای
بود: خواهند مفید آیند ͳم زیر در که ͳاتحادهای شوند.

D̄∂y(k) = ∂y(k) D̄−∂y(k−1) −ωy(k)∂y(n−1) , k = 0, · · · ,n−1 (٧٧.٧ )

م�ͳدهد: نتیجه (٧۶.٧) معادله باشد. y = y(0) و ∂y(−1) ≡ 0 م�ͳکنیم قرارداد اینجا در

φy(n−1) = Λ (٧٨.٧ )

دادن قرار و k = n−1 شرط� با (٧٧.٧) اتحاد از استفاده با م�ͳدهیم. اثر φy(n−1) بر را D̄ عملΎر اکنون
م�ͳآوریم: بدست Dφ = 0

φy(n−2) = −(D̄φy(n−1) +ωy(n−1)φy(n−1) ) (٧٩.٧ )

١١٨
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م�ͳدهد نتیجه φy ͳجزئ مشتق هر برای ترتیب به D̄ اعمال مشابه طور به

φy(k−1) = −(D̄φy(k) +ωy(k)φy(n−1) ), k = 0, · · · ,n−1 (٨٠.٧ )

از: عبارتست k = 0 معادله بخصوص

0 = −(D̄φy+ωyφy(n−1)) (٨١.٧ )

م�ͳدهد: نتیجه D̄φ = 0 رابطه براین علاوه م�ͳپذیرد. پایان دنباله بنابراین

φx = −y′φy+ y′′φy′ − · · ·− y(n−1)φy(n−2) −ωφy(n−1) (٨٢.٧ )

فراهم مشتقاتش و Λ حسب بر φ ͳجزئ مشتق هر نوشتن منظور به (٧٨.٧) از استفاده امان بنابراین
م�ͳدهد: نتیجه (٨١.٧) و م�ͳشود

D̄nΛ+ D̄n−1(ωy(n−1)Λ)− D̄n−2(ωy(n−2)Λ)+ · · ·+ (−1)n−1ωyΛ = 0 (٨٣.٧ )

متفاوتند. علامتهای دارای بعدی جملات حالیه در دارند یسان علامت اول جمله دو که کنید توجه
ͳالحاق آنتقارنهای جوابهای لذا و م�ͳباشد (۶٢.٧) ͳخط تقارن شرط الحاق Έی (٨٣.٧) معادله
مولدهای نه و هستند تقارنها نه جوابها این زیرا است کننده گمراه نسبتاً نامΎذاری این اند. شده نامیده
به بنامیم. یΈهم-مشخصه را (٨٣.٧) معادله از Λ صفر غیر جواب هر م�ͳتوانیم عوض در تقارنها.
زیر در که همانطور موضوع این عس اما است هم-مشخصه Έی انتΎرال عامل هر ساختاری لحاظ
مشخصه�های یافتن برای آنچه مشابه استراتژی با نیز ها هم-مشخصه نیست. درست م�ͳشود داده نشان
مثال برای است. خاص بصورت Λ اینه فرض با ͳیعن م�ͳآیند. بدست م�ͳشد اعمال ͳدینامی تقارنهای
از پس هستند. y(n−1) از مستقل که باشیم (٨٣.٧) جوابهای کلیه یافتن دنبال به ͳاصول بطور م�ͳتوانیم
ابتدا است. ͳآسان کار خیر یا هستند انتΎرال عامل آنها از هرکدام آیا اینه دانستن Λi جوابهای یافتن

معادلات ͳبازگشت بصورت

Pi
n−1 = Λ

i,

Pi
k−1 = −D̄Pi

k −ωy(k)Λ
i, k = n−1,n−2, · · · ,1, (٨۴.٧ )

اگر است. انتΎرال عامل Έی Λi که م�ͳبینیم (٨٢.٧) و (٨٠.٧) و (٧٨.٧) از کنیم. ͳم محاسبه را
باشیم: داشته φi مانند ͳتابع بازای

Pi
k = φ

i
y(k) , k = 0, · · · ,n−1 (٨۵.٧ )

ωPi
n−1+

n−2∑
k=0

y(k+1)Pi
k = φ

i
x

دهد: ͳم نتیجه φi
y(k) x
= φi

xy(k) و φi
y( j)y(k) = φ

i
y(k)y( j) پذیری انتΎرال شرایط

∂Pi
k

∂y( j) =
∂Pi

j

∂y(k) , 0 ≤ j < k ≤ n−1,

∂Pi
j

∂x
= − ∂

∂y( j)

ωPi
n−1+

n−2∑
k=0

y(k+1)Pi
k

 , 0 ≤ j ≤ n−1

١١٩

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



گیری انتΎرال فاکتورهای .٣.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

اگر فقط و اگر هستند برقرار شرایط این که باشد تعجب�آور شاید

∂Pi
n−1

∂y( j) =
∂Pi

j

∂y(n−1) , 0 ≤ j ≤ n−2 (٨۶.٧ )

و اگر است انتΎرال عامل Έی Λi بنابراین م�ͳشود). واگذار تمرین عنوان به نتیجه این از گیری (مشتق
زیر روابط از خط انتΎرال عنوان به φi بخصوص باشد. برقرار (٨۶.٧) پذیری انتΎرال شرایط اگر فقط

م�ͳآید: بدست

φi =

∫
φi

xdx+φi
ydy+φi

y′dy′+ · · ·+φi
y(n−1) dy(n−1)

=

∫
Pi

0(dy− y′dx)+Pi
1(dy′− y′′dx)+ · · ·+Pi

n−1(dy(n−1)−ωdx) (٨٧.٧ )

مرتبه٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ٧.٧

y′′′ = 3yy′ (٨٨.٧ )

است: زیر مولدهای با نقطه�ای تقارنهای از پارامتری دو ͳل گروه Έی دارای

X1 = ∂x, X2 = x∂x −2y∂y

ͳمعمول دیفرانسیل معادله به ͳدیفرانسیل ناورداهای روش اعمال هستند. ͳل برخوردی تقارنهای تنها اینها
اول مرتبه

dv2

dr2
=

2r2(3−2v2)
2v2−3r2

, (r2,v2) = (y−3/2y′,y−2y′′)

م�ͳدهد: نتیجه انتΎرال عامل مقادیر برای (٨٣.٧) معادله م�ͳآید. دشوار بنظر که م�ͳشود منجر

D̄3Λ− D̄(3yΛ)+3y′Λ = 0 (٨٩.٧ )

y′′ توانهای دادن قرار مساوی با را Λ = Λ(x,y,y′) شل به جوابهای برخوردی تقارنهای همانند درست
ͳم بدست ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مجموعه از امده بدست نتای; طریق از و (٨٩.٧) در

آوریم:

Λ1 = 1, Λ2 = y, Λ3 = y′2− y3

م�ͳآوریم: بدست (٨۴.٧) از

P1
2 = 1, P1

1 = 0, P1
0 = −3y;

P2
2 = y, P2

1 = −y′, P2
0 = y′′−3y2;

P3
2 = y′2− y3, P3

1 = 3y2y′−2y′y′′, P3
0 = 2y′′2−3y2y′′−3yy′2+3y4.

هستند انتΎرال عاملهای Λ2 و Λ1 بنابراین است برقرار i = 1,2 بازای (٨۶.٧) پذیری انتΎرال شرایط
اما

∂P3
2

∂y′
−
∂P3

1

∂y′′
= 4y′ , 0

١٢٠
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل گیری انتΎرال فاکتورهای .٣.٧

آورده�ایم بدست را زیر اولیه انتΎرال دو ما و نیست انتΎرال عامل Έی Λ3 لذا

φ1 =

∫
(dy′′−3yy′dx)−3y(dy− y′dx) = y′′− 3

2
y2; (٩٠.٧ )

φ2 =

∫
y(dy′′−3yy′dx)− y′(dy′− y′′dx)+ (y′′−3y2)(dy− y′dx)

= yy′′− 1
2

y′2− y3. (٩١.٧ )

دست در ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب توصیف برای اولیه انتΎرالهای ͳکاف اندازه به هنوز ما
زیر اول مرتبه ͳجداشدن ͳمعمول دیفرانسیل معادله به φi = c, i = 1,2 معادلات ترکیب اما ، نداریم

م�ͳانجامد:

y′2 = y3+2c1y−2c2

از: عبارتست (٨٨.٧) ͳعموم جواب اینرو از

x = c3±
∫

dy√
y3+2c1y−2c2

(٩٢.٧ )

فرض مثال برای باشد. ͳم تقارنها و ها هم-مشخصه ادغام اولیه انتΎرالهای تولید برای دیΎر روش
دوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای هم-مشخصه Έی Λ کنید

y′′ = ω(x,y,y′)

کنید: فرض معمول طبق باشد.

P1 = Λ, P0 = −(D̄P1+ωy′Λ)

دیفرانسیل معادله ͳبدیه غیر یΈتقارن مشخصه Q فرضکنید اکنون .D̄P0+ωyΛ= 0 که کنید توجه و
کنید فرض باشد. مذکور ͳمعمول

φ = P0Q+P1D̄Q

زیرا است اولیه انتΎرال Έی یا ثابت مقدار Έی φ اینصورت در

D̄φ = (D̄P0)Q+ (P0+ D̄P1)D̄Q+P1D̄2Q

= (D̄P0+ωyP1)Q+ (P0+ D̄P1+ωy′P1)D̄Q

= 0

و Λ هم-مشخصه Έی است. برقرار y(n) = ω فرم به ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳمشابه نتیجه
تاب΄ بΎیرید. نظر در را Q مشخصه Έی

φ =

n−1∑
k=0

PkD̄kQ (٩٣.٧ )

ͳΎبست (٨۶.٧) انتΎرال�پذیری شرایط برقراری به نتیجه این است اولیه انتΎرال Έی یا ثابت مقدار Έی
جایΎذاری (٩٣.٧) در م�ͳتوان را مشخصه هر اینصورت در باشیم داشته مختلف تقارنهای اگر ندارد.

دهد. نتیجه را ͳتابع مستقل اولیه انتΎرال چند م�ͳتواند مشخصه Έی بنابراین کرد.

١٢١
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ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه بخش٧.۴

روی م�ͳتوانیم ͳراحت برای داد. تعمیم ͳمعمول دیفرانسیل معادله های دستΎاه به م�ͳتوان را فوق های ایده
شویم: متمرکز اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله n شامل ͳاه�هایΎدست

y′k = ωk(x,y1, · · · ,yn), k = 1, · · · ,n (٩۴.٧ )

شود، نوشته معادل اول مرتبه یΈدستΎاه بصورت تواند ͳم که ͳمعمول دیفرانسیل معادله دستΎاه هر برای
همان با انتΎرال عاملهای و تقارنها برای ͳاصل نتای; نم�ͳکند. وارد ͳخلل مسئله کلیت به کار این انجام
بدون را نتای; این بنابراین م�ͳآیند. بدست شد ͳم اعمال ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی برای که ͳروش

باشد. استنتاج به قادر ͳبایست خواننده م�ͳکنیم. بیان جزئیات توجیه
زیر صورت به Έکوچ بینهایت مولدهای توسط x,y1, · · · ,yn متغیرهای روی ͳل نقطه�ای تبدلات

شده�اند: تولید

X = ξ(x,y1, · · · ,yn)∂x +ηk(x,y1, · · · ,yn)∂yk (٩۵.٧ )

X توسط شده تولید پارامتری Έت ͳل گروه مشخصه میرود). بار ͳمعمول جم΄ علامت اینجا (در
که Q = (Q1, · · · ,Qn) از عبارتست

Qk = ηk − y′kξ, k = 1, · · · ,n

بصورت اول مشتقات به را X Έکوچ بینهایت مولد (٩۴.٧) دستΎاه ͳل نقطه�ای تقارنهای یافتن برای
م�ͳدهیم: امتداد زیر

X(1) = ξ∂x +ηk∂yk +η
(1)
k ∂y′k

که

η(1)
k = Dxηk − y′kDxξ = DxQk + y′′k ξ, k = 1, · · · ,n (٩۶.٧ )

از: عبارتست ͳخط تقارن شرط اینصورت در

X(1)(y′k −ωk) = 0, k = 1, · · · ,n باشد (٩۴.٧)برقرار زمانیه (٩٧.٧ )

از: عبارتند مولفه�هایش که Q̄ = (Q̄1, · · · , Q̄n) یافته کاهش مشخصه حسب بر م�ͳتواند شرط این

Q̄k(x,y1, · · · ,yk) ≡ ηk −ωkξ, k = 1, · · · ,n

م�ͳدهد: را زیر نتیجه ͳخط تقارن شرط که داد نشان م�ͳتوان تلاش ͳاندک با شود. نوشته نیز

D̄Q̄k −
∂ωk

∂y j
Q̄ j = 0, k = 1, · · · ,n (٩٨.٧ )

آن در که

D̄ = ∂x+ωi∂yi

١٢٢
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧

جواب روی یافته کاهش مشخصه اگر ناورداست تقارنها از پارامتری Έت ͳل یΈگروه تحت یΈجواب
باشیم داشته k = 1, · · · ,n بازای اگر ͳیعن باشد ناوردا جوابها همه اگر است ͳبدیه تقارن گروه باشد. صفر
Έکوچ بینهایت مولد اگر فقط و اگر است ͳبدیه تقارنها از پارامتری Έت گروه ͳل Έی بنابراین .Q ≡ 0

بصورت ξ تاب΄ بازای آن

X = ξD̄

آمده زیر در که همانطور خود ͳبدیه و ͳغیربدیه مولفه�های به تواند ͳم (٩۵.٧) تقارن مولد هر باشد.
شود: تجزیه

X = ξD̄+ Q̄k∂yk

ͳبدیه تقارنهای کنید فرض اکنون است. آن ͳبدیه تقارن مولد یسان، Q̄ با مولد دو میان تفاوت بنابراین
بصورت که را ͳمولدهای تنها و کنیم حذف ξ = 0 دادن قرار با را

X = Q̄k∂yk (٩٩.٧ )

Έی توسط م�ͳتواند مختلف) (بصورتهای y(n) =ω ͳمعمول دیفرانسیل معادله هر بΎیریم. نظر در هستند
ͳمعن این به ارز هم اینجا (در شود. نمایشداده اول مرتبه ͳمعمول معادلاتدیفرانسیل شامل ارز هم دستΎاه
تقارنهای و ͳغیربدیه ͳدینامی تقارنهای بین م�ͳدهیم نشان اکنون دارند). یسان ͳجوابعموم که است

دارد. وجود Έی به Έی تناظر Έی اول، مرتبه دستΎاه هر با متناظر (٩٩.٧) ͳل ای نقطه
هرگاه است (٩۴.٧) اولیه انتΎرال φ(x,y1, · · · ,yn) ثابت غیر تاب΄

D̄φ = 0 (١٠٠.٧ )

φ1, · · · ,φn ͳتابع مستقل اولیه انتΎرال n بنابراین و دارد ͳΎبست دلخواه ثابت n به (٩۴.٧) ͳجوابعموم
از: عبارتست ͳعموم جواب دارد. وجود

φk = ck, k = 1, · · · ,n

با (٩۴.٧) ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه بنابراین

dφk

dx
= 0, k = 1, · · · ,n (١٠١.٧ )

نقطه�ای تقارنهای است یΈدیفیومورفیسم φk به yk از وابسته متغیرهای تغییر اینه فرض با است. ارز هم
متغیرها تغییر این تحت است. متناظر (١٠١.٧) آن ارز هم دستΎاه ͳل نقطه�ای تقارنهای با (٩۴.٧) ͳل

زنجیره�ای) قاعده :(از از عبارتست مولد(٩٩.٧)

Fi = Q̄kφ
i
yk

که X = Fi(x,φ1, · · · ,φn)∂φi (١٠٢.٧ )

م�ͳدهد: نتیجه همچنین زنجیره�ای قاعده

D̄ = ∂x

از: عبارتست (١٠١.٧) برای ͳخط تقارن شرط بنابراین

D̄Fi = Fi
x = 0, i = 1, · · · ,n

١٢٣
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ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

است: زیر شل به F1, · · · ,Fn دلخواه تواب΄ بازای (١٠٢.٧) ͳل نقطه�ای تقارن مولد نتیجه در

X = Fi(φ1, · · · ,φn)∂φi (١٠٣.٧ )

جواب ͳمعمول دیفرانسیل معادله آن باشد ارز هم y(n) = ω ͳمعمول دیفرانسیل معادله با (٩۴.٧) اگر
و (١٠٣.٧) مقایسه با داشت. خواهد ͳسانی اولیه انتΎرالهای مجموعه نتیجه در و ͳمشابه ͳعموم
معادله ͳدینامی تقارنهای با (٩۴.٧) دستΎاه ͳل ای نقطه تقارنهای که کنیم ͳم مشاهده (۶۴.٧)
دیفرانسیل معادله از Έی مرتبه دستΎاه هر برای است. یسان آن، با ارز هم n مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل
آنها نم�ͳتوان دستΎاه اولیه حل بدون عموماً اما دارد وجود ͳل نقطه�ای تقارن بینهایت تعداد ها ͳمعمول
هستند متغیر Έی از مستقل که یافته کاهش مشخصه�های عموماً است. لازم گمانه از ͳنوع یافت. را
(ξ,η1, · · · ,ηn) برای بخصوص گمانه Έی متناوباً م�ͳتوان م�ͳیابند. را اند) ͳخط متغیر Έی به (یانسبت
و دورانها انتقالها، (مثلا̈ عموم�ͳتر نقطه�ای تبدیلات از ͳبرخ برای کرد. جایΎذاری (٩٧.٧) در را

هستند. ͳخط متغیر هر به نسبت و مقیاسها)
n−1 حل به (٩۴.٧) حل مسئلۀ کاهش امان آوریم بدست را ͳغیربدیه تقارن مولد Έی زمانیه
این انجام برای دارد. وجود گیری انتΎرال آخرین انجام سپس و اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله عدد

بطوریه م�ͳکنیم ͳمعرف را (s,r1, · · · ,rn) ͳکانون مختصات کار

Xrk = 0, k = 1, · · · ,n, Xs = 1

با Ωk تواب΄ بازای ها ͳمعمول دیفرانسیل معادله دستΎاه بنابراین و X = ∂x اینصورت در

drk

ds
= Ωk(r1, · · · ,rn), k = 1, · · · ,n (١٠۴.٧ )

اینصورت غیر در بود. خواهد حل قابل (١٠۴.٧) آنΎاه باشند صفر ͳΎهم تواب΄ این اگر است. ارز هم
دیفرانسیل معادله n−1 تعداد (١٠۴.٧) آنΎاه باشد Ω1 , 0 که کلیت) از شدن کاسته فرضکنید(بدون

هستند. rk ͳدیفرانسیل ناورداهای شامل تنها که م�ͳدهد نتیجه را ͳمعمول

drk

dr1
=
Ωk

Ω1
, k = 2, · · · ,n (١٠۵.٧ )

در باقیمانده ͳمعمول دیفرانسیل معادله دهد نتیجه r1 حسب بر را (r2, · · · ,rn) ،(١٠۵.٧) جواب اگر
م�ͳباشد: حل قابل زیر انتΎرال�گیری با (١٠۴.٧)

s =
∫

dr1

Ω1(r1,r2(r1), · · · ,rn(r1))
+ cn (١٠۶.٧ )

این حسب بر (١٠۶.٧) رابطه در موجود انتΎرال ͳبازنویس با s باشد، پارامتری (١٠۵.٧) جواب اگر
م�ͳآید. بدست پارامتر

عمل در مفروضم�ͳکند. پارامتری Έت گروه ͳدیفرانسیل ناورداهای یافتن به ملزم را کاربر فوق روش
مشخصه معادلات زیرا نیست ممن کار این همواره

dx
ξ
=

dy1

η1
= · · · = dyn

ηn
= ds (١٠٧.٧ )

تقارن مولدهای دارای که ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای روش این باشند. دشوار حل برای است ممن
است. موفق بسیار هستند تر راحت نسبتاً شل به

١٢۴
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧

Έی اول، مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از مفروض دستΎاه Έی ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای
خواهیم قادر است مولد Έی نیز مولد دو جابجاگر آنجاییه از م�ͳدهند. تشیل ͳنامتناه بعد با ͳجبرل
زیرجبر Έی و م�ͳیابد پایان سرعت به روند این معمولا˦ بسازیم. معلوم مولدهای از جدیدی مولدهای شد
معادله دستΎاه باشد، R ≤ n بعد با پذیر حل زیرجبر Έی دارای L اگر م�ͳآید. بدست L البعد ͳمتناه
ͳدیفرانسیل ناورداهای شامل ͳمعمول دیفرانسیل معادله n−R به م�ͳتواند (٩۴.٧) های ͳمعمول دیفرانسیل
Έی مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی برای که است روندی مشابه روند این یابد. کاهش انتΎرال R و

م�ͳرود. بار
منظور به انتΎرال های عامل بارگیری با م�ͳتوانند همچنین ͳمعمول دیفرانسیل معادله دستΎاههای
آنΎاه باشد (٩۴.٧) دستΎاه اولیه انتΎرال φ(x,y1, · · · ,yn) اگر شوند. حل نیز اولیه انتΎرالهای ساختن

اینرو: از و D̄φ = 0

Dxφ = (y′k −ωk)φyk (١٠٨.٧ )

اگر: م�ͳنامیم (٩۴.٧) دستΎاه انتΎرال عامل Έی را Λ = (Λ1, · · · ,Λn)

(y′k −ωk)Λk = Dxφ

زیر رابطه در انتΎرال عامل هر مولفه�های بنابراین باشد. برقرار φ(x,y1, · · · ,yn) ثابت غیر تواب΄ بازای
م�ͳکند: صدق

φyk = Λ
k, k = 1, · · · ,n (١٠٩.٧ )

م�ͳآوریم: بدست D̄φ = 0 دادن قرار و (١٠٩.٧) روی D̄ اعمال با

D̄Λk +
∂ωi

∂yk
Λi = 0, k = 1, · · · ,n (١١٠.٧ )

عامل Έی هم-مشخصه Έی م�ͳشود. نامیده یΈهم-مشخصه (١١٠.٧) از Λ غیرصفر جواب هر
انتΎرال�پذیری شرایط در اگر فقط و اگر است انتΎرال

∂Λk

∂y j
=
∂Λ j

∂yk
, 1 ≤ j < k ≤ n (١١١.٧ )

متناظر اولیه انتΎرال بازسازی برای را (١٠٨.٧) رابطه بΎیرید. نظر در را انتΎرال عامل Έی کند. صدق
م�ͳگیریم: بار زیر بصورت

φ =

∫
Λk(dyk −ωkdx) (١١٢.٧ )

برای که همانطور دقیقاً هم-مشخصه�ها، و مشخصه�ها ترکیب اولیه انتΎرالهای ساختن برای دیΎر روش
که م�ͳیابیم در (١١٠.٧) و (٩٨.٧) از م�ͳباشد. دادیم انجام ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی

D̄(Q̄kΛ
k) = 0 (١١٣.٧ )

است. اولیه انتΎرال Έی یا ثابت مقدار Έی φ = Q̄kΛ
k اینرو از

١٢۵
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ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

بΎیرید: نظر در را زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه مثال. ٨.٧

y′1 =
xy1+ y2

2

y1y2− x2 , y′2 =
xy2+ y2

1

y1y2− x2 (١١۴.٧ )

توسط مقیاس، شده تولید تقارنهای دارای دستΎاه این

X = x∂x + y1∂y1 + y2∂y2

معادلاتمشخصه خط�ͳاند. y2 و y1 به نسبت آن ضرایب که بینهایتکوچΈاست مولد تنها این م�ͳباشد.
م�ͳشوند: حل ͳبراحت زیر ͳکانون مختصات آوردن بدست جهت (١٠٧.٧)

(s,r1,r2) = (ln |x|,y1/x,y2/x)

است: ارز هم زیر دستΎاه با (١١۴.٧) دستΎاه بنابراین

dr1

ds
=

2r1+ r2
2 − r2

1r2

r1r2−1
,

dr2

ds
=

2r2+ r2
1 − r1r2

2

r1r2−1
.

ͳمنته است s از مستقل که ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی تولید به روند این داشتیم انتظار که همانطور
شد:

dr2

dr1
=

2r2+ r2
1 − r1r2

2

2r1+ r2
2 − r2

1r2

نم�ͳرسد. بنظر آسان حل برای و ندارد ͳمشخص تقارنهای ͳمعمول دیفرانسیل معادله این اما
نسبت ͳخط تواب΄ آنها مولفه�های که است ͳخط مستقل هم-مشخصه دو دارای (١١۴.٧) دستΎاه

از: عبارتند و م�ͳباشند y2 و y1 به

Λ1 = (y1,−x), Λ2 = (−x,y2),

تا م�ͳسازد قادر را ما (١١٢.٧) و م�ͳکنند صدق (١١١.٧) پذیری انتΎرال شرایط در Έی هر که
بسازیم: را زیر اولیه انتΎرالهای

φ1 =
1
2

y2
1− xy2, φ2 =

1
2

y2
2− xy1. (١١۵.٧ )

از: عبارتست (١١۴.٧) دستΎاه ͳعموم جواب بنابراین

y4
1−4c1y2

1−8x3y1−8c2x2+4c2
1 = 0,

y4
2−4c2y2

2−8x3y2−8c1x2+4c2
2 = 0. (١١۶.٧ )

بیشتر مطالعه

کتاب این و گرفته�اند قرار بحث مورد (١٩٨٩) ͳاستفان کتاب در بیشتر جزئیات با ͳدینامی تقارنهای
م�ͳباشد. Έکلاسی Έفیزی از ͳمتفاوت مثالهای شامل

آنو کتاب در که است ͳروش یافته تغییر شد، مطرح ٧.٣ بخش در که انتΎرال�گیری عامل روش
معادلات برای بقا قانون ساختن مسئله همچنین نویسندگان این است. شده توصیف (١٩٩٨) بلومن و

اند. داده قرار توجه مورد را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل

١٢۶
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اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧

تمرین�ها

ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳتابع مستقل اولیه انتΎرال سه ١.٧

y′′′ =
6y′y′′

y
− 6y′3

y2

توسط شده تولید تقارنهای از استفاده با را

X1 = ∂x, X2 = y2∂y, X3 = xy2∂y, X4 = x∂x −2y∂y

گیرید. بار ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب تشخیص برای را اولیه انتΎرالهای بیابید.

ͳمعمول دیفرانسیل معادله برخوردی تقارنهای مشخصه�های کلیه ٢.٧

y′′′ = 3y′′2/(2y′)+2y′3

کنید. استفاده اولیه انتΎرالهای ساختن برای آنها از و بیابید را

ͳمعمول دیفرانسیل معادله برخوردی تقارنهای مشخصه�های کلیه ٣.٧

y′′′ = x(x−1)y′′3−2xy′′2+ y′′

کنید. استفاده (۶٠.٧) اولیه انتΎرالهای ساختن برای آنها از و بیابید را
حل با م�ͳتوان بΎیرید. نظر در را ͳل برخوردی تقارنهای Έکوچ بینهایت مولد Έی ۴.٧

dx̂
dε
= ξ(x̂, ŷ, ŷ′),

dŷ
dε
= η(x̂, ŷ, ŷ′),

dŷ′

dε
= η(1)(x̂, ŷ, ŷ′)

شرایط� به توجه با کرد. بازسازی را ͳمتناه ͳل برخوردی تقارنهای

ε = 0 زمانیه (x̂, ŷ, ŷ′) = (x,y,y′)

بیابید. را (۵۶.٧) در مشخصه هر با متناظر ͳمتناه برخوردی تقارنهای

گیرید. بار (۶٧.٧) اولیه انتΎرالهای آوردن بدست برای را (۶۶.٧) ͳدینامی تقارنهای ۵.٧

برقرار انتΎرال�پذیری شرایط کلیه اینه از اطمینان برای (٨۶.٧) پذیری انتΎرال شرط دهید نشان ۶.٧
کنید فرض : ͳراهنمای) است. ͳکاف است

Jk
j =

∂Pi
k

∂y( j) −
∂Pi

j

∂y(k)

کنید). اعمال Jk
j = 0 شرط برای را D̄ و

ͳمعمول دیفرانسیل معادله برای را (x,y,y′) به وابسته هم-مشخصه�های و مشخصه�ها کلیه ٧.٧

y′′′ = (2y′−1)y′′+ y′2

Έی مرتبه ͳاتری معادله به ͳمعمول دیفرانسیل معادله این بنابراین بیابید.

v′− v2 = c1ex

١٢٧
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ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادلات ͳهای دستΎاه .۴.٧ اولیه انتΎرالهای بر ͳمبتن روشهای .٧ فصل

ابتدا شود: نوشته صورت این به بسل تواب΄ حسب بر م�ͳتواند معادله این (جوابهای م�ͳیابد. کاهش
t = e−x/2 جدید مستقل متغیر Έی سپس کنید جایΎذاری ͳخط ͳاتری معادله در را ν = −z′/z
٣ مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب اکنون آید) بدست بسل معادله تا کنید ͳمعرف را

آورید. بدست را اولیه

.D̄φ = 0 آنΎاه شود تعریف (٩٣.٧) توسط φ اگر دهید نشان ٨.٧

به (باید کنید. استفاده Xi = ∂φi مولدهای ساختن برای (۴٢.٧) و (۴١.٧) اولیه انتΎرالهای از ٩.٧
نقطه�ای تقارن مولد هر با متناظر مشخصه است. ͳدینامی تقارن Έی X3 که برسید موضوع این
اولیه انتΎرال چرا اینه توضی برای را خود نتای; بنویسید. (۶٣.٧) شل به را (۴٠.٧)

گیرید.) بار شود، یافت نم�ͳتواند Wi jk دترمینان نسبتهای از استفاده با (۴٢.٧)

١٢٨
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٨ فصل

یΈمعادله ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه
بیابیم را ͳمشتقاتجزئ با دیفرانسیل

؟ ... ѥمادДذاریПود کارشѢماما տا ϰذتࣳدم، Оږیار اХݴՐه با
ωَما) Ίھار (Ϭو̶ۣسکارول:

وابسته متغیر دو با عددی ͳجزئ دیفرانسیل معادلات بخش١.٨

روش مشابه اغلب ،(ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل (معادلات ͳجزئ مشتقات با معادله نقطه�ای های تقارن
دهید اجازه ،ͳسادگ برای م�ͳشوند. تعریف ( ͳمعمول دیفرانسیل (معادلات ͳمعمول دیفرانسیل معادله
t و x مستقل متغیر دو و u وابسته متغیر Έی با ای ͳجزئ مشتقات با معادلات گرفتن نظر در با را بحث

دیفئومورفیسم Έی نقطه�ای، تبدیل Έی نمائیم. شروع

Γ : (x, t,u) 7→ (x̂(x, t,u), t̂(x, t,u), û(x, t,u)) (١.٨ )

. م�ͳباشد
م�ͳنΎارد: است) شده پارامتری t و x بوسیله (که ذیل سط به را u = u(x, t) سط تبدیل این

x̂ = x̂(x, t,u(x, t)), t̂ = t̂(x, t,u(x, t)), û = û(x, t,u(x, t)). (٢.٨ )

دیفرانسیل t و x پارامترهای از Έهری به نسبت (2.8) رابطه از باید مفروض، تبدیل امتداد محاسبه برای
: نمائیم ͳم ͳمعرف را ذیل ͳکل مشتقات ، عمل این انجام برای نماییم. گیری

Dx = ∂x+ux∂u+uxx∂ux +uxt∂ut + · · ·
Dt = ∂t +ut∂u+uxt∂ux +utt∂ut + · · · . (٣.٨ )

م�ͳدهد. قرار بحث مورد مستقل متغیرهای از ͳتابع بعنوان را مشتقاتش و u وابسته متغیر ،ͳکل مشتقات

١٢٩
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وابسته متغیر دو با عددی ͳجزئ دیفرانسیل معادلات بیابیم١.٨. را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ فصل

آورد، بدست t̂ و x̂ حسب بر را t و x تا کرد معوس م�ͳتوان (ͳموضع بطور را( (2.8) اول معادله دو
:ͳیعن باشد، ناصفر ژاکوبین اینه بر مشروط

u = u(x, t) که ͳامΎهن J ≡
∣∣∣∣∣∣ Dx x̂ Dx t̂

Dt x̂ Dt t̂

∣∣∣∣∣∣ , 0. (۴.٨ )

بصورت را (٢.٨) معادله آخرین آنΎاه باشد، برقرار (۴.٨) رابطه اگر

û = û(x̂, t̂) (۵.٨ )

نماییم. ͳنویس دوباره م�ͳتوانیم
: آوریم ͳم بدست ، (۵.٨) برای زنجیری قاعده باربردن ]با
Dxû
Dtû

]
=

[
Dx x̂ Dx t̂
Dt x̂ Dt t̂

] [
ûx̂
ût̂

]
کرامر) قاعده بنابر ) بنابراین و

ûx̂ =
1
J

∣∣∣∣∣∣ Dxû Dx t̂
Dtû Dt t̂

∣∣∣∣∣∣ , ût̂ =
1
J

∣∣∣∣∣∣ Dx x̂ Dxû
Dt x̂ Dtû

∣∣∣∣∣∣ . (۶.٨ )

û از ͳدلخواه مشتق ûJ اگر م�ͳآیند. بدست ͳبازگشت بطور فوق استدلال ترار با بالاتر مرتبه امتدادهای
آنΎاه باشد، t̂و x̂ به نسبت

ûJx̂ ≡
∂ûJ

∂x̂
=

1
J

∣∣∣∣∣∣ DxûJ Dx t̂
DtûJ Dt t̂

∣∣∣∣∣∣ ,
ûJt̂ ≡

∂ûJ

∂t̂
=

1
J

∣∣∣∣∣∣ Dx x̂ DxûJ
Dt x̂ DtûJ

∣∣∣∣∣∣ . (٧.٨ )

م�ͳیابد: امتداد ذیل بصورت دوم مرتبه مشتقات تبدیل مثال، برای

ûx̂x̂ =
1
J

∣∣∣∣∣∣ Dxûx̂ Dx t̂
Dtûx̂ Dt t̂

∣∣∣∣∣∣ ,
ût̂t̂ =

1
J

∣∣∣∣∣∣ Dx x̂ Dxût̂
Dt x̂ Dtût̂

∣∣∣∣∣∣ ,
ûx̂t̂ =

1
J

∣∣∣∣∣∣ Dxût̂ Dx t̂
Dtût̂ Dt t̂

∣∣∣∣∣∣ = 1
J

∣∣∣∣∣∣ Dx x̂ Dxûx̂
Dt x̂ Dtûx̂

∣∣∣∣∣∣ . (٨.٨ )

تعریف را ام n مرتبه ͳجزئ مشتقات با یΈمعادله نقطه�ای تقارنهای م�ͳتوانیم که هستیم ͳموقعیت در اکنون
نمائیم:

∆(x, t,u,ux,ut, · · · ) = 0 . (٩.٨ )

شل به ای ͳجزئ مشتقات با معادلات به را توجهمان ،ͳسادگ برای

∆ = uσ−ω(x, t,u,ux,ut, · · · ) = 0 , (١٠.٨ )

١٣٠
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ͳکل حالت در م�ͳنمائیم.( معطوف است uσ از مستقل ω و م�ͳباشد u ام n مرتبه مشتقات ز ا ͳی uσ که
. نباشد) uσ از ͳمشتق هر یا uσ به وابسته ω اینه به مشروط باشد، k < n مرتبه از تواند ͳم uσ تر،

اگر م�ͳباشد (9.8) از نقطه�ای تقارن Έی Γ نقطه�ای تبدیل

∆(x̂, t̂, û, ûx̂, ût̂, · · · ) = 0 باشد برقرار (٩.٨) .هنΎامیه (١١.٨ )

حل مستقیم بطور آنرا که کنیم تلاش نباید لذا م�ͳباشد، پیچیده نهایت در (١١.٨) تقارن شرط ،ͳنوع به
مشتقات با معادله از ویژه تقارن Έی مفروض نقطه�ای تبدیل آیا که مطلب این ͳبررس اینه مΎر نمائیم،

باشد. ساده کاملا̈ خیر یا است ͳجزئ

دهیم نشان اینه برای را تقارن شرط اینجا در . مثال ١.٨

(x̂, t̂, û) = (
x
2t
,
−1
4t
,2(ut− x)) (١٢.٨ )

برگر معادله از ای نقطه تقارن Έی

ut +uux = uxx (١٣.٨ )

(١٢.٨) نقطه�ای تبدیل ژاکوبین م�ͳبریم. بار است،

J =
∣∣∣∣∣∣ 1

2t 0
−x
2t2

1
4t2

∣∣∣∣∣∣ = 1
8t3 ,

بنابراین و باشد ͳم

ûx̂ = 8t3

∣∣∣∣∣∣ 2(tux−1) 0
2(tut +u) 1

4t2

∣∣∣∣∣∣ = 4t(tux −1),

ût̂ = 8t3

∣∣∣∣∣∣ 1
2t 2(tux −1)
−x
2t2 2(tut +u)

∣∣∣∣∣∣ = 8t(t2ut + xtux + tu− x),

ûx̂x̂ = 8t3

∣∣∣∣∣∣ 4t2uxx 0
4(t2uxt +2tux −1) 1

4t2

∣∣∣∣∣∣ = 8t3uxx,

که نمائید توجه باشد. ͳم

ût̂ + ûûx̂ = 8t3(ut +uux),

تقارن شرط در ای نقطه تبدیل بنابراین و

ut +uux = uxx هنΎامیه ût̂ + ûûx̂ = ûx̂x̂,

شود اتخاذ باید نقطه�ای تقارنهای از فرم چه اینه از اولیه شناخت ما تر، ͳکل بیان در م�ͳکند. صدق
ͳل گروههای برای ͳسیستماتی جستجوی Έی که دارد وجود امان این معمول بطور اگرچه نداریم.
دیفرانسیل معادلات روش شبیه اساساً شده اتخاذ روش دهیم. انجام نقطه�ای تقارنهای از پارامتری Έی

هستیم: ذیل بفرم نقطه�ای تقارنهای بدنبال ما م�ͳباشد. ͳمعمول

x̂ = x+εξ(x, t,u)+O(ε2),
t̂ = t+ετ(x, t,u)+O(ε2), (١۴.٨ )
û = u+εη(x, t,u)+O(ε2).

١٣١
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بوسیله ، تبدیلات از (ͳموضع) پارامتری Έی ͳل گروه هر ، صفحه ͳل ای نقطه تبدیلات مشابه تنها
فرم به که کوچش نهایت ͳب مولد از نماگیری

X = ξ∂x +τ∂t +η∂u, (١۵.٨ )

حل بوسیله را (x̂, t̂, û) ، مشابه بطور م�ͳآید. بدست م�ͳباشد

dx̂
dε
= ξ(x̂, t̂, û) ,

dt̂
dε
= τ(x̂, t̂, û) ,

dû
dε
= η(x̂, t̂, û)

داریم: اولیه شرایط تحت . بیاوریم بدست توانیم ͳم

(x̂, t̂, û)|ε=o = (x, t,u).

اگر م�ͳشود، نΎاشته X بوسیله شده تولید تبدیلات گروه بوسیله خودش به u = u(x, t) سط

u = u(x, t) هنΎامیه X = (u−u(x, t)) = 0 . (١۶.٨ )

که نمود، بیان توان ͳم گروه مشخصه بردن بار با ͳسادگ به را شرط این باشد.

Q = η− ξux−τut. (١٧.٨ )

اینه بر مشروط ناورداست، u = u(x, t) سط ،(١۶.٨) بنابر م�ͳباشد.

u = u(x, t) هنΎامیه Q = 0. (١٨.٨ )

ͳاصل تینی�Έهای از ͳبرخ مرکز شرط این م�ͳشود. نامیده سط ͳناوردای شرط (١٨.٨) معادله باشد.
م�ͳباشد. ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای

است: ذیل بصورت اول مرتبه مشتقات به (١۴.٨) نقطه�ای تبدیل امتداد

ûx̂ = ux +εη
x(x, t,u,ux,ut)+O(ε2),

ût̂ = ut +εη
t(x, t,u,ux,ut)+O(ε2), (١٩.٨ )

بنابر(٨.۶)، که،

ηx(x, t,u,ux,ut) = Dxη−uxDxξ−utDxτ,

ηt(x, t,u,ux,ut) = Dtη−uxDtξ−utDtτ. (٢٠.٨ )

استفاده از(٧.٨) منظور این برای م�ͳشود، داده امتداد بالاتر مرتبه مشتقات به ͳبازگشت بطور تبدیل این
کنید فرض نمایید.

ûJ = uJ +εη
J +O(ε2), (٢١.٨ )

ها: j2, j1 از تعدادی برای که باشد

uJ ≡
∂ j1+ j2u
∂x j1∂t j2

, ûJ ≡
∂ j1+ j2 û
∂x̂ j1∂t̂ j2

.

م�ͳآید: بدست (٧.٨) از آنΎاه

ûJx̂ = uJx +εη
Jx +O(ε2), ûJt̂ = uJt +εη

Jt +O(ε2), (٢٢.٨ )

١٣٢
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که ͳقسم به

ηJx = Dxη
J −uJxDxξ−uJtDxτ,

ηJt = Dtη
J −uJxDtξ−uJtDtτ, (٢٣.٨ )

مثال برای نماییم. بیان مشخصه حسب بر م�ͳتوانیم را ηJ تواب΄ همچنین، م�ͳباشد.

ηx = DxQ+ ξuxx +τuxt, ηt = DtQ+ ξuxt +τutt. (٢۴.٨ )

م�ͳآیند: بدست j2, j1 روی استقرا بوسیله بالاتر مرتبه عبارات

ηJ = DJ Q+ ξDJux+τDJut, (٢۵.٨ )

که

DJ ≡ D j1
x D j2

t (٢۶.٨ )

مرتبه تا مشتقات به ηJ∂uJ فرم به ͳعبارات ͳتمام افزودن با� مشتقات به Έکوچ نهایت ͳب مولد م�ͳباشد.
مثال، برای م�ͳشود. داده امتداد دلخواه

X(1) = ξ∂x +τ∂t +η∂u+η
x∂ux +η

t∂ut = X+ηx∂ux +η
t∂ut , (٢٧.٨ )

X(2) = X(1)+ηxx∂uxx +η
xt∂uxt +η

tt∂utt . (٢٨.٨ )

ͳتمام روی باشد لازم گروه عمل بیان برای که ͳدفعات تعداد به مولد که م�ͳنماییم قرارداد اکنون، هم از
یافتن برای نماییم). اشاره ͳامتدادده مرتبه به دقیق بطور نباید معمولا˦ م�ͳشود( داده امتداد متغیرها
در عبارات این از تعدادی داریم. احتیاج (٢٣.٨) رابطه برای ͳدقیق عبارات به نقطه�ای، ͳل تقارنهای

موجودند: اینجا

ηx = ηx+ (ηu− ξx)ux −τxut − ξuu2
x −τuuxut, (٢٩.٨ )

ηt = ηt − ξtux+ (ηu−τt)ut − ξuuxut −τuu2
t , (٣٠.٨ )

ηxx = ηxx + (2ηxu− ξxx)ux−τxxut + (ηuu−2ξxu)u2
x

−2τxuuxut − ξuuu3
x −τuuu2

xut + (ηu−2ξx)uxx

−2τxuxt −3ξuuxuxx −τuutuxx −2τuuxuxt, (٣١.٨ )
ηxt = ηxt + (ηtu− ξxt)ux + (ηxu−τxt)ut − ξtuu2

x

+(ηuu− ξxu−τtu)uxut −τxuu2
t − ξuuu2

xut −τuuuxu2
t

−ξtuxx − ξuutuxx + (ηu− ξx−τt)uxt −2ξuuxuxt

−2τuutuxt −τxutt −τuuxutt, (٣٢.٨ )
ηtt = ηtt − ξttux + (2ηtu−τtt)ut −2ξtuuxut

+(ηuu−2τtu)u2
t − ξuuuxu2

t −τuuu3
t −2ξtuxt

−2ξuutuxt + (ηu−2τt)utt − ξuuxutt −3τuututt. (٣٣.٨ )

م�ͳآیند. بدست ε = 0 در ε به نسبت (٨.١١) تقارن شرط از گیری دیفرانسیل بوسیله ͳل نقطه�ای تقارنهای
م�ͳآوریم: بدست ذیل بصورت را شده ͳخط تقارن شرط

X∆ = 0 هنΎامیه ∆ = 0. (٣۴.٨ )

١٣٣
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(مطابق را باقیمانده عبارتهای سپس هستیم. (٣۴.٨) از uσ حذف به قادر (١٠.٨) روابط از استفاده با
η,τ,ξ برای مبین معادلات از ͳخط دستΎاه Έی تا م�ͳکنیم Έیتف ( u مشتقات به وابست�ͳΎهایشان
Έی مفروض، ͳجزئ مشتقات با معادله ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای ͳتمام از L برداری فضای آید. بدست

نباشد. البعد ͳمتناه است ممن اگرچه م�ͳباشد، ͳل جبر

بΎیرید: نظر در را ذیل ͳجزئ مشتقات با معادله ،Έنیت این بهتر شدن روشن برای . مثال ٢.٨

ut = u2
x. (٣۵.٨ )

بصورت ͳخط تقارن شرط

ηt = 2uxη
x باشد برقرار (٨.٣۵) هنΎامیه (٣۶.٨ )

داریم (٣۵.٨) رابطه از ،ut حذف با و فوق شرط از بااستفاده م�ͳباشد.

ηt − ξtux + (ηu−τt)u2
x − ξuu3

x −τuu4
x =

= 2ux(ηx + (ηu− ξx)ux− (ξu+τx)u2
x −τuu3

x)

ͳاهΎدست هستند، ux از ͳدلخواه های توان از ͳحاصلضرب بصورت که ͳعبارتهای دادن قرار برابر از پس
آوریم: ͳم بدست را زیر مبین معادلات

τu = 0, (٣٧.٨ )
ξu+2τx = 0, (٣٨.٨ )

ηu+τt −2ξx = 0, (٣٩.٨ )
ξt +2ηx = 0, (۴٠.٨ )

ηt = 0. (۴١.٨ )

حل با .( · · · ,u3
x عبارات حسب بر آنΎاه شده�اند، مرتب u4

x عبارات حسب بر فوق عبارات ابتدا (در
عبارت: تا م�ͳنماییم آغاز (٣٧.٨)

τ = A(x, t),

به (٣٨.٨) ͳعموم جواب بنابراین است. دلخواه ͳتابع حاضر) حال (در A آن در که آوریم بدست را
فرم:

ξ = −2Axu+B(x, t),

(٣٩.٨)عبارت: از و است

η = −2Axxu2+ (2Bx −At)u+C(x, t),

داریم: ،(۴١.٨) و (۴٠.٨) در فوق نتای; جایΎذاری با آوریم. ͳم بدست .C و B دلخواه تواب΄ ازای به

−4Axxxu2+4(Bxx −Axt)u+Bt +2Cx = 0, (۴٢.٨ )
−2Axxtu2+ (2Bxt −Att)u+Ct = 0. (۴٣.٨ )

١٣۴
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دادن قرار برابر با م�ͳتوانند (۴٣.٨) و (۴٢.٨) روابط بنابراین م�ͳباشند، u از مستقل C و B,A تواب΄
شوند: تجزیه ذیل بصورت ،u از ͳتوانهای

Ct = 0, (۴۴.٨ )
Bt +2Cx = 0, (۴۵.٨ )

2Bxt −Att = 0, (۴۶.٨ )
Bxx −Axt = 0, (۴٧.٨ )

Axxt = 0, (۴٨.٨ )
Axxx = 0, (۴٩.٨ )

م�ͳآوریم: بدست را زیر روابط بترتیب (۴۶.٨) و (۴۵.٨) ، (۴۴.٨) روابط از Έی هر بردن بار با

C = α(x),
B = −2α′(x)t+β(x), (۵٠.٨ )
A = 2α′′(x)t2+γ(x)t+δ(x).

(۴٩.٨) و (۴٨.٨) ، (۴٧.٨) در (۵٠.٨) جایΎذاری با که هستند x از ͳتوابع δ,γ,β,α اینجا در
راحل حاصل ای ͳمعمول دیفرانسیل معادلات و دهید قرار ͳی را t از ͳتوانهای سپس م�ͳشوند، مشخص

ͳعموم جواب به نهایت در تا نمایید.

ξ = −4c1tx−2c2t+ c4(
1
2

x2−2tu)+ c6x+ c7−4c8xu−2c9u,

τ = −4c1t2+ c4xt+ c5t+ c8x2+ c9x+ c10, (۵١.٨ )
η = c1x2+ c2x+ c3+ c4xu− c5u+2c6u−4c8u2,

بعدی ده ،ͳل جبر که است مطلب این نشاندهنده که موجودند فوق روابط در دلخواه ثابت ده برسید.
م�ͳباشد.

دیفرانسیل معادله و ͳجزئ مشتقات با معادلات ͳل نقطه�ای تقارنهای نمودیم، مشاهده که همانطور
متغیر چندین شامل ͳجزئ مشتقات با اما،معادلات م�ͳآیند. بدست مشابه ͳروش توسط اساساً ها ͳمعمول
و م�ͳنمائیم خلاصه را محاسبه صرفاً فصل، ادامه در م�ͳباشند. ͳطولان محاسبات لذا م�ͳباشند، مستقل

م�ͳدهیم. ارائه بپردازد جزئیات اجرای به بتواند خواننده آنه برای را ͳکاف اطلاعات
که ͳعبارات از قبل uk

x توسط شده ضرب عبارات از استفاده با را مبین معادلات ابتدا قبل مثال در
بعدی معادله سازی ساده برای مرحله هر در آمده بدست اطلاعات نمودیم. شده�اندحل ضرب uk−1

x توسط
ͳآنهای (برای بالاتر مرتبه ͳجزئی مشتقات با معادلات به که است موثری بسیار روش این م�ͳشوند. استفاده

م�ͳباشد: تعمیم قابل ذیل بصورت باشند) داشته است ممن بیشتری مبین معادلات که
تقارن شرط در که ͳعبارات عوض در ندهید. بسط را ηJ همه اما بنویسید، را ͳخط تقارن شرط ابتدا
این از بΎیرید. نظر در ͳی را شده�اند ضرب u بالاتر مرتبه مشتقات از بالاتری توان توسط شده ͳخط
حاصل نتای; آنΎاه بپردازیم. آنها حل به باید اکنون که م�ͳآیند بدست مبین معادلات از تعدادی عبارات
بصورت که را ͳعبارات حال م�ͳگیریم. بار ͳخط تقارن شرط در عبارات ͳباق سازی ساده برای را
معادلات و بنویسید را هستند بالاتر باقیمانده مشتقات از بالاتر مرتبه باقیمانده توان توسط ͳحاصلضرب
گردد. برقرار کاملا̈ شده ͳخط تقارن شرط تا م�ͳدهیم ادامه را فرآیند این نمایید. حل را شده حاصل مبین
شده، استفاده عبارات در مرتبه تغییر توسط اوقات ͳگاه اما م�ͳنماید، عمل خوب عموماً روش این

رسید. نتیجه به سریعتر م�ͳتوان

١٣۵
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وابسته متغیر دو با عددی ͳجزئ دیفرانسیل معادلات بیابیم١.٨. را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ فصل

برگر، معادله برای شده ͳخط تقارن شرط . مثال ٣.٨

ut +uux = uxx, (۵٢.٨ )

بصورت

ηt +uηx +uxη = η
xx باشد برقرار (۵٢.٨) هنΎامیه (۵٣.٨ )

در بالاتر مرتبه مشتق عبارات کنیم، ͳم استفاده (۵٢.٨) فرمول چپ سمت از uxx بجای م�ͳباشد.
کنیم: ͳم شروع ، مذکور عبارات نوشتن با م�ͳباشند. uxt عامل دارای (۵٣.٨)

0 = −2τxuxt −2τuuxuxt.

به: م�ͳشود منجر مطلب این

τx = τu = 0

باقیمانده عبارات م�ͳنماید. حذف شده ͳخط تقارن شرط از را عبارات از بسیاری که

ηt − ξtux + (ηu−τt)ut − ξuuxut +u(ηx + (ηu− ξx)ux− ξuu2
x)+uxη =

= ηxx + (2ηxu− ξxx)ux + (ηuu−2ξxu)u2
x − ξuuu3

x + (ηu−2ξx−3ξuux)(ut +uux)

هستند: ذیل بصورت ut توسط شده ضرب عبارات بویژه، هستند.

(ηu−τt)ut − ξuuxut = (ηu−2ξx −3ξuux)ut.

م�ͳشود: حاصل مبین معادله دو لذا

ξu = 0, ξx =
1
2
τ′(t).

،α مانند ͳتابع برای بنابراین

ξ =
1
2
τ′(t)x+α(t),

ͳل جبر م�ͳکنند. معین دلخواه ثابت ۵ تا را ، τ و α شده ͳخط تقارن شرط در عبارات ͳباق م�ͳباشد.
توسط نقطه�ای تقارن مولدهای

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = t∂x+∂u,

X4 = x∂x +2t∂t −u∂u, X5 = xt∂x+ t2∂t + (x−ut)∂u.

م�ͳشوند. تولید
مضارب که ͳآنهای به نسبت را هستند ut مضارب که ͳعبارات است بهتر فوق، محاسبات در تذکر:
ͳجزئ مشتقات با کهمعادلات ͳپیچش معادلات برای مطلب این م�ͳدهیم. اولویت در هستند ux از ͳتوان

فرم به

ut = F(x, t,u,ux,uxx,uxxx, · · · )

F برگر، معادله برای (t به نه م�ͳباشند، x به نسبت u از ͳمشتقات شامل تنها F) م�ͳباشد. معمول م�ͳباشند
دهیم. نسبت ux عبارات به که م�ͳباشد ͳطبیع ut برای لذا م�ͳباشد، uxx با متناسب عبارت Έی دارای

١٣۶
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بیابیم را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ وابستهفصل متغیر دو با عددی ͳجزئ دیفرانسیل معادلات .١.٨

مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله اینصورت در باشد، همΎن و ͳخط ،ͳجزئ مشتقات با معادله Έی اگر
که م�ͳکند بیان ͳخط ترکیب قاعده م�ͳباشد. نقطه�ای تقارن مولدهای از البعد ͳنامتناه ͳل جبر Έی دارای

( ε هر (برای آنΎاه باشد، ͳجزئ مشتقات با معادله جوابهای U(x, t) و u(x, t) اگر

û = u+εU(x, t).

بنابراین

XU = U(x, t)∂u (۵۴.٨ )

جواب بسیاری تعداد دارای ͳجزئ مشتقات با معادله م�ͳباشد. U(x, t) جواب هر برای ͳتقارن مولد Έی
با درمعادله u اگر مشابه طور به م�ͳباشد. ͳنامتناه بعد از ͳل جبر بنابراین م�ͳباشد، ͳنامتناه ͳخط مستقل
مرتبط همΎن ͳجزئ مشتقات با معادله از ͳجواب هر U(x, t) و نماید صدق همΎن ͳخط ͳجزئ مشتقات
غیر ͳجزئ مشتقات با معادله Έی کنید فرض م�ͳباشد. ͳتقارن مولد Έی (۵۴.٨) رابطه آنΎاه باشد،
ͳخط همΎن معادله دلخواه جوابهای به وابسته که باشد نقطه�ای ͳتقارن مولدهای دارای مفروض ͳخط
ͳخط را اولیه ͳجزئ مشتقات با معادله Έی م�ͳتوان معادله، دو ͳتقارن مولدهای مقایسه با آنΎاه باشد.
ͳخط معادله به را ͳخط غیر ͳجزئ مشتقات با معادله که م�ͳباشد نقطه�ای تبدیل Έی ساختن هدف نمود.

م�ͳدهد. شرح را عمل این انجام ͳΎونΎچ ذیل مثال مرتبط). همΎن معادله Έی (یا م�ͳنΎارد.

توماس معادله نقطه�ای تقارن مولدهای ͳل جبر . مثال ۴.٨

uxt = uxut −1 (۵۵.٨ )

توسط

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = ∂u, (۵۶.٨ )
X4 = x∂x − t∂t,

{
XV = V(x, t)eu∂u : Vxt = V

}
,

جوابهای به وابسته توماس معادله ͳل جبر حقیقت در م�ͳشود. تولید

vxt = v (۵٧.٨ )

مولدهای ͳل جبر نمائیم. تبدیل (۵٧.٨) به را توماس معادله م�ͳتوانیم که است مطلب این مبین که م�ͳباشد
توسط (۵٧.٨) نقطه�ای تقارن

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = v∂v, (۵٨.٨ )
X4 = x∂x − t∂t,

{
XV = V(x, t)∂v : Vxt = V

}
,

�ͳل جبرهای مقایسه به م�ͳنΎارد، دیΎری به را ͳی که نقطه�ای تبدیل Έی یافتن منظور به م�ͳشود. تولید
این مبین که م�ͳباشند t, x روی مشابه عمل دارای فوق ͳل جبر دو هر م�ͳپردازیم. (۵٨.٨) و (۵۶.٨)
که را v = f (u) متغیرهای تغییر لذا نم�ͳیابند. تغییر نقطه�ای تبدیل توسط متغیرها این که م�ͳباشد مطلب
نهایت ͳب مولدهای متغیرهابرای تغییر معمول فرمول م�ͳگیریم. نظر در م�ͳنΎارد، (٨.۵٨) به را (٨.۵۶)

به Έکوچ

v = e−u (۵٩.٨ )

م�ͳنماید. ͳخط را توماس معادله واق΄ در تبدیل این که نماید ͳبررس م�ͳتواند خواننده م�ͳشود. ͳمنته
باشد، البعدی ͳمتناه مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله Έی نقطه�ای تقارن مولدهای ͳل جبر اگر
معادله Έی نقطه�ای تقارن مولدهای گردد. ͳخط نم�ͳتواند نقطه�ای تبدیل توسط ͳجزئ مشتقات با معادله
نΎاشته یافته تبدیل ͳجزئ مشتقات با معادلات به زنجیری قانون توسط نیافته تبدیل ͳجزئ مشتقات با
از ͳبرخ چه، اگر نم�ͳیابد. تغییر دلخواه نقطه�ای تبدیل توسط ͳل جبر بعد بنابراین (وبرعس)، م�ͳشوند
گردند. ͳخط نقطه�ای غیر تبدیلات بوسیله م�ͳتوانند ͳمتناه �ͳل های جبر با ͳجزئ مشتقات با معادلات

١٣٧
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ͳعموم ͳجزئ مشتقات با معادلات برای شده ͳخط تقارن شرط بیابیم٢.٨. را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ فصل

ͳعموم ͳمشتقاتجزئ با معادلات برای شده ͳتقارنخط شرط بخش٢.٨
u= (u1, · · · ,uM) وابسته متغیر M با ͳجزئ مشتقات با معادلات به شد بیان قبل بخش در که ͳمطالب تمام
برای u(k) از باید نمادگذاری سازی کوتاه برای م�ͳشود. داده تعمیم x = (x1, · · · , xN) مستقل متغیر Nو
ضمن در م�ͳنمائیم. استفاده کمتر یا k مرتبه از جزئ�ͳشان مشتقات و وابسته متغیرهای مجموعه نمایش
اندیس از باید که است این تفاوت تنها باشد. ͳم آشنا شده ͳخط تقارن شرط نمودن مشخص برای روش
دهیم شرح را جزئیات آنه بدون ͳاصل نات بیان به تنها بنابراین نماییم. استفاده بیشتری گذاری

م�ͳپردازیم.
ͳیعن باشد، نقطه�ای تبدیلات از پارامتری Έی ͳل گروه Έی Έکوچ نهایت ͳب مولد X کنید فرض

X = ξi(x,u)∂xi +ηα(x,u)∂uα . (۶٠.٨ )

آن: در که است، Q = (Q1, · · · ,QM) گروه، مشخصه

Qα = ηα− ξiuαxi , α = 1, · · · ,M (۶١.٨ )

م�ͳباشیم: ͳکل مشتقات از استفاده نیازمند شده ͳخط گروه عمل ͳامتدادده برای

Dxi ≡ ∂xi +uαxi∂uα + · · · .

بصورت X اول مرتبه امتداد

X(1) = X+ηl
α(x,u(1))∂uα

xl

که م�ͳباشد

ηl
α(x,u(1)) = Dxl Qα+ ξ

iDxl uαxi . (۶٢.٨ )

از: عبارتست یافته امتداد مولدهای برای ͳعموم فرمول مشابه، بطور

X = ξi(x,u)∂xi +ηα(x,u)∂uα +η
J
α∂uαJ

, (۶٣.٨ )

و uαJ = DJuα که ͳقسم به

ηJ
α = DJ Qα+ ξ

iDJuαxi (۶۴.٨ )

اینجا در م�ͳباشد.

DJ = D j1
x1 D j2

x2 · · ·D
jM
xM ,

گروه عمل دادن شرح برای که ͳعبارات ͳتمام شامل (۶٣.٨) یافته امتداد مولد که م�ͳکنیم فرض و است
باشد. داریم، نیاز مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله روی شده ͳخط

فرم به ͳجزئ مشتقات با تنهامعادلات سهولت، برای

∆β ≡ uσβ −ωβ(x,u(n)) = 0, β = 1, · · · ,M (۶۵.٨ )

در دیΎری عبارت Ϳهی که معنا بدین م�ͳباشد، uα « مشتق «بالاترین uσβ هر که م�ͳگیریم نظر در را
را uσβ هر که م�ͳسازد قادر را ما مطلب این نم�ͳباشد. مشتقاتش یا uσβ از Έی هر شامل مذکور دستΎاه

١٣٨
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بیابیم را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ عمومͳفصل ͳجزئ مشتقات با معادلات برای شده ͳخط تقارن شرط .٢.٨

دو به م�ͳتوانیم را حاصل دستΎاه سپس نمائیم. جایΎزین متناظرش ωβ بوسیله شده ͳخط تقارن شرط در
نمائیم. بندی تقسیم u باقیمانده مشتقات توانهای دادن قرار یسان توسط مبین معادله

معادلات از مشابه تعداد دارای که هام�ͳپردازیم ͳجزئ مشتقات با معادله از ͳاههایΎدست به تنها تذکر:
جواب وجود و بودن ͳتحلیل فرض ،ͳنیت پیچیدگ�ͳهای از اجتناب برای م�ͳباشند. وابسته متغیرهای با
افراد م�ͳگیریم. نظر ،در را نظر مورد ناحیه در دلخواه اولیه مقدار با که ͳکوش مسئله برای بفرد منحصر

نمایند. سخت چندان نه Έنیت این ͳمقدمات اطلاعات ͳبررس صرف را زیادی زمان نباید مبتدی

نقطه�ای تبدیلات که م�ͳباشند خط�ͳای تبدیلات جزئیدارای مشتقات با معادلات از ͳبرخ . مثال ۵.٨
نوشته اول مرتبه دستΎاه Έی بصورت ͳجزئ مشتقات با معادله هنΎامیه اما نیستند، اولیه متغیرهای با

برگر معادله که دهیم نشان باید م�ͳگردند. ظاهر نقطه�ای تبدیلات بعنوان م�ͳشود

ut +uux = uxx, (۶۶.٨ )

Έی توسط شدن ͳخط قابلیت بنابراین م�ͳباشد. نقطه�ای تقارن مولدهای از بعدی ۵ ͳل جبر Έی دارای
نوشته تواند ͳم ذیل بصورت ͳΎپایست قانون Έی بعنوان برگر معادله باشد. ͳنم دارا را نقطه�ای تبدیل

شود:

ut + (
1
2

u2−ux)x = 0.

که ͳقسم به v پتانسیل لذا،

ux = vt +
1
2

u2, vx = u, (۶٧.٨ )

برای م�ͳتوان متناوباً، م�ͳآید. بدست برگر معادله ،(۶٧.٨) رابطه از v حذف با م�ͳباشد. موجود هستند،
نمائیم: حذف را u برگر، معادله پتانسیل» «فرم آوردن بدست

vt +
1
2

v2
x = vxx. (۶٨.٨ )

تقارن مولدهای ،(۶٠.٨) رابطه بنابر بیابیم. را (۶٧.٨) دستΎاه ͳل نقطه�ای تقارنهای داریم قصد اکنون
فرم به نقطه�ای

X = ξ(x, t,u,v)∂x+τ(x, t,u,v)∂t +η(x, t,u,v)∂u+χ(x, t,u,v)∂v,

اختصاص را متمایزی حروف ومتغیرها تواب΄ به ، ها اندیس افزایش از اجتناب برای اینجا (در م�ͳباشند.
شده ͳخط تقارن شرط م�ͳدهیم).

ηx = χt +uη, χx = η باشد. برقرار (۶٧.٨) هنΎامیه (۶٩.٨ )

توسط که م�ͳآید بدست البعد ͳنامتناه ͳل جبر Έی دهیم)، قرار تمرین بعنوان (که ساده محاسبات از پس

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = ∂v, X4 = x∂x+2t∂t −u∂u,

X5 = t∂x+∂u+ x∂v, X6 = xt∂x+ t2∂t + (x− tu)∂u+ (
1
2

x2+ t)∂v, (٧٠.٨ ){
XW = [Wx(x, t)+

1
2

W(x, t)u]ev/2∂u+W(x, t)ev/2∂v : Wt =Wxx
}
,

١٣٩
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کامپیوتری جبر بوسیله تقارنها یافتن بیابیم٣.٨. را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ فصل

مثال در که را مولدی پن; دیΎر بار نماییم، نظر صرف ∂v مضارب تمام از موقت بطور اگر م�ͳشود. تولید
فرم به ͳمولدهای همچنین م�ͳآوریم. بدست را بودیم یافته (٨.١.٣)

XW = [Wx(x, t)+
1
2

W(x, t)u]ev/2∂u, (٧١.٨ )

وابسته فقط نقطه�ای تقارن مولدهای کنند. ͳنم تولید را برگر معادله نقطه�ای تقارنهای که م�ͳیابیم را
را (آنها م�ͳباشند. نیز v پتانسیل به وابسته (٧١.٨) فرم به ͳمولدهای حالیه در م�ͳباشند، (x, t,u) به

م�ͳنامیم). برگر معادله پتانسیل تقارتهای
نظر در ،∂u عبارات نΎرفتن نظر در با را (x, t,v) متغیرهای به (٧٠.٨) مولدهای تحدید اکنون

: از عبارتند یافته تحدید مولدهای م�ͳگیریم.

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = ∂v, X4 = x∂x +2t∂t,

X5 = t∂x + x∂v, X6 = xt∂x+ t2∂t + (
1
2

x2+ t)∂v, (٧٢.٨ ){
XW =W(x, t)ev/2∂v : Wt =Wxx

}
,

نقطه�ای تقارن مولدهای آنها نم�ͳباشند. u به وابسته ͳول م�ͳباشند v, t, x به وابسته الذکر فوق مولدهای
گرما معادله دلخواه جوابهای به وابسته XW مولدهای م�ͳباشند. برگر معادله پتانسیل فرم برای

wt = ωxx,

نوشتن با (۶٨.٨) رابطه که م�ͳشود داده نشان ͳآسان به و م�ͳباشند

w = e−v/2 (٧٣.٨ )

بنابراین .( م�ͳگذاریم ͳباق تمرین بعنوان را نتیجه این به رسیدن (طریقه م�ͳشود. نΎاشته گرما معادله به

wx =
−1
2

vxe−v/2 =
−1
2

uw,

کول: - هوپف آشنا تبدیل به منجر که

u = −2
wx

w
(٧۴.٨ )

را ما (۶٧.٨) دستΎاه نقطه�ای تقارنهای اما نم�ͳباشد، برگر معادله از نقطه�ای تبدیل Έی این م�ͳگردد.
آوریم. بدست را آن تا م�ͳسازد قادر

کامپیوتری جبر بوسیله تقارنها یافتن بخش٣.٨
اگرچه، م�ͳدهد. ارائه ͳل نقطه�ای تقارنهای یافتن برای را سیستماتی�ͳای روش شده، ͳخط تقارن شرط
کنترل قابل غیر سرعت به محاسبات یابد، افزایش دیفرانسیل معادله مرتبه یا متغیرها تعداد هنΎامیه
ͳجزئ مشتقات با معادلات با بودند، ساده نسبتاً پرداختیم آنها مطالعه به تاکنون که ͳمثالهای) م�ͳگردد.
برای تقارن-یاب افزاری نرم بسته ، گذشته سالیان ͳط در .( م�ͳنمائیم کمترآغاز متغیرهای با کمتر مرتبه
از ͳبخش برای مختصری مقدمه بخش این است. یافته گسترش کامپیوتری جبر دستΎاههای از بسیاری
خواننده به اما نم�ͳباشد، جام΄ مطلب این م�ͳباشند. دسترس در اکنون که م�ͳباشد افزاری نرم بسته�های
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که م�ͳباشند ͳروالهای زیر دارای بسته�ها از بسیاری م�ͳدهد. ارائه نمودن آغاز برای را ͳکاف اطلاعات
دهد. انجام را اعمال این نظیر و نماید محاسبه را جابجاگر بیابد، را دقیق جوابهای م�ͳسازد قادر را کاربر
آنها شرح به اینجا در که م�ͳنمایند تغییر عمده بطور افزاری نرم بسته�های میان در سودمندی ابزارهای
آمده بخش این خاتمه در که ͳسایت�های وب لیست از م�ͳتوان را ͳجزئ مستندات و بسته�ها نم�ͳپردازیم.

نمایید. دانلود است
افزاری نرم بسته ،(۶۵.٨) مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله ͳل نقطه�ای تقارنهای آوردن بدست برای
معادله کاربر بپردازد. شده ͳخط تقارن شرط بندی تقسیم توسط مبین معادلات محاسبه به باید ابتدا
باید uσβ عبارات از Έکدامی که م�ͳدهد دستور برنامه به سپس و م�ͳسازد وارد را ͳدیفرانسیل (معادلات)
بر حداقل ، جمله�ای چند بصورت ͳجزئ مشتقات با معادله که دارند نیاز بسته�ها از بسیاری شوند. حذف
مشتقات از ͳتوانهای دادن قرار یسان توسط را مبین معادلات بتوانند اینه برای باشد، u مشتقات حسب
تصفیه معادله قبیل از باشند، ͳم گویا های جمله�ای چند که ͳجزئ مشتقات با معادلات نمایند. استخراج

ͳخط غیر

ut =
uxx

1+u2
x

(٧۵.٨ )

مثال برای گردند، وارد جمله�ای چند فرم به توانند ͳم

(1+u2
x)ut −uxx = 0.

معادله های دستΎاه اگر م�ͳپذیرد. انجام کاربر دخالت بدون و م�ͳباشد ساده مبین معادلات مشتق معمولا˦
حافظه�ای محدودیت�های با افزاری نرم بسته باشد، پیچیده یا بالا مرتبه از بزرگ، بسیار ͳجزئ مشتقات با
آغاز مبین معادلات از ͳکم تعداد یافتن با که است این مشل این رف΄ پیرامون راه Έی م�ͳشود. اجرا
نماییم. استفاده باقیمانده محاسبات سازی ساده برای نتای; از و نموده حل را مبین معادلات سپس نماییم،

م�ͳدادیم. انجام دست با تقارنها یافتن برای پیش�تر که است ͳروش مشابه فوق اعمال
ͳجوابعموم که باشد مبین معادلات از مجموعه�ای باید م�ͳشود حاصل فوق محاسبات از که ͳخروج
Έی ͳجزئ مشتقات با معادلات از بسیاری برای م�ͳآورد. بدست را ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای ͳتمام آنها
بدست مشتقات از ͳتوانهای قراردادن برابر با که دارد وجود مبین معادلات از سطر در عمل آزادی سری

شامل مبین معادلات کنید فرض مثال، برای م�ͳآیند.

ξu = 0, ξuu = 0,

معمولا˦ تقارن-یاب بسته�های م�ͳباشد. اول عبارت از نتیجه�ای زیرا م�ͳباشد، ͳاضاف عبارت دومین باشند.
م�ͳنمایند. تولید ͳاضاف عبارات حذف توسط را مبین معادلات از یافته کاهش لیست Έی

بسته�ها از بسیاری است. آنها حل مبین، معادلات ͳتمام یا ͳبرخ آوردن بدست از پس بعدی قدم
انجام انتΎرال�گیری پایه�ای های Έنیت از استفاده با Έاتوماتی بطور را عمل این باشد، لازم که جا هر
حل برای کامپیوتری جبر دستΎاههای ͳکل روال از افزاری نرم بسته�های این از دیΎر ͳبرخ م�ͳدهند.

م�ͳکنند. استفاده خود به مختص روشهای از ها بسته سایر م�ͳنمایند؛ استفاده دیفرانسیل معادلات

مبین معادلات ͳعموم جواب آوردن بدست برای ،Έاتوماتی کننده�های حل با بسته�ها از ͳبرخ اخطار:
که آنچه بیابند. را ͳتقارن مولدهای ͳتمام نتوانند است ممن ͳبسته�های چنین بنابراین م�ͳباشند. ناموفق
آنه بدون مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله Έی ͳجبرل اندازه تعیین امان که است این است شΎفت�آور
که موجودند فوق ͳتوانای با برنامه چندین دارد. وجود بپردازیم مبین معادلات حل به ابتدا در باشد لازم

نماید. ͳبررس تقارنها ͳتمام آوردن بدست برای را تقارن-یاب بسته که م�ͳسازند قادر را کاربر
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بسته�های نم�ͳکنند. ͳی را معادلاتدیفرانسیل کننده�های تقارن-یابحل افزاری نرم بسته�های ͳتمام
بسیار ͳبسته�های چنین شده�اند. ͳطراح نماید کنترل را حل مراحل بتواند کاربر آنه برای کننده، حل بدون
مشتقات با معادلات از پیچیده و بزرگ بسیار ͳاههایΎدست با که دارند را قابلیت این و م�ͳباشند معتبر
انجام دست با که ͳمحاسبات همانند مرحله به مرحله معمولا˦ مبین معادلات باشند. داشته کار و سر ͳجزئ
بدست پایین�تری مرتبه معادله اینه برای یا ) م�ͳشود حل مبین معادله که ͳامΎهن م�ͳشوند. حل م�ͳدادیم
داده Έفیدب باقیمانده مبین معادلات به نسبت م�ͳتواند حاصله نتیجه م�ͳشود) گیری انتΎرال آن از آید
متغیرهای توانهای دادن قرار یسان بوسیله را معادلات از ͳبرخ که است قادر افزاری نرم بسته سپس شود.
ͳسادگ به که است ͳاطلاعات هرگونه آوردن بدست هدف مرحله، هر در نماید. Έیتف وابسته و مستقل

نماید. استفاده نشده حل معادلات نمودن ساده برای اطلاعات این از و شود کاهش باعث
(یا م�ͳگردد حل ͳسادگ به مبین معادلات از ͳی حداقل که است فرض این بر ͳمبتن فوق حل راه
از مبین معادلات مجموعه اگر حال م�ͳیابد). کاهش پایین�تر مرتبه ͳجزئ مشتقات با معادله Έی به
پذیرد؟ صورت باید ͳاقدام چه برسد، نظر به پذیر انتΎرال دستΎاه بطوریه باشند، شده زوج بالاتر مرتبه
از دسته آن به را مسئله که ،ͳگاوس حذف توسط م�ͳتواند ͳخط جبری معادلات از شده زوج دستΎاههای

شده حل دستΎاههای

Ax = b

دهد. کاهش ( ͳمثلث بالا ͳباشد(یعن ͳم ای طبقه بفرم A ماتریس که
مطالعه را فوق (قسمت م�ͳباشد یافته افزایش پیچیدگ�ͳهای با معادلات شامل یافته کاهش دستΎاه
قادر را ما اطلاعات این م�ͳدهد. بدست را x از یΈمؤلفه و م�ͳگردد حل ͳسادگ به ساده�تر معادله نمایید).
معادلات از زوج دستΎاههای مشابه�برای حل راه . ... و نماییم حل بعدی مؤلفه برای را مسئله م�ͳسازد
الΎوریتم و م�ͳشوند مرتب مناسب روش با متغیرها م�ͳشود. گرفته بار چندجمله�ای ͳغیرخط جبری
Έی گروبنر پایه ،ͳکل بیان در م�ͳشود. استفاده یافته کاهش گروبنر پایه Έی ساخت برای گوشبرگر
دستΎاه م�ͳباشد. اولیه دستΎاه مانند جوابها از مشابه مجموعه با «طبقه�ای» فرم در معادلات از دستΎاه

م�ͳشود. حل اولیه دستΎاه از سادتر بسیار ͳکل بطور یافته کاهش
در ͳبرنامه�های م�ͳباشد. منطبق دیفرانسیل معادلات از ͳخط غیر و ͳخط دستΎاههای بر مشابه روش
« ͳدیفرانسیل گروبنر پایه » Έی به رسیدن برای جم΄ و ضرب دیفرانسیل�گیری، از که م�ͳباشند دسترس
مرتب استاندارد طرح چندین م�ͳباشد. متغیرها مرتبه به وابسته بخصوص حاصله نتیجه م�ͳکنند. استفاده
اوقات ͳگاه حال، عین در م�ͳنمایند. عمل موفق دستΎاهها، از بسیاری سازی ساده در که موجودند شده
م�ͳباشند) کتاب این از فراتر که ͳدلایل م�ͳباشد.(به مشل ͳدیفرانسیل گروبنر پایه Έی آوردن بدست
ͳبرخ دادن انجام و آنها از ͳی گرفتن تقارن-یاب افزاری نرم بسته�های بیشتر یادگیری برای روش بهترین
(CASs) کامپیوتری جبر دستΎاههای برای مختلف افزاری نرم بسته�های از بسیاری است. محاسبات از
ͳباشد.(ی موجود نیاز مورد بسته�های از بسیاری از گزیده�ای اینجا در م�ͳباشند. دسترس در گوناگون

ندارند) CAS نصب پیش به نیاز که ͳآنهای برای دیΎری و ͳاصل CAS سه هر برای

ندارد. اضافه برنامه به نیازی مستقل، :BIGLIE LIEو
است. شده ͳطراح IBM با سازگار ͳΎخان کامپیوترهای برای تنها

هید آ.ک. نویسنده:
http://archives.math.utk.edu/software/msdos/adv.diff.equations/lie51.html

نرم بسته لذا است، شده افزوده افزاری نرم بسته به توسط muMATH از محدودتر مدل Έی LIE
در ،ͳقبل مدل�های برخلاف م�ͳباشد. دسترس قابل نوشتن مرحله در ۵.١ مدل م�ͳباشد. مستقل افزاری

م�ͳشود. اجرا DOS ٩۵ ویندوز
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ͳهای چندجمله�ای که ای ͳجزئ مشتقات با معادلات برای را ͳتقارن مولدهای که است قادر LIE
تعداد از استفاده با را مبین معادلات Έاتوماتی بطور بسته معمولا˦ بیابد. هستند u مشتقات حسب بر
که است این LIE روی ͳاصل محدودیت م�ͳنماید. حل و استخراج گیری انتΎرال های Έنیت از ͳکم
این با م�ͳدهد. اختصاص کاری فضای و برنامه برای را حافظه از بایت کیلو ٢۵۶ تنها muMATH
از ͳدسترس قابل حافظه از زیرا گردد، روبرو آور شΎفت و پیچیده دستΎاههای با است قادر LIE وجود،
برای را ͳل نقطه�ای تقارنهای است قادر ، BIGLIE مرتبط، برنامه Έی م�ͳنماید. استفاده درایت روی

بیابد. هستند، LIE برای پیچیده بسیار که ای ͳجزئ مشتقات با معادلات

.REDUCE به نیازمند :SPDE
شوارز اف. نویسنده:

http://casun2.gmd.de/ Email:reduce-netlib@rand.org
که ای ͳجزئ مشتقات با معادلات برای را ͳتقارن مولدهای م�ͳتواند SPDE از (٠.١) حاضر مدل
مستقیماً را ͳتقارن گروه اندازه است قادر افزاری نرم بسته نماید. مشخص م�ͳباشند، جبری استدلالشان در
امر این م�ͳشود. ساخته ͳدیفرانسیل گروبنر پایه Έی عمل، این انجام برای آورد. بدست مبین معادلات از
مرتبه از ͳخط غیر ͳجزئی مشتقات با معادلات برای جبری ضرایب با را مولدها ͳتمام که کند ͳم ضمانت

بیابیم. بیشتر یا دوم
توسط کامل افزاری نرم بسته شود. استفاده ͳانفعال و فعل بطور تواند ͳم فوق سایت وب در SPDE

م�ͳباشد. دسترس قابل ایمیل

.MACSYMA به نیازمند :SYMMGRP.MAX
هرمان. ه. و وینترنیتز پ. ،Ίب.چمپن نویسنده:

ftp://mines.edu/pub/papers/math -cs-dept/software/symmetry/
بطور استفاده برای که است شده تست و تغییر قابل افزاری نرم بسته Έی SYMMGRP.MAX
معادلات از ͳکم تعداد و برساند پایان به را بزرگ بسیار دستΎاههای م�ͳتواند و است شده ͳطراح متقابل
حاصل که نتیجه�ای نماید، حل را اینها از مورد چند یا Έی باید نماید.کاربر محاسبه یΈلحظه در را مبین
ͳامΎهن SYMMGRP.MAX . ... و م�ͳنماید ساده را بعدی مبین معادلات از ͳکم تعداد م�ͳگردد
بسیار م�ͳشود تلفیق م�ͳسازند را DIFFGROB2 قبیل از ͳدیفرانسیل گروبنر پایه�های که بسته�ای با که

نمایید) مشاهده را ذیل م�ͳباشد.(قسمت کارآمد

.Maple به نیازمند :DIFFGROB 2
منسفلد ا.ل. نویسنده:

ftp://ftp.ukc.ac.uk/pub/maths/liz/
معادلات دستΎاههای سازی ساده برای قدرتمند و گذار تاثیر افزاری نرم DIFFGROBیΈبسته 2
دستΎاههای برای را ͳدیفرانسیل گروبنر پایه�های م�ͳتواند که م�ͳباشد ͳخط غیر یا ͳخط ͳجزئی مشتقات با
لذا م�ͳباشد سخت بسیار عبارت مرتب انتخاب بسازد. ͳخط غیر دستΎاههای از ͳبرخ و ͳعموم ͳخط
را گوناگون مرتبه�های سازد قادر را کاربر تا نماید استفاده جواب و سؤال از است ممن افزاری نرم بسته
شامل که م�ͳباشد یاب تقارن بسته�های برای سودمند بسیار ضمیمه Έی DIFFGROB 2 نماید. ͳبررس
«غیر تقارنهای بخواهیم اگر .(SYMMGRP.MAX مثال نم�ͳباشند.(بعنوان گروبنر پایه الΎوریتم�های
مشاهده را م�ͳباشد.((٩.٣) لازم مطلب این بیابیم، هستند ͳخط غیر مبینشان معادلات که را «Έکلاسی

نمایید.)
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کامپیوتری جبر بوسیله تقارنها یافتن بیابیم٣.٨. را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ فصل

بیشتر مطالعه
توسط اغلب که م�ͳپذیرند را خط�ͳای تبدیلات مهم ͳخط غیر ͳجزئی مشتقات با معادلات از بسیاری
آنها ساخت ͳΎونΎچ و شد پرداخته ͳتبدیلات چنین ͳمعرف به فصل دراین م�ͳآیند. بدست تقارن روشهای
جزئیات برای نم�ͳباشد. جزئیات ͳتمام شامل و بوده ساده شده داده شرح روش اینحال با شد. داده نمایش
یΈبحث نویسنده دو این بΎیرد. Έکم (١٩٨٩) ͳکوم و بومن کتاب ششم فصل از باید خواننده بیشتر

داده�اند. ارائه کاربرد و مثال بسیاری تعداد همراه به را ͳپتانسیل تقارنهای پیرامون کامل
ͳتحلیل دستΎاه Έی برای ͳکوش مسئله جواب�های وجود برای را ͳشرایط کوشͳ-کوالفسایا قضیه
جوابها، ͳتایی و وجود چرا که داد شرح (١٩٩٣) اولور م�ͳکند. بیان ͳجزئ مشتقات با معادلات از

دهد. بدست را عموم�ͳتر (همبند) ͳتقارن گروههای شده، ͳخط تقارن شرط که کند ͳم ضمانت
گروبنر پایه�های با ابتدا در باید نماید DIFFGROBاستفاده 2 یا SPDE از دارد قصد که خواننده�ای
تهیه (١٩٩٢) لیتل و کوکس ،ͳاوش توسط که ͳمتن گردد. آشنا چندجمله�ای ͳغیرخط دستΎاههای برای
فهم قابل ͳجابجای جبر مبتدیان برای و م�ͳباشد بوچبرگ الΎوریتم تر فهم قابل دلایل شامل است شده
است شده ارائه (١٩٩٧) کلارکسون و منسفلد توسط DIFFGROB2 برای مقدمه ساده�ترین م�ͳباشد.

م�ͳدهد. شرح را مبین معادلات سازی ساده برای گوناگون حلهای راه که
مقاله از م�ͳتوانند کنند، کسب اطلاعات تقارن افزارهای نرم درباره بیشتر دارند قصد که ͳخوانندگان
نرم بسته�های جزئیات با دقیق مرور که است واض بΎیرند. Έکم (١٩٩۶) هرمان توسط شده نوشته

م�ͳباشند. شد ذکر ٣.٨ بخش در که ͳآنهای به نسبت بیشتری افزاری

تمرین�ها

(٧۵.٨) ͳخط غیر تصفیه معادله تقارن (x̂, t̂, û) = (u, t, x) ، هودوگراف تبدیل که دهید نشان .١.٨
م�ͳباشد.

ͳل نقطه�ای تقارنهای .٢.٨

ut = u3
x

نمایید. مشخص را

گرما معادله برای را ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای .٣.٨

ut = uxx

نمایید. استخراج

م�ͳشوند. تولید (٧٢.٨) توسط (۶٨.٨) ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای ͳجبرل که دهید نشان .۴.٨

استخراج را (٧٣.٨) تبدیل آن از پس و نمایید مقایسه (٧٢.٨) با را گرما معادله ͳتقارن مولدهای .۵.٨
نمایید.

ذیل دستΎاه توسط ͳطول موجهای بعدی Έی حرکت عمق کم آب در .۶.٨

ut +uux + vx = 0, vt +uvx + vux = 0,

شده ͳخط تبدیل سپس و بیابید را مذکور دستΎاه برای ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای م�ͳشوند. کنترل
آورید. بدست را

١۴۴
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بیابیم را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ کامپیوتریفصل جبر بوسیله تقارنها یافتن .٣.٨

در که ͳتقارنهای نمودن استخراج دوباره برای آن از و بیابید را تقارن-یاب کامپیوتری جبر بسته .٧.٨
نمایید. استفاده آمده�اند بدست فصل این

١۴۵
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کامپیوتری جبر بوسیله تقارنها یافتن بیابیم٣.٨. را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی ͳل ای نقطه های تقارن چΎونه .٨ فصل

١۴۶
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٩ فصل

دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های
ͳمشتقاتجزئ با معادلات

Уده. ժن Шباتࣛ ईد، нڲ݀܃ر ऋا
۳Эر) و داҌϲی دیܹ܂ز: एچار)

ͳگروه ی ناوردا جوابهای بخش١.٩

ͳجزئ مشتقات با یΈمعادله ͳل نقطه�ای تقارنهای م�ͳتوانیم م�ͳپردازیم، قبل فصل روشهای تجهیز به اکنون
دقیق جوابهای یافتن برای تقارنها بردن بار روش بیان به فصل این بیابیم. ͳاصول روش به را مفروض
ادامه از پیش آنها مشاهده به باید خواننده هستند،که 3.4 بخش تعمیم شده گرفته بار روشهای م�ͳپردازد.

بپردازد. دادن
دیفرانسیل معادله چند یΈیا به مفروضرا ͳمشتقاتجزئ با یΈمعادله دقیق، روش�های ͳتمام تقریباً
توسط اول مرتبه ͳخط شبه ͳجزئ مشتقات با معادله ͳعموم جواب مثال برای م�ͳسازند. مرتبط ͳمعمول
توانیم ͳنم ، ͳجزئ مشتقات با معادلات اکثریت برای م�ͳشود. ساخته مشخصه معادلات از گیری انتΎرال
مشابه، جوابهای م�ͳتوانیم نماییم. استناد گوناگون ͳعلم حدسیات به باید اما بنویسیم را «ͳعموم «جواب
جستجوی جز ͳعمل روش�ها، این از بسیاری بیابیم. را غیره و و مجزا جواب�های متحرک، موجهای
مشتقات با معادلات مثال، برای نم�ͳشوند. شامل را تقارن�ها از ویژه گروه Έی تحت ناوردا جوابهای

شامل تقارن�ͳاش مولدهای که ای u(x, t) برای ͳجزئ

X = ∂x, X2 = ∂t

فرم به ͳمتحرک موج جوابهای عموماً م�ͳباشند،

u = F(x− ct) (١.٩ )

١۴٧
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ͳگروه ی ناوردا جوابهای .١.٩ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ فصل

توسط شده تولید گروه تحت جوابها این دارند.

X = cX1+X2 = c∂x+∂t, (٢.٩ )

تقارنهای با ͳجزئ مشتقات با معادلات مشابه، روش به م�ͳباشند. ناورداها x− ct و u زیرا هستند، ناوردا
م�ͳشوند. ساخته گروه ناورداهای روی از که م�ͳپذیرند مشابه ͳجوابهای ͳمقیاس

مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله Έی تقارنهای از ͳل گروه هر به سهولت به ایده این

∆ = 0 (٣.٩ )

بΎیرید. نظر در را مستقل متغیر دو با اسالر ی ͳجزئ مشتقات با معادلات اکنون، م�ͳشود. داده تعمیم
توسط شده تولید گروه تحت u = u(x, t) جواب که م�ͳنماییم یادآوری

X = ξ∂x+τ∂t +η∂u

شرط در ناوردا جواب هر دیΎر، بعبارت باشد. صفر جواب روی مشخصه اگر وتنها اگر م�ͳباشد ناوردا
م�ͳنماید: صدق ناوردا سط

Q ≡ η− ξux −τut = 0. (۴.٩ )

(۴.٩) باحل م�ͳباشد! اولیه ͳجزئ مشتقات با معادله کردن حل از تر ساده (۴.٩) کردن حل معمولا˦
دارای (٢.٩) شده تولید گروه مثال، برای بیابیم. را م�ͳنمایند صدق (٣.٩) در که ͳجواب�های م�ͳتوانیم

مشخصه

Q = −cux −ut (۵.٩ )

م�ͳباشد. Q = 0 ناوردا سط شرط ͳعموم جواب (١.٩) متحرک موج ansatz م�ͳباشد.
شبه ͳجزئ مشتقات با معادله Έی ناوردا، سط شرط پس نباشند. صفر دو هر τ,ξ کنید فرض حال،

از: عبارتند مشخصه معادلات گردد. حل م�ͳتواند مشخصه معادلات توسط که است اول مرتبه ͳخط

dx
ξ
=

dt
τ
=

du
η
. (۶.٩ )

و r از ͳتابع ͳگروه ناوردا هر باشند، (۶.٩) ͳتابع مستقل اولیه های انتΎرال v(x, t,u) و r(x, t,u) اگر
(بدون م�ͳکند. بازی را وابسته متغیر نقش ناوردا Έی که نمایید فرض که است بهتر معمولا˦ م�ͳگردد. v

ناوردا سط شرط ͳعموم جواب آنΎاه باشد؛ vu , 0 کنید فرض ( کلیت از کاستن

v = F(r) (٧.٩ )

شود. ͳم مشخص F تاب΄ شود، جایΎزین (٣.٩) اگر م�ͳباشد.
ͳجوابهای ͳجزئ مشتقات با آیامعادله که کنیم ͳبررس است لازم باشند، u به وابسته دو هر v و r اگر

فرم به

r = c (٨.٩ )

فقط r اگر نم�ͳباشند. (٧.٩) فرم به (موضعاً) که هستند ناوردا سط شرط های جواب تنها اینها دارد.
گرفت. نتیجه را u = u(x, t) جواب نم�ͳتوان (٨.٩) از باشد، t, x مستقل متغیرهای از ͳتابع

١۴٨
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ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ گروهͳفصل ی ناوردا جوابهای .١.٩

گرما، معادله تقارنهای از بسیاری درمیان . مثال ١.٩

ut = uxx, (٩.٩ )

توسط که است موجود مقیاسها از پارامتری دو ͳل گروه Έی

X1 = x∂x +2t∂t, X2 = u∂u

فرم به مقیاسها از پارامتری Έی ͳل گروه مولد هر م�ͳشود. تولید

X = hX1+ kX2

Έی گروه λX و X باشد، ناصفری ثابت λ اگر که باشید داشته یاد به هستند. ثابت h,k آن در که است
نم�ͳگذارد). گروه روی تاثیری اما م�ͳکند، تغییر ε ͳگروه (پارامتر م�ͳنمایند. تولید را ͳمشابه -پارامتری
باشد، h = 0 اگر و است h = 1 که کنیم فرض م�ͳتوانیم کلیت از کاستن بدون باشد h , 0 اگر بنابراین

م�ͳدهیم. قرار k = 1
بنابراین باشد، h = 1 کنید فرض

X = x∂x +2t∂t + ku∂u. (١٠.٩ )

بصورت ناوردا سط شرط

Q ≡ ku− xux−2tut = 0,

مشخصه معادلات از گیری انتΎرال توسط که

dx
x
=

dt
2t
=

du
ku

ناورداهای ساده، گیری انتΎرال م�ͳگردد. حل

r = xt−1/2 ,v = ut−k/2

فرم به ناوردا جواب هر م�ͳباشد، u از مستقل r چون آید. ͳم بدست

v = F(r)

با که م�ͳباشد

u = tk/2F(xt−1/2) (١١.٩ )

م�ͳآوریم: بدست ،(١١.٩) از گیری دیفرانسیل با است. معادل

ut = t(k−2)/2(
−1
2

rF′(r)+
1
2

kF(r)), uxx = t(k−2)/2F′′(r).

اگر بنابراین

F′′+
1
2

rF′− 1
2

kF = 0, (١٢.٩ )

١۴٩
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ͳگروه ی ناوردا جوابهای .١.٩ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ فصل

،(١٢.٩) ͳعموم جواب م�ͳباشد. گرما معادله جواب (١١.٩) باشد،

F(r) =C1U(k+
1
2
,2−r/2)+ c2V(k+

1
2
,2−r/2),

تواب΄ این باشد، عددصحی Έی kاگر م�ͳباشند. سهوی استوانه�ای تواب΄ V(p,z) و U(p,z) که م�ͳباشد،
آنΎاه باشد، k = 0 اگر مثال، برای شوند. بیان م�ͳتوانند هایشان انتΎرال و ͳمقدمات تواب΄ برحسب

F(r) = c1erf(
r
2

)+ c2,

که است

erf(z) =
2
√
π

∫ z

0
e−ζ

2
dζ,

باشد، k = −1 اگر م�ͳباشد. خطا تاب΄

F = c1e−r2/4+ c2e−r2/4
∫ r

0
eζ

2/4dζ,

جواب شامل که جوابها از ͳبزرگ خانواده کنید. ͳذاریΎجای (١١.٩) در را آمده بدست نتای; است.
ͳاساس

u = t−1/2e−x2/4t (k = −1)

خطا تاب΄ جواب م�ͳآیند، بدست

u = erf(
x

2
√

t
), (k = 0)

هستند. هم دیΎری مشهور جوابهای و
به وابسته v,r ناورداهای از ͳی حداقل بنابراین نباشند، صفر هم با دو هر τ,ξ کردیم فرض تااینجا
که م�ͳدهد نتیجه (۴.٩) ناوردا سط شرط باشند، صفر ناوردا سط روی نقطه�ای در τ,ξ اگر م�ͳباشد. u
اگر م�ͳباشد. ناوردا نقطه و است صفر مذکور نقطه در نیز X مولد بنابراین است. صفر نقطه آن در نیز η

آنها برای که هستند ͳجوابهای ، ممن ناوردای جوابهای تنها باشند، صفر یسان بطور τ,ξ

η(x, t,u) ≡ 0, (١٣.٩ )

م�ͳباشند. ناوردا X توسط شده تولید گروه تحت که هستند ͳنقاط ͳتمام شامل ͳجوابهای چنین است.
اگر نمونه، برای باشد. داشته u = u(x, t) فرم به ͳجوابهای (١٣.٩) نیست لازم البته،

X = ∂u

آنΎاه باشد،

(ξ,τ,η) = (0,0,1)

برای که موجودند X = η∂u مانند دیΎری مولدهای باشد. برقرار نم�ͳتواند (١٣.٩) بنابراین م�ͳباشد،
چنین آیا که مطلب این ͳبررس م�ͳباشد. u = u(x, t) جوابهای دارای (١٣.٩) رابطه مذکور مولدهای

م�ͳباشد. ساده م�ͳنمایند حل را (٣.٩) ͳجزئ مشتقات با معادله نیز ͳجوابهای

١۵٠
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ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ گروهͳفصل ی ناوردا جوابهای .١.٩

توسط شده تولید ͳمقیاس ناوردا- جوابهای ͳبررس به قبل، مثال در مثال. ٢.٩

X = u∂u

آنرا که م�ͳباشد جواب دارای ناوردا سط شرط اما م�ͳباشند، صفر دو هر τ,ξ اینجا در نشد. پرداخته

u = 0

نم�ͳباشد. جواب بهترین خاص بطور اگرچه ͳحت گرماست، معادله از ͳجواب این م�ͳنامیم.
آشنا خواننده�ها، اکثر برای مشابه) طور (به ͳمقیاس ناورداهای و متحرک موج�های جوابهای چه اگر
باشد، که هرچه گروه ندارد. وجود دیΎر تقارنهای از تبدیلات این Έیتف برای ͳراه Ϳهی اما م�ͳباشند،

م�ͳباشد. مشابه بطور ͳناوردا-گروه جواب�های یافتن روش

ͳخط غیر تصفیه معادله . مثال ٣.٩

ut =
uxx

1+u2
x
, (١۴.٩ )

توسط که م�ͳباشد نقطه�ای تقارنهای از پارامتری پن; ͳل گروه Έی دارای

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = ∂u,

X4 = x∂x+2t∂t +u∂u, X5 = u∂x − x∂u, (١۵.٩ )

ناورداهای دارای است، شده تولید X5 توسط که دوران�ها از پارامتری Έی گروه شده�اند. تولید

r = t, v =
√

x2+u2

با v = F(r) ناوردا جواب هر م�ͳباشد.

u = ±
√

F(t)2− x2 (١۶.٩ )

ͳمعمول دیفرانسیل معادله به ،(١۴.٩) ͳجزئ مشتقات با معادله در (١۶.٩) رابطه ͳجانشین است. ارز هم

F′(r) = − 1
F(r)

(١٧.٩ )

Έی به دوم مرتبه ͳجزئ مشتقات با معادله Έی که اینه از است ممن [خوانندگان م�ͳگردد. ͳمنته
است این کاهش دلیل باشند. شده زده شΎفت است یافته کاهش اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله
(١٧.٩) ͳعموم جواب نم�ͳباشد]. t ناوردا مختصات به نسبت دوم مرتبه مشتقات دارای (١۴.٩) که

بصورت

F(r) = ±
√

c1−2r

از: عبارتند هستند، ناوردا X5 توسط شده تولید دوران�های تحت که (١۴.٩) جوابهای لذا م�ͳباشد.

u = ±
√

c1−2t− x2. (١٨.٩ )

١۵١

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



ͳگروه ی ناوردا جوابهای .١.٩ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ فصل

تعداد هر با ͳجزئ مشتقات با معادلات به ͳطبیع بطور ͳناوردا-گروه جوابهای یافتن برای جستجو ایده
ͳبدیه غیر بطور که پارامتری گروه Έی ،ͳکل حالت در م�ͳشود. داده تعمیم مستقل و وابسته متغیرهای
م�ͳشود. گرفته بار ، مستقل متغیرهای از ͳکاهشی برای م�ͳنماید عمل مستقل پارامتر چند یΈیا روی
Έی ناورداهای برحسب مستقل متغیر باسه اسالر ͳجزئ مشتقات با معادله Έی کنید فرض مثال، برای
وابسته آنها از ͳی حداقل که است موجود ͳتابع مستقل ناوردای سه باشد. شده نوشته پارامتری Έی گروه
مستقل متغیر دو با اسالر ͳجزئ مشتقات با معادله Έی به اولیه ͳجزئ مشتقات با معادله لذا م�ͳباشد، u به
Έی به مذکور ͳجزئ مشتقات با معادله کاهش برای دیΎر پارامتری Έی ͳتقارن گروه م�ͳیابد. کاهش

است. لازم ͳمعمول دیفرانسیل معادله
مشخصه ،u = (u1, · · · ,uM) وابسته، متغیر M با ͳجزئ مشتقات با معادلات از ͳاههایΎدست برای
دو اگر مثال، برای م�ͳباشند. صفر ناوردا جواب هر روی آنها از Έی هر که م�ͳباشد مؤلفه M دارای Q

اگر وفقط اگر ناورداست u = u(x, t) جواب باشد، موجود t, x مستقل متغیر

Qα |u=u(x,t)≡ X[uα−uα(x, t)] |u=u(x,t)= 0 ,α = 1, · · · ,M.

ناوردا سط شرط حل با که است این روش بهترین اسالر، ی ͳجزئ مشتقات با معادلات مانند درست
نمائیم: شروع

Qα = 0, α = 1, · · · ,M; (١٩.٩ )

یافته کاهش یΈمسئله تا نمایید جایΎزین ͳجزئ مشتقات با مفروضمعادلات دستΎاه در را جواب آنΎاه
آید. بدست

مرزهای بین ناپذیر تراکم چسبناک سیال Έی دوبعدی آزاد گرمای انتقال ذیل دستΎاه مثال. ۴.٩
م�ͳنماید: مدلسازی را شده گرم ͳافق

uux + vuy = uxx +uyy− px,

uvx+ vvy = vxx + vyy− py+λθ, (٢٠.٩ )
uθx+ vθy = σ(θxx + θyy),

ux + vy = 0.

در v,u مولفه�های دارای ترتیب به سیال سرعت م�ͳنماید. استفاده Έبوزونیس تقریب از مدل (این
قابل بطور متغیرها ͳتمام م�ͳباشد. دما اختلال θ نمایشΎرفشار، P م�ͳباشد. عمودی و ͳافق امتدادهای

م�ͳباشند). σ, prantl عدد و λ ،Grasho f عدد بعد فاقد متغیرهای هستند. شده بعد فاقد ͳقبول
بوسیله شده تولید نقطه�ای تقارنهای از پارامتری پن; ͳل گروه دارای (٢٠.٩) دستΎاه

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂p, X4 = λy∂p+∂θ,

X5 = x∂x+ y∂y−u∂u− v∂v−2p∂p−3θ∂θ, (٢١.٩ )

م�ͳباشد.
تولید X5 حالیه در م�ͳباشند، انتقالها شامل X3,X2,X1 توسط شده تولید پارامتری Έی گروههای

مشخصه ،X4 برای م�ͳگردد). ͳمنته مشابه جوابهای به (که م�ͳباشد مقیاس�ها کننده

Q = (Qu,Qv,Qp,Qθ)

مولفه�های دارای که م�ͳباشد

Qu = 0, Qv = 0, Qp = λy, Qθ = 1

١۵٢
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ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ دیΎرفصل معلوم جوابهای از جدید جوابهای .٢.٩

م�ͳباشد.
از م�ͳتوانیم اگرچه نم�ͳباشند. ناوردا X4 توسط شده تولید گروه تحت جوابها از کدام Ϳهی بنابراین
توسط شده تولید گروه مشخصه نماییم. استفاده X1با آن ترکیب توسط ناوردا جوابهای یافتن برای X4

X = X1+ kX4 = ∂x + kλy∂p+ k∂θ, k , 0 (٢٢.٩ )

مولفه�های دارای

Qu = −ux, Qv = −vx, Qp = kλy− px, Qθ = k− θx (٢٣.٩ )

،Q = 0 ناوردا سط شرط ͳعموم جواب بنابراین م�ͳباشد.

u = F(y),
v = G(y),

p− kλxy = H(y), (٢۴.٩ )
θ− kx = k(y),

ذیل دستΎاه به (٢٠.٩) ͳجزئ مشتقات با معادلات اولیه دستΎاه در (٢۴.٩) رابطه ͳجانشین م�ͳباشد.
م�ͳگردد: ͳمنته ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از

GF′ = F′′− kλy,

GG′ = G′′−H′+λk,

kF +Gk′ = σk′′,

G′ = 0.

گردد: ͳم حل ͳسادگ به آخر، ͳمعمول دیفرانسیل معادله که

G = c1 .

ͳخط دستΎاه به باقیمانده ͳمعمول دیفرانسیل معادلات

F′′− c1F′ = kλy,

K′′− c1

σ
K′ =

k
σ

F,

H′ = λK, (٢۵.٩ )

ما است. م�ͳباشند، دلخواه ثابت شش شامل که ͳمقدمات جوابهای دارای دستΎاه این م�ͳیابند. کاهش
فوق، جواب مثال، برای نΎرفته�ایم. نظر در هستند، جواب مجموعه کننده تحمیل که را مرزی شرایط
ناوردا جوابهای م�ͳباشد. صفر مرزها در v آنΎاه باشند، ناتراوا مرزها اگر م�ͳباشد. دارا را v =G = c1

باشد. c1 = 0 اگر فقط و اگر م�ͳکنند صدق شرط این در آمده، بدست

دیΎر معلوم جوابهای از جوابهایجدید بخش٢.٩

تقارنهای اگر یافته�ایم. را است ناوردا ͳل نقطه�ای تقارنهای از گروه Έی تحت که یΈجواب کنید فرض
به را جواب تا بΎیریم بار آنهارا م�ͳتوانیم نباشد، ناوردا جواب این آنها تحت که باشد موجود دیΎری
معمولیارائه دیفرانسیل معادلات برای که است ͳروش مشابه دقیقاً روش بنΎاریم. جدید جواب�های خانواده

م�ͳدهد. نشان بعد مثال که همانطور نمایید)، مشاهده را شد،(٣.۴§

١۵٣
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دیΎر معلوم جوابهای از جدید جوابهای .٢.٩ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ فصل

ͳخط غیر تصفیه معادله که یافتیم پیش�تر . مثال ۵.٩

ut =
uxx

1+u2
x
, (٢۶.٩ )

جوابهای از پارامتری Έی خانواده Έی دارای

u =
√

c1−2t− x2, (٢٧.٩ )

جوابهای بخواهیم کنید فرض م�ͳباشند. ناوردا X5 = u∂x − x∂u تحت جوابها از Έی هر م�ͳباشد،
استفاده (١۵.٩) باقیمانده ͳتقارن مولدهای ͳتمام از منظور بدین بسازیم، (٢٧.٩) رابطه از جدیدی

،X1 = ∂x بوسیله شده تولید تقارنهای نمایید.

(x̂, t̂, û) = (x+ε, t,u)

با (٢٧.٩) رابطه بنابراین م�ͳباشند.

û =
√

c1−2t̂− (x̂−ε)2

رابطه ،X1 بوسیله شده تولید گروه که م�ͳگیریم نتیجه ،Έهشت علامت برداشتن با م�ͳباشد. ارز هم
م�ͳنΎارد: جوابها از پارامتری دو خانواده به را (٢٧.٩)

u =
√

c1−2t+ (x−ε)2. (٢٨.٩ )

، X3 = ∂u بوسیله شده تولید پارامتری Έی گروه

(x̂, t̂, û) = (x, t,u+δ),

پارامتری سه خانواده به را (٢٨.٩) رابطه که م�ͳباشد

u =
√

c1−2t+ (x−ε)2+δ (٢٩.٩ )

دهند؛ ͳنم را (٢٩.٩) از بیشتری جوابهای X4 و X2 توسط شده تولید ͳل نقطه�ای تقارنهای م�ͳنΎارد.
نم�ͳتوانیم الذکر فوق روش با بنابراین م�ͳدهند. تغییر را ε,δ,c1 دلخواه ثابتهای مقادیر صرفاً آنها عمل

آوریم. بدست را (٢٧.٩) از بیشتری جوابهای
بوسیله شده تولید پارامتری Έی گروه تحت (٢٩.٩) جواب هر توجه:

X̃5 = (u−δ)∂x− (x−ε)∂u = X5−δX1+εX3, (٣٠.٩ )

م�ͳباشد. ناوردا
دورانهای ، X̃ اما م�ͳنمایند تولید (x,u) صفحه در را دورانها دو هر و هستند مرتبط X5 و X̃5 بوضوح

م�ͳنماید. تولید (٠و٠) از بیشتر را (ε,δ) حول
م�ͳتوانیم بΎیرید، نظر در را م�ͳباشد ناوردا پارامتری Έی ͳتقارن یΈگروه تحت که ͳدلخواه جواب
تحت جواب�ها این که دهیم کنیم. استخراج باقیمانده تقارنهای بردن بار بوسیله را جوابها از خانواده�ای
دو به ناوردا جوابهای ͳتمام مجموعه اینرو از م�ͳباشند. ناوردا پارامتری Έی ͳتقارن گروه Έی (حداقل)

١۵۴
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شوند، نΎاشته بتوانند یدیΎر به نقطه�ای تقارن Έی بوسیله اگرجوابها م�ͳشوند. Έیتف ارزی هم کلاس
ͳتمام بندی طبقه برای آنرا که موجودند کلاس�ها از ͳکم تعداد تنها نوعاً م�ͳگیرند. قرار مشابه کلاس در

م�ͳسازد. ساده�تر ناوردا جوابهای
وجود جدید جوابهای تولید برای دیΎری ͳروش همΎن، ͳخط ی ͳجزئ مشتقات با معادلات برای
م�ͳتوان بΎیرید. نظر در را u(x, t) برای اسالر ی ͳجزئ مشتقات با معادلات فقط سهولت، برای دارد.
ͳخط ͳجزئ مشتقات با معادله ͳل نقطه�ای تقارنهای مولد هر که شده) ͳخط تقارن شرط داد(بنابر نشان

بفرم ∆ = 0 همΎن،

X = ξ(x, t)∂x +τ(x, t)∂t + ( f (x, t)u+U(x, t))∂u, (٣١.٩ )

زیر به نقطه�ای تقارن مولدهای از L ͳل جبر م�ͳباشد. ∆ = 0 از ͳدلخواه جواب u = U(x, t) که است
شده تولید L∞ البعد ͳنامتناه ͳآبل جبر زیر و U = 0 با (٣١.٩) مولدهای شامل L0 البعد ͳمتناه جبر

مولدهای بوسیله

∆ |u=U(x,t)= 0 که XU = U(x, t)∂u (٣٢.٩ )

م�ͳشود. Έیتف
XU ∈L∞ مولد که بΎیرید نظر در را ∆ = 0 ، ͳجزئ مشتقات با معادله از u =U(x, t) دلخواه جواب
فرم به Xi هر نمایید. محاسبه ͳی ͳی Xi ∈ L0 هر بوسیله را XU جابجاگر اکنون م�ͳنماید. ایجاد را

Xi = ξi(x, t)∂x +τi(x, t)∂t + fi(x, t)u∂u, (٣٣.٩ )

لذا و است

[XU ,Xi] = Ũi(x, t)∂u, (٣۴.٩ )

که

Ũi(x, t) = fi(x, t)U(x, t)− ξi(x, t)Ux(x, t)−τi(x, t)Ut(x, t) (٣۵.٩ )

ͳیعن م�ͳباشد، ͳتقارن گروه Έی خودش مولد دو هر جابجاگر م�ͳباشد.

Ũi(x, t)∂u ∈ L.

لذا م�ͳباشد، (٣٢.٩) فرم از مذکور مولد بعلاوه،

Ũi(x, t)∂u ∈ L∞.

بدست جدید جوابهای اگر م�ͳباشد. ∆ = 0 ، ͳجزئ مشتقات با معادله جواب Έی u = Ũi(x, t) این بنابر
بسازند. فوق روش توسط را بیشتری جدید جوابهای تا گیرند قرار U جای به م�ͳتوانند Έهری آیند،

ͳل نقطه�ای تقارنهای بیاورید، بخاطر را ٨.١.۴ مثال . مثال ۶.٩

uxt = u (٣۶.٩ )

توسط

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = u∂u, X4 = x∂x − t∂t, (٣٧.٩ )

١۵۵
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و

{XU = U(x, t)∂u : Uxt = U}. (٣٨.٩ )

در م�ͳدهند، L0 البعد ͳمتناه جبر زیر برای پایه Έی تشیل (٣٧.٩) مولدهای بوضوح م�ͳشوند. تولید
مولدهای بΎیرید، نظر در را u = U(x, t) دلخواه جواب م�ͳنماید. تولید را L∞ ،(٣٨.٩) رابطه حالیه

،(٣٧.٩)

Ũ1 = −Ux, ,

Ũ2 = −Ut, ,

Ũ3 = U, (٣٩.٩ )
Ũ4 = tUt − xUx,

نم�ͳباشد). لازم (اما باشند U با متفاوت م�ͳتوانند Ũ3 استثنای به جوابها این از Έی هر کنند. ͳم تولید را
متحرک موج جواب با کنید فرض مثال برای

U = ex+t (۴٠.٩ )

Ũ1 ͳیعن دو این از Έی Ϳهی م�ͳباشد). ناوردا X2−X1 توسط شده تولید گروه تحت که ) نماییم شروع
اما نم�ͳباشند، U از مستقل Ũ2 یا

Ũ4 = (t− x)ex+t (۴١.٩ )

نمایید.داریم: ترار U = (t− x)ex+t با را روش این اکنون م�ͳباشد. جدید

Ũ4 = [(t− x)2+ t+ x]ex+t. (۴٢.٩ )

آنرا که م�ͳکند، تولید را جدید جواب Έی X1 که م�ͳدهد نشان مطلب این

Ũ1 = (t− x−1)ex+t,

نم�ͳآید. بدست جدیدی جواب لذا م�ͳباشد، (۴١.٩) و (۴٠.٩) ͳخط ترکیب دقیقاً Ũ1 اما نامیم. ͳم
سریها در بعدی نماید؛ ͳم تولید را جدید جوابهای مرراً X4 چه اگر

Ũ4 = ((t− x)3+3(t2− x2)+ t− x)ex+t (۴٣.٩ )

تولید را جدیدی جوابهای م�ͳتوانند X2 یا X1 باشیم، کرده انتخاب را ͳمتفاوت آغازی جواب اگر م�ͳباشد.
نمایند.

معوس تبدیل بوسیله شدن ͳخط قابل که ͳخط غیر ی ͳجزئ مشتقات با معادلات برای فوق ایده
ͳخط معادله جواب با متناظر ،ͳخط غیر ͳجزئ مشتقات با معادله جواب هر م�ͳرود. بار نیز م�ͳباشند پذیر
این سپس و ببریم بار ͳخط معادله جدید جوابهای تولید برای را فوق روش م�ͳتوانیم بنابراین، م�ͳباشد.
توماس معادله نمونه، برای م�ͳنماییم. تبدیل اولیه ͳخط غیر ͳجزئ مشتقات با معادله جوابهای به را جواب

uxt = uxut −1

م�ͳتواند خواننده شد. داده نشان ٨.١.۴ مثال در که آنچه همانند گردد، ͳخط (٣۶.٩) رابطه به م�ͳتواند
است. توماس معادله از جواب Έی با متناظر (۴٣.٩) - (۴١.٩) جدید جواب هر که بپذیرد

١۵۶
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Έکلاسی غیر تقارنهای بخش٣.٩

جوابهای به م�ͳتوانند اما نم�ͳباشند متقارن که نقطه�ای تبدیل گروههای از یΈکلاس ͳمعرف به بخش این
غیر پیچیدگیهای از اجتناب برای م�ͳپردازد. شوند، ͳمنته مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله Έی دقیق
به روش م�ͳنماییم. معطوف u(x, t) برای اسالر ی ͳجزئ مشتقات با معادلات به را توجهمان ضروری،
متغیرها تعداد افزایش با محاسبات ͳپیچیدگ اما م�ͳشود، داده تعمیم دلخواه ی ͳجزئ مشتقات با معادلات

شود. ͳم زیاد
خودش به را جوابها ͳتمام مجموعه مفروض ͳجزئ مشتقات با معادله Έی ͳل نقطه�ای تقارنهای
ساختن به قادر را ما امر این اما بود، خواهد مفید مطلب این بشناسیم را جوابها از ͳبرخ اگر م�ͳنΎارد.
Έی تحت که م�ͳپردازیم ͳجوابهای جستجوی به کار، این انجام برای کند. ͳنم Ϳهی از جدید جوابهای
مشخصه با گروه تحت که ͳجوابهای ͳتمام هستند. ناوردا نقطه�ای تبدیلات از پارامتری Έی ͳل گروه
جوابهای جوابها، این کنند؛ ͳم صدق ناوردا سط شرط و ͳجزئ مشتقات با معادله در هستند، ناوردا Q

دستΎاه

∆ = 0, Q = 0, (۴۴.٩ )

ͳهای X ͳتمام نمائیم ͳسع که است ارزشمند بپردازیم، ناوردا جوابهای جستجوی به تنها اگر م�ͳباشند.
این م�ͳشود ایجاد که ͳلمش کنیم. مشخص نمایند، ͳم تولید را (۴۴.٩) دستΎاه نقطه�ای تقارنهای که

م�ͳباشد! X به وابسته (Q = 0) دوم معادله که است
از ͳبرخ برای است. امانپذیر (ͳاصول (بطور ͳمولدهای چنین ͳتمام یافتن اغلب حال این با
ͳنم « Έکلاسی» نقطه�ای تقارنهای از که جدیدی ناوردای جوابهای به اینها ͳجزئ مشتقات با معادلات

م�ͳشوند. ͳمنته آیند بدست توانند
ام n مرتبه تقارنهای ،Qبا متناظر X مولد که کند ͳم بیان دستΎاهها برای شده ͳخط تقارن شرط

گاه هر م�ͳکند تولید را (۴۴.٩) ͳجزئ مشتقات با معادله

X(n)∆ = 0, X(1)Q = 0 است، برقرار (۴۴.٩) هنΎامیه (۴۵.٩ )

تساوی از شرط این م�ͳدهیم). نشان دقیقاً را ͳامتدادده مرتبه (اکنون،

X(1)Q = QQu (۴۶.٩ )

نتیجه (۴۶.٩) رابطه از آورد) بدست را آن تمرین بعنوان م�ͳشود خواسته خواننده از شود.(که ͳم حاصل
م�ͳشود:

Q = 0 هنΎامیه X(1)Q = 0.

اگر م�ͳباشد، (۴۴.٩) رابطه تقارن X لذا

∆ = 0, Q = 0 هنΎامیه X(n)∆ = 0 (۴٧.٩ )

بنΎارد. خودشان به را ناوردا جوابهای فقط X توسط شده تولید گروه است لازم دیΎر، بعبارت باشد.
شوند. نΎاشته جوابها به ∆ = 0 باقیمانده جوابهای که نیست نیاز

شده ͳخط تقارن شرط در نماید، تولید را ͳجزئ مشتقات با معادله تقارنهای X اگر بوضوح،

∆ = 0 هنΎامیه X(n)∆ = 0 (۴٨.٩ )

١۵٧

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



Έکلاسی غیر تقارنهای .٣.٩ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ فصل

X مولدهای است ممن چه اگر م�ͳکند. صدق (۴٧.٩) ضعیف�تر شرط در اینرو از و م�ͳنماید صدق
اینها ننند. صدق (۴٨.٩) شده ͳخط تقارن شرط در اما کنند صدق (۴٧.٩) رابطه در که باشند موجود

م�ͳباشند. Έکلاسی غیر تقارنهای مولدهای
Q = 0 از استفاده بوسیله u مشتقات ͳبرخ حذف ،X(n)∆ محاسبه بوسیله (۴٧.٩) رابطه جوابهای
مبین، معادلات آوردن بدست برای u باقیمانده مشتقات توانهای دادن قرار برابر نهایت در و ∆ = 0 و
Έی اما م�ͳرود، بار Έکلاسی تقارنهای یافتن برای که است ͳروش شبیه مفاهیم این م�ͳآیند. بدست
(ξ,τ,η) نامشخص تواب΄ شامل Q = 0 زیرا م�ͳباشند، ͳخط غیر مبین معادلات دارد. وجود مهم تفاوت
که کنید فرض نم�ͳباشد، برداری فضای Έی Έکلاسی غیر ͳتقارن مولدهای مجموعه نتیجه در م�ͳباشد.
بدون معمولا˦ مبین معادلات شدن حل بعلاوه، باشد. ͳل جبر Έی تنها Έکلاسی غیر تقارنهای مجموعه

م�ͳباشد. سخت کامپیوتری جبر
نیز λX آنΎاه نماید تولید را ͳکلاسی غیر تقارن X اگر که مطلب این ͳبررس توسط ͳساده�سازی�های
(λX)(k) = λX(k) اتحاد از نتیجه، این استخراج برای م�ͳپذیرد. انجام است، چنین λ ناصفر تاب΄ هر برای
X اگر م�ͳباشد. (٨.٢۵) ͳامتدادده فرمول از نتیجه�ای که م�ͳنماییم استفاده است Q = 0 هنΎامیه

آنΎاه باشد Έکلاسی غیر تقارنهای کننده تولید

(λX)(n)∆
∣∣∣∣ Q = 0,
∆ = 0

= λX(n)∆
∣∣∣∣ Q = 0,
∆ = 0

= 0,

ناصفر τ اگر کلیت، از کاستن بدون بنابراین م�ͳکند. تولید را Έکلاسی غیر تقارنهای نیز λX لذا م�ͳباشد،
شرط باشند، صفر دو هر τ,ξ (اگر .ξ = 1 م�ͳدهیم قرار باشد، τ = 0 اگر و τ = 1 م�ͳدهیم قرار باشد،
نم�ͳباشد موجود ناوردا سط یافتن ͳاصول روش آنΎاه باشد. صفر نیز η که م�ͳکند ایجاب ناوردا سط

باشد.) شده شناخته Έکلاسی تقارن مولد اینه مΎر

ͳهاکسل معادله . مثال ٧.٩

ut = uxx +2u2(1−u), (۴٩.٩ )

توسط که م�ͳباشد دارا را (Έکلاسی) نقطه�ای تقارنهای از پارامتری دو ͳل گروه Έی

X1 = ∂x, X2 = ∂t.

بعدی سه شل دارای هستند ناوردا X1 بوسیله شده تولید گروه تحت که ͳجوابهای ͳتمام است. شده تولید
که است u = F(t) بنابراین هستند،

F′ = 2F2(1−F). (۵٠.٩ )

م�ͳباشند، پایا متحرک موجهای م�ͳباشند ناوردا Έکلاسی تقارنهای تحت که دیΎری جواب�های تنها
که ،u = F(x− ct)

F′′+ cF′+2F2(1−F) = 0. (۵١.٩ )

بصورت ناوردا سط شرط لذا بپردازیم، τ = 1 با Έکلاسی غیر تقارنهای جستجوی به کنید فرض

ut = η− ξux (۵٢.٩ )

بصورت Έکلاسی غیر تقارنهای این برای شده ͳخط تقارن شرط م�ͳباشد.

ηxx −ηt + (4u−6u2)η = 0 باشد برقرار (۵٢.٩ ) و (۴٩.٩) هنΎامیه (۵٣.٩ )

١۵٨
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حذف برای (۵٢.٩) و (۴٩.٩) رابطه بردن بار ، (۵٣.٩) رابطه نوشتن بوسیله مبین معادلات است.
م�ͳگردند. Έیتف ux توانهای دادن قرار مساوی بوسیله حاصل معادلات وسپس م�ͳآیند بدست ut و uxx

دستΎاه مطلب این

ξuu = 0,
ηuu−2ξxu+2ξξu = 0,

2ηxu− ξxx − (2η+6u3−6u2)ξu+2ξξx + ξt = 0, (۵۴.٩ )
ηxx −2ηξx +2u2(u−1)(ηu−2ξx)−ηt + (4u−6u2)η = 0,

م�ͳشود حل ͳراحت به کاملا̈ (۵۴.٩) اما م�ͳباشند، ͳخط غیر مبین معادلات این از ͳبرخ م�ͳکند. تولید را
اول معادله ͳعموم جواب باشد). ͳمثلث بفرم م�ͳتواند (زیرا

ξ = A(x, t)u+B(x, t)

دوم: معادله جواب به که م�ͳباشد

η = −−1
3

A2u3+ (Ax −AB)u2+C(x, t)u+D(x, t)

دادن قرار یسان توسط باقیمانده معادلات Έیتف به تا م�ͳسازد قادر را ما نتای; این م�ͳگردد. ͳمنته
و نموده حذف را جزئیات م�ͳباشد، آشنا ͳروش اکنون مطلب این اینه به نظر بپردازیم. ... و u توانهای

از: عبارتند (۵۴.٩) رابطه جوابهای م�ͳنماییم. ساده را شده ارائه نتیجه

ξ = 1 ,η = 0 (۵۵.٩ )

و

ξ = ±(3u−1), η = 3u2(1−u). (۵۶.٩ )

داشته یاد به م�ͳپردازیم( است، X1 +X2 Έکلاسی ͳتقارن مولد با متناظر که (۵۵.٩) ͳبررس به اکنون
را Έکلاسی غیر ͳتقارن مولدهای (۵۶.٩) م�ͳباشد؛ جدید (۵۶.٩) چه اگر .( است τ = 1 که باشید

م�ͳدهد:

X = ±(3u−1)∂x +∂t +3u2(1−u)∂u. (۵٧.٩ )

Έکلاسی غیر تقارنهای برای ناوردا سط شرط

ut ± (3u−1)ux = 3u2(1−u), (۵٨.٩ )

از: عبارتند ͳتابع مستقل ناوردای دو م�ͳگردد. حل ͳراحت به مشخصه�ها روش توسط که م�ͳباشد

r = (
1
u
−1)et±x, v =

1
u
+2t∓ x. (۵٩.٩ )

به که نمایید، جانشین ͳهاکسل معادله در را v = F(r) اکنون

F′′ = 0

١۵٩
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م�ͳآید: بدست اولیه، متغیرهای حسب بر نوشتن با م�ͳباشد. F(r) = c1r+ c2 بنابراین م�ͳیابد. کاهش

u =
1− c1et±x

2t± x− c1et±x+ c2
.

جواب باشد، c1 = 0 اگر نم�ͳباشند. آوردن بدست قابل دلخواه Έکاهشکلاسی بوسیله c1 , 0 با جوابها
است. موجود r = c3 جواب با متحرک موج Έی همچنین م�ͳباشد. متحرک موج Έی v = c2

آنها برای نپرداخته�ایم، τ = 0 با Έکلاسی غیر تقارنهای یافتن به هنوز

X = ∂x+η(x, t,u)∂u,

ناوردا سط شرط م�ͳباشد.

ux = η (۶٠.٩ )

در ͳهاکسل معادله دلخواه ناوردا جواب هر لذا است.

ut = ηx+ηηu+2u2(1−u) (۶١.٩ )

Έکلاسی غیر شده ͳخط تقارن شرط که م�ͳیابیم در کلیت، از کاستن بدون م�ͳکند. صدق

ηxx +2ηηxu+η
2ηuu−2u2(1−u)ηu−ηt + (4u−6u2)η = 0,

معادله Έی تنها م�ͳباشد. (۶١.٩) و (۶٠.٩) دستΎاه برای پذیری انتΎرال شرط واق΄ در که م�ͳباشد
م�ͳگردند. حذف م�ͳشوند، گرفته نظر در (۶١.٩) و (۶٠.٩) هنΎامیه u مشتقات همه زیرا دارد، وجود

گوناگون. حدسهای دادن تغییر با بجز دهیم انجام بیشتری اقدامات نم�ͳتوانیم نتیجه در
م�ͳشوند! حل ͳسادگ به (τ = (با1 مبین معادلات که حیث این از م�ͳباشد استثنا فوق مثال نتیجه در
کمΈگرفتن بوسیله باید مبین معادلات ،Έکلاسی غیر تقارنهای با ͳجزئ مشتقات با معادلات اکثر برای
قادر شد) داده شرح ٨ فصل در (که DIFFGROB 2 افزاری نرم بسته گردند. ساده کامپیوتری جبر از
با گردد. مواجه معین بالا ی ͳجزئ مشتقات با معادلات از ͳخط غیر دستΎاههای از بسیاری با است

نم�ͳباشد. موفق همواره افزار نرم این، وجود
Έکلاسی تقارنهای بوسیله نیز Έکلاسی غیر کاهش هر ، ͳجزئ مشتقات با معادلات از بسیاری برای
Έبوزونیس معادله (مانند ͳجزئ مشتقات با معادلات از ͳکم تعداد چه اگر م�ͳباشد. آوردن بدست قابل
دلیل شوند. یافت توانند ͳنم Έکلاسی تقارنهای بوسیله که م�ͳباشند دارا را جوابها از (ͳبزرگ خانواده

نم�ͳباشد. درک قابل هنوز امر این

بیشتر مطالعه

گذشته دهه سه ͳط در آشنا ی ͳجزئ مشتقات با معادلات ناوردای جوابهای و شده ͳخط تبدیلات تقارنها،
١٩٩۴) سال در ابراگیمف توسط که ͳراهنمای کتاب محتوای در نتای; این از بسیاری شده�اند. بندی طبقه

م�ͳباشند. موجود است شده نوشته (١٩٩۵ و
مرزی مقدار مسئله ناوردا جواب ،ͳکل بیان Έی در ننموده�ایم. بیان فعلا̈ را مرزی یا اولیه شرایط ما
است. موجود باشد ناوردا ͳتقارن گروه تحت تماماً مرزی شرایط و دامنه ، ͳجزئ مشتقات با معادله اگر
و استوانه) Έی) دامنه حرکت، معادلات زیرا است پذیر امان استوانه�ای ͳن در شارپوسویل مثال برای
Έی وجود (توجه: م�ͳباشند. ناوردا ͳن محورهای حول دورانها نͳ)تحت دیوار در صفر (شار مرزی شرایط
نم�ͳباشد). محوری متقارن متلاطم ͳن شار مثال، برای نم�ͳباشد. آن پایداری برای ͳضمانت ناوردا جواب

١۶٠
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یΈجواب ساخت برای ͳجزئ مشتقات با معادله ناوردا جوابهای از استفاده امان شرایط، از ͳبرخ تحت
روش این ͳΎونΎچ (١٩٨٩) ͳکوم و بلومن دارد. وجود کند مفروضصدق مرزی شرایط در که ͳترکیب

نموده�اند. بیان ͳخط ی ͳجزئ مشتقات با معادلات برای را
و مرزی شرایط از دور به را دستΎاه Έی شده محدود رفتار ناوردا جوابهای بردها، کار از بسیاری در
فاقد دامنه روی گون ͳسهم ͳمشتقاتجزئ با یΈمعادله شده محدود رفتار نمونه، برای م�ͳدهند. شرح اولیه
وقتیه را بسیاری ͳفیری مسائل (١٩٩۶) بارنبلات م�ͳشود. داده شرح مشابه جوابهای بوسیله اغلب مرز
ͳناوردا-مقیاس شده محدود رفتار تحلیل و تجزیه برای ͳروشهای بسط به و داد شرح افتد ͳم اتفاق این

پرداخت.
قابل که معتبر افزاری نرم بسته�های همانند را زیادی ͳپژوهش تلاش اخیراً Έکلاسی غیر تقارنهای
شروع (١٩٩۶)نقطه کلارکسون بوزونیسΈتوسط معادله تحلیل و تجزیه نموده�اند. جلب دسترسهستند،

م�ͳباشد. دریابند، Έکلاسی غیر تقارنهای مورد در بیشتر دارند قصد که ͳخوانندگان برای ͳخوب

تمرین�ها
به م�ͳتواند (٨.۵۵) توماس معادله که شد داده نشان ،٨ درفصل ١.٩

uxt = u,

بوسیله شده تولید مقیاس�های شامل تقارنهایش که شود ͳخط

X = x∂x − t∂t + ku∂u,

(برای X بوسیله شده تولید گروه تحت که فوق ͳجزئ مشتقات با معادله جوابها ͳتمام م�ͳباشند.
بار را 2.9 روش�های هستند؟ چه جوابها باشد k = 1

2 U اگر بیابید. را هستند ناوردا دلخواه) k
بدست نتای; اکنون بسازید. یافته�اید، که ͳآنهای روی از ناوردا جوابهای از ͳبزرگ خانواده تا برید
r =
√

xt از :ͳراهنمای] برید. بار توماس معادله جوابهای از خانواده�ای ساخت برای را آمده
نمایید]. استفاده ناوردا Έی بعنوان

اسالر ͳجزئ مشتقات با معادله نقطه�ای تقارنهای پارامتری Έی ͳل گروه مشخصه که دهید نشان ٢.٩
اتحاد در

XQ = QQu

ͳجزئ مشتقات با معادلات از دستΎاه Έی نقطه�ای تقارنهای برای متناظر نتیجه م�ͳکنند. صدق
م�ͳباشد؟ چه وابسته متغیر Mبا

باقیمانده تقارنهای از نمایید. محاسبه را (١۴.٩) ͳخط غیر تصفیه معادله متحرک موج جوابهای ٣.٩
نمایید. استفاده یافته�اید که ͳجوابهای از خانواده Έی ساخت برای (١۵.٩)

کورت;-دوریس معادله ۴.٩

ut +
u
t
+uux +uxxx = 0

بوسیله شده تولید نقطه�ای تقارنهای دارای

X1 = ∂x, X2 = ln t∂t + t−1∂u, X3 = 3t∂t + x∂x−2u∂u,

بیابید. را م�ͳباشند ناوردا X2 بوسیله شده تولید گروه تحت که ͳعموم جوابهای اکثر م�ͳباشد.
ناوردا جوابهای از پارامتری دو خانواده ساخت برای باقیمانده ͳل نقطه�ای تقارنهای از اکنون

کنید. استفاده

١۶١
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Έکلاسی غیر تقارنهای .٣.٩ͳجزئ مشتقات با معادلات دقیق جوابهای یافتن برای ͳروش�های .٩ فصل

بیابید. را ناوردا وجوابهای کنید محاسبه را (τ = 1) برگر معادله Έکلاسی غیر تقارنهای ۵.٩

١۶٢
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١٠ فصل

ناوردا دسته�بندیجوابهای

իن. ساده իن، ساده ،. . دوגؑن. Ц͇م НجایϦمارشیکϲیҭ͞ون
واϰدن) фورو: د. (ه.

ناوردا ارزیجوابهای هم بخش١.١٠

را مفروض دیفرانسیل معادله Έی ناوردای جوابهای همه مجموعه که است این فصل این در ما هدف
Έی تحت بتواند جواب Έی هرگاه باشند ͳارزم ناورداهم جواب دو کنیم. افراز هم�ارزی دسته�های به
ͳتوجه قابل بطور دسته�بندی، این شود. نΎاشته دیΎر جواب به ͳجزئ مشتقات با معادله نقطه�ای تقارن
(ͳعموم) ناوردا جواب Έی است لازم تنها م�ͳسازد. آسان را ناوردا جوابهای کلیه کردن مشخص مسئله
برای که ͳتلاش استراتژی این شود. ساخته م�ͳتواند تقارنها بارگیری با دسته کل آنΎاه بیابیم دسته هر از

م�ͳرساند. حداقل به را است لازم ناوردا جوابهای آوردن بدست
نقطه�ای تقارنهای از پارامتری Έت ͳل �گروه Έی تحت که ͳجوابهای ارزی هم مسئله روی ͳراحت برای
متغیر N بیانΎر ترتیب به u و x فرضکنیم اندیسها تثیر از اجتناب برای م�ͳشویم. متمرکز هستند، ناوردا
ͳبایست است. z = (x,u) که باشد ͳمتغیرهای همه مجموعه z کنیم فرض و باشد وابسته متغیر M و مستقل

تقارن زمانیه کنیم ͳبررس

Γ : z 7→ ẑ (١.١٠ )

توسط شده تولید پارامتری Έت تقارن گروه Έی تحت که ͳجواب روی

X = κiXi (٢.١٠ )

مولدهای و است ثابت مقدار Έی κi هر اینجا در م�ͳافتد؟ ͳاتفاق چه م�ͳکند عمل است، ناوردا

Xi = ζ
s
i (z)∂zs (٣.١٠ )

١۶٣

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



ناوردا جوابهای ارزی هم .١.١٠ ناوردا جوابهای دسته�بندی .١٠ فصل

Έی وجود که م�ͳکنیم قرارداد پس این از م�ͳدهند. تشیل نقطه�ای تقارن مولدهای ͳجبرل برای پایه�ای
مثال بطور است. شده z جایΎزین ẑ که است ͳمعن این به عملΎر یا تاب΄ Έی روی نشان

X̂i = ζ
s
i (ẑ)∂ẑs (۴.١٠ )

است. یافته تغییر آنها متغیر چند هر هستند (٣.١٠) رابطه تواب΄ مشابه دقیقاً ζ s
i تواب΄ اینجا در

(٩.۵ مثال و ۴.٣ باشید.(بخش مانوس ناوردا جوابهای از ͳخانواده�های تولید روند با ͳبایست اکنون
ناوردا ،X توسط شده تولید پارامتری Έت تقارن گروه Έی تحت u = f (x) جواب کنید فرض ببینید. را
بر نیز X ͳیعن تقارن گروه مولد آید. بدست û = f̃ (x̂) تا م�ͳنویسیم (x̂, û) حسب بر را u = f (x) باشد.
پارامتری Έت گروه Έی مولد عمل، این م�ͳشوند. برداشته علامتها آخر در و م�ͳشود نوشته (x̂, û) حسب

م�ͳنامیم. X̃ را مولد این م�ͳدهد. نتیجه را ناورداست آن تحت u = f̃ (x) یافته تبدیل جواب که
دیΎری به را ͳی که دارد وجود (Γ) تقارن Έی زیرا ارزند هم u = f̃ (x) و u = f (x) جوابهای
م�ͳشوند. گرفته نظر در ارز هم نیز مولدها بنابراین م�ͳنΎارد X̃ به را X تقارن این مشابه طور به م�ͳنΎارد.
انجام برای کنیم. دسته�بندی آنها متناظر ͳتقارن مولدهای دسته�بندی طریق از را ناوردا جوابهای م�ͳخواهیم
مجموعه�ای م�ͳشود. گرفته بار ناوردا جوابهای مجموعه به ͳدستیاب برای دسته هر از مولد Έی کار این

م�ͳشود. نامیده مولدها از بهینه یΈدستΎاه است دسته هر از مولد Έی شامل دقیقاً که
ẑ= eεX j z اگر که داریم یاد به بخش۶.٢ از بنویسیم. ẑحسب بر را X ͳبایست مولدها بندی دسته برای

آنΎاه

eεX j F(z) = F(eεX j z) = F(ẑ) (۵.١٠ )

طور به F هموار تاب΄ هر روی (١.١٠) تقارن هر عمل ͳکل بطور است. برقرار F هموار تاب΄ هر بازای
م�ͳشود: تعریف زیر بصورت مشابه

ΓF(z) = F(Γz) = F(ẑ) (۶.١٠ )

Γ(δ) کنیم فرض کنیم.)اکنون برخورد ͳل تقارنهای مانند گسسته تقارنهای با تا م�ͳدهد اجازه ما به (این
است گروه پارامتر δ اینجا در باشد. X توسط شده تولید تقارنهای از پارامتری Έت ͳل �گروه Έی نماینده

و

Γ(δ) : z 7→ eδXz (٧.١٠ )

داریم: (۶.١٠) از آنΎاه باشد دلخواه هموار تاب΄ Έی F اگر

X̂F(ẑ) = ΓXF(z) = ΓXΓ−1F(ẑ)

رو: این از

X̂2F(ẑ) = ΓXΓ−1ΓXΓ−1F(ẑ) = ΓX2Γ−1F(ẑ)

دهیم: تشیل را زیر ͳل سریهای م�ͳتوانیم ͳرایΎهم فرض با و م�ͳکند پیدا ادامه روند این و

Γ̂(δ)F(ẑ) = eδX̂F(ẑ) = ΓeδXΓ−1F(ẑ) = ΓΓ(δ)Γ−1F(ẑ)

که: م�ͳگیریم نتیجه است دلخواه F آنجاییه از

X̂ = ΓXΓ−1 (٨.١٠ )

١۶۴
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ناوردا جوابهای دسته�بندی .١٠ فصل ͳتقارن مولدهای دسته�بندی ͳΎونΎچ .٢.١٠

تقارنهای: از پارامتری Έت ͳل گروه مولد

Γ̂(δ) = ΓΓ(δ)Γ−1 (٩.١٠ )

این ادامه در برد. خواهیم بار گسسته تقارنهای بدست�آوردن برای را نتیجه این ،١١ فصل در است.
تولید X1, · · · ,XR پایه Έی با متناه�ͳالبعد ͳجبرلΈی توسط که ͳل تقارنهای تحت ارزی هم با تنها فصل،
زیرجبرهای قبیل از دلخواه، تواب΄ به وابسته مولدهای شامل که ͳدسته�های آن از داریم.( سروکار اند شده
م�ͳباشند، شوند ͳم ظاهر شدن ͳخط قابل یا ͳخط ی ͳجزئ مشتقات با معادلات در که البعد ͳنامتناه
مسائل از دنباله Έی ͳبررس با شده محدود ارزی هم مسئله این که داد نشان م�ͳتوان م�ͳکنیم.) ͳپوش چشم
م�ͳدهیم قرار نظر مد را ͳتقارنهای تحت ارزی هم مسائل، این از Έی هر در است. حل قابل بعدی Έی

اند آمده بدست مذکور پایه در مولدها از ͳی از که

Γ : z 7→ ẑ = eεX j z (١٠.١٠ )

داریم X دلخواه مولد بازای (٨.١٠) رابطه از

X̂ = eεX j Xe−εX j (١١.١٠ )

نمایانΎر X j زیرا م�ͳشود ترار که ͳامΎهن ͳحت نم�ͳزنیم جم΄ را j اندیس فصل این ادامه در و اینجا (در
است. برقرار م�ͳشود جابجا e−εX j با که X = X j بازای (١١.١٠) بخصوص است.) خاص مولد Έی

بنابراین

X̂ j = X j (١٢.١٠ )

(١٢.١٠) از استفاده با و بنویسیم ẑحسب بر را X مولد هر ،X حسب بر (١١.١٠) حل با م�ͳتوانیم اکنون
آوریم: بدست

X = e−εX̂ j X̂eεX̂ j (١٣.١٠ )

û = f̃ (x̂) آن تحت که کند ͳم تولید پارامتری Έت تقارن گروه Έی (١٣.١٠) راست طرف ε هر بازای
توسط: شده تولید گروه تحت u = f̃ (x) یافته تبدیل جواب بنابراین است. ناوردا

X̃ = e−εX j XeεX j (١۴.١٠ )

برقرار X j توسط شده تولید ͳل نقطه�ای تقارنهای کلیه برای نتیجه این ناورداست. است، ارز هم X با که
منظور به X j متفاوت مولدهای بازای (١۴.١٠) گیری بار با مولدها، بندی دسته مسئله اساساً است.
کار این چΎونه اینه مورد در بحث به اکنون م�ͳشود. حل آن ارز هم شل ترین ساده به مولد هر کاهش

م�ͳپردازیم. م�ͳدهیم انجام را

ͳتقارن مولدهای دسته�بندی ͳΎونΎچ بخش٢.١٠

است. تقارن مولدهای شامل مشخص، دیفرانسیل معادله Έی جوابهای بجای (١۴.١٠) ارزی هم رابطه
دیفرانسیل معادله هر برای دسته�بندی این کردیم دسته�بندی بخصوص ͳجبرل Έی برای را مولدها زمانیه
استفاده مورد ͳجزئ مشتقات با معادله Έی یا باشد ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی خواه ،ͳجبرل همان با

١۶۵
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ͳتقارن مولدهای دسته�بندی ͳΎونΎچ .٢.١٠ ناوردا جوابهای دسته�بندی .١٠ فصل

برای و یباره را بندی دسته مسئله م�ͳتوانیم کنیم، ͳشناسای را ممن ͳل جبر�های همه اگر م�ͳگیرد. قرار
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ممن ͳل جبر�های کلیه تشخیص مسئله کنیم. حل ͳل جبر�های همه
حل ͳمعمول دیفرانسیل معادله دستΎاههای یا ͳجزئ مشتقات با معادلات برای اما است. شده حل اسالر
انجام جداگانه Έی هر مورد در و مختلف پایه�های روی را دسته�بندی است لازم معمولا˦ بنابراین نشده.

دهیم.
اولیه مقدار مسئله در X̃ که م�ͳشود نتیجه (١۴.١٠) از

dX̃
dε
= −X jX̃+ X̃X j = −[X j, X̃], X̃|ε=0 = X (١۵.١٠ )

داشت: خواهیم ε به نسبت فوق ͳمعمول دیفرانسیل معادله از گیری دیفرانسیل با م�ͳکند. صدق

d2X̃
dε2 = −

[
X j,

dX̃
dε

]
= (−1)2[X j, [X j, X̃]]

قدر به εهر بازای و است سری Έی بصورت که زیرا جواب تیلور قضیه دهیم. ͳم ادامه ترتیب همین به و
م�ͳدهد نتیجه را است برقرار صفر به Έنزدی ͳکاف

X̃ = X−ε[X j,X]+
ε2

2!
[X j, [X j,X]]− · · · (١۶.١٠ )

م�ͳدهد: نتیجه (١۶.١٠) آنΎاه شوند جابجا X و X j اگر

X̃ = X ∀ε (١٧.١٠ )

دو Ϳهی بنابراین م�ͳشوند جابجا مولدها کلیه ͳآبل ͳل جبر�های مورد در نم�ͳیابد. تغییر X مولد بنابراین
است. مولدها همه شامل مولدها بهینه دستΎاههای نیستند. ارز هم خط�ͳای مستقل مولد

طریق از X کردن ساده برای را X j پایه�ای مولد هر که است این هدف ͳآبل غیر ͳل جبر�های برای
م�ͳتوانیم دارد. وجود نیز دیΎر کردن ساده راه Έی گیریم. بار است، ممن که κi ثابت تعداد هر حذف
توسط شده تولید گروه که م�ͳشویم (یادآور کنیم. ضرب X در را λ مانند دلخواه صفر غیر ثابت یΈمقدار
X زمانیه ͳگروه ناوردای جوابهای مجموعه بنابراین است ͳی X توسط شده تولید گروه با دقیقاً λX

نم�ͳگیرند.) قرار تاثیر تحت شود ضرب ثابت مقدار Έی در

بطوریه
{
X1,X2

}
پایه با ͳآبل غیر بعدی دو ͳجبرل مثال. ١.١٠

[X1,X2] = X1

بصورت مولد هر م�ͳشود.) داده نمایش a(1)با عموماً ͳجبرل بΎیرید.(این نظر در را است

X = κ1X1+ κ
2X2

شروع ارزند، هم X با X1 توسط شده تولید گروه تحت که ͳمولدهای مجموعه کردن مشخص با است.
داریم: (١۶.١٠) از م�ͳکنیم.

X̃ = X−ε[X1,X]+
ε2

2!
[X1, [X1,X]]− · · ·

= κi
(
Xi−ε[X1,Xi]+

ε2

2!
[X1, [X1,Xi]]− · · ·

)
= κ1X1+ κ

2(X2−εX1)
= (κ1−εκ2)X1+ κ

2X2

١۶۶
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ناوردا جوابهای دسته�بندی .١٠ فصل ͳتقارن مولدهای دسته�بندی ͳΎونΎچ .٢.١٠

است، ارز هم X = κ2X2 با X اینه دادن نشان برای را ε = κ1/κ2 م�ͳتوان آنΎاه κ2 , 0 اگر بخصوص
فرض شود(زیرا کاسته کلیت از اینه بدون κ2 = 1 م�ͳدهیم قرار مجدد ͳده مقیاس با کرد. انتخاب
داریم κ1 , 0 Έی بازای اینصورت در که است κ2 = 0 باقیمانده ممن حالت تنها .(κ2 , 0 بودیم کرده
Έی

{
X1,X2

}
مجموعه خلاصه بطور م�ͳکنیم. ͳده مقیاس κ1 = 1 دادن قرار برای مجدداً و X = κ1X1

X ∈ a(1) توسط شده تولید پارامتری Έت گروه Έی تحت که ͳجواب هر است. a(1) برای بهینه دستΎاه
بهینه دستΎاه در موجود مولدهای از ͳی توسط شده تولید گروه تحت که جواب Έی با ناورداست

م�ͳباشد. ارز هم ناورداست
حل X1 توسط شده تولید گروه از استفاده با تنها را ارزی هم مسئله توانستیم ساده بسیار مثال این در
این در افتاد؟ خواهد ͳاتفاق چه گیریم بار را X2 توسط شده تولید گروه بخواهیم X1 بجای اگر کنیم.

داریم: حالت

X̃ = κi
(
Xi−ε[X2,Xi]+

ε2

2!
[X2, [X2,Xi]]− · · ·

)
= eεκ1X1+ κ

2X2

با باشد κ2 , 0 اگر م�ͳکند. عمل ثابت مقدار Έی در مولفه�هایش از ͳی ضرب با X روی گروه این
باشد κ1 , 0 اگر .κ2 = 1 م�ͳدهیم قرار شود کاسته مسئله کلیت از اینه بدون X مجدد ͳده مقیاس

شود: حاصل زیر نتیجه تا کنیم اختیار را ε = − ln |κ1| م�ͳتوانیم

X̃ = ±X1+X2

ارز هم شل ساده�ترین به نم�ͳتوانیم اما کنیم ساده ملاحظه�ای قابل بطور را مولد شدیم قادر چه اگر

X̃ = X2

یابیم. دست X1 توسط شده تولید گروه از استفاده بدون
مولدها از بهینه دستΎاه Έی ارائه نیازمند eεX j پارامتری Έت گروههای از ͳبرخ یا همه معمولا˦
م�ͳیابد افزایش بعد هنΎامیه اما است. ساده بسیار کم بعد با ͳل جبر�های برای محاسبات م�ͳباشند.
از تا م�ͳکنیم بیان ماتریسها حسب بر مجدداً را ارزی هم مسئله اکنون بنابراین م�ͳشود. بیشتر ͳپیچیدگ
بصورت را X̃ و X شروع برای کنیم. استفاده ماتریسها با کار برای جبری محاسبه�گر افزارهای نرم فواید

م�ͳکنیم: تجزیه مولفه�ها به زیر

X = κiXi, (١٨.١٠ )
X̃ = κiX̃i = κ

ie−εX j XieεX j (١٩.١٠ )

داریم: A( j, ε) R×R ماتریس بازای بنابراین است بسته جابجاگر تحت ͳجبرل هر که م�ͳکنیم یادآوری

X̃i = (A( j, ε))m
i Xm (٢٠.١٠ )

لذا

X̃ = κ̃mXm (٢١.١٠ )

آن در که

κ̃m = κi (A( j, ε))m
i . (٢٢.١٠ )

١۶٧
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سطری بردارهای ͳراحت برای

κ = (κ1, · · · , κR), κ̃ = (κ̃1, · · · , κ̃R)

عمل زیر بصورت κ ثابت مقادیر روی که ͳاشتΎن عنوان به م�ͳتواند Γ اینصورت در م�ͳکنیم. ͳمعرف را
شود: گرفته نظر در م�ͳکند

Γ : κ 7→ κ̃ = κA( j, ε) (٢٣.١٠ )

از استفاده با را ارزی هم مسئله م�ͳکنیم ͳسع است مشخص ،X j هر با متناظر A( j, ε) ماتریس هنΎامیه
م�ͳکنیم. انتخاب κ̃ کردن ساده منظور به را ε بار هر کنیم. حل ،κ برای ͳمناسب بصورت ماتریسها این

اولیه مقدار مسئله جواب X̃i مولد آوریم. بدست را A( j, ε) که است این ما کار اکنون

dX̃i

dε
= −e−εX j [X j,Xi]eεX j = ck

i jX̃k, X̃i|ε=0 = Xi

داریم: (٢٠.١٠) از بنابراین است.

d (A( j, ε))m
i

dε
Xm = ck

i j (A( j, ε))m
k Xm, (A( j,0))m

i Xm = Xi

: بنابراین خط�ͳاند مستقل Xm مولدهای

d (A( j, ε))m
i

dε
= ck

i j (A( j, ε))m
k , (A( j,0))m

i = δ
m
i (٢۴.١٠ )

م�ͳکنیم. تعریف را هستند زیر بصورت آن عناصر که C( j) ماتریس اکنون

(C( j))k
i = ck

i j (٢۵.١٠ )

ͳماتریس دیفرانسیل معادله بصورت را (٢۴.١٠) تا م�ͳسازد قادر را ما کار این

dA( j, ε)
dε

=C( j)A( j, ε), A( j,0) = I (٢۶.١٠ )

از: عبارتست آن ͳعموم جواب که بنویسیم

A( j, ε) = exp
{
εC( j)

}
=

∞∑
n=0

C( j)n ε
n

n!
(٢٧.١٠ )

ͳآسان کار م�ͳشود داده نشان بعد مثال در که همانطور A( j, ε) ͳدست محاسبه کم بعد با ͳل جبر�های برای
که A( j, ε) ͳنمای ماتریس که هستند ͳجبرخط بسته�های دارای جبری محاسبه�گر سیستمهای بیشتر است.
محاسبه�گر سیستم Έی از چه م�ͳکنند. محاسبه را است شده داده ، C( j) آن، ساختاری ثابتهای ماتریس
حد تا ساختاری ثابتهای آن در که شود انتخاب پایه�ای است عاقلانه حال هر در نشود چه بشود استفاده

شود. جلوگیری κ کردن ساده روند شدن مشل از تا باشند صفر امان
تولید گروه تحت مولد هر زیرا نم�ͳشوند ساده هرگز ͳآبل ͳل جبر�های مولدهای دیده�ایم که همانطور
ناوردای چند یا Έی داری همچنین ͳغیرآبل ͳل جبر�های از ͳبرخ ناورداست. مولدها دیΎر توسط شده

بطوریه: هستند I(κ)

I
(
κexp[εC( j)]

)
= I(κ), ∀ j, ε (٢٨.١٠ )

١۶٨
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ͳتوانای بنابراین م�ͳکنند. عمل شده انجام ممن حد تا سازیهای ساده روی قیودی عنوان به ناورداها
م�ͳدهیم. ارائه کار این انجام برای ͳنیت اکنون است. مهم امری ͳاصول بصورت آنها به ͳدستیاب

بودن ناوردا برای (ͳکاف (و لازم شرط به ε = 0 بازای ε به نسبت (٢٨.١٠) از دیفرانسیل�گیری
م�ͳشود: ͳمنته I(κ)

κC( j)∇I(κ) = 0, ∀ j (٢٩.١٠ )

آن در که

∇I(κ) =


I1(κ)
...

IR(κ)

 , Ii(κ) ≡
∂I(κ)
∂κi

این انجام برای ساده راه Έی شود. حل مشخصه�ها روش Έکم به تواند ͳم (٢٩.١٠) ͳناوردای شرایط
بصورت (٢٩.١٠) که است این امر

K(κ)∇I(κ) = 0 (٣٠.١٠ )

ͳجزئ مشتقات با معادله ماتریس است. κC( j) آن ام j سطر که است R×R ͳماتریس K(κ) که شود نوشته
روش با یافته کاهش معادلات حل شود. ساده ͳانپل بصورت K(κ) کاهش با تواند ͳم (٣٠.١٠) رابطه
وجود ͳتابع مستقل ناوردای R− ρ تعداد باشد ρ = Rank(K(κ)) اگر است. آسان عموماً مشخصه�ها

دارد.
برای مولدها از بهینه دستΎاه Έی کردن مشخص منظور به را ͳماتریس روش اینجا در مثال. ٢.١٠
بطوریه: م�ͳکنیم اختیار را

{
X1,X2,X3

}
پایه Έی معمول طبق م�ͳگیریم. بار sl(2) بعدی سه ͳجبرل

[X1,X2] = X1, [X1,X3] = 2X2, [X2,X3] = X3

از: عبارتند است j = 1 آنها در که ck
i j غیرصفر ساختاری ثابتهای تنها

c1
21 = −1, c2

31 = −2

بنابراین:

C(1) =

 0 0 0
−1 0 0
0 −2 0


م�ͳدهند: نتیجه ساختاری ثابتهای سایر مشابه طور به

C(2) =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , C(3) =

 0 2 0
0 0 1
0 0 0


م�ͳکنیم ͳنمای زیر، نتیجه به ͳدستیاب منظور به را εC( j) ماتریسهای اکنون

A(1, ε) =

 1 0 0
−ε 1 0
ε2 −2ε 1

 , A(2, ε) =

 eε 0 0
0 1 0
0 0 e−ε


A(3, ε) =

 1 2ε ε2

0 1 ε
0 0 1

 (٣١.١٠ )

١۶٩
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κC( j) سطری بردارهای م�ͳکنیم. ͳبررس را ناورداها وجود ابتدا κ کردن ساده برای کاری هر انجام از قبل
از عبارتند

κC(1) = (−κ2,−2κ3,0),
κC(2) = (κ1,0,−κ3),
κC(3) = (0,2κ1, κ2)

در ناوردا هر بنابراین −κ
2 −2κ3 0

κ1 0 −κ3

0 2κ1 κ2


 I1(κ)

I2(κ)
I3(κ)

 =
 0

0
0


دارد: وجود ناوردا Έی بنابراین است ρ = 2 اینجا در م�ͳکند. صدق

I = (κ2)2−4κ1κ3 (٣٢.١٠ )

داد تغییر نم�ͳتوان را I است.) شده واگذار تمرین عنوان به م�ͳشود منجر (٣٢.١٠) به که ͳمحاسبات)
حسب بر I آنجاییه از است. معادل غیرصفر ثابت Έی در κ ضرب با که X مجدد ͳده مقیاس با مΎر
م�ͳکند. ضرب مثبت ثابت مقدار Έی در را I تنها مجدد، ͳده مقیاس است دو مرتبه از κ متغیرهای
توسط κ بردار .I = 0 و I < 0 ، I > 0 حالت سه ͳیعن بΎیریم نظر در را مسئله موضوع سه ͳبایست بنابراین

م�ͳیابد: تغییر زیر بصورت A( j, ε) ماتریسهای

κA(1, ε) = (κ1−εκ2+ε2κ3, κ2−2εκ3, κ3), (٣٣.١٠ )
κA(2, ε) = (eεκ1, κ2,e−εκ3), (٣۴.١٠ )
κA(3, ε) = (κ1,2εκ1+ κ2, ε2κ1+εκ2+ κ3). (٣۵.١٠ )

جای به صفر کردن جایΎزین جهت تواند ͳم (٣٣.١٠) رابطه اینصورت در باشد. I > 0 کنید فرض
باشد κ3 = 0 اگر ͳیعن اینصورت غیر در و ε = (κ2 +

√
I)/(2κ3) باشد κ3 , 0 شود.(اگر استفاده κ1

سپس باشند.) صفر نم�ͳتوانند دو هر κ3 و κ2 باشد I > 0 اگر که داریم توجه کنید. اختیار را κ1/κ2

صفر صورتیه نماییم.(در κ3 جایΎزین را صفر تا م�ͳگیریم بار ε = −κ3/κ2 بازای را (٣۵.١٠) رابطه
هم X2 با I > 0 با مولد هر م�ͳشود.بنابراین ͳده مقیاس مجدداً κ2 = 1 دادن قرار با مولد آخر در نباشد)

است. ارز
و (٣٣.١٠) رابطه به توجه با نخست . κ1κ3 > 0 م�ͳدهد نشان این که باشد I < 0 فرضکنید اکنون
برای ε = 1

2 ln(κ3/κ1) بازای را (٣۴.١٠) فرمول سپس .κ2 = 0 م�ͳدهیم قرار ،ε = κ2/(2κ3) انتخاب
با I < 0 با مولد هر که درم�ͳیابیم مجدد، ͳده مقیاس از پس م�ͳگیریم. بار κ3 و κ1 دادن قرار مساوی

است. ارز هم X1+X3

صفرند. κ3 و κ1 مختص�های از ͳی و κ2 یا غیرصفرند κ مختص سه هر آنΎاه باشد I = 0 اگر
ͳزینΎجای منظور به ε = −κ2/(2κ1) بازای (٣۵.١٠) از استفاده با دوم حالت به را اول حالت م�ͳتوان

براین: علاوه داد. کاهش κ3 و κ2 بجای صفر

(0,0, κ3)A(1,1)A(3,1) = (κ3,−2κ3, κ3) = (κ3,0,0)

م�ͳگیریم نتیجه مجدد ͳده مقیاس با کرد. جایΎزین صفر با را κ هر از سوم و دوم مختصهای توان ͳم
بهینه دستΎاه Έی

{
X1,X2,X1 +X3

}
بنابراین ارزند. هم X1 با است I = آنها0 برای که ͳمولدهای کلیه

است. sl(2) مولدهای برای
همیشه موضوع این است. منطبق (R) بعد با ͳجبرل بهینه دستΎاه در مولدها تعداد اخیر مثال دو در

م�ͳباشد. R از فراتر ارز هم غیر مولدهای تعداد عموماً نم�ͳدهد. رخ

١٧٠
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ناوردا جوابهای بهینه دستΎاههای بخش٣.١٠

جوابهای محاسبه برای ١.٩را بخش در شده ارائه روش م�ͳتوان مولدها از بهینه دستΎاه Έی به ͳدستیاب با
م�ͳشود، مشتق آن از ناوردا جوابهای دیΎر که جوابها این از کامل مجموعه هر برد. بار متناظر ناوردای
اینه نخست شویم. مواجه حالت دو با است ممن شود. ͳم گفته ناوردا جوابهای بهینه یΈدستΎاه

نشود. منجر ͳناوردای جواب Ϳهی به است ممن بهینه دستΎاه در مولد Έی

ناوردای جوابهای از بهینه مجموعه Έی م�ͳخواهیم مثال. ٣.١٠

y′′ = y−3 (٣۶.١٠ )

توسط آن ͳل نقطه�ای تقارنهای که

X1 = ∂x, X2 = x∂x +
1
2

y∂y, X3 = x2∂x + xy∂y (٣٧.١٠ )

نشان (٢.١٠) مثال معمول). ساختاری ثابتهای است.(با sl(2) متناظر ͳجبرل بسازیم. را شده تولید
شده تولید گروه تحت ͳجواب Ϳهی مولدهاست. از بهینه دستΎاه Έی

{
X1,X2,X1 + X3

}
که م�ͳدهد

بصورت ناوردا خمهای کلیه زیرا نیست ناوردا X1 توسط

y = c

بصورت ناوردا خمهای زیرا است صادق موضوع این X2 توسط شده تولید گروه مورد در همچنین هستند.

y = c
√

x

مقدار ͳحقیق جوابهای بنابراین است. جواب Έی ͳخم چنین است، c4 = −4 زمانیه فقط م�ͳباشند.
است: زیر صورت به ناوردا جواب دو دارای X1+X3 توسط شده تولید گروه ندارد. وجود

y = ±
√

1+ x2 (٣٨.١٠ )

که م�ͳدهد نتیجه را ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب جوابها، این روی باقیمانده تقارنهای عمل
از: عبارتست

y = ±
√

c1+ (x+ c2)2/c1, c1 > 0 (٣٩.١٠ )

م�ͳباشند. I > 0 و I = 0 ترتیب به خاصیت با مولد دسته�های نماینده�های X2 و X1 که م�ͳکنیم یادآوری
چنین واق΄ در باشند؟ موجود دسته�ها این در مولدها دیΎر با متناظر ناوردای جوابهای است ممن آیا

شده). واگذار تمرین عنوان به موضوع این (نتیجه ندارند. وجود ͳجوابهای
ناوردا جواب چند یا Έی که یافته�ای کاهش معادلات است ممن که است این دوم ممن حالت
دست بهینه دستΎاه Έی به نتوانیم اگر ͳحت باشند. داشته دشوار بسیار ͳتحلیل حل م�ͳکنند مشخص را

بیابیم. را ناوردا جوابهای ͳبرخ بود خواهیم قادر هنوز یابیم

١٧١
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بΎیرید: نظر در را زیر ͳخط ͳجزئ مشتقات با معادله . مثال ۴.١٠

ut = uxx −
2
x2 u (۴٠.١٠ )

است: زیر بصورت پایه�ای دارای L0 متناه�ͳالبعد زیرجبر

X1 = ∂x, X2 =
1
2

x∂x + t∂t −
1
4

u∂u, (۴١.١٠ )

X3 = xt∂x + t2∂t(
1
4

x2+
1
2

t)u∂u, X4 = u∂u

از: عبارتند آن غیرصفر جابجاگرهای تنها که

[X1,X2] = X1, [X1,X3] = 2X2, [X2,X3] = X3,

X4 و ( است L0 از شده مشتق زیرجبر (که م�ͳسازند. را sl(2) زیرجبر پایه این در اول مولد سه بنابراین
موجودند: زیر ترتیب به I(κ) ناوردای دو م�ͳشود. جابجا مولدها کلیه با

I1 = (κ2)2−4κ1κ3, I2 = κ4

آن با که است X4 از ͳمضرب دارای مولد هر اما م�ͳشوند دسته�بندی (٢.١٠) مثال همانند دقیقاً مولدها
مقیاس با بΎیریم. نظر در باشند صفر ͳΎهم κ مختصاول سه که را امان این ͳبایست ما است. شده جم΄
زیر مولدهای دستΎاه بنابراین .κ4 = 1 م�ͳدهیم قرار شود کاسته مسئله کلیت از اینه بدون مجدد، ͳده

است: بهینه

X1+µX4, X2+µX4, X1+X3+µX4, X4

را مولدها این از کدام هر جوابها از بهینه دستΎاه Έی یافتن برای است.) دلخواه ثابت Έی µ اینجا (در
بصورت: هستند ناوردا X1+µX4 تحت که ͳجوابهای م�ͳگیریم. بار بترتیب

u = eµtF(x) (۴٢.١٠ )

که باشند ͳم

F′′− (µ+2x−2)F = 0

از: عبارتست ͳمعمول دیفرانسیل معادله این ͳعموم جواب

F(x) =
{

c1(
√
µ− x−1)e

√
µx + c2(

√
µ+ x−1)e−

√
µx, µ , 0

c1x2+ c2x−1, µ = 0
(۴٣.١٠ )

مشابه طور به م�ͳشود. حاصل (۴٢.١٠) در (۴٣.١٠) جایΎذاری با ͳعموم ناوردای جواب بنابراین و
از عبارتست ناورداست X2+µX4 تحت که جواب عموم�ͳترین

u = tµ−1/4F(r), r = xt−1/2 (۴۴.١٠ )

که

F′′+
1
2

rF′+ (
1
4
−µ−2r−2)F = 0 (۴۵.١٠ )

١٧٢
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ناوردا جوابهای دسته�بندی .١٠ فصل ناوردا جوابهای بهینه دستΎاههای .٣.١٠

شل است. شلوغ قدری که شود بیان ͳابرهندس هم-جریان تواب΄ حسب بر تواند ͳم (۴۵.١٠) جواب
شل به جواب Έی است، µ = 1/4 ͳوقت مثال بطور است. امانپذیر µ مقادیر ͳبرخ بازای آن ساده

از: عبارتست (۴۴.١٠)

u = x−1t1/2e−
x2
4t

بصورت هستند ناوردا X1+X3+µX4 تحت که ͳجوابهای

u = (1+ t2)−1/4 exp
{
µ tan−1 t− x2t

4(1+ t2)

}
F(r), r = x(1+ t2)−1/2 (۴۶.١٠ )

که باشند ͳم

F′′+ (
1
4

r2−µ−2r−2)F = 0 (۴٧.١٠ )

شده تولید گروه آخر، در م�ͳباشند. اولیه تواب΄ و ͳابرهندس هم-جریان تواب΄ از ͳترکیب همچنین جوابها این
م�ͳگذارد. ͳباق ناوردا را u = 0 ͳبدیه جواب تنها X4 توسط

جوابهای از کلاس هر ساختن اغلب شد، یافت ناوردا جوابهای از بهینه دستΎاه Έی اینه از پس
ͳجزئ مشتقات با معادلات بیشتر چه اگر است. ͳآسان کار شد، توصیف ٢.٩ بخش در که همانطور ناوردا
رفتار عموماً ناوردا جوابهای نیستند، ناوردا نقطه�ای تقارن Ϳهی تحت که هستند بسیاری جوابهای دارای
.(Έپارابولی ی ͳجزئ مشتقات با معادلات جوابهای برای م�ͳکنند(بخصوص توصیف را کننده�ای محدود

استفاده�اند. قابل رابطه این در ͳخاص بطور (مقیاس-ناوردا) جوابهای مشابه طور به

بیشتر مطالعه و نات

باشیم، هستند ناوردا تقارنها از پارامتری N−1 (ͳل (زیرگروه ͳل یΈگروه تحت که ͳجوابهای بدنبال اگر
یابند. کاهش ͳمعمول دیفرانسیل معادلات به توانند ͳم مستقل متغیر N ≥ 3 با ͳجزئ مشتقات با معادلات
برای آمده بدست نتای; پایه بر که بیابیم ͳکاهشهای چنین از بهینه مجموعه Έی که دارد وجود امان این

ببینید.) را (١٩٨٢) اوسیانیوف بیشتر جزئیات مطالعه است.(برای پارامتری Έت گروههای

تمرین�ها
است. sl(2) ناوردای تنها (٣٢.١٠) دهید نشان .١.١٠

مطابق آن غیرصفر ساختاری ثابتهای که پایه�ای در so(3) برای را مولدها از بهینه دستΎاه Έی .٢.١٠
دارد؟ وجود ای I(κ) ناوردای آیا کنید. محاسبه هستند (٣٣.۵) رابطه

شده�اند تولید گرما معادله از بعدی شش زیرجبر Έی توسط که ͳتقارنهای برای ارزی هم مسئله .٣.١٠
مولدها این هستند.) X = U(x, t)∂u بصورت که ͳمولدهای احتساب (بدون بΎیرید. نظر در را
و محاسبه را ͳتابع مستقل ناوردای دو م�ͳشوند. یافت ٣.٨ تمرینات بخش در کتاب انتهای در

آورید. بدست را بهینه دستΎاه مولدهای

لازم ناورداست κi اینه از اطمینان برای شرط این آیا .Xi < [L,L] اگر ناورداست κi دهید نشان .۴.١٠
است؟

١٧٣
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ͳحقیق جواب Ϳهی دارای (٣.١٠) مثال در شده مطرح ͳمعمول دیفرانسیل معادله دهید نشان .۵.١٠
تذکر نیست.(در باشد ناوردا است I > 0 خاصیت دارای آن مولد که گروه Έی تحت که مقداری

(٢.١٠ مثال

محاسبه ۴.٩ مثال در شده توصیف آزاد هم-بردارهای مسئله برای مولدها از بهینه دستΎاه Έی .۶.١٠
(توجه: گیرید. بار ناوردا جوابهای از بهینه دستΎاه Έی به ͳدستیاب برای را خود نتای; کنید.

است.) ͳدستیاب قابل جوابها بیشتر اما است بزرگ بسیار دستΎاه این

١٧۴
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١١ فصل

تقارنهایگسسته

۔ࠢد. ҆ی ӘΛع را راϔتϋوازییدی˷ۭ ӗوط ࣳخلافωَ̙ول، آдجا ेय़ ΄ورГࠤدی، ماورایاԾϡه دϔتЁ˘ت، دور े ψح҉ی
ریاԩیاتعاݵی) ͮܨۿرуون: (ج.ک

تقارنهایگسسته کاربردهای ͳبرخ بخش١.١١

شایسته نمودیم. استفاده خواننده به ͳل تقارنهای ͳمعرف برای مثلث Έی گسسته تقارنهای از اول، فصل در
معادله Έی گسسته تقارنهای کردن معلوم برای ͳل تقارنهای از که ͳروش ͳمعرف به ͳانتهای فصل که است
تقارنهای مشخصنمودن اهمیت که موجودند ͳدلایل اینجا در بپردازد. م�ͳکند مفروضاستفاده دیفرانسیل

م�ͳکنند: بیان را گسسته

Έی اگر م�ͳشوند. گرفته بار ͳمحاسبات روشهای ͳبخش اثر افزایش برای ͳل نقطه�ای تقارنهای الف)
باشد، بفرد منحصر شده شناخته جواب دارای و متقارن اولیه مقدار با مساله مقدار ͳکران مسئله
پایه�ای تواب΄ با ͳطیف روش Έی از متناوباً، گیرد. انجام یافته کاهش دامنه روی م�ͳتواند محاسبه
تقارنهای وجود که است ذکر به لازم همچنین باشند. ناوردا تقارن تحت که نمود استفاده م�ͳتوان

م�ͳبخشد. بهبود را عددی محاسبات دقت گسسته

که است لازم و م�ͳباشند چندگانه جوابهای دارای ͳخط غیر های اولیه مقدار با مساله از بسیاری ب)
م�ͳدهد. تغییر را رفتارش دستΎاه م�ͳکنند، تغییر پارامترها هنΎامیه چΎونه و ͳک نماییم تعیین
که ͳاههایΎدست از متفاوت کاملا̈ «ͳکل» متقارن غیر دستΎاههای رفتار معمولا˦ اینه دلیل به
تقارن�ها ͳتمام نمودن مشخص شوند. گرفته نظر در گسسته تقارنهای باید م�ͳباشد، هستند باتقارن

م�ͳباشد. اهمیت حائز دقیق بطور آن رفتار درک برای مسئله Έی در

بار ͳقبل جوابهای از جدید جوابهای تولید برای م�ͳتوانند گسسته تقارنهای ،ͳل تقارنهای همانند پ)
مولدها از اپتیمال دستΎاه Έی سازی ساده برای م�ͳتوانند گسسته تقارنهای همچنین شوند. گرفته
ͳی تنها باشند مرتبط گسسته تقارن Έی توسط اپتیمال دستΎاه در مولد دو اگر شوند. برده بار

نمود. حذف م�ͳتوان را دیΎری است، نیاز آنها از

١٧۵
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ͳل تقارنهای از گسسته تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ .٢.١١ گسسته تقارنهای .١١ فصل

کوانتوم میدان نظریه در زمان ͳواژگون توازن، تغییر ،ͳتریال بار ͳΎپیوست شامل گسسته تقارنهای ت)
به اینجا در ͳول م�ͳباشند اهمیت حائز Έفیزی در دیΎر گسسته (تقارنهای دارند. قرار مرکزیت در

نم�ͳپردازیم.) آنها شرح

گسسته تقارنهای دیΎر انواع اگرچه نماییم، معطوف گسسته نقطه�ای تقارنهای به را توجهمان باید ث)
چنین م�ͳباشد. گسسته برخوردی تبدیل از ͳخوب مثال لژاندر تبدیل اتفاقاً م�ͳباشند. مفید نیز
ͳل برخوردی تقارنهای اگر ͳحت م�ͳگردند، ظاهر دیفرانسیل معادلات تقارنهای بعنوان ͳتبدیلات
م�ͳسازند قادر را کاربر آنها هستند. نقطه�ای غیر گسسته تقارنهای ، بلاند تبدیلات نباشند. موجود

نماید. بندی رتبه را ͳخط غیر پذیر انتΎرال ی ͳجزئ مشتقات با معادلات جوابهای تا

بدان این است. سخت بسیار مستقیم روش به�وسیله گسسته�ای تقارنهای برای تقارن شرط حل اغلب
ͳگاه م�ͳدهند. شده زوج بالا مرتبه از ͳغیرخط دستΎاه Έی تشیل نوعاً مبین معادلات که است دلیل
است ممن ͳعلم حدس Έی است. امانپذیر کامپیوتری جبر Έکم با دستΎاه این ساده�نمودن اوقات
وجود گسسته تقارنهای ͳتمام آوردن بدست برای ͳضمانت اگرچه گردد؛ منجر گسسته تقارنهای از ͳبرخ به

ندارد.
تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه Έی حداقل م�ͳآیند، بدست کاربردها از که ͳمسائل ͳتمام تقریباً
از شده شناخته البعدی ͳمتناه ͳجبرل Έی دارای مفروض دیفرانسیل معادله Έی اگر دارند. نقطه�ای
با گسسته و ͳل تقارنهای نم�ͳباشد. لازم شد داده شرح بالا در که ͳمستقیم روش باشد، ͳتقارن مولدهای
م�ͳکنند. اثر متقابل بطور م�ͳشوند برده بار ͳاهΎدست بطور گسسته تقارنهای استخراج برای که ͳروش
نباید و است نیاز بیشتری توجه به اما م�ͳکنند، عمل البعدی ͳنامتناه ͳل جبر�های برای نیز مشابه (ایده�های

بپردازیم.) جبرها پیرامون بیشتر توضی به

ͳل تقارنهای از گسسته تقارنهای آوردن بدست ͳΎونΎچ بخش٢.١١

خواننده م�ͳگردد پیشنهاد که م�ͳنماییم استفاده بخش١.١٠ در شده استفاده گذاری نماد از بعد به اینجا از
کنید. فرض بپردازد. آن مطالعه به ابتدا

Γ : z 7−→ ẑ (١.١١ )

مستقل متغیر N و وابسته متغیر M دهنده نمایش z که باشد مفروض دیفرانسیل معادله Έی دلخواه تقارن
مولدهای و باشد بعدی R نقطه�ای، تقارن مولدهای از L ͳل جبر که نمایید فرض است.

Xi = ζ
s
i (z)∂zs , i = 1, · · · ,R, (٢.١١ )

آنΎاه باشد، X ∈ L اگر گه دادیم نشان ١.١٠ بخش در دهند. L برای پایه تشیل

X̂ = ΓXΓ−1,

مجموعه L ͳل جبر م�ͳکند. تولید را دیفرانسیل معادله نقطه�ای تقارنهای از پارامتری Έی ͳل گروه Έی
پایه�ای مولد هر بویژه، است. X̂ ∈ Lنتیجه در م�ͳباشد. ͳل نقطه�ای تقارنهای مولدهای ͳتمام

X̂i = ΓXiΓ
−1 = ζ s

i (ẑ)∂ẑs (٣.١١ )

تعویض با واق΄ در زیرا برایLم�ͳباشد، یΈپایه
{
X̂1, · · · , X̂R

}
مولدهای مجموعه بعلاوه، درLم�ͳباشد.

ذیل بصورت ها X̂i از ͳخط ترکیب بصورت م�ͳتوان را Xi هر بنابراین م�ͳشود. ͳاصل پایه Έی ،z با ẑ

١٧۶
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نوشت:

Xi = bl
iX̂l. (۴.١١ )

گرفتن نظر در م�ͳشوند. مشخص
{
X1, · · · ,XR

}
پایه و Γ تقارن توسط که م�ͳباشند ͳثابت�های bl

i ضرایب
R×R ماتریس از ͳاعضای بعنوان ضرایب این

B = (bl
i) (۵.١١ )

م�ͳباشد. سودمند
م�ͳنامیم). ها X̂i و ها Xiرا پایه�ها این ) م�ͳسازد. پایه دو مابین تبدیل Έی (۴.١١) ͳخط معادلات

م�ͳباشد. نامنفرد B ماتریس این بنابر
را (۴.١١) رابطه ابتدا م�ͳنمائیم. استفاده ذیل بصورت گسسته تقارنهای ساختن برای (۴.١١) رابطه از

تا ببرید، بار ẑs متغیرهای Έت Έت برای

ζr
i (z)

∂ẑs

∂zr = bl
iX̂lẑs = bl

iζ
s
l (ẑ), 1 ≤ i ≤ R, 1 ≤ s ≤ M+N (۶.١١ )

آید. بدست
حسب بر را ẑ که مشخصه روش توسط م�ͳتوان را ͳجزئ دیفرانسیل معادله (M +N)R دستΎاه این
نمود. حل م�ͳآورد بدست گیری انتΎرال دلخواه ثابتهای یا تواب΄ تعدادی و bl

i نامشخص ثابت�های ،z
م�ͳنماید، صدق (۶.١١) رابطه در B مانند ͳماتریس برای دیΎر) یا (گسسته تقارن هر ساخت، روش بنابر
ما برای معمولا˦ وجود، این با نباشند. متقارن که باشد ͳجوابهای شامل است ممن (۶.١١) اگرچه
بΎیریم. ͳی تقارن، شرط در (۶.١١) ͳعموم جواب ͳجانشین بوسیله تقارن�هارا ͳتمام که است راحت�تر
کنار محاسبات از ͳمناسب مرحله در را آنها م�ͳتوانیم م�ͳشناسیم، را ͳل نقطه�ای تقارنهای اکنون چون
نم�ͳتوانند که ناهم�ارز گسسته نقطه�ای تقارنهای از ͳلیست لذا نماییم). فاکتورگیری آنها از ͳیعن) بΎذاریم

ماند. خواهند ͳباق شوند نΎاشته ͳل نقطه�ای تقارنهای توسط دیΎری به

ͳمعمول دیفرانسیل معادله گسسته تقارنهای ساده، بیان به روش شرح برای . مثال ١.١١

y′′ = tany′, (٧.١١ )

پایه دارای آن نقطه�ای ͳتقارن مولدهای ͳل جبر که

X1 = ∂x, X2 = ∂y (٨.١١ )

نمائیم. ͳم مشخص را م�ͳباشند،
بصورت لذا(١١.۶) و م�ͳباشد z = (x,y) اینجا ]در

x̂x ŷx
x̂y ŷy

]
=

[
b1

1 b2
1

b1
2 b2

2

] [
1 0
0 1

]
دستΎاه این ͳعموم جواب م�ͳباشد.

(x̂, ŷ) = (b1
1x+b1

2y+ c1,b2
1x+b2

2y+ c2) (٩.١١ )

م�ͳباشد.

١٧٧
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انتقالهای نماییم. ساده ͳل تقارنهای از فاکتورگیری بوسیله را (٩.١١) رابطه است بهتر مرحله، این در
به تنها است لازم این بنابر م�ͳافزایند. ŷ و x̂ به ترتیب به را ͳدلخواه ثابتهای X̂2 و X̂1 توسط شده تولید

جوابهای مطالعه

(x̂, ŷ) = (b1
1x+b1

2y,b2
1x+b2

2y), (١٠.١١ )

تقارن هر م�ͳآیند. بدست ͳل تقارنهای بارگیری با جوابها این توسط باقیمانده جوابهای زیرا بپردازیم،
یافتن برای انتقالها). تحت ارزی هم (باتقریب م�ͳباشد (١٠.١١) بفرم B مانند ͳماتریس برای گسسته

نمایید: جانشین تقارن شرط در را (١٠.١١) رابطه گسسته، تقارنهای با متناظر ماتریس�های

y′′ = tan y′ هنΎامیه ŷ′′ = tan ŷ′. (١١.١١ )

م�ͳآید: بدست ͳامتدادده فرمول از

ŷ′ =
b2

1+b2
2y′

b1
1+b1

2y′
,

ŷ′′ =
Jy′′

(b1
1+b1

2y′)3
, J ≡ det(B) , 0 که

بصورت تقارن شرط بنابراین

J tan y′

(b1
1+b1

2y′)3
= tan

b2
1+b2

2y′

b1
1+b1

2y′

 (١٢.١١ )

م�ͳآوریم: بدست y′ به نسبت (١٢.١١) رابطه از دیفرانسیل�گیری با م�ͳباشد.

J(1+ tan2 y′)
(b1

1+b1
2y′)3

−
3b1

2J tan y′

(b1
1+b1

2y′)4
=

J
(b1

1+b1
2y′)2

1+ tan2

b2
1+b2

2y′

b1
1+b1

2y′




=
J

(b1
1+b1

2y′)2

1+
J2 tan2 y′

(b1
1+b1

2y′)6

 . (١٣.١١ )

برای باشد. y′ حسب بر tan y′ برای جبری معادله Έی م�ͳتواند (١٣.١١) رابطه باشد، ناصفر b1
2 اگر

که م�ͳشود منجر ، b1
2 = 0 بنابراین باشد. بدینصورت نم�ͳتواند مطلب این است جبری غیر ͳتابع که tan

باشد. b2
2 = α ∈

{
−1,1

}
و b1

1 = 1
به (١٢.١١) اینرو از

α tan y′ = tan (αy′+b2
1)

از: عبارتند ارز ناهم گسسته تقارنهای لذا یابد. ͳم کاهش

(x̂, ŷ) = (x,αy+qπx), α ∈
{
−1,1

}
, q ∈ Z. (١۴.١١ )

راحت و منظم بطور معمولا˦ محاسبات باشد، کم بعد با L اگر م�ͳدهد. شرح را پایه�ای روش مثال این
مولد Έی برای که ͳمختصات با نمائیم، ساده امان حد تا را محاسبات اینه (برای م�ͳگیرند. انجام

١٧٨
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گسسته تقارنهای .١١ فصل گسسته تقارنهای بندی طبقه .٣.١١

ͳآبل L اگر م�ͳیابند؛ افزایش R بوسیله سرعت به bl
i نامعلوم ضرایب تعداد نمایید). م�ͳباشند،کار ͳکانون

از فاکتورگیری اگرچه، باشد، ͳآبل غیر L اگر نمود. استفاده باید کامپیوتری جبر از ،R > 2 و باشد
از را B در ناصفر ضرایب تعداد ، این نوعاً، است. امانپذیر (۶.١١) معادلات حل از پیش ͳل تقارنهای
با نباشد، Έکوچ آنها در Rکه دیفرانسیل معادلات گسسته تقارنهای یافتن آنΎاه م�ͳدهد. کاهش R به R2

توسط B اساساً، م�ͳگردد. امانپذیر است لازم ͳل تقارنهای نمودن معین برای آنچه از بیشتر تلاش ͳکم
گرفته�شد، بار پارامتری Έی ͳتقارن گروههای مولدهای بندی طبقه برای §2.10 در که ͳمشابه روش
R > 2 آنها در که ͳدیفرانسیل معادلات با شدن مواجه برای جزئیات با را مطلب این اکنون م�ͳگردد. ساده

م�ͳکنیم. ͳبررس م�ͳباشد

تقارنهایگسسته بندی طبقه بخش٣.١١

جابجاگرهای: از ͳی حداقل آنΎاه باشد، ͳآبل غیر Lاگر

[Xi,X j] = ck
i jXk (١۵.١١ )

را آنها که م�ͳگیرند تعلق عضو) Έی از بیش (با ارزی هم کلاسهای به مولدها بنابراین م�ͳباشند. ناصفر
با Xi که م�ͳشود یادآوری ببریم. بار باید B نمودن ساده برای

X̃i = (A( j, ε))p
i Xp,

بصورت را (۴.١١) رابطه م�ͳتوانیم م�ͳباشد. هم�ارز X j توسط شده تولید نقطه�ای تقارنهای تحت

X̃i = b̃l
iX̂l, (١۶.١١ )

که

b̃l
i = (A( j, ε))p

i bl
p

با (١۶.١١) بنابراین نمائیم. ͳبازنویس م�ͳباشد،

Xi = b̃l
iX̂l (١٧.١١ )

م�ͳباشد. ارز هم
جوابهای با (۶.١١) رابطه از z̃ جوابهای نتیجه، در

ζr
i (z)

∂ẑs

∂zr = b̃l
iζ

s
l (z̃) (١٨.١١ )

خانواده با B دیΎر، بعبارت م�ͳگردد. مرتبط X j بوسیله شده تولید پارامتری Έی گروه در تقارنها بوسیله
رابطه ،X j بوسیله شده تولید ͳل تقارنهای گیری فاکتور برای م�ͳباشد. ارز هم A( j, ε)B ماتریسهای
عضو چند یا Έی اغلب، م�ͳنماییم. حل خانواده این در (ساده) ماتریس Έی برای فقط را (١٨.١١)

. نماییم صفرجایΎزین با م�ͳتوانیم را B
لذا، م�ͳباشد. ارز هم X̂ j توسط شده تولید ͳل تقارنهای تحت (A( j, ε))p

l X̂p با X̂l مولد مشابه، طور به
تبدیل عبارت از پس این از م�ͳباشد. BA( j, ε) با ارز هم B گردید، ذکر بالا در آنچه مشابه استدلال با

م�ͳکنیم. استفاده A( j, ε)Bیا BA( j, ε) ͳیعن دو این از ͳی توسط B ͳجانشین بیان برای ارزی هم

١٧٩
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گسسته تقارنهای بندی طبقه .٣.١١ گسسته تقارنهای .١١ فصل

برقرار ͳآبل غیر ͳل جبر�های برای ͳمح چنین م�ͳباشند. نامرتبط B اعضای ،ͳآبل ͳل جبر�های برای
ما معمولا˦ ارزی هم تبدیلات همراه به روابط� این آوریم. بدست رابطه Έی اعضا بین م�ͳتوانیم و نم�ͳباشد

کند. ͳم ساده�تر فرمهای به B کاهش به قادر را
متناظر Xiاز صرفاً X̂iهر زیرا م�ͳکنند، صدق Xi مانند مشابه، ͳجابجای روابط در X̂i ͳتقارن مولدهای

مولدهای مثال، برای م�ͳآید. بدست ẑ با z جایΎذاری با

X1 = ∂x, X2 = x∂x

جابجاگر دارای

[X1,X2] = [∂x, x∂x] = ∂x = X1

آنΎاه ،x بوسیله x̂ ͳجانشین با گردند، تعریف مشابه طور به X̂2 و X̂1اگر م�ͳباشند.

[X̂1, X̂2] = [∂x̂, x̂∂x̂] = ∂x̂ = X̂1

صحی مشابه حالت ،ͳکل حالت در نم�ͳکنند. تغییر یایه، تغییر بوسیله ساختاری ثابتهای لذا م�ͳباشد.
آنΎاه نمایند، صدق (١۵.١١) رابطه در Xi مولدهای اگر است؛

[X̂i, X̂ j] = ck
i jX̂k (١٩.١١ )

بدست تا م�ͳنمائیم جانشین (١۵.١١) در را Xi = bl
iX̂l اکنون .( ساختاری ثابت�های م�ͳباشد.(باهمان

آوریم:

bl
ib

m
j [X̂l, X̂m] = ck

i jb
n
k X̂n.

مفید اتحاد به (١٩.١١) رابطه سپس

cn
lmbl

ib
m
j = ck

i jb
n
k (٢٠.١١ )

م�ͳگردد. ͳمنته
مشابه لزوماً i ≥ j با ͳمحدودیت�های هستند. B اعضای روی ͳخط غیر محدودیتهای معادلات این
توجهمان بنابراین م�ͳگذاریم). ͳباق تمرین بعنوان را مطلب این (اثبات است i < j که م�ͳباشند ͳآنهای
تبدیل توسط محدودیتها م�ͳنماییم. محدود است i < j که ͳآنهای برای (٢٠.١١) محدودیتهای به را
ای بعلاوه،مرتبه م�ͳگذاریم). ͳباق تمرین بعنوان را برهان (باردیΎر، پذیرند. ͳنم تاثیر دلخواه ارزی هم
فرم ͳترتیب رابطه هر ندارد. B ماتریس بندی طبقه در تاثیری شده، استفاده A(j،ε) ها ماتریس در که
از است ممن بنابراین شوند. انتخاب مناسب ε پارامترهای اینه به مشروط م�ͳدهد، را ͳمشابه ͳنهای

نماییم. استفاده است مناسب�تر که مرتبه�ای هر در هم�ارزی تبدیلات و محدودیتها

که ͳقسم به بΎیرید نظر در
{
X1,X2

}
پایه با a(1) بعدی دو ͳغیرآبل ͳل جبر Έی مثال. ٢.١١

ناصفر ساختاری ثابتهای تنها باشد. [X1,X2] = X1

c1
12 = 1, c1

21 = −1 (٢١.١١ )

(i < j)با (٢٠.١١) محدودیتهای م�ͳباشند.

b1
1b2

2−b2
1b1

2 = b1
1, (i, j,n) = (1,2,1),

0 = b2
1, (i, j,n) = (1,2,2),

١٨٠
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گسسته تقارنهای .١١ فصل گسسته تقارنهای بندی طبقه .٣.١١

( است نامنفرد B که باشید داشته (بخاطر بنابراین و م�ͳباشند

B =
[

b1
1 0

b1
2 1

]
, b1

1 , 0 (٢٢.١١ )

م�ͳباشد.
A( j, ε) = ماتریسهای نماییم. ساده�تر ارزی هم تبدیلات از استفاده توسط را Bتا م�ͳنماییم ͳسع اکنون

بصورت exp
{
εC( j)

}
A(1, ε) =

[
1 0
−ε 1

]
, A(2, ε) =

[
eε 0
0 1

]
(٢٣.١١ )

م�ͳآوریم: بدست A(1, ε) بوسیله B ضرب پس از م�ͳباشند.

BA(1, ε) =
[

b1
1 0

b1
2−ε 1

]
آنΎاه نماییم. تعویض صفر با را b1

2 م�ͳتوانیم ε = b1
2 انتخاب با بنابراین

BA(2, ε) =
[

eεb1
1 0

0 1

]
,

با را b1
1 اینه با است معادل مطلب این نماییم. ساده آنرا ε = − ln | b1

1 | دادن قرار بوسیله که م�ͳباشد
هستیم: روبرو ارز غیرهم ماتریس دو با لذا نم�ͳباشد، امانپذیر بیشتر نمودن ساده�تر نماییم. عوض ±1

B =
[
α 0
0 1

]
که α ∈

{
−1,1

}
. (٢۴.١١ )

لازم اگرچه م�ͳآید، بدست A( j, ε) توسط (٢٢.١١) رابطه ضرب پس بوسیله ͳمشابه نتیجه دقیقاً توجه:
باشیم. داشته ε از ͳمتفاوت انتخاب�های است

با باید م�ͳگیریم. نظر در ͳی را sl(2) با متناظر B ارز ماتریسهایغیرهم مثال، این در مثال. ٣.١١
ناصفرشان ساختاری ثابت�های تنها که معمول پایه�های

c1
12 = −c1

21 = 1, c2
13 = −c2

31 = 2, c2
23 = −c3

32 = 1 (٢۵.١١ )

نماییم. کار م�ͳباشند
داریم: (٣.١٠) رابطه بنابر

A(1, ε) =

 1 0 0
−ε 1 0
ε2 −2ε 1

 , A(2, ε) =

 eε 0 0
0 1 0
0 0 e−ε

 , (٢۶.١١ )

A(3, ε) =

 1 2ε ε2

0 1 ε
0 0 1

 .
١٨١
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مثالها .۴.١١ گسسته تقارنهای .١١ فصل

مثال، برای م�ͳباشد). ساده ͳل جبر Έی sl(2) (زیرا هستند، پیچیده بسیار (١١.٢٠) محدودیتهای
از: عبارتند n = 1 با محدودیتها

b1
1b2

2−b2
1b1

2 = b1
1, (٢٧.١١ )

b1
1b2

3−b2
1b1

3 = 2b1
2, (٢٨.١١ )

b1
2b2

3−b2
2b1

3 = b1
3. (٢٩.١١ )

توسط را B باشد، b1
1 , اگر0 .( نماییم ͳم واگذار خواننده به را دیΎر محدودیتهای مطالعه و (یافتن

بدست (٢٧.١١) رابطه از آنΎاه م�ͳباشد. معادل b1
2 = جایΎذاری0 با که م�ͳنماییم پیشضرب A(1,

b1
2

b1
1
)

بدست (٢٨.١١) از نتیجه در است. برقرار (٢٩.١١) رابطه باشد، b1
3 = 0 اگر لذا و b2

2 = م�ͳآید:1
فرم به را B اینجا، تا است. b2

3 = 0 که م�ͳآید

B =

 b1
1 b2

1 b3
1

0 1 b3
2

0 0 b3
3

 (٣٠.١١ )

دادیم. کاهش

نتیجه آنΎاه م�ͳنماییم. ضرب پس b2
1 = 0 دادن قرار برای A(3,

−b2
1

(2b1
1)

) توسط را (٣٠.١١) رابطه سپس

.b3
3 =

1
b1

1
و b3

1 = b3
2 = 0 اگر تنها هستند، صادق (٢٠.١١) باقیمانده ابهامات که است این شده حاصل

آوریم: بدست ارز غیرهم ماتریس دو تا نموده ضرب پیش A(2,− ln | b1
1 |) توسط را B نهایت، در

B =

 α 0 0
0 1 0
0 0 α

 , α ∈
{
−1,1

}
(٣١.١١ )

فوق روش مشابه روش بردن بار با م�ͳباشد. b1
1 = باقیمانده0 حالت تنها

B =

 0 0 α
0 −1 0
α 0 0

 , α ∈
{
−1,1

}
(٣٢.١١ )

م�ͳباشند. ارز غیرهم ͳل تقارنهای تحت که موجودند B هم از جدا ماتریس ۴ لذا م�ͳیابیم. را

مثالها بخش١١.۴

ͳخاص دیفرانسیل معادله به دارند.(نه ͳΎمفروضبست ͳل جبر به تنها قبل بخش در آمده بدست نتای; ͳتمام
ͳجبرل دارای که ͳدیفرانسیل معادله هر برای مستقیماً م�ͳتوانند که است این ͳکل نتای; چنین فایده .(
معادله گسسته تقارن Έی از بیش به م�ͳتواند ارز غیرهم B هر طرف، Έی از شوند. گرفته بار است

گردد. ͳمنته ͳخاص دیفرانسیل
است ممن نمایند ͳم صدق (٢٠.١١) محدودیتهای در که B ماتریس�های از ͳبرخ دیΎر، طرف از
این عملرد ͳΎونΎچ نمایش برای مثال سه با را بخش این نباشد. گسسته تقارن Έی ͳحت با متناظر

م�ͳرسانیم. پایان به روش

١٨٢
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گسسته تقارنهای .١١ فصل مثالها .۴.١١

ͳمعمول دیفرانسیل معادله مثال. ۴.١١

y′′′ =
y′′2

x
− y′′

y′
(٣٣.١١ )

پایه دارای آن نقطه�ای تقارن مولدهای ͳل جبر که بΎیرید نظر در را

X1 = ∂y, X2 =
1
2

x∂x + y∂y (٣۴.١١ )

در ارز غیرهم گسسته تقارنهای (١١.٣.١ (مثال همانند ،[X1,X2] = X1 پایه، این در ]م�ͳباشد.
X1 x̂ X1ŷ
X2 x̂ X2ŷ

]
=

[
α 0
0 1

] [
0 1
1
2 x̂ ŷ

]
=

[
0 α
1
2 x̂ ŷ

]
,

بصورت آن ͳعموم جواب که

x̂ = c1x, ŷ = αy+ c2x2, α ∈
{
−1,1

}
(٣۵.١١ )

م�ͳنمایند. صدق م�ͳباشد،
نقطه�ای تقارنهای تنها اینرو، از باشد. c2 = 0 و αc2

1 = 1 اگر فقط و اگر است برقرار تقارن شرط
( ارزی هم تقریب (با مقدار ͳحقیق گسسته

(x̂, ŷ) ∈
{
(x,y), (−x,y)

}
(٣۶.١١ )

ندارند.(گرچه وجود α = −1 با حقیقͳ-مقدار تقارنهای م�ͳباشند. α = با1 متناظر اینها دو هر م�ͳباشند.
موجودند). ارز غیرهم مختلط-مقدار تقارن دو

چزی معادله مثال. ۵.١١

y′′′ = 2yy′′−3y′2+λ(6y′− y2)2, (٣٧.١١ )

م�ͳباشد: ل�ͳاش جبر برای ذیل پایه دارای

X1 = ∂x, X2 = x∂x − y∂y, X3 = x2∂x − (2xy+6)∂y. (٣٨.١١ )

از: عبارتند مولدها این جابجاگرهای

[X1,X2] = X1, [X1,X3] = 2x2, [X2,X3] = X3

م�ͳباشد. sl(2) ͳل جبر وبنابراین
بصورت (۶.١١) دستΎاه ، چزی معادله برای X1 x̂ X1ŷ

X2 x̂ X2ŷ
X3 x̂ X3ŷ

 = B

 1 0
x̂ −ŷ
x̂2 −2(x̂ŷ+6)

 (٣٩.١١ )

جواب دو م�ͳدهد نتیجه مطلب این م�ͳباشد. (٣٢.١١) و (٣١.١١) ماتریس چهار از ͳی B که م�ͳباشد
آنΎاه باشد، ͳهمان ماتریس B اگر مثال، برای دارد. وجود B هر برای (٣٩.١١) رابطه از

(x̂, ŷ) ∈
{

(x,y),
(
x+

6
y
,−y

)}
١٨٣
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مثالها .۴.١١ گسسته تقارنهای .١١ فصل

ͳتقارن شرط کننده نقض دیΎر جواب م�ͳباشد. چزی معادله تقارن اینها از ͳی تنها اگرچه، م�ͳباشد.
بصورت کامل لیست م�ͳنماید. مشخص را چزی معادله گسسته تقارن Έی دقیقاً B ماتریس هر م�ͳباشد.

م�ͳباشد: ذیل

(x̂, ŷ) ∈
{

(x,y), (−x,−y),
(
−1
x
, x2y+6x

)
,

(
1
x
,−(x2y+6x)

)}
. (۴٠.١١ )

و معادلات ،ͳمعمول دیفرانسیل معادلات و ͳجزئ مشتقات با معادلات برای فوق روش مثال. ۶.١١
هری-دیم معادله م�ͳباشد. کارآمد اسالر دستΎاههای

ut = u3uxxx, (۴١.١١ )

پایه م�ͳباشد. نقطه�ای تقارن ازمولدهای بعدی ۵ ͳل جبر دارای که بΎیرید نظر در را

X1 = ∂x, X2 = x∂x +u∂u, X3 = x2∂x +2xu∂u,

X4 = ∂t, X5 = t∂t −
1
3

u∂u,

م�ͳباشد: i < j ،ck
i j ناصفر ساختاری ضرایب دارای

c1
12 = 1, c2

13 = 2, c3
23 = 1, c4

45 = 1.

a(1) جبر زیر دیΎر مولد دو و م�ͳدهند sl(2) جبر زیر برای پایه Έی تشیل اول مولد سه که نمایید توجه
را a(1)و sl(2) ماتریس�های ،B ارز غیرهم ماتریس�های که م�ͳدهد نتیجه مطلب این م�ͳکنند. تولید را

ͳیعن دو، این از ͳی م�ͳگیرد: نظر در ͳی بلوک�ها زیر بعنوان

(X1,X2,X3,X4,X5) = (αX̂1, X̂2,αX̂3,βX̂4, X̂5), (۴٢.١١ )

یا

(X1,X2,X3,X4,X5) = (αX̂3,−X̂2,αX̂1,βX̂4, X̂5), (۴٣.١١ )

م�ͳباشند. یا١- ١ ͳدویعن این از ͳی α,β که
بصورت (۴٢.١١) بوسیله (۶.١١) رابطه ͳعموم جواب

(x̂, t̂, û) = (αx,βt,cu)

م�ͳباشد.
با متناظر گسسته تقارنهای م�ͳآوریم. بدست را c = αβ تقارن، شرط در فوق نتیجه ͳزینΎجای با
موجود ارز غیرهم ͳحقیق گسسته تقارن ٨ اینها ͳتمام در م�ͳآیند. بدست مشابه طور به (۴٣.١١)

م�ͳباشد:

(x̂, t̂, û) ∈
{
(αx,βt,αβu),

(−α
x
,βt,

αβu
x2

)}
, α,β ∈

{
−1,1

}
(۴۴.١١ )

١٨۴
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گسسته تقارنهای .١١ فصل مثالها .۴.١١

بیشتر مطالعه

تغییر پارامترها مانند را رفتارشان ͳخط غیر دستΎاههای آن در که م�ͳدهد شرح را ͳروش انشعاب قضیه
تقارن�ها با متناظر تباهیدگ�ͳهای ͳبررس برای ارزی، هم انشعاب قضیه تقارنها، با دستΎاهها برای م�ͳدهند.
ارائه جالب موضوع این راپیرامون ͳجامع ͳمعرف (١٩٨٨) استیوارد و ͳگالوبتس شافر، م�ͳباشد. لازم

دادند.
توسط که تبدیلات این پرداختیم. ͳجبرل ͳخط تبدیلات از مجموعه�ای مطالعه به ٣.١١ بخش در
در ل�ͳها جبر پیرامون بیشتر اطلاعات برای م�ͳنامیم. خودریخت�ͳها را م�ͳشوند داده نمایش B ماتریس

شود.() رجوع (١٩٩٧) اولور و فوشس به م�ͳشود پیشنهاد خودریخت�ͳها بویژه و ͳکل حالت
شرح (١٩٩۶) اولور و کلارکسون در بطوریه م�ͳباشد، ͳجالب متعدد خواص دارای چزی معادله
برای را آنها و داده بسط را ۶.٣ بخش در شده داده شرح ͳاجمال روش�های مقاله این است. شده داده

م�ͳبندد. بار چزی معادله
(١٩٨٨) هایدون از بیشتر یادگیری برای م�ͳباشند. جدید بسیار فصل این در شده داده شرح روشهای

بΎیرید. Έکم

تمرین�ها

هم�ارز غیر مقدار ͳحقیق گسسته تقارنهای از مجموعه Έی .١.١١

y′′ =
y′

x
+

4y2

x3

رابیابید. م�ͳشوند تولید X1 = x∂x+ y∂y بوسیله آن ͳل تقارنهای که

با محدودیتها ،ͳیعن) مجموعه تمام شرح برای i < j با (٢٠.١١) محدودیتهای که دهید نشان .٢.١١
کافیست. نم�ͳدهد) را جدیدی چیز Ϳهی i ≥ j

تغییر شوند جایΎزین BA( j, ε) یا A( j, ε)B بوسیله B اگر (٢٠.١١) محدودیتهای دهید نشان .٣.١١
نم�ͳکنند.

که دهید نشان ابتدا : ͳراهنمای

cn
lm(A( j, ε))l

i(A( j, ε))m
j = ck

i j(A( j, ε))n
k .

استخراج جزئیات با (٢٠.١١) محدودیت (٩) نوشتن بوسیله را ٣.١١ مثال در آمده بدست نتای; .۴.١١
نمایید.

بیابید. so(3) ͳل جبر برای را B ارز غیرهم ماتریسهای از مجموعه Έی .۵.١١

نمایید. محاسبه را (۵.٩) ͳمعمول دیفرانسیل معادله ارز غیرهم گسسته تقارنهای از یΈمجموعه .۶.١١

نمایید. محاسبه را برگر معادله ارز غیرهم گسسته تقارنهای از مجموعه Έی .٧.١١

نمایید. محاسبه را (٢۶.٩) ͳخط غیر تصفیه معادله ارز غیرهم گسسته تقارنهای از مجموعه Έی .٨.١١
مجموعه در تبدیل این اگر م�ͳباشد. ناوردا (x, t,u)→ (u, t, x) هودوگراف، تبدیل تحت معادله این
مجموعه این عضو Έی از م�ͳتواند چΎونه دهید نشان نم�ͳباشد، شما ارز ناهم گسسته تقارنهای

گردد. استخراج

١٨۵
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مثالها .۴.١١ گسسته تقارنهای .١١ فصل

y′′ = (1− y′)3 ارز غیرهم گسسته تقارنهای از مجموعه Έی محاسبه برای را ٣.۶ تمرین نتای; .٩.١١
ببرید. بار

ẑ (زیرا دهید امتداد یبار را (۶.١١) در Xi مولدهای گسسته، برخوردی تقارنهای یافتن برای .١٠.١١
ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳل برخوردی تقارنهای تنها م�ͳباشد). u اولیه مشتقات و u, x بر وابسته
ͳمعمول دیفرانسیل معادله که دهید نشان م�ͳباشند. (٣۴.١١) نقطه�ای تقارنهای (٣٣.١١) ،
که باشید داشته بخاطر (توجه: م�ͳباشد. نقطه�ای غیر گسسته برخوردی تقارنهای دارای مذکور

م�ͳباشد) y′,y, x به وابسته تنها ŷ′, ŷ, x̂ برای برخوردی تبدیل Έی

١٨۶
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از ͳبرخ ͳحل�هایجزئ راه و راهنمایجوابها
مسائل

اول فصل

تقارنهای م�ͳباشند. مبدأ از گذرنده مستقیم خطوط جوابها لذا م�ͳباشد، y = cx ͳعموم جواب .١.١
) م�ͳباشند. (x̂, ŷ) = (kx,ky) فرم به که ͳمقیاس�های و دوران�ها انعاس�ها، از عبارتند تر ͳبدیه

( است مثبت ثابت Έی k که ͳقسم به

تقارنها، م�ͳباشد. y = (cx2 − 1)/(cx2 + 1) بصورت ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب .١.٢
م�ͳباشند. x امتداد در ͳمقیاسهای

.α = 2 .١.۴

y = y0(x)و ناهمΎن ͳمعمول دیفرانسیل معادله دلخواه جواب y = y(x) اگر ͳخط انطباق اصل .١.۵
ŷ = y(x)+ y0(x) آنΎاه باشد، y′ = F(x)y همΎن ͳمعمول دیفرانسیل ازمعادله ͳدلخواه جواب
همΎن ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳجوابعموم م�ͳباشد. ͳمعمول دیفرانسیل معادله ناهمΎن جواب
y = ε بصورت

م�ͳباشد. exp{
∫

F(x)dx}

دوم فصل

.٢.١

(a) X = ∂x +∂y, (r, s) = (y− x, x), (b) X = xy∂x + y2∂y, (r, s) = (
y
x
,−1

y
)

.٢.٢

(a) (x̂, ŷ) = (x+ε,eεy) (b) (x̂, ŷ) =
(

xcosε+ sinε
cosε− xsinε

,
y

cosε− xsinε

)
ببرید. رابار ͳکانون مختصات ͳراهنمای (c)

ناوردا x = 0 خط روی نقطه هر ،α = 0 (اگر م�ͳباشد ناوردا نقطه تنها (0,0) مبدأ ،α , 0 اگر .٢.٣
هستند. ͳبدیه تقارنها باشد α = 2 اگر م�ͳباشد).

١٨٧
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مسائل از ͳبرخ ͳجزئ حل�های راه و جوابها راهنمای سوم فصل

ds/dr = r/(1+ r) به ͳمعمول دیفرانسیل معادله ،(r, s) = (xy, 1
2 x2) ͳکانون مختصات برحسب .٢.۴

م�ͳیابد. کاهش

.(r, s) = (y/x3, ln |x|) مثال برای نمایید، استفاده ͳکانون مختصات از .٢.۵

م�ͳباشد. X = ∂x + y∂y مولد .٢.۶

م�ͳباشد. X = y∂x مولد .٢.٧

نمایید. استفاده اثبات برای (۵٨.٢) شل به شده ͳخط تقارن شرط از .٢.٩

سوم فصل

η(1),η(2), · · · تا نمایید ترار مرراً را ͳکل گیری مشتق نمایید، آغاز Q = η(x,y)−y′ξ(x,y) با .٣.١
آید. بدست

.٣.٢

η(4) = ηxxxx +4(ηxxxy− ξxxxx)y′+ (6ηxxyy−4ξxxxy)(y′)2

+(4ηxyyy−6ξxxyy)(y′)3+ (ηyyyy−4ξxyyy)(y′)4− ξyyyy(y′)5

+{6ηxxy−4ξxxx + (12ηxyy−18ξxxy)y′+ (6ηyyy−24ξxyy)(y′)2−10ξyyy(y′)3}y′′

+{3ηyy−12ξxy−15ξyyy′}(y′′)2

+{4ηxy−6ξxx + (4ηyy−16ξxy)y′−10ξyy(y′)2−10ξyy′′}y′′′

+{ηy−4ξx −5ξyy′}y(iv).

.٣.٣

(b) : X(4) = x∂x +αy∂y+ (α−1)y′∂y′ + (α−2)y′′∂y′′

+(α−3)y′′′∂y′′′ + (α−4)y(iv)∂y(iv).

(d) : X(4) = −y∂x + x∂y+ (1+ y′2)∂y′ +3y′y′′∂y′′

+(4y′y′′′+3y′′2)∂y′′′ + (5y′y(iv)+10y′′y′′′)∂y(iv) .

م�ͳباشد. بعدی دو اینصورت، غیر در م�ͳباشد. بعدی سه L آنΎاه باشد، α = 0 اگر .٣.۴

م�ͳباشد. X = c1∂x + (c2ex+ c3e2x + c4e−3x + c5y)∂y فرم به مولد هر .٣.۵

نمایید. استفاده ỹ = y− x جدید وابسته متغیر از بنویسید، ارز هم ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی .٣.۶
تقارنهای آوردن بدست برای را تبدیل آنΎاه بیابید، را مذکور ͳمعمول دیفرانسیل معادله تقارنهای

م�ͳگردانیم. بر ͳاصل ͳمعمول دیفرانسیل معادله

شرایط آوردن بدست و η = c(x)y+D(x) و ξ = B(x) نمایش برای شده ͳخط تقارن شرط از .٣.٧
نمایید. حل جداگانه c(x) , 0 و c(x) = 0 برای را شرطها این نمایید. استفاده f (y) روی

١٨٨
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پنجم فصل مسائل از ͳبرخ ͳجزئ حل�های راه و جوابها راهنمای

چهارم فصل

که dv/dr = −v2r−2 پذیر ͳجدای معادله به ͳمعمول دیفرانسیل معادله باشد، (r, s) = (y, x) اگر .۴.١
را اولیه ͳمعمول دیفرانسیل معادله ،ͳمقیاس تقارنهای اگرچه م�ͳیابد. کاهش م�ͳباشد، v = ds/dr

م�ͳیابد. کاهش () اول مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی به

y = باقیمانده جوابهای م�ͳباشد؛ y = c1/(c2
1(x+ c2)2 − 1) ͳعموم جواب باشد، c1 , 0 اگر .۴.٢

م�ͳباشند. (±1/2)(x+ c2)

.X3 = x∂x +
1
2 y∂y و X2 = ∂y ،X1 = ∂x از عبارتند مولدها .۴.٣

بوسیله ͳمقیاس تقارنهای م�ͳباشد. y′′ = −y/(4x2)− 1/(
√

xy2)− 1/y3 لاگرانژ اولر- معادله .۴.۴
م�ͳشوند. تولید X = x∂x +

1
2 y∂y

y = cx ،c ∈ R برای اگر وفقط اگر است Q = 0 بنابراین م�ͳباشد. Q = y2 − xyy′ مشخصه، .۴.۵
م�ͳباشند. y = ±x و y = 0 ناوردا جوابهای باشد.

هم از جدا ناحیه دو به را جوابها مجموعه که م�ͳباشد ناوردا جواب تنها x2+y2 = 1 بسته ͳمنحن .۴.۶
م�ͳکند. افراز است شده داده ۵.١نشان شل در که همانΎونه

پنجم فصل

م�ͳباشد. y′′′ = xα−3F(x−αy, x1−αy′, x2−αy′′) ͳمعمول دیفرانسیل معادله چنین عموم�ͳترین .۵.١

r = y/x و v = x− y/y′ (a) .۵.٢
حل را (c) ، ͳعموم سوم مرتبه ͳمعمول دیفرانسیل معادله یافتن برای r = xy و v = x2y′ (b)
ببندید. بار را §۵.١ نتای; و نموده محاسبه را dv2/dr2 سپس گردد، حاصل (r2,v2) تا نمائید

است: ذیل ͳمعمول دیفرانسیل معادله .۵.٣

y′′ =
2(xy′− y)(1+ y′2)+ c(1+ y′2)3/2

1+ x2+ y2 .

کند. ͳنم صدق ͳژاکوب اتحاد در .۵.۵

ͳل جبر ودارای است بعدی سه L(1) . م�ͳباشد ͳل جبر Έی (X1,X2) مولد باشد α = هرگاه1− .۵.۶
پذیر حل جبر زیر دارای و است بعدی چهار L(α) اینصورت، غیر در م�ͳباشد. بعدی دو پذیر حل

است: ذیل شرح به پایه دارای sl(2) جبر زیر م�ͳباشد. بعدی سه

Xα = y∂x, Xb =
1
2

x∂x−
1
2

y∂y, Xc = −x∂y

م�ͳباشد. I = (2xy′′+ y′)/y′3 کمتر مرتبه مشترک ͳدیفرانسیل ناوردای .۵.٧

١٨٩
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مسائل از ͳبرخ ͳجزئ حل�های راه و جوابها راهنمای هفتم فصل

ششم فصل

م�ͳباشند. y = c1 شل به جوابها همچنین م�ͳباشد. x = y− c1 ln |y+ c1|+ c2 ͳعموم جواب .۶.١

بوسیله که م�ͳباشد ͳل تقارنهای دارای ، ͳمعمول دیفرانسیل معادله .۶.٢

X1 = x2∂x + xy∂y, X2 = x∂x +2y∂y

نمایید. استفاده (r1,v1) = (y/x, xy′− y) از مرتبه کاهش برای شده�اند. تولید

شده تولید گروه برای ͳاساس ͳدیفرانسیل ناوردای اینها باشد. (r1,v1) = (x,y′/y) کنید فرض .۶.۵
نظر به نمایید، استفاده ͳدیفرانسیل ناورداهای از دیΎری مجموعه از اگر م�ͳباشند. X1 بوسیله

بنویسیم. پارامتری بصورت را جوابها است لازم که م�ͳرسد

er f ( y√
2
) = شل به ͳجوابهای همچنین م�ͳباشد. er f ( y√

2
) = c1+c2⧸(x+c3) ͳعموم جواب .۶.۶

موجودند. c1+ c2x

هفتم فصل

از عبارتند ،ͳتابع مستقل اول انتΎرال سه .٧.١

ϕ1 = y−2y′′−2y−3y′2, ϕ2 = 2y−3y′′−3y−4y′2, ϕ3 = y−2(xy′′− y′)−2xy−3y′2,

م�ͳباشد. y = (c1x2+ c2x+ c3)−1 ͳعموم جواب

از است عبارت ͳعموم مشخصه .٧.٢

Q = {(c1x+ c2)ey+ (c3x+ c4)e−y}y′ 1
2 + {c5x2+ c6x+ c7}y′+ c8x2+ c9x+ c10.

از عبارتند ترتیب به Q10,Q9,Q8 توسط شده تولید گروههای .٧.۴

(x̂, ŷ, ŷ′) = (x+2εy′,y+εy′2,y′),
(x̂, ŷ, ŷ′) = (x+2ερ(xy′− y),y+ερ2y′2(x−εy),ρy′),
(x̂, ŷ, ŷ′) = (κx, κ2y−εκ2(2y− xy′)2, κy′),

است. κ = 1
1−ε(4y−2xy′) و ρ =

1
1−εy′ که

اتحاد م�ͳباشد. Jn−1
j = 0 آنΎاه باشد، برقرار (٨۶.٧) رابطه اگر .٧.۶

D̄Jk
j = −Jk

j−1− Jk−1
j −ωy(k) Jn−1

j +ωy(i) Jn−1
k

باقیمانده پذیری انتΎرال شرایط استقرا). (بنابر است. Jk
j = 0 که م�ͳدهد نتیجه j < k هر برای

م�ͳآید. بدست نتیجه این از

y′′ از مستقل که است موجود مشخصه هم Έی تنها .Q2 = y′ و Q1 = 1 از عبارتند مشخصه�ها .٧.٧
م�ͳنامیم. Λ = ex آنرا م�ͳباشد،

١٩٠
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ن��هم فصل مسائل از ͳبرخ ͳجزئ حل�های راه و جوابها راهنمای

هشتم فصل
م�ͳباشد ذیل بصورت شده ͳخط تقارن شرط ͳعموم جواب زیرا م�ͳباشد، بعدی پن; ͳل جبر .٨.٢

η = c1u+ c2, ξ = c3x+ c4, τ = (3c3−2c1)t+ c5.

از عبارتند گرما معادله برای ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای .٨.٣

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = u∂u, X4 = x∂x +2t∂t,

X5 = 2t∂x − xu∂u, X6 = 4xt∂x +4t2∂t − (x2+2t)u∂u,

{Xu = U(x, t)∂u : Ut = Uxx} .

از عبارتند ͳل نقطه�ای تقارن مولدهای .٨.۶

X1 = ∂x ,X2 = ∂t, X3 = x∂x + t∂t, X4 = t∂x +∂u

{XZT = Z(u,v)∂x+T (u,v)∂t : Zu−uTu+ vTv = 0,Zv−uTv+Tu = 0}.

ͳم ͳخط را دستΎاه م�ͳشوند) تعویض ومستقل وابسته متغیرهای آن توسط (که شتاب تبدیل Έی
نماید.

نهم فصل

و r =
√

xt ، v = tku که ͳقسم به م�ͳیابد کاهش v = F(r) به PDE .٩.١

F′′+
1−2k

r
F′−4F = 0

م�ͳباشد ذیل بصورت ͳمعمول دیفرانسیل معادله ͳعموم جواب م�ͳباشد.

F = rk(c1Ik(2r)+ c2Kk(2r)),

جواببصورت نوشتن باشد، k = 1
2 هنΎامیه باشند. ͳم شده اصلاح بسل تواب΄ Kk(z) و Ik(z) که

F = c1e2r + c2e−2r

م�ͳآوریم بدست اولیه، متغیرهای برحسب جواب ͳنویس باز با م�ͳباشد. ساده�تر

u = (
x
t

)
k
2 (c1Ik(2

√
xt)+ c2Kk(2

√
xt)).

یافتن برای م�ͳشوند. داده تعمیم باقیمانده ͳل تقارنهای Έکم با ͳبزرگ خانواده به جوابها این
نمایید. معوس را ͳخط تبدیل ͳسادگ به توماس، معادله جوابهای

بصورت متناظر نتیجه دستΎاهها، برای نمایید. استفاده اتحاد از گیری مشتق برای (٢۵.٨) از .٩.٢

XQα = Qβ
∂Qα

∂uβ

م�ͳباشد.

.u = c1+
1
c sin−1(c2 exp{−c(x− ct)}) از عبارتند متحرک موج جوابهای .٩.٣

م�ͳباشد. u = x+c1
t(ln t+c2) جوابها از پارامتری دو خانواده .٩.۴

١٩١
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مسائل از ͳبرخ ͳجزئ حل�های راه و جوابها راهنمای یازدهم فصل

دهم فصل

I = ناوردا تنها . است اپتیمال X1 مثال، برای م�ͳباشد، مولد Έی تنها شامل اپتیمال دستΎاه .١٠.٢
م�ͳباشد. (κ1)2+ (κ2)2+ (κ3)2

و آیند ͳم بدست sl(2) جبر زیر از که I1 = (κ4)2−4κ2κ6 از عبارتند ناورداها .١٠.٣

I2 =
(
(κ4)2−4κ2κ6

) (
κ3+

1
2
κ4

)
+ κ1κ4κ5− κ2(κ5)2− (κ1)2κ6.

مولدهابصورت از اپتیمال دستΎاه Έی

X1, X2+ kX3, X2+ kX3+X6, X2+X5, X2−X5, X3, X4+ kX3

است. دلخواه ثابت Έی κ که م�ͳباشد

مولدها از اپتیمال دستΎاه Έی .١٠.۶

X1, X2+ κ
1X1+µX4, X3+µX1, X4+µX1, X5

است. دلخواه ثابت Έی κ1 و µ ∈ {−1,0,1} که م�ͳباشد

یازدهم فصل

از است عبارت ارز، غیرهم حقیقͳ-مقدار گسسته تقارن�های از مجموعه Έی .١١.١

(x̂, ŷ) ∈
{

(x,y), (−x,−y),
(

1
x
,

y
x2

)
,

(
−1

x
,− y

x2

)}

است. ͳهمان ماتریس Έی با معادل B ماتریس هر .١١.۵

است موجود برگر معادله از مقدار ͳحقیق ارز هم غیر تقارن چهار .١١.٧

(x̂, t̂, û) ∈
{

(αx, t,αu),
(αx

2t
,
−1
4t
,2α(ut− x)

)
, α ∈ {−1,1}

}
تقارنهای تقارنها، از تا دو است، مقدار ثابت ارز ناهم تقارن چهار دارای ͳمعمول دیفرانسیل معادله .١١.١٠
(x̂, ŷ) ∈ {(y′, xy′−y), (−y′, xy′−y)} دیΎر تقارن دو یافتیم. ١.۴.١١ درمثال که هستند نقطه�ای

م�ͳباشند.

١٩٢
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کتاب این درباره

آوردن دست به برای شده شناخته های Έنیت از بسیاری است. دیفرانسیل معادلات حل کلید تقارن
تقارن توانای روش چند از خاص موارد عملا آنها از بسیاری اما دارد، وجود معادلات دقیق های حل راه
اغلب روشها این روند، ͳنم بار آشنا نا دیفرانسیل معادلات برای دیΎر روشهای این، بر علاوه م�ͳباشند.
مشخص ͳروش به باشد، شده داده ͳدیفرانسیل معادله اگر عوض، در استوارند. زیرکانه” ”تردست�ͳهای بر
مقدمه�ای کتاب این برد. بهره دقیق چوابهای ساخت برای آن از و آورد، بدست م�ͳشود را آن تقارنهای
Έسب است. مهندسان و فیزیدانان ریاضیدانان، برای استفاده قابل و است، مذکور موضوع به راست سر
در کتاب این است. بوده تقارن ͳاصل روش�های دادن نشان هدف و است سوری غیر شل به کتاب
قادر و است، شده نوشته پیشرفته ͳمیلت تحصیلات و ͳکارشناس دوره دانشجویان برای مناسب ͳسطح
دارد وجود کتاب این در مواردی نماید. مسلط ͳراحت به و سرعت به ͳاصل روشهای بر را خواننده است
این اول. انتΎرالهای و گسسته تقارن آوردن بدست روش نظیر شد، ͳم یافت مقالات در فقط قبلا که
این تر دقیق اطلاعات است. رسیده چاپ به انΎلستان کمبری; انتشارات توسط ٢٠٠٠ سال در کتاب

است: ذیل شرح به کتاب
Peter E. Hydon, Symmetry methods for differential equations: a beginner’s
guide, Cambridge University Press, 2000. ISBN: 0-521-49703-5.

انΎلستان گیلفورد شهر در واق΄ سوری دانشΎاه ریاضیات دانشده استاد هایدون، پیتر دکتر نویسنده.
این پیشروان از و است دیفرانسیل معادلات تقارنهای نظریه زمینه در متعددی مقالات دارای او است.
معروف بسیار نظریه، این مختلف های زمینه در ایشان ͳتوصیف متعدد مقالات آید. ͳم شمار به نظریه

نماید. تهیه را آنها از تعدادی ایشان ͳشخص وبسایت از م�ͳتواند خواننده است.
Homepage: http://personal.maths.surrey.ac.uk/st/P.Hydon/
e-mail: p.hydon@surrey.ac.uk

ایشان است. ایران صنعت و علم دانشΎاه ریاضیات دانشده استاد نجف�ͳخواه، مهدی دکتر مترجمین.
مریم خانمهای م�ͳباشد. آن کاربردهای و دیفرانسیل معادلات تقارنهای زمینه در متعدد مقالات دارای
ͳریاض ارشد ͳکارشناس دانشجوی ١٣٩٠ تا ١٣٨٧ سالهای بین احمدی پروانه و افتاده الهه عبدالصمدی،
از پور ͳسامان محبوبه و ͳرستم پور نرگس خانمهای و اند بوده تهران-شمال واحد ،ͳاسلام آزاد دانشΎاه در
بین کتاب این هستند. تهران نور پیام دانشΎاه ͳمیلت تحصیلات مرکز دکتری دانشجوی ١٣٩٠ سالهای
ͳتحقیقات دارای اخیر نفر پن; هر است. شده اصلاح و ترجمه گروه این توسط ١٣٩١ تا ١٣٨٨ سالهای
که است امتنان ͳبس جای نموده�اند. اختیار زمینه این در را خود رساله موضوعات و هستند زمینه این در
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