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ایران صنعت و علم دانشͽاه
ریاضͬ دانشͺده
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گرانقدرم استاد همچنین و مادر پدر، به تقدیم
زحمات فراوان علم و تأمل ، صبر با که خواه نجفͬ مهدی دکتر آقای
حق کشیدند.به تحصیلͬ دوره این در بنده موفقیت راستای در زیادی
بͬ و است قاصر ایشان شائبه بͬ زحمات قدردانͬ و بیان از من زبان
زندگͬ در را ایشان همچون فرزانه استادی زحمات توانم نمͬ ͷش
در که خوبم دوستان از انتها در بͽیرم. نادیده خویش تحصیلͬ

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال بودند همراهم و یار نوشته این گردآوری
فراوان. سپاس با
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چͺیده

جزئͬ مشتقات با خطͬ غیر دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی توسط طبیعͬ های پدیده از بسیاری
این موضوع این دلیل و است ممͺن غیر یا و سخت ها آن تحلیلͬ کردن حل که هستند توصیف قابل

ندارد. وجود معادلات تیپ این کامل کردن حل برای کلͬ تئوری ͷی که است

دستͽاه با که ای ͬͺدینامی های سیستم دقیق های جواب یافتن برای مؤثر های ͷنیͺت از ͬͺی
است. ها تقارن روش اند شده توصیف جزئͬ مشتقات با خطͬ غیر دیفرانسیل معادلات

های جواب از کلاسͬ بنابراین و کرد کار دیفرانسیل معادلات تقارن کاهش با توان مͬ سو، ͷی از
یافت. را دقیق

اینͺه یعنͬ برد، مͬ جواب به را جواب تقارن هر که، داریم تقارن تعریف به توجه با دیͽر، سوی از
جواب سایر به معین جواب ͷی داشتن با دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی تقارن از استفاده با توان مͬ

کرد. پیدا دست ها

کار به لͬ سوفوس نام به شخصͬ توسط ابتدا دیفرانسیل معادلات دستͽاه حل برای تقارن روش
کرده نامͽذاری لͬ های تقارن روش به بزرگ دانشمند این احترام به را ͷنیͺت این امروزه که شد، گرفته

اند.

ابتدا است. لͬ روش به حرارت خطͬ غیر بعدی دو معادله های تقارن بررسͬ رساله این از هدف
شͺل به لازم تغییرات اعمال و بررسͬ با و گیریم مͬ نظر در را انتشار-حرارت معادلۀ کلͬ شͺل
حل برای لͬ روش از استفاده با ادامه در رسیم. مͬ حرارت خطͬ غیر دو-بعدی معادلۀ اساسͬ
را کار حرارت، خطͬ غیر دو-بعدی معادله کلͬ حالت برای جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
دو و کنیم مͬ معرفͬ را گیرد مͬ خود به معادله این که مختلفͬ های حالت سپس دهیم. مͬ ادامه
در ادامه در دهیم. مͬ قرار بررسͬ و بحث مورد ناورداها و ها تقارن یافتن تا را ها حالت این از حالت

رویم. مͬ بهینه سیستم سراغ به و کرده بحث گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه مورد

دهیم. مͬ خاتمه نتیجه چند بررسͬ با را بحث نیز انتها در

کلیدی: کلمات

معادله - حرارت خطͬ غیر معادلۀ - ͷکوچ نهایت بͬ مولد - ناوردا - تقارن - لͬ جبر - لͬ گروه
بهینه سیستم - الحاقͬ نمایش - جزئͬ مشتقات با
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مطالب فهرست

١ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش ١

٣٠ لͬ های گروه بر کوتاه ای مقدمه ٢

٣٢ حرارت معادلۀ تاریخچۀ و معرفͬ ٣
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۴١ ناورداها و اساسͬ های تقارن ۵
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۶۶ . . حرارت خطͬ غیر بعدی دو معادلۀ لͬ جبر جبرهای زیر بهینۀ دستͽاه محاسبۀ ٢.۶

٧۵ گیری نتیجه و نظرات ٧

٧٨ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش

:(ͷتوپولوژی (فضای ١ تعریف

از τ مانند ای خانواده از است عبارت X روی توپولوژی ͷی باشد، مجموعه ͷی X کنید فرض

کند: مͬ صدق زیر شرایط در که X های مجموعه زیر

.∅, X ∈ τ .١

باشد. τ به متعلق τ از گردایه زیر هر اجتماع .٢

باشد. τ به متعلق τ از متناهͬ گردایۀ زیر هر اعضای اشتراک .٣

است. X روی توپولوژی ͷی τ آن در که (X, τ) مرتب زوج از عبارتست ͷتوپولوژی فضای ͷی

: هاوسدورف) (فضای ٢ تعریف

متمایز نقطۀ دو هر ازای به هرگاه گوئیم هاوسدورف را τ توپولوژی با X ͷتوپولوژی فضای

(فضای .U ∩V = ∅ که طوری به باشد داشته وجود y برای V و x برای U های ͬͽهمسای ،x, y ∈ X

گویند.) مͬ نیز T٢ فضای را هاوسدورف

١
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٢ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

دلخواه مجموعۀ برای و هستند هاوسدورف فضاهای از هایͬ نمونه ͷمتری فضاهای مثال عنوان به

است. هاوسدورف غیر ͷتوپولوژی فضای ͷی (x, τ) فضای ،τ = {∅, X} توپولوژی با X غیرتهͬ

: همبند) (فضای ٣ تعریف

زیر از بیشتر یا دو اجتماع صورت به را آن نتوان هرگاه گوئيم، همبند را X ͷتوپولوژی فضای

آن، با که است خاصیتͬ ͷتوپولوژی فضاهای برای بودن همبند نوشت. آن تهͬ نا باز های مجموعه

شوند. مͬ متمایز هم از فضاها این

: ( دوم نوع شمارای ) ۴ تعریف

زیر از شمارا حداکثر ای پایه بتوان هرگاه گوئیم دوم نوع شمارای را (X, τ) ͷتوپولوژی فضای

به بتوانیم را U ،U ⊂ X باز مجموعۀ زیر هر برای که طوری به بیابیم، B مانند X های مجموعه

مͬ نظر در را R حقیقͬ معمولͬ ͷتوپولوژی فضای مثال عنوان به بنویسیم. B اعضای اجتماع صورت

مجموعۀ وضوح به گیریم.

β = {(a, b) : a, b ∈ Q}. (١.١)

حسب بر توان مͬ را R در باز مجموعۀ زیر هر تعریف بنابر و فضاست این برای شمارا حداکثر پایۀ ͷی

است. دوم نوع شمارای شده ذکر ͷتوپولوژی فضای بنابراین نوشت، β اعضای اجتماع

: (منیفلد) ۵ تعریف

هرگاه است n-بعدی ͬͺتوپولوژی منیفلد ͷی M باشد. ͬͺتوپولوژی فضای ͷی M کنیم فرض

نقطه هر که است آن اقلیدسͬ موضعاً از منظور باشد. اقلیدسͬ موضعاً و دوم شمارای هاوسدورف،

ͷی بودن همئومورف از منظور باشد. Rn از بازی مجموعۀ زیر با همئومورف ͬͽهمسای ͷی Mدارای

باشند. پیوسته وارونش و خودش یعنͬ نͽاشت
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٣ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

: ١ مثال

است. صفر بعد با منیفلد ͷی طبیعͬ اعداد مجموعۀ .١

است. n بعد با منیفلدی ،Rn اقلیدسͬ فضای .٢

است. n بعد با منیفلدی n-بعدی، برداری فضای هر .٣

است. mn بعد با منیفلدی m× n حقیقͬ های ماتریس کلیۀ .۴

است. منیفلد ͷی خود منیفلد، ͷی از باز مجموعۀ زیر هر .۵

پذیر) مشتق بار نهایت (بͬ C∞ هرگاه گوئیم پذیر دیفرانسیل یا هموار را M ͬͺتوپولوژی منیفلد

. m× n های ماتریس یا و Rn مثال عنوان به باشد؛

دهنده): (جا ۶ تعریف

گوئیم دهنده جا ͷی را ψ :M −→ N پذیر مشتق تابع آنͽاه باشند، هموار منیفلد دو N Mو اگر

باشیم: داشته ،ψ دامنۀ از نقطه هر ازاء به هرگاه

rankψ = dimM

و سطر تعداد با است برابر شود مͬ داده نمایش rankψ با که x ∈M نقطۀ هر در ψ نͽاشت رتبۀ که

.x در [∂ψj

∂xj
] ماتریس خطͬ مستقل های ستون یا

منیفلد): بر مماس (فضای ٧ تعریف

از عبارتست شود، مͬ داده نمایش Tp(M) نماد با که p ∈M نقطۀ Mدر منیفلد بر مماس فضای

هستند. مماس M منیفلد بر و شوند مͬ آغاز p از که بردارهایͬ تمام برداری فضای
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۴ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

: ( لͬ گروه ) ٨ تعریف

نͽاشت دو و بوده گروه جبری ساختار دارای که بطوری است G چون همواری منیفلد لͬ، گروه ͷی

ضابطۀ: با که ι : G −→ G ساز وارون و m : G×G −→ G ضرب

m(g, h) = g.h, (٢.١)

ι(g) = g−١.

باشند. هموار شوند، مͬ تعریف

نامند. مͬ ͷتوپولوژی گروه Gرا آنͽاه باشند، پیوسته ι هایmو نͽاشت و ͷتوپولوژی منیفلد ͷیG اگر

(عضو e عضو شامل همبند مجموعۀ زیر بزرگترین یعنͬ آن همانͬ مؤلفۀ باشد، لͬ گروه ͷی G اگر

کافͬ آن همانͬ مؤلفۀ شناختن لͬ، گروه شناختن (برای است. لͬ گروه نیز (G گروه اثر بͬ یا خنثͬ

ساخت.) را G و کرد ضرب آن در توان مͬ را اعضا و دارد را خنثͬ عضو چون است،

سال در (S. Lie) لͬ سوفوس نام به نروژی دانͬ ریاضͬ توسط بار اولین لͬ های گروه مفهوم

شد. مطرح [٢۴] در ١٨٧۴

دهیم: مͬ ارائه لͬ گروه تعریف شدن تر روشن برای هایͬ مثال ادامه در ٢ مثال

است. لͬ گروه ͷی جمع عمل با Rn .١

است. لͬ گروه ͷی اعداد، معمولͬ ضرب با صفر) غیر حقیقͬ ∗R(اعداد .٢

است. لͬ گروه ͷی جمع عمل با Cn ≃ R٢n .٣

است. لͬ گروه ͷی مختلط، اعداد ضرب با صفر) غیر مختلط (اعداد C∗ .۴

است. لͬ گروه ͷیC∗ از شده القاء ضرب با S١ واحد دایرۀ .۵
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۵ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

با حقیقͬ اعداد از صفر غیر دترمینان با های ماتریس گروه یعنͬ GL(n,R) عام خطͬ گروه .۶

است. لͬ گروه ͷی ماتریسͬ ضرب

GL(n,R) = {A ∈ Rn×n|det(A) ̸= ٠}.

گروه ͷی زیر های نͽاشت تعریف با G١ × . . . × Gn آنͽاه باشند، لͬ گروه G١, . . . , Gn اگر .٧

است. لͬ

(g١, . . . , gn)(h١, . . . , hn) = (g١h١, . . . , gnhn)

(g١, . . . , gn)
−١ = (g−١١ , . . . , g−١n )

لͬ): گروه (زیر ٩ تعریف

: هرگاه گوئیم لͬ گروه زیر ͷی را G از H منیفلد زیر باشد، لͬ گروه ͷی G کنیم فرض

باشد G گروه زیر ͷی گروه عمل تحت H .١

باشد. لͬ گروه ͷی خود H .٢

زیر ͷی H آنͽاه باشد، G بستۀ گروه زیر ͷی H و لͬ گروه ͷی G هرگاه که کنیم مͬ بیان ادامه در

کارتان) (قضیۀ است. G لͬ گروه
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۶ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

تبدیلات): (گروه ١٠ تعریف

مͬ- لͬ گروه ͷی کند، مͬ عمل M مانند هموار منیفلد ͷی روی که G مثل تبدیلات گروه ͷی

نͽاشت: که شرط این با باشد

ϕ : G×M −→M, (٣.١)

(g, p) 7−→ g · p

باشد. هموار است، زیر های ویژگͬ دارای که

(g · h) · p = g · (h · p) .١

e · p = p .٢

سمت از عمل توان مͬ شͺل همین به کند. مͬ عمل M روی چپ از G گوئیم مͬ حالت این در

کرد. تعریف را راست

g تبدیل هر ازای به گویند. تبدیل ͷی را g آنͽاه باشد، g ∈ G Mو روی تبدیلات گروه ͷی G هرگاه

دهیم مͬ قرار اختصار به که کرد نویسͬ باز توان مͬ ϕg : M −→ M صورت به را ϕ تبدیل نͽاشت

.ϕg = g

(مدار): ١١ تعریف

تمام مجموعۀ صورت این در باشد، p ∈ M و M منیفلد روی تبدیلات گروه G کنید فرض

یعنͬ: G تبدیلات گروه تحت p تبدیلات

G.p = {g.p : g ∈ G}

هستند. منیفلد زیر ͬͽهم مدارها نامند. مͬ G تبدیل تحت p مدار را
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٧ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

ساز): پایدار گروه (زیر ١٢ تعریف

،p ∈M هر ازاء به که G اعضای از دسته آن باشد، M منیفلد روی تبدیلات گروه G کنید فرض

کنند: مͬ عمل همانͬ عضو صورت به

Gp = {g ∈ G; g.p = p}

زیر برای ترتیب همین به گویند. مͬ p ساز پایدار گروه زیر آن به که بود خواهد G از گروهͬ زیر

: مجموعۀ ،S ⊂M مجموعۀ

GS = {g ∈ G; g.S = S}

گوئیم. S ساز پایدار گروه زیر را

به دارند مͬ نͽه ثابت را S در نقاط تمام که G گروه اعضای تمام از متشͺل مجموعۀ همچنین

زیر: شͺل

G∗
S = ∩p∈SGp = {g ∈ G : g.p = p, ∀p ∈ S}

گوئیم. S روی G فراگیر ساز پایدار گروه زیر را

منیفلد): روی گروه عمل مختلف های (حالت : ١٣ تعریف

، M منیفلد روی G گروه

باشد. Gp = {e} ،p ∈M هر ازای به اگر کند، مͬ عمل آزاد .١

باشد. گسسته گروه زیر ͷی Gp ،p ∈M هر ازای به اگر کند، مͬ عمل آزاد موضعاً .٢

.G∗
U = {e} ، U ⊂M باز مجموعۀ زیر هر برای اگر کند، مͬ عمل مؤثر ها مجموعه زیر روی .٣
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٨ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

باشد. G از گسسته گروه زیر ͷی G∗
p اگر کند، مͬ عمل مؤثر موضعاً .۴

وجود g ∈ G چون عضوی ،p, q ∈M دلخواه نقطۀ دو هر ازای به هرگاه کند، مͬ عمل متعدی .۵

هم آن و مدار ͷی تنها ،p ∈M نقطۀ هر برای معادل طور به .g.p = q که طوری به باشد داشته

باشیم. داشته G.p =M

باشند. بعد هم ، p ∈M نقطۀ هر مدارهای تمام هرگاه کند، مͬ عمل منظم نیم .۶

به ͬͽهمسای ͷی دارای p ∈ M نقطۀ هر بودن، منظم نیم بر علاوه هرگاه کند، مͬ عمل منظم .٧

باشد. همبند p مدار با آن اشتراک که طوری به باشد ͷکوچ دلخواه طور

ناوردا): (تابع ١۴ تعریف

G-ناوردا، تابع ͷی کند. مͬ عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات گروه ͷی G کنیم فرض

g ∈ G و p ∈M هر برای که قسمͬ به است I :M −→ R مانند حقیقͬ تابعͬ

I(g.p) = I(p)

برداری): (میدان ١۵ تعریف

ͷی p ∈ U هر برای که است تابع ͷی ،M از U باز مجموعۀ زیر ͷی روی X برداری میدان ͷی

دهد. مͬ اختصاص Tp(M) مماس فضای در Xp مماس بردار

: ( �ناورداG برداری میدان ) ١۶ تعریف

G-ناوردا را M روی v برداری میدان باشد. M منیفلد روی تبدیلات گروه ͷی G کنیم فرض

هرگاه: گوئیم

g∗(vp) = vg·p.

شود. تعریف g · p که p ∈M و g ∈ G هر ازاء به
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٩ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

:( (راست) چپ لͬ جبر ) ١٧ تعریف

ناوردای برداری های میدان تمام مجموعه کند، عمل (راست) چپ از خودش روی G کنیم فرض

دهند. مͬ نمایش (gr) gℓ نماد با و گویند G (راست) چپ لͬ جبر را (راست) چپ

پردازیم: مͬ لͬ جبر چند ارائه به تنها محاسبه بدون قسمت این در ٣ مثال

مجموعۀ از عبارتست دهیم مͬ نمایش gl(n,R) نماد با که GL(n,R) عام خطͬ گروه لͬ جبر .١

.M(n× n,R) دیͽر عبارت به ، n× n مربعͬ های ماتریس

مربعͬ های ماتریس دهیم، مͬ نمایش sl(n,R) نماد با که SL(n,R)خاص خطͬ گروه لͬ جبر .٢

باشد: مͬ صفر اثر با n× n

sl(n,R) = {A ∈M(n× n,R) ; trA = ٠}.

باشد. مͬ R حقیقͬ اعداد لͬ جبر ،S١ دایره لͬ جبر .٣

است. صفر ضرب با Rn ،(Rn,+) اقلیدسͬ فضای لͬ جبر .۴

راست): ضربͬ (نͽاشت ١٨ تعریف

: از عبارتست راست ضربͬ نͽاشت ،g ∈ G گروهͬ عنصر برای

Rg : G −→ G

h 7−→ h.g

: وارون با دیفئومورفیسم ͷی Rg

Rg−١ = (Rg)
−١

باشد. مͬ
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١٠ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

ناوردا): � (راست ١٩ تعریف

،g, h ∈ G تمام برای اگر گوئیم، ناوردا - راست ،G روی را υ برداری میدان

dRg(υ|h) = υ|Rg(h) = υ|hg

a, b ∈ R که aυ+ bω خطͬ ترکیب هر آنͽاه باشد ناوردا - راست ω و υ اگر که کنیم مͬ یادآوری

ناوردا - راست برداری های میدان تمام مجموعۀ پس است. ناوردا - راست برداری میدان ͷی نیز

دهد. مͬ تشͺیل برداری فضای ͷی

:( لͬ (جبر ٢٠ تعریف

خطͬ دو نͽاشت ͷی انضمام به است g مختلط) (یا حقیقͬ برداری فضای ͷی لͬ جبر از منظور

,aداریم: b ∈ R و A,B,C ∈ g هر برای که طوری به لͬ، کروشۀ به معروف [ , ] : g× g −→ g

[A,B] = −[B,A] .١

[aA+ bB,C] = a[A,C] + b[B,C], [A, aB + bC] = a[A,B] + b[A,C] .٢

[[A,B], C] + [[C,A], B] + [[B,C], A] = ٠ .٣

: ۴ مثال

با M روی C∞ برداری های میدان تمام از متشͺل برداری فضای آنͽاه باشد منیفلد ͷی M اگر

است. لͬ جبر ͷی براکت، عنوان به لͬ براکت
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١١ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

: ۵ مثال

باشد، K میدان روی n× n های ماتریس تمام برداری فضای Kn×n کنید فرض

کنیم: مͬ تعریف X, Y ∈ Kn×n روی

[X, Y ] = XY − Y X

شود. مͬ لͬ جبر ͷی Kn×n براکت این با است. X, Y های ماتریس ضرب XY که

انتͽرال): (منحنͬ ٢١ تعریف

که x = ϕ(ϵ) شدۀ پارامتری منحنͬ از است عبارت ،ν برداری فضای ͷی از انتͽرال منحنͬ ͷی

باشیم: داشته ϵ هر برای یعنͬ است، برابر نقطه همان در ν مقدار با نقطه هر در آن مماس بردار

ϕ̇(ϵ) = νϕ(ϵ).

معادلات دستͽاه ͷی جواب باید x = ϕ(ϵ) = (ϕ١(ϵ), . . . , ϕm(ϵ)) موضعͬ، مختصات در

معمولͬ دیفرانسیل

dxi

dϵ
= ξi(x) i = ١, . . . ,m (۴.١)

هستند. x در ν ضرائب ،ξi(x) که باشند

نباشد، تری طولانͬ انتͽرال منحنͬ شامل گاه هر گویند ماکسیمال را ϕ : I −→M انتͽرال منحنͬ

باشد ϕ̃(٠) = x٠ اولیۀ مقدار همان با دیͽری انتͽرال منحنͬ ͷی ،ϕ̃ : Ĩ −→ M اگر که معنͬ بدین

.ϕ̃(ϵ) = ϕ(ϵ) ،ϵ ∈ Ĩ هر برای و Ĩ ⊂ I آنͽاه
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١٢ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

فلو): یا (شار ٢٢ تعریف

x ∈M نقطۀ از گذرا شدۀ پارامتری ماکسیمال انتͽرال منحنͬ آنͽاه باشد، برداری میدان ͷی ν اگر

داریم: ϵ هر برای گوئیم. ν توسط شده تولید شار را Ψ و داده نمایش Ψ(ϵ, x) با را

d

dϵ
Ψ(ϵ, x) = ν|Ψ(ϵ,x) (۵.١)

نمایͬ): (نͽاشت ٢٣ تعریف

نͽاشت را exp : g −→ G نͽاشت صورت این در گیریم مͬ نظر در را g لͬ جبر با G لͬ گروه

دیفئومورفیسم ͷی exp آنͽاه باشند e ∈ G ͬͽهمسای V و ٠ ∈ g ͬͽهمسایͷی U گاه هر گویند، نمایͬ

کند. مͬ برقرار V و U بین

: ١ یادداشت

عضو هر ν١, . . . , νk ∈ g هر برای صورت این در باشد، g لͬ جبر با همبند لͬ گروه ͷی G کنیم فرض

باشد. مͬ نمایͬ های نͽاشت ضرب صورت به بیان قابل g مثل G

.g = exp(ν١) . . . exp(νk) که معنͬ بدین

نمایͬ های نͽاشت محاسبۀ با توان مͬ لͬ جبر ͷی اعضای داشتن با که است آن فوق مطلب تعبیر

آورد. دست به را گروه تبدیل ضابطۀ هم در ها آن ضرب و عضو هر با متناظر
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١٣ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

لͬ): (براکت ٢۴ تعریف

است. جابجاگر یا لͬ براکت برداری های میدان روی عملͽر مهمترین

برداری میدان از است عبارت ها آن لͬ براکت ،M منیفلد روی ω و υ شدۀ داده برداری های میدان برای

[υ, ω](f) = υ(ω(f)) − ω(υ(f)) شرط در f : M −→ R هموار تابع هر برای که [υ, ω] یͺتای

کند. مͬ صدق

اگر موضعͬ، مختصات در

υ =
m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, ω =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
,

آنͽاه: باشد،

[υ, ω] =
m∑
i=١

{υ(ηi)− ω(ξi)} ∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

{ξi ∂η
i

∂xj
− ηi

∂ξi

∂xj
} ∂

∂xi
(۶.١)

: ۶ مثال

کنیم: فرض

υ = y
∂

∂x
, ω = x٢

∂

∂x
+ xy

∂

∂y

صورت: این در باشند. برداری میدان دو

[υ, ω] = υ(x٢)
∂

∂x
+ υ(xy)

∂

∂y
− ω(y)

∂

∂x
= xy

∂

∂x
+ y٢

∂

∂y
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١۴ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

لͬ): براکت (خواص ٢۵ تعریف

دارد: را زیر های ویژگͬ لͬ براکت

خطͬ دو .١

[c١υ + c٢υ
′, ω] = c١[υ, ω] + c٢[υ

′, ω]

[υ, c١ω + c٢ω
′] = c١[υ, ω] + c٢[υ, ω

′]

هستند. ثابت ضرائب c٢ و c١ که

تقارنͬ پاد .٢

[υ, ω] = −[ω, υ]

ژاکوبͬ اتحاد .٣

[ν, [υ, ω]] + [ω, [ν, υ]] + [υ, [ω, ν]] = ٠.

پذیر): حل لͬ جبر و (گروه ٢۶ تعریف

زیر از زنجیری اگر است پذیر حل G لͬ گروه .g لͬ جبر با باشد لͬ گروه ͷی G کنید فرض

که: باشد موجود G لͬ گروههای

{e} = G(٠) ⊂ G(١) ⊂ G(٢) ⊂ . . . G(r−١) ⊂ G(r) = G (٧.١)

G(k) نرمال گروه زیر G(k−١) و است G k-بعدی لͬ گروه زیر G(k) ،k = ١, . . . , r هر برای که

است.
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١۵ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

باشد: داشته زیر صورت به ها جبر زیر از زنجیری هرگاه است پذیر حل g لͬ جبر گوئیم معادل بطور

{٠} = g(٠) ⊂ g(١) ⊂ g(٢) ⊂ . . . g(r−١) ⊂ g(r) = g (٨.١)

یعنͬ: است، g(k) از نرمالͬ جبر زیر g(k−١) و است k برابر g(k) بعد ، k هر برای که

[g(k−١), g(k)] ⊂ g(k−١) (٩.١)

: آدو) (قضیۀ ٢٧ تعریف

جبر زیر با است یͺریخت ،n هر ازای به g بنابراین باشد، متناهͬ بعد با لͬ جبر ͷی g کنید فرض

عام).[١٧] خطͬ گروه لͬ (جبر gl(n,R) از لͬ

: (ͷکوچ نهایت بͬ (مولد ٢٨ تعریف

ν ∈ g هر ازای به آنͽاه باشد، آن لͬ جبر g و کند مͬ Mعمل روی که باشد لͬ گروه ͷی G هرگاه

شود. مͬ محاسبه زیر صورت به p ∈M نقطه در ν با متناظر ν̂ ͷکوچ نهایت بͬ مولد

ν̂p = ϕ∗p(νe). (١٠.١)

.ϕ∗p : TeG −→ Te.pM = TpM و g 7−→ g ·p که طوری به شود مͬ ϕpتعریف : G −→M نͽاشت
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١۶ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

:(SL(٢) گروه (عمل ٧ مثال

کنیم: مͬ تعریف زیر ضابطۀ با را RP١ روی SL(٢) = {A ∈ R٢×٢| det(A) = ١} گروه عمل

p 7−→ ap+ b

cp+ d
, p ∈ RP١

که: a b

c d

 ∈ SL(٢)

است، صفر اثر با ٢ × ٢ های ماتریس مجموعۀ SL(٢) لͬ جبر دیدیم ٢ مثال در که همانطور

شود: مͬ تولید زیر های ماتریس با جبر این بنابراین

A١ =

 ٠ ١

٠ ٠



A٢ =

 ١ ٠

٠ −١



A٣ =

 ٠ ٠

١ ٠



A١, A٢, A٣ های ماتریس از ͷی هر با متناظر ͷکوچ نهایت بͬ های مولد v١, v٢, v٣ اگر بنابراین

آنͽاه: باشند

v١ = ∂p; v٢ = ٢p∂p; v٣ = −p٢∂p;

است. ∂
∂p

همان ∂p که
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١٧ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

توابع): روی (عمل ٢٩ تعریف

خواهیم مͬ باشد. هموار تابعͬ f : M −→ R و M روی برداری میدان ͷی ν کنیم فرض

به ما که معنͬ بدین شود. مͬ تبدیل چیزی چه به ν توسط شده تولید شار تحت f که کنیم بررسͬ

داریم. توجه کند، مͬ تغییر ϵ وقتͬ f(exp(ϵν)x)

شار تعریف و زنجیری قاعدۀ از استفاده با آنͽاه ν =
∑

i ξ
i(x) ∂

∂xi
اگر موضعͬ، مختصات در

داریم:

d

dϵ
f(exp(ϵν)x) =

m∑
i=١

ξi(exp(ϵν)x)
∂f

∂xi
(exp(ϵν)x) ≡ ν(f)[exp(ϵν)x]. (١١.١)

داریم: ،ϵ = ٠ در بخصوص

d

dϵ
|ϵ=٠ f(exp(ϵν)x) =

m∑
i=١

ξi(x)
∂f

∂xi
(x) = ν(f)(x)

شود. مͬ آشͺار برداری های میدان برای مان گذاری نماد اصلͬ دلیل اکنون

f(x) مقدار حقیقͬ توابع روی اول مرتبۀ جزئͬ دیفرانسیلͬ عملͽر ͷی عنوان به ν برداری میدان

داریم: تیلور قضیۀ از استفاده با علاوه به کند. مͬ عمل M روی

f(exp(ϵν)x) = f(x) + ϵν(f)(x) +O(ϵ٢)

فرآیند دهد. مͬ ν توسط شده تولید شار تحت f تابع در ͷکوچ نهایت بͬ تغییر ͷی ν(f) لذا

زیر عبارت که داد، ادامه توان مͬ را تیلور سری با جایͽزینͬ و سازی دیفرانسیل

f(exp(ϵν)x) = f(x) + ϵν(f)(x) +
ϵ٢

٢ ν
٢(f)(x) + . . .+

ϵk

k!
νk(f)(x) +O(ϵk+١) (١٢.١)

.k ⩾ ٢ هر برای νk = ν(νk−١) که آوریم مͬ بدست را
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١٨ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

لͬ: سری آنͽاه باشند، همͽرا ϵ در تیلور های سری تمام که کنیم فرض ما اگر

f(exp(ϵν)x) =
∞∑
k=٠

ϵk

k!
νk(f)(x). (١٣.١)

مقدار حقیقͬ توابع برای نتیجه همین آوریم. مͬ بدست شار روی عمل برای را

F : M −→ Rn

x 7−→ (F ١(x), . . . , F n(x)). (١۴.١)

F : ν(F ) = (ν(F ١), . . . , ν(F n)) روی مؤلفه به مؤلفه ν که کنیم مͬ فرض ما که است برقرار

مͬ- بدست خودش شار برای لͬ سری ͷی باشد، x مختصاتͬ تابع F اگر خصوص به کند. مͬ عمل

باشد: مͬ زیر صورت به که آوریم

exp(ϵν)x = x+ ϵξ(x) +
ϵ٢

٢ ν(ξ)(x) + . . . =
∞∑
k=٠

ϵk

k!
νk(ξ)(x) +O(ϵk+١). (١۵.١)

.ν(ξ) = (ν(ξ١), . . . , ν(ξm)) و ξ = (ξ١, . . . , ξm) آن در که

:(ͷکوچ نهایت بͬ (ناوردایͬ ٣٠ تعریف

I :M −→ R حقیقͬ تابع کند. مͬ Mعمل روی که باشد تبدیلاتهمبند Gیͷگروه فرضکنیم

باشیم: داشته ν ∈ g و p ∈M هر برای اگر تنها و اگر ناورداست G گروه عمل تحت

νp(I) = ٠. (١۶.١)
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١٩ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

(ͷکوچ نهایت بͬ مولد ͷی ناورداهای یافتن برای عملͬ (روش : ٢ یادداشت

باشد، ͷکوچ نهایت بͬ مولد ͷی ν =
∑n

i=١ ξ
i(x)∂xi و پارامتری تابع ͷی u = ζ(x) هرگاه

بنابراین و ν(ζ) = ٠ باید باشد G تحت ناوردا ͷی ζ که آن برای

ν(ζ) =
n∑
i=١

ξi(x)
∂ζ

∂xi
= ٠ (١٧.١)

کنیم: مͬ حل را زیر دستͽاه ζ یافتن برای حال

dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
. (١٨.١)

نوشت: زیر صورت به توان مͬ را (١٨.١) رابطۀ عمومͬ های جواب

انتͽرال- های ثابت c١, . . . , cn−١ که ζ١(x١, . . . , xn) = c١, . . . , ζ
n−١(x١, . . . , xn) = cn−١

هستند. ها ci از مستقل ζ i(x) توابع و هستند گیری

هستند (١٨.١) برای تابعͬ مستقل هایͬ جواب ζ١, . . . , ζn−١ توابع که شود مͬ دیده راحتͬ به بنابراین

باشد. ζ١, . . . , ζn−١ حسب بر تابعͬ بایستͬ مͬ (١٨.١) برای دیͽر ناوردای جواب هر و

.ν(ζ١) = ٠, . . . , ν(ζn−١) = ٠ یعنͬ هستند، ν تحت ناوردا توابع ζ١, . . . , ζn−١ کنیم مͬ بیان حال

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به متغیره سه فضای روی را SO(٢) گروه عمل : ٨ مثال

(x, y, z) 7−→ (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,
sin t+ z cos t

cos t− z sin t
) (١٩.١)

باشد. مͬ زیر صورت به عمل این از حاصل ͷکوچ نهایت بͬ مولد

v = −y∂x + x∂y + (١+ z٢)∂z

دستͽاه: حل با
dx

−y
=
dy

x
=

dz

(١+ z٢)
(٢٠.١)

آید. مͬ دست به ω = xz−y
yz+x

و η =
√
x٢ + y٢ صورت به ناوردا تابع دو
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٢٠ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

کامل): (مشتق ٣١ تعریف

نسبت F کامل مشتق نامند. مͬ n مرتبه از دیفرانسیلͬ تابع ͷی را F : Jn −→ R حقیقͬ تابع هر

هموار تابع هر ازای به که ،(n+١) مرتبه از ،DiF دیفرانسیلͬ تابع ͷی از عبارتست ها xi از ͷی هر به

رابطۀ در u = f(x)

Di[F (x, f
n+١(x))] =

∂

∂xi
F (x, fn(x)). (٢١.١)

کند. مͬ صدق

: ٩ مثال

آنͽاه: باشد، F : Jn −→ R و U ≃ R و X ≃ R٢ هرگاه

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxt

∂F

∂ut
+ · · ·

DtF =
∂F

∂t
+ ut

∂F

∂u
+ utt

∂F

∂ut
+ uxt

∂F

∂ux
+ · · ·

برداری): میدان ͷی (مشخصه ٣٢ تعریف

کنیم فرض

ν =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα(x, u)
∂

∂uα
. (٢٢.١)

و u ، x به وابسته Q(x, u(١)) صورت به است تابعͬ ν مشخصۀ باشد، E روی برداری میدان ͷی

شود: مͬ تعریف زیر شͺل به که uxi

Qα(x, u(١)) = φα(x, u)−
p∑
i=١

ξi(x, u)
∂uα

∂xi
. (٢٣.١)

کند. مͬ تغییر α = ١, · · · , q که
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٢١ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

جت): (فضای ٣٣ تعریف

q و x = (x١, · · · , xp) مستقل متغیر p شامل جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی

اقلیدسͬ منیفلد دو موضعͬ مختصات عنوان به را ها آن که باشد مͬ u = (u١, · · · , uq) وابستۀ متغیر

ارائه کار طول در که مفاهیمͬ کلیۀ که است ذکر به (لازم کرد. فرض توان مͬ U ≃ Rq و X ≃ Rp

فرض توان مͬ Cq و Cp را فوق منیفلد دو مثلا́ است. بحث قابل نیز مختلط های منیفلد روی شود مͬ

کنیم.) مͬ بحث حقیقͬ های منیفلد روی سهولت جهت به اما کرد.

شامل که دهیم مͬ نشان E با را بالا در شده توصیف دیفرانسیل معادلۀ دستͽاه ͷی کامل فضای

صورت به ضربͬ حاصل منیفلد ساختار ͷی E بنابراین است. معادله وابستۀ و مستقل های متغیر کلیۀ

پذیرد. مͬ E = X × U ≃ Rp × Rq

عمل وابسته و مستقل های متغیر نوع دو هر روی که است تبدیلͬ ،g ای نقطه تبدیل ͷی از منظور

یعنͬ: کند مͬ

g.(x, u) = (x̃, ũ)

باشند. مͬ جدید های متغیر ũ و x̃ که

f صورت این در باشد، X منیفلد روی شده تعریف حقیقͬ تابع ͷی f : X −→ R کنیم فرض

صفر مرتبۀ از مشتقات دادن نشان برای لازم فضای است. k مرتبۀ از جزئͬ مشتق pk = (p+k+١k ) دارای

نوشت: توان مͬ زیر صورت به را U (n) بنابراین، دهیم، مͬ نشان U (n) با را تابعͬ چنین n-ام مرتبۀ تا

U (n) = Rq × Rp١q × Rp٢q × . . .Rpnq (٢۴.١)

متغیرهای از متشͺل فضای . است بعدی q(n) = (p+nn ) فضایͬ فوق، فضای که دید توان مͬ براحتͬ

جت فضای مستقل به نسبت وابسته متغیرهای n-ام مرتبۀ تا مشتقات و وابسته متغیرهای و مستقل

شود. مͬ نامیده n-ام مرتبۀ

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



٢٢ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

تابع): (امتداد ٣۴ تعریف

نامند. مͬ f تابع -ام n مرتبۀ جت فضای را Jn صورت این در ،Jn = X × U (n) دهیم مͬ قرار

Xاست. روی برداری یͷکلاف Jn همچنین، و است بعدی p+q(p+nn ) منیفلد ͷی Jn که است واضح

کنیم. مͬ تعریف u = f(x) صورت به u ∈ U و x ∈ X ازاء به را f : X −→ U هموار تابع

است. U (n) به X از تابعͬ که دهیم مͬ نشان u(n) = f (n)(x) با را تابع این n-ام مرتبۀ امتداد

مرتبۀ امتداد دیͽر بیان به یا دهد، مͬ دست به را تابع n-ام مرتبۀ تا جزئͬ مشتقات کلیۀ f امتداد

صفر مرتبۀ امتداد ،f (٠) است. مستقلش متغیرهای منهای تابع n-ام مرتبۀ جت فضای f تابع n-ام

کنیم. مͬ فرض f همان را f تابع

عمل): (امتداد ٣۵ تعریف

: آنͽاه باشد، f تابع گراف Γf = {(x, f(x))} اگر

Γ
(n)
f = {(x, f (n)(x))}, (٢۵.١)

باشد. مͬ Jn از p-بعدی منیفلد زیر ͷی که است f تابع گراف n-ام مرتبۀ امتداد

چنین n-ام مرتبۀ امتداد آنͽاه کند، عمل تابع گراف روی که باشد ای نقطه تبدیل ͷی g هرگاه

دهیم. مͬ نشان g(n) با را عملͬ

کند. مͬ عمل n مرتبۀ تا جزئͬ مشتقات و f گراف روی g(n)

تبدیلات گروه ͷی G اگر ترتیب، همین به کند. مͬ عمل Jn روی g(n) که است معنͬ بدان این

است. G گروه n-ام مرتبۀ امتداد G(n) آنͽاه باشد، ای نقطه
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کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را R٢ روی SO(٢) ای نقطه تبدیلات گروه عمل : ١٠ مثال

(x, u) 7−→ (x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t) (٢۶.١)

کنیم: مͬ تعریف زیر ضابطۀ با را f : R −→ R تابع

u = f(x)

= f ′(x٠)(x− x٠) + u٠. (٢٧.١)

.u ̸= x cot t که

است: زیر صورت به آن ضابطۀ و باشد مͬ f (١) : R −→ J١ صورت به f اول مرتبه امتداد

f̃(x̃) =
sin t+ f ′(x٠) cos t

cos t− f ′(x٠) sin t
x̃+

u٠ − f ′(x٠)x٠
cos t− f ′(x٠) sin t

است: نمایش قابل زیر شͺل به فوق عمل اول مرتبۀ امتداد همچنین

t(١)(x, u, ux) = (x̃, ũ, ũx)

= (x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t,
sin t+ ux cos t

cos t− ux sin t
) (٢٨.١)

تقارن): کلͬ (تعریف ٣۶ تعریف

که ریاضͬ دیͽر Ͱش به یا خودش به ریاضͬ Ͱش ͷی از است نͽاشت ͷی کلͬ حالت در تقارن

دارد. مͬ نͽه ثابت را اشیاء خواص برخͬ
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٢۴ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

دیفرانسیل): معادلات سیستم تقارنͬ (گروه ٣٧ تعریف

ͷی φ معادلات سیستم از تقارنͬ گروه ͷی باشد. دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی φ کنید فرض

وابستۀ و مستقل متغیرهای فضای از M باز مجموعۀ زیر روی که است G موضعͬ تبدیلات گروه

برای g.f اگر و باشد φ برای جواب ͷی u = f(x) اگر که خاصیت این با کند مͬ عمل سیستم

عبارت به یا باشد، φ معادلات سیستم دیͽر جواب ͷی ũ = g.f(x) آنͽاه باشد شده تعریف g ∈ G

آ) پیوست به شود (رجوع برد. مͬ جواب به را جواب G تقارنͬ گروه تر ساده

یافته): تعمیم برداری (میدان ٣٨ تعریف

برداری میدان کنید فرض

ν =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα(x, u)
∂

∂uα
. (٢٩.١)

مشخصۀ Q = (Q١, · · · , Qq) و دهد نشان را M منیفلد روی G عمل از ͷکوچ نهایت بͬ مولد ͷی

گوئیم: باشد. آن

ν(n) =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
٠≤k=#J≤n

φαJ(x, u
(k))

∂

∂uαJ
. (٣٠.١)

است، آن با متناظر Jn روی G(n) عمل یافتۀ امتداد ͷکوچ نهایت بͬ مولد یا ν n-ام مرتبۀ امتداد

آیند: مͬ بدست زیر مشهور امتدادی فرمول از φαJ تابعͬ ضرائب که

φαJ = DJQ
α +

p∑
i=١

ξiuαJ,i. (٣١.١)
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داریم: (٢۴.١) رابطۀ از Qα جایͽذاری با که

φαJ = DJ(φ
α −

p∑
i=١

ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξi.uαJ,i (٣٢.١)

باشند. مͬ uαJ,i =
∂uαJ
∂xi

و uαi = ∂uα

∂xi
مͺرر، کلͬ مشتق با متناظر DJ = Dj١ · · ·Djk که

برداری): های میدان توسیع (خواص ٣٩ تعریف

n-ام مرتبۀ توسیع آنͽاه باشند، M ⊂ X × U روی هموار برداری های میدان w و v کنید فرض

دارد: را زیر خواص ،c, c′ ∈ R های ثابت با آنها

(cv + c′w)(n) = cv(n) + c′w(n).

[v, w](n) = [v(n), w(n)].

کلͬ برداری میدان ،E = R× R کنید فرض : ١١ مثال

ν = ξ(x, u)∂x + φ(x, u)∂u.

تابع ν برداری میدان مشخصۀ بͽیرید. نظر در را M = R(٢) بر

Q(x, u, ux) = φ(x, u)− ξ(x, u)ux.

شده تولید یͷ-پارامتری گروه تحت u = f(x) تابع که گیریم مͬ نتیجه ١ یادداشت از باشد. مͬ

معمولͬ دیفرانسیل معادلۀ در اگر تنها و اگر ناورداست، ν توسط

ξ(x, u)ux = φ(x, u).
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کند. صدق

بصورت: J٢ بر برداری میدان ͷی ν دوم مرتبۀ امتداد

ν(٢) = ξ(x, u)
∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
+ φx(x, u(١))

∂

∂ux
+ φxx(x, u(٢))

∂

∂uxx
.

زیر: صورت به φxx و φx ضرایب که باشد مͬ

φx = DxQ+ ξuxx = φx + (φu − ξx)ux − ξuu
٢
x.

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx = φxx + (٢φxu − ξxx)ux + (φuu − ٢ξxu)u٢x

−ξuuu٣x + (φu − ٢ξx)uxx − ٣ξxuxuxx.

شوند. مͬ محاسبه

ͷکوچ نهایت بͬ مولد از دوم امتداد مثال برای

ν = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
.

است: زیر صورت به

ν(٢) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.

اند: شده محاسبه گونه این ضرائب که
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٢٧ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

φx = DxQ+ ξuxx = φx +Dx(x+ uux)− uuxx = ١+ u٢x.

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx = D٢

x(x+ uux)− uuxxx = ٣uxuxx.

دیفرانسیل معادلات دستͽاه از گیری انتͽرال با آسانͬ به را تبدیلات گروه صورت این در

dx

dt
= −u, du

dt
= x,

dp

dt
= ١+ p٢,

dq

dt
= ٣pq

پس دهیم، مͬ قرار q = uxx و p = ux راحتͬ برای اینجا در که آورد، دست به توان مͬ دوباره

است: زیر صورت به دورانͬ گروه از دوم امتداد

(x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t,
sin t+ cos t

cos t− p sin t
,

q

(cos t− p sin t)٣
).

دیفرانسیل): معادلات (سیستم ۴٠ تعریف

دستͽاه ͷی وابسته، متغیر q و مستقل متغیر p از شده تشͺیل ،φ دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی

مستقل متغیر p شامل که کند مͬ تعریف (ν = ١, ..., ℓ) ،∆ν(x, u
(n)) = ٠ دیفرانسیل معادلات

است. n-ام مرتبۀ تا x برحسب u مشتقات و u = (u١, ..., uq) وابستۀ متغیر q و x = (x١, ..., xp)

∆ بنابراین است، اش مؤلفه هر در هموار تابعͬ ∆(x, u(n)) = (∆١(x, u
(n)), ...,∆ℓ(x, u

(n))) تابع

ℓ-بعدی برداری فضای ͷی به X × U (n) جت فضای از هموار نͽاشت ͷی صورت به توان مͬ را

گرفت. نظر در اقلیدسͬ

∆ : X × U (n) −→ Rℓ
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ژاکوبͬ): (ماتریس ۴١ تعریف

U از تابعͬ f = (f١, . . . , fn) : U −→ Rn تابع و باشد Rn از بازی مجموعۀ زیر U کنید فرض

det[ ∂f
i

∂xj
] یعنͬ آن دترمینان و نامیم مͬ f ژاکوبͬ ماتریس ]را ∂f i

∂xj
] جزئͬ مشتقات ماتریس باشد Rn روی

نامیم. مͬ f ژاکوبͬ دترمینان را

تابع): برای رتبه ماکزیمم (حالت ۴٢ تعریف

N n-بعدی منیفلد به M m-بعدی منیفلد از هموار نͽاشت ͷی F : M −→ N کنید فرض

روی F نͽاشت .x در (∂F i

∂xj
)،n×m ژاکوبͬ ماتریس رتبۀ با است برابر x ∈M نقطۀ در F رتبۀ باشد.

باشد. ممͺن مقدار بیشترین F رتبۀ x ∈ S هر برای هرگاه است رتبه ماکزیمم Sاز ⊂M مجموعۀ زیر

رتبه): ماکزیمم با دیفرانسیل معادلات (سیستم ۴٣ تعریف

کنید فرض

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, . . . , l

زیر: ژاکوبͬ ماتریس اگر است رتبه ماکزیمم از سیستم این باشد. دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی

J∆(x, u
(n)) = (

∂∆u

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ
)

معادلات تعداد (به l رتبۀ از ∆(x, u(n)) = ٠ که وقتͬ (x, u(n)) متغیرهای تمام به نسبت ∆ از

یͺدیͽر از مستقل دو به دو دستͽاه معادلات تر، ساده عبارت به یا باشد. دیفرانسیل) معادلات دستͽاه

باشند.
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٢٩ مقدماتͬ تعاریف و نیازها پیش .١ فصل

دیفرانسیل): معادلات سیستم تقارنͬ گروه برای لازم (شرط ۴۴ تعریف

رتبه ماکزیمم از دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی (ν = ١, ..., ℓ)،∆ν(x, u
(n)) = ٠ کنید فرض

و باشد M روی موضعͬ تبدیلات گروه ͷی G اگر است، شده تعریف M ⊂ X × U روی که باشد

v(n)[∆ν(x, u
(n))] = ٠, ν = ١, ..., ℓ.

تقارنͬ گروه G آنͽاه است، G دلخواه ͷکوچ نهایت بͬ مولد ͷی v که ∆(x, u(n)) = ٠ وقتͬ

است. ∆ν(x, u
(n)) = ٠ سیستم

: ۴۵ تعریف

تعریف M ⊂ X × U روی که باشد رتبه ماکزیمم از دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی ∆ کنید فرض

برداری های میدان از لͬ جبر ͷی سیستم این ͷکوچ نهایت بͬ های تقارن تمام مجموعۀ است، شده

سیستم این تقارنͬ گروه باشد، متناهͬ بعد از لͬ جبر این اگر آن بر علاوه دهد. مͬ تشͺیل M روی

کند. مͬ عمل M روی که است تبدیلات از تقارنͬ گروه ͷی
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٢ فصل

لͬ های گروه بر کوتاه ای مقدمه

دارند. قرار توپولوژی و لͬ گروه و جبر یعنͬ ریاضیات بزرگ شاخۀ دو بین فاصل حد در لͬ گروههای

کردن پارامتری از آنها هندسͬ خواص و شود مͬ گرفته گروه موضوعۀ اصول از آنها جبری ویژگͬ

شود. مͬ گرفته پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی از نقاطͬ وسیلۀ به گروه این عناصر

برای سودمند ابزار ͷی عنوان به ١٨٧۴ سال در لͬ سوفوس ماریوس توسط ابتدا در پیوسته تبدیلات

شدند. معرفͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات کردن حل

ͷی به مربوط ساختار که دریافت وی شد. منجر لͬ های گروه مطالعۀ و تعریف به لͬ کار این

بر علاوه و نه یا است شدن ساده یا حل قابل معادله آن که کند مͬ مشخص معمولͬ دیفرانسیل معادلۀ

داد. ارائه دیفرانسیل معادلات کردن تر ساده یا حل برای روشͬ و راه وی آن،

به او آن از پس باشند، ناوردا که پرداخت دیفرانسیل معادلات از هایͬ گروه بررسͬ به ادامه در لͬ

شناسیم. مͬ لͬ های گروه نام با را آنها امروزه که پرداخت داشت، خواهد نظریه این که نتایجͬ مطالعۀ

حل برای ابزاری عنوان به تنهایͬ به خود که زیبا آنقدر هستند، زیبا بسیار خود نوع در لͬ های گروه

به شود مͬ تعیین معادلات این از خاصͬ دستۀ توسط که خاصͬ توابع مطالعۀ و دیفرانسیل معادلات

روند. مͬ کار

معادلات مطالعۀ برای دیفرانسیل هندسۀ و گروه تئوری از استفاده لͬ سوفوس از مانده جا به میراث

سالهای در ولͬ شد. سپرده فراموشͬ دست به تقریباً ١٩١۴ سال از بعد لͬ کارهای است. دیفرانسیل

مقالات و مطالعات بیشترین خود نوبۀ به و شده گرفته سر از مطالعات و ها فعالیت این دوباره اخیر

رنسانس این که است توجه قابل همچنین است. داده اختصاص خود به را حاضر عصر ریاضیات در

از یͺسری از زیرا است، لͬ های گروه تئوری از تاریخͬ پایۀ ͷی منزلۀ به فوق موضوع در تحول و

٣٠
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٣١ لͬ های گروه بر کوتاه ای مقدمه .٢ فصل

که اند آورده بدست اند گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد که مهندسͬ و شیمͬ ،ͷفیزی ریاضͬ، مقالات

لͬ سوفوس توسط گذشته در آنچه به مشابه دارد، وجود هندسͬ ساختار و گروه تئوری بین اشتراکاتͬ

گرفت. مͬ انجام دیͽران و

: لͬ های گروه بندی تقسیم

. ساده و پذیر حل لͬ های گروه شوند: مͬ تقسیم ای پایه دستۀ� دو به لͬ های گروه

بر کنند، مͬ تولید باز جابجایͬ خاصیت تحت را خود که دارند را ویژگͬ این ساده لͬ های گروه

هر که هستند ها گروه زیر از ای زنجیره شامل و نیستند گونه این پذیر حل لͬ های گروه آنها خلاف

است. خود قبل ما گروه زیر از ناوردا گروه زیر ͷی کدام

مستقیم ضرب ساده نیمه های گروه هستند، لͬ های گروه بنای های خشت پذیر حل و ساده های گروه

های گروه زیر با ساده های گروه مستقیم ضرب نیم ساده نیمه غیر های گروه اند، ساده لͬ های گروه

هستند.[٢۵] پذیر حل ناوردای

اما است، شونده ساده حداقل یا و پذیر حل دیفرانسیل معادلات به مربوط پذیر حل های گروه

قرن ͷی در دانان ریاضͬ تلاش بیشتر که کشند مͬ پیش را جالبͬ موضوعات قدری به ساده های گروه

است. گشته مصروف آنها های ویژگͬ بررسͬ و کامل شمارش و کردن بندی دسته در تنها اخیر

نیمه غیر لͬ های گروه بنابراین و پذیر حل لͬ های گروه از کامل بندی دسته ͷی هم هنوز وجود این با

است. نشده بیان ساده

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



٣ فصل

حرارت معادلۀ تاریخچۀ و معرفͬ

معادلۀ کلͬ شͺل از معادله این دید. خواهیم ادامه در را حرارت خطͬ غیر بعدی ͷی معادلۀ کلͬ فرم

آید. مͬ بدست زیر فرم به گرما دهندۀ انتقال جسم انتشار

g(x)ut = (f(u)ux)x + h(u)ux. (١.٣)

«اوزیانیͺوف١» توسط بار اولین ها تقارن روش از استفاده با حرارت خطͬ غیر معادلات بررسͬ

بود. زیر معادلۀ روی و ١٩۵٩ سال در

ut = (f(u)ux)x. (٢.٣)

تقارن حسب بر را زیر معادلۀ « ۴ «آخاتوف و « ٣ گازیزوف » ، «٢ «ابراگیموف ١٩٨٧ سال در

کردند. بندی طبقه هایش

ut = G(ux)uxx. (٣.٣)

کرد. بندی طبقه را زیر معادلۀ گروه ١٩٨٢ درسال « ۵ «درودنیستین

ut = (G(u)ux)x + g(u). (۴.٣)

Dorodnitsyn ۵ Akhatov ۴ Gazizov ٣ Ibragimov ٢ Ovsiannikov ١

٣٢

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



٣٣ حرارت معادلۀ تاریخچۀ و معرفͬ .٣ فصل

کامل و ترین بزرگ خودشان زمان در ١٩٩۴ در « ٨ ادواردز » و ١٩٨۶ در «٧ «رزوناو و «۶ «اورون

معادلۀ: های تقارن از لیست ترین

ut = (G(u)ux)x + f(u)ux. (۵.٣)

دادند. نشان و کرده بندی طبقه را

حرارت خطͬ غیر معادلۀ عنوان تحت « ١٠ سروو » و « ٩ چرنیها » توسط بعدها آمده بدست نتایج

شد. داده نشان زیر صورت به گرما انتقال شرط با

ut = (G(u)ux)x + f(u)ux + g(u). (۶.٣)

مفاهیم سازی مدل برای (١.٣) شͺل به معادلاتͬ معادله، بررسͬ برای ما تئوری نظر نقطه از جدای

روند. مͬ کار به شناسͬ زیست و شیمͬ مهندسͬ، ،ͷفیزی در زیادی

آب انتقال بررسͬ معادله صورت به معادله این ،g(x) = ١ بͽیریم نظر در (١.٣) معادلۀ در اگر

معادلات نوع این باشد، h(u) = ٠ اگر شود[۴،۵]. مͬ بیان پذیر دگردیس غیر همͽن فضای ͷی در

سیال از گرداب ͷی و کنند مͬ توصیف را هموار سطح روی سیال مرزی لایۀ ͷی از ایستایͬ حرکات

کنند[٧،۶]. مͬ بررسͬ را گاز فشار و چͽالͬ از پرمنفذ سطح ͷی در ناپذیر تراکم

به حرارت خطͬ غیر معادله کنیم، تحمیل معادله بر را h(u) = ٠ و g(x) = ١ حالت دو اگر حال

شود. مͬ حاصل زیر صورت

ut = (f(u)ux)x. (٧.٣)

شود: مͬ حاصل زیر صورت به f(u) = ١ دادن قرار با حرارت خطͬ معادله

ut = uxx. (٨.٣)

ͷی در را (حرارت) گرما فلوی که است (PDE) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی این که

است. دما گرادیان با متناسب حرارت جریان میزان آن در که کند مͬ توصیف ماده

Serov ١٠ Cherniha ٩ Edwards ٨ Rosenau ٧ Oron ۶
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٣۴ حرارت معادلۀ تاریخچۀ و معرفͬ .٣ فصل

انتشار توصیف برای تواند مͬ معادله همان چون گویند، مͬ نیز انتشار معادلۀ حرارت، معادلۀ به

شود. استفاده نیز حرارت و گرما بجز دیͽری مقادیر

بار اولین برای ͷکلاسی های تقارن روش است، شده بررسͬ مختلفͬ رویͺردهای با (٧.٣) معادلۀ

انتقال با حرارت خطͬ غیر معادلات به نتایج و است شده بررسͬ [٨] مرجع در (٧.٣) معادلۀ روی

است. شده داده گسترش [٩] در گرما

شوند. مͬ بـررسͬ نیز ͷکلاسی های تقارن روش از غیر هایͬ روش از (١.٣) شͺل به معادلات

در که h(u) = ٠ و g(x) = ١ با هستند (٧.٣) از کـلاسͬ زیر پتانسیل های تـقارن مـثال عنوان به

به هستند، (١.٣) حالت از تر کلͬ ها تقارن خواص از برخͬ اند. شده بررسͬ [١٠،١١] های مرجع

تر: دقیق بیان

g(x)ut = (k(x)f(u)ux)x + h(u)ux. (٩.٣)

اند. شده بحث [١٢] مقاله در که

غیر رسانایͬ برای دقیق های جواب و حرارت بعدی چند خطͬ غیر معادلۀ های جواب تقریبͬ ساختار

اند. گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد [١٣،١۴] در خطͬ

شͺل به حرارت خطͬ غیر معادلات برای لͬ های تقارن که است آن بر ما سعͬ نوشتار این در

متغیرهای از (١+٢)-بعدی فضای صورت به تری جامع و تر کلͬ شͺل به اما کنیم، بررسͬ را (٧.٣)

مͬ- نظر در را u = u(x, y, t) وابسته متغیر ͷی و x, y, t مستقل متغیر ٣ تر واضح بیان به مستقل.

کنیم: مͬ بررسͬ را زیر معادلۀ و گیریم

ut = (f(u)ux)y. (١٠.٣)

و تقارن های ͷنیͺت ابتدایͬ و مقدماتͬ بررسͬ برای است جالب معادلۀ ͷی تئوری در معادله این

آن. های کاربرد

معادله ͷی که ریچͬ-فلو بعدی دو معادلۀ با است معادل که f(u) = u−١ حالت برای مثال، عنوان به

است. گرانش بحث در فراوان مفاهیم با
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٣۵ حرارت معادلۀ تاریخچۀ و معرفͬ .٣ فصل

آینـده، بخش در مقدماتͬ های بخش از بـعد است، گرفته شـͺل زیر صـورت بـه نـوشتار ایـن

ͷنیͺت از استفاده با (١٠.٣) با متناظر لͬ های تقارن اپراتورهای برای معین معادلات های دستͽاه

بدست وابسته متغیر ͷی و مستقل متغیر ٣ با دوم مرتبۀ جزئͬ دیفرانسیل معادلات به پرداختن خاص

آیند. مͬ

(١٠.٣) برای بدیهͬ غیر های تقارن که f تابع برای ممͺن های حالت از حالت دو بعد، بخش در

آنها به که هستند ناوردایͬ مقادیر لͬ، تقارن مولدهای موارد، این برای شد. خواهند بررسͬ دهند، مͬ

کنند. مͬ تولید را (همسان) مشابه های جواب و پیوندند مͬ

نتایج با ما بحث ارتباط و شده بحث [١۵] در حرارت خطͬ غیر بعدی ͷی معادلۀ با ما بحث ارتباط

هستند. مقاله پایانͬ بخش [١۶] در فلو - ریچͬ بعدی دو مدل برای آمده بدست

اند. آمده بحث آخر در نیز نتایج برخͬ
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۴ فصل

کلͬ رویͺرد

ͷی تحت را معادله های جواب که است ͷکلاسی روش ͷی (PDE) معادلۀ ͷی برای لͬ های تقارن

دارد. مͬ نͽه ناوردا ،ͷکوچ نهایت بͬ تبدیلات از موضعͬ لͬ گروه

کنیم. مͬ صحبت (١٠.٣) معادله برای لͬ های تقارن مورد در بخش این در

کنیم: مͬ آغاز زیر رابطۀ با را بحث

ut − fuuyux − f(u)uxy = ٠. (١.۴)

در u وابستۀ متغیر تنها و (x, y, t) مستقل متغیرهای فضای روی که تبدیلات پارامتری ͷی گروه ͷی

دارد: زیر صورت به ͷکوچ نهایت بͬ مولد گروه این بͽیرید. نظر در را کند مͬ عمل (١.۴) معادله

U(x, y, t, u) = ξ١(x, y, t, u)
∂

∂x
+ξ٢(x, y, t, u)

∂

∂y
+φ(x, y, t, u)

∂

∂t
+σ(x, y, t, u)

∂

∂u
. (٢.۴)

است: زیر صورت به (١.۴) دوم درجه PDE برای ناوردایͬ شرط

U (٢)[ut − fuuyux − f(u)uxy] = ٠. (٣.۴)

٣۶
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٣٧ کلͬ رویͺرد .۴ فصل

است: زیر کلͬ شͺل به U اپراتور دوم مرتبۀ توسیع نمایش U (٢) که

U (٢) = U + σx
∂

∂ux
+ σy

∂

∂uy
+ σt

∂

∂ut
+ σxx

∂

∂uxx
+ σxy

∂

∂uxy
+ σxt

∂

∂uxt

+σyy
∂

∂uyy
+ σyt

∂

∂uyt
+ σtt

∂

∂utt
. (۴.۴)

داریم): (١.۴) معادله روی U (٢) دادن اثر با (یعنͬ است: معادل زیر رابطۀ با (٣.۴) رابطۀ

σ[−fuuuxuy − fuuxy] + σx[−fuuy] + σy[−fuux] + σt − f(u)σxy = ٠. (۵.۴)

داریم: σx, σy, σt, σxy یافتن برای زیر روابط از استفاده با

U =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

σα(x, u)
∂

∂uα
. (۶.۴)

است: زیر صورت به توسیع رابطۀ که

U (n) = U +

q∑
α=١

∑
J

σJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
. (٧.۴)

که: دانیم مͬ نیز و

σJα = DJ(σα −
p∑
i=١

ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξiuαJ,i. (٨.۴)
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٣٨ کلͬ رویͺرد .۴ فصل

داریم: محاسبات انجام از پس حال

σx = σx + (σu − ξ١x)ux − ξ١uu
٢
x − ξ٢xuy − ξ٢uuxuy − φxut − φuxut. (٩.۴)

σy = σy + (σu − ξ٢y )uy − ξ٢uu
٢
y − ξ١yux − ξ١uuxuy − φyut − φuuyut. (١٠.۴)

σt = σt + (σu − φt)ut − ξ١t ux − ξ١uuxut − ξ٢t uy − ξ٢uuyut − φuu
٢
t . (١١.۴)

σxy = σxy + [σyt − ξ١xy]ux + [σxu − ξ٢xy]uy + [σuu − ξ١xu − ξ٢yu]uxuy − ٢ξ١uuxuxy

+[σu − ξ١x − ξ٢y ]uxy − [φy + φt]uyt − ξ١yuu
٢
x − ξ١yuxx − ξ١uu

٢
xuy − ξ١uuxxuy

−ξ٢xuu٢y − ξ٢uuuxu
٢
y − ٢ξ٢uuyuyy − ξ٢xuyy − ξ٢uuxuyy − φxyut − φyuuxut

−φxuuyut − φuuuxuyut − φuuxyut − φuuyuxt − φuuxuyt (١٢.۴)

داریم: فوق عبارات در fuuyux + f(u)uxy با ut کردن تعویض با که

σx = σx + [σu − ξ١x ]ux − ξ١uu
٢
x − ξ٢xuy − [fuφx + ξ٢u]uxuy − fuφuu

٢
xuy

−f(u)φxuxy − f(u)φuuxuxy. (١٣.۴)

σy = σy + [σu − ξ٢y ]uy − ξ١yux − ξ٢uu
٢
y − [fuφy + ξ١u]uxuy − fuφuuxu

٢
y

−f(u)φyuxy − f(u)φuuyuxy. (١۴.۴)

σt = σt + [σufu − φtfu]uxuy + f(u)[σu − φt]uxy − ξ١ufuu
٢
xuy − ξ١uf(u)uxuxy

−ξ٢ufuuxu٢y − ξ٢uf(u)uyuxy − ξ١t ux − ξ٢t uy − φuf
٢
uu

٢
xu

٢
y − φuf

٢(u)u٢xy

−٢φuσuf(u)uxuyuxy. (١۵.۴)
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٣٩ کلͬ رویͺرد .۴ فصل

σxy = σxy + [σxu − ξ٢xy]uy + [σyu − ξ١xy]ux + [σuu − ξ١xu − ξ٢yu − φxyfu]uxuy − ξ١yuu
٢
x

+[σu − ξ١x − ξ٢y − φxyf(u)]uxy − [ξ١uu + φyufu + φyfuu]u
٢
xuy − ξ١yuxx − ξ١uuyuxx

−ξ٢xuu٢y − [φyuf(u)− ٢φyfu]uxuxy − ξ٢xuyy − [ξ٢uu + φxufu + φxfuu]uxu
٢
y

−[ξ٢u + φxfu]uxuyy − [φxuf(u) + ٢φxfu]uyuxy − [φuufu + ٢φufuu]u٢xu٢y

−φuf(u)u٢xy − [φuuf(u) + ۵φufu]uxuyuxy − φxf(u)uxyy − φufuu
٢
xuyy

−φuf(u)uxuxyy − φufuu
٢
xuyy − φuf(u)uxuxyy − φyfuuxxuy − φyf(u)uxxy

−φufuu٢yuxx − φuf(u)uyuxxy. (١۶.۴)

چند ضرائب کردن صفر و (۵.۴) ناوردایͬ شرط در ((١٣.۴)-(١۶.۴)) های عبارت دادن قرار با

برای معادله (٢٠) شامل دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ،u(x, y, t) مشتقات اساس بر ها ای جمله

را سیستم این آید، مͬ بدست ξ١(x, y, t, u), ξ٢(x, y, t, u), φ(x, y, t, u), σ(x, y, t, u) مجهول توابع

داریم: بدهیم، کاهش زیر صورت به توانیم مͬ

σt − f(u)σxy = ٠. (١٧.۴)

ξ١t + σyfu(u) + f(u)σyu = ٠. (١٨.۴)

ξ٢t + σxfu(u) + f(u)σxu = ٠. (١٩.۴)

− σfu(u) + f(u)[−φt + ξ١x + ξ٢y ] = ٠. (٢٠.۴)

− fuu(u)σ + fu(u)[ξ
١
x + ξ٢y − φt − σu]− f(u)σuu = ٠. (٢١.۴)

. ξ١ = ξ١(x, t), ξ٢ = ξ٢(y, t), φ = φ(t), σ = σ(x, y, t) داریم که
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۴٠ کلͬ رویͺرد .۴ فصل

متناظر لͬ تقارنͬ اپراتورهای برای بنیادین عبارات ،f(u) خاص های انتخاب با که است واضح

پردازیم. مͬ f(u) تابع انتخاب مختلف های حالت به آینده بخش در شوند. مͬ یافت
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۵ فصل

ناورداها و اساسͬ های تقارن

کلͬ بررسͬ ١.۵

میͺنیم. آغاز شوند مͬ ظاهر قبلͬ سیستم در که f(u)انتخاب ممͺن های حالت تمام بررسͬ با را بحث

هدایت (٢.۴) تـقـارن های اپـراتور بدیهͬ غیر های جواب سمت به را ما مختـلف هـای حالت ایـن

داریم: (٢١.۴) معادلۀ از استفاده و (٢٠.۴) از u حسب بر گرفتن مشتق با منظور، این به کنند. مͬ

− σufu(u)− σfuu(u) + fu(u)[−φt + ξ١x + ξ٢y ] = ٠ (١.۵)

− fuu(u)σ + fu(u)[ξ
١
x + ξ٢y − φt]− σufu(u)− f(u)σuu = ٠ (٢.۵)

داریم: لذا

f(u)σuu = ٠ =⇒ σuu = ٠ (٣.۵)

است). خطͬ u حسب بر σ (یعنͬ است زیر صورت به (٣.۵) جواب

σ = σ١(x, y, t)u+ σ٠(x, y, t) (۴.۵)

۴١
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۴٢ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

داریم: (١.۵) در دادن قرار و (٣.۵) رابطۀ گرفتن نظر در با

(σ١ + σ٠)fu(u) = [−φt + ξ١x + ξ٢y ]f(u) (۵.۵)

داریم: x, t به دهͬ مقدار از بعد بنابراین ندارند، ͬͽبست u به ξ١, ξ٢, φ, σ٠, σ١ توابع

(au+ b)fu = cf (۶.۵)

هستند. ثابت مقادیر a, b که

کنیم. مͬ بررسͬ را دهد مͬ رخ f(u) برای که مختلفͬ های حالت ،a, b, c به دهͬ مقدار با حال

زیر صورت به کلͬ جواب است. a = ١ که کرد فرض کلیت دادن دست از بدون توان مͬ a ̸= ٠ اگر

است:

(au+ b)fu = cf =⇒ (u+ b)fu = cf =⇒ fu
f

=
c

u+ b
=⇒∫

fu
f
du =

∫
c

u+ b
du =⇒ ln(f) = cln(u+ b) = ln(u+ b)c (٧.۵)

داریم: محاسبات این بنابر

f(u) = A|u+ b|c (٨.۵)

(u با متناظر انتقال و t با متناظر (پیمایش کنیم استفاده نیز تبدیلات ارزی هم از توانیم مͬ بعلاوه

داریم: c = α دوبارۀ تعریف از بعد و b = ٠ و A = ١ دادن قرار با

f(u) = |u|α (٩.۵)

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



۴٣ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

داریم: ،b = ١ کرد فرض توان مͬ کلیت دادن دست از بدون a = ٠, b ̸= ٠ دهیم قرار اگر حال

(au+ b)fu = cf =⇒ fu = cf =⇒
∫
fu
f
du =

∫
cdu =⇒ f = Aecu

A = ١ دادن قرار با ( u, t با متناظر (پیمایش کنیم استفاده ارزی هم تبدیلات از توانیم مͬ بعلاوه

داریم: c ∈ {٠,١} و

f = ١ , f = eu (١٠.۵)

نیست. محدودیتͬ هیچ f روی که اصلͬ و کلͬ حالت با است متناظر a = b = ٠ حالت

گیری: نتیجه

گرفت: نظر در توان مͬ f برای را زیر ارز هم غیر های حالت

f = ١ .١

f = ١
u
.٢

f = eu .٣

f = uα .۴

.α ̸= ٠,١ آخر حالت در که

و است شده بررسͬ [١۶] در دوم حالت حرارت، خطͬ دو-بعدی معادلۀ با است متناظر اول حالت

شد. خواهند بررسͬ ادامه در دیͽر حالت دو
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۴۴ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

: f (u) = uα حالت ٢.۵

آید: مͬ در زیر شͺل به حرارت خطͬ غیر دو-بعدی معادلۀ حالت این در

ut − αuα−١uyux − uαuxy = ٠ (١١.۵)

(١.۴) با متناظر ͷکلاسی های تقارن از ((١٧.۴)-(٢١.۴)) معین معادلات ،f(u) انتخاب این برای

هستند: زیر صورت به

σt − uασxy = ٠ (١٢.۵)

ξ١t + αuα−١σy + uασyu = ٠

ξ٢t + αuα−١σx + uασxu = ٠

αuα−١σ − uα[−φt + ξ١x + ξ٢y ] = ٠

α(١− α)uα−٢σ + αuα−١[ξ١x + ξ٢y − φt − σu]− uασuu = ٠

. ξ١(x, t), ξ٢(y, t), φ(t), σ(x, y, t, u) داریم که

یابیم. مͬ (ii)α = −١ و (i)α ̸= −١ برای متفاوت جواب دو (١٢.۵) دستͽاه کردن حل با

است: زیر صورت به جواب α ̸= −١ حالت برای

ξ١(x) = c١x+ c٢; (١٣.۵)

ξ٢(y) = c٣y + c۴;

φ(t) = c۵t+ c۶;

σ(u) = ١
α
[c١ + c٣ − c۵]u;

هستند. دلخواه های ثابت i = ١, · · · ,۶ برای ci که
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۴۵ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

است: زیر صورت به (١١.۵) برای لͬ تقارن مولد

U = [c١x+ c٢]∂x + [c٣y + c۴]∂y + [c۵t+ c۶]∂t +
١
α
[c١ + c٣ − c۵]u∂u. (١۴.۵)

برای ci = ١ مقدار انتخاب با که داریم لͬ مستقل اپراتور ۶ که دهد مͬ نشان (١۴.۵) عبارت

داریم: پارامترها مابقͬ کردن صفر و i = ١, · · · ,۶

U١ = x∂x +
١
α
u∂u. (١۵.۵)

U٢ = ∂x.

U٣ = y∂y +
١
α
u∂u.

U۴ = ∂y

U۵ = t∂t − ١
α
u∂u.

U۶ = ∂t.

ͷکوچ نهایت بͬ گروه تحت (١١.۵) ناورداهای ترتیب به U٢, U۴, U۶ های اپراتور بنیادین های شͺل

تحت ناورداهای از حاکͬ U١, U٣, U۵ یعنͬ مانده باقͬ تقارن مولدهای هستند. زمان و فضا انتقال از

هستند. پیمایشͬ تبدیلات

صورت به صفر غیر های رابطه تنها که بینیم مͬ (١۵.۵) های اپراتور از حاصل لͬ جبر محاسبۀ با

هستند: زیر

[U١, U٢] = −U٢; (١۶.۵)

[U٣, U۴] = −U۴;

[U۵, U۶] = −U۶;
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۴۶ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

ستون و iام سطر روی درایۀ است، شده داده زیر جدول با برداری های میدان این بین تبدیل رابطۀ

است. [Ui, Uj] دهندۀ نمایش jام

[ ، ] U١ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶

U١ ٠ −U٢ ٠ ٠ ٠ ٠

U٢ U٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

U٣ ٠ ٠ ٠ −U۴ ٠ ٠

U۴ ٠ ٠ U۴ ٠ ٠ ٠

U۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −U۶

U۶ ٠ ٠ ٠ ٠ U۶ ٠

که همانطور باشد، صفر آن به مربوط ستون و سطر که است ای برداری میدان آن جدول در مرکز

ندارد. مرکز برداری های میدان این جبرلͬ پیداست فوق جدول از

ͷکوچ نهایت بͬ مولدهای توسط که Gi پارامتری ͷی های گروه آوردن بدست برای

دیفرانسیل معادلات دستͽاه ۶ باید شود، مͬ تولید ، i = ١, . . . ,۶ ، Ui = ξ١i ∂x+ξ
٢
i ∂y+φi∂t+σi∂u

کنیم: حل را زیر اول مرتبه معمولͬ

dx̃

dϵ
= ξ١i (x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) x̃(٠) = x.

dỹ

dϵ
= ξ٢i (x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) ỹ(٠) = y.

dt̃

dϵ
= φi(x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) t̃(٠) = t.

dũ

dϵ
= σi(x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) ũ(٠) = u.

باشد. مͬ i = ١, . . . ,۶ آن در که
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۴٧ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

دست به را ( G١ (مثلا́ ها Gi از ͬͺی نتیجه در و حل را ها دستͽاه این از ͬͺی نمونه برای اینجا در

آوریم: مͬ

U١ = x∂x +
١
α
u∂u.

dx̃(ϵ)

dϵ
= x̃, x̃(٠) = x⇒ dx̃

x̃
= dϵ⇒ ln x̃ = ϵ+ C ⇒ x̃ = C١e

ϵ ⇒ x̃ = xeϵ

dỹ

dϵ
= ٠, ỹ(٠) = y ⇒ dỹ = ٠ ⇒ ỹ(ϵ) = C٢ ⇒ ỹ = y

dt̃

dϵ
= ٠, t̃(٠) = t⇒ dt̃ = ٠ ⇒ t̃(ϵ) = C٣ ⇒ t̃ = t

dũ

dϵ
=
١
α
ũ, ũ(٠) = u⇒ dũ

ũ
=
١
α
dϵ⇒ ln ũ = C۴ +

ϵ

α
⇒ ũ = C۵e

ϵ
α ⇒ ũ = ue

ϵ
α

از: عبارتند U١, . . . , U۶ نظیر پارامتری ͷی های گروه بنابراین

G١ := [x = xeϵ, y = y, t = t, u = ue(
ϵ
α
)]

G٢ := [x = ϵ+ x, y = y, t = t, u = u]

G٣ := [x = x, y = yeϵ, t = t, u = ue(
ϵ
α
)]

G۴ := [x = x, y = ϵ+ y, t = t, u = u]

G۵ := [x = x, y = y, t = teϵ, u = ue(
−ϵ
α

)]

G۶ := [x = x, y = y, t = t+ ϵ, u = u]

ͷی u = f(x, y, t) اگر که بینیم مͬ است، تقارن پارامتری ͷی گروه ͷی Giها از کدام هر چون

: توابع آنͽاه باشد، f(u) = uα با حرارت خطͬ غیر معادلۀ برای جواب

u(١) = f(xe(−ϵ), y, t)e(
ϵ
α
)
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۴٨ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

u(٢) = f(−ϵ+ x, y, t)

u(٣) = f(x, ye(−ϵ), t)e(
ϵ
α
)

u(۴) = f(x,−ϵ+ y, t)

u(۵) = f(x, y, te(−ϵ))e(
−ϵ
α

)

u(۶) = f(x, y,−ϵ+ t)

.ϵ ∈ R هرگاه هستند معادله های جواب نیز

بنویسیم: است کافͬ U١ ناورداهای یافتن برای مقدماتͬ بخش در ٢ یادداشت به توجه با

dx

x
=
dy

٠ =
dt

٠ =
du
١
α
u

(١٧.۵)

رسیم. مͬ y, t, uα
x
فرم به ناورداهایͬ به فوق رابطۀ حل از پس

یابیم: مͬ زیر صورت به را مشابه های جواب آن از استفاده با بͽیرید، نظر در را uα

x
ناوردای

u(x, y, t) = x
١
α g

١
α (y, t); (١٨.۵)

داریم: (١١.۵) در (١٨.۵) دادن قرار با

١
α
.x

١
α .g

١−α
α (y, t).gt(y, t)− αx

α−١
α .g

α−١
α (y, t).

١
α
.x

١
α .g

١−α
α (y, t).gy(y, t)

.
١
α
.x

١−α
α .g

١
α (y, t)− x.g(y, t).

١
α
.
١
α
.x

١−α
α .g

١−α
α (y, t).gy(y, t) = ٠. (١٩.۵)

آید: مͬ بدست g(y, t) برای زیر رابطۀ فوق، عبارت کردن ساده با که

gt(y, t) =
α + ١
α

ggy; α ̸= −١. (٢٠.۵)

است: زیر صورت به جوابͬ دارای (٢٠.۵) معادلۀ

g(y, t) =
−a١y − a٢

a٣ +
α+١
α
a١t

; α ̸= −١; (٢١.۵)
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۴٩ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

هستند. پارامتر a١, a٢, a٣ که

داریم: U٣ ͷکوچ نهایت بͬ مولد با متناظر ناورداهای یافتن برای

dx

٠ =
dy

y
=
dt

٠ =
du
١
α
u

(٢٢.۵)

مͬ- کار uα

y
با قبل روش مشابه آیند، مͬ بدست x, t, uα

y
شͺل به ناورداهایͬ محاسبات، انجام از پس

هستند: زیر صورت به مشابه های جواب کنیم.

u(x, y, t) = y
١
αh

١
α (x, t) (٢٣.۵)

بدست h(x, t)حسب بر زیر رابطۀ عبارات، کردن ساده و (١١.۵) در جایͽذاری با قبل روش مشابه که

آید: مͬ

ht(x, t) =
α + ١
α

h.hx;α ̸= −١. (٢۴.۵)

رسیم: مͬ h(x, t) برای زیر جواب به فوق رابطۀ حل با که

h(x, t) = − b١x+ b٢

b٣ +
α+١
α
b١t

(٢۵.۵)

داریم: U۵ ناورداهای یافتن برای نهایت در و

dx

٠ =
dy

٠ =
dt

t
=

du

− ١
α
u

(٢۶.۵)

رسیم. مͬ x, y, uαt ناورداهای به حل از پس که

نویسیم: مͬ مشابه های جواب یافتن برای uαt گرفتن نظر در با قبل های حالت مشابه که

u(x, y, t) =
ρ

١
α (x, y)

t
١
α

. (٢٧.۵)
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۵٠ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

داریم: (١١.۵) در فوق رابطۀ دادن قرار با

− ١
α
t
١−α
α ρ

١
α (x, y)

t
٢
α

= −αρ
α−١
α (x, y)

t
α−١
α

.
١
α
ρ

١−α
α (x, y)ρy(x, y)

t
١
α

.
١
α
ρ

١−α
α (x, y)ρx(x, y)

t
١
α

−ρ(x, y)
t

.
١
α
((١−α

α
)ρ

٢−١α
α (x, y)ρy(x, y)ρx(x, y) + ρ

١−α
α ρxy(x, y))

t
١
α

(٢٨.۵)

رسیم: مͬ ρ(x, y) حسب بر زیر رابطۀ به فوق عبارت کردن ساده از پس که

ρρxy +
١
α
ρxρy + ρ = ٠; α ̸= −١. (٢٩.۵)

یابیم: مͬ زیر بصورت خصوصͬ های جواب (٢٩.۵) برای

ρ(x, y) =
١
β
xy. β =

α− ١
α

; β ̸= α; β ̸= ٢. (٣٠.۵)

هستند: زیر صورت به مشابه های جواب حالت این در

u(x, y, t) = (
βt

xy
)β−١ (٣١.۵)

تذکر:

است: زیر صورت به (٢٩.۵) برای اساسͬ جواب ͷی

ρ(x, y) = (cx+ c٠)(
α

(α− ١)cy + c١) (٣٢.۵)

،c٠ = ١ دادن قرار با (٢٧.۵) خصوصͬ های جواب هستند. دلخواه های ثابت c٠, c١, c که

شود. مͬ حاصل c = ١،c١ = ٠
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۵١ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

دلخواه توابع با هستند متناظر ترتیب به ناورداها U٢, U۴, U۶ مانده باقͬ های اپراتور برای

.q(y, t, u), p(x, t, u), r(x, y, u)

به لͬ تقارن مولد ،α = −١ اساس بر ((١٢.۵)-(١۶.۵)) رابطۀ کردن حل که بدانید است لازم

دهد: مͬ زیر شͺل

U = ξ١(x)∂x + ξ٢(y)∂y + [c۵t+ c۶]∂t + [c۵ − ξ١x − ξ٢y ]∂u (٣٣.۵)

هستند. پارامتر c۵, c۶ و دلخواه توابع ξ١(x), ξ٢(y) که
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۵٢ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

: f (u) = eu حالت ٣.۵

آید: مͬ در زیر صورت به (١.۴) کلͬ معادلۀ خاص، حالت این برای

ut − euuyux − euuxy = ٠. (٣۴.۵)

زیر فرم به (٣۴.۵) با متناظر لͬ های تقارن برای ((١٧.۴)-(٢١.۴)) معین معادلات دستͽاه بنابراین

است:

σt − euσxy = ٠ (٣۵.۵)

ξ١t + euσy + euσyu = ٠

ξ٢t + euσx + euσxu = ٠

−σ − φt + ξ١x + ξ٢y = ٠

σu + σuu = ٠

. ξ١(x, t), ξ٢(y, t), φ(t) داریم: که

داریم: لͬ تقارن ضرائب یافتن برای فوق دستͽاه کردن حل با ادامه در

ξ١(x) = d١x+ d٢ (٣۶.۵)

ξ٢(y) = d٣y + d۴

φ(t) = d۵t+ d۶

σ = d١ + d٣ − d۵

کنند: مͬ تولید را زیر شͺل به لͬ های اپراتور و هستند ثابت مقادیر i = ١, · · · ,۶ برای di که

U = [d١x+ d٢]∂x + [d٣y + d۴]∂y + [d۵t+ d۶]∂t + [d١ + d٣ − d۵]∂u. (٣٧.۵)
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۵٣ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

(i, j = ١, · · · ,۶) برای dj = ٠ ، di = ١ دادن قرار با لͬ، های تقارن یافتن برای حل روش بنابر

داریم: (i ̸= j)،

U١ = y∂y + ∂u (٣٨.۵)

U٢ = ∂y

U٣ = x∂x + ∂u

U۴ = ∂x

U۵ = t∂t − ∂u

U۶ = ∂t

است: زیر شͺل به مولدها این از حاصل صفر غیر لͬ جبر

[U١, U٢] = −U٢; (٣٩.۵)

[U٣, U۴] = −U۴;

[U۵, U۶] = −U۶;

زیر جدول به i = ١, . . . ,۶ برای [Ui, Uj] محاسبۀ با شد، بررسͬ قبل حالت در آنچه به مشابه

رسیم: مͬ

[ ، ] U١ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶

U١ ٠ −U٢ ٠ ٠ ٠ ٠

U٢ U٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

U٣ ٠ ٠ ٠ −U۴ ٠ ٠

U۴ ٠ ٠ U۴ ٠ ٠ ٠

U۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −U۶

U۶ ٠ ٠ ٠ ٠ U۶ ٠
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۵۴ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

بͬ مـولدهای توسط که Gi پارامتری ͷی های گروه آوردن بدست برای قبل حالت مشابه هم باز

دستͽاه ۶ باید شوند، مͬ تعریف i = ١, . . . ,۶ ، Ui = ξ١i ∂x + ξ٢i ∂y + φi∂t + σi∂u ͷکوچ نهایت

کنیم: حل را زیر اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات

dx̃

dϵ
= ξ١i (x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) x̃(٠) = x.

dỹ

dϵ
= ξ٢i (x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) ỹ(٠) = y.

dt̃

dϵ
= φi(x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) t̃(٠) = t.

dũ

dϵ
= σi(x̃(ϵ), ỹ(ϵ), t̃(ϵ), ũ(ϵ)) ũ(٠) = u.

نتیجه در و حل را ها دستͽاه این از ͬͺی نمونه برای اینجا در باشد، مͬ i = ١, . . . ,۶ آن در که

آوریم: مͬ دست به را ( G١ (مثلا́ ها Gi از ͬͺی

U١ = y∂y + ∂u.

dx̃(ϵ)

dϵ
= ٠, x̃(٠) = x⇒ dx̃ = ٠ ⇒ x̃ = C١ ⇒ x̃ = x

dỹ

dϵ
= ỹ, ỹ(٠) = y ⇒ dỹ

ỹ
= dϵ⇒ ln ỹ = C٢ + ϵ⇒ ỹ = C٣e

ϵ ⇒ ỹ = yeϵ

dt̃

dϵ
= ٠, t̃(٠) = t⇒ dt̃ = ٠ ⇒ t̃(ϵ) = C٣ ⇒ t̃ = t

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



۵۵ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

dũ

dϵ
= ١, ũ(٠) = u⇒ dũ = dϵ⇒ ũ = C۴ + ϵ⇒ ũ = u+ ϵ

از: عبارتند U١, . . . , U۶ نظیر پارامتری ͷی های گروه بنابراین

G١ := [x = x, y = yeϵ, t = t, u = u+ ϵ]

G٢ := [x = x, y = y + ϵ, t = t, u = u]

G٣ := [x = xeϵ, y = y, t = t, u = ϵ+ u]

G۴ := [x = x+ ϵ, y = y, t = t, u = u]

G۵ := [x = x, y = y, t = teϵ, u = −ϵ+ u]

G۶ := [x = x, y = y, t = t+ ϵ, u = u]

اگر که بینیم مͬ است، تقارنͬ تبدیلات پارامتری ͷی گروه ͷی ها Gi از کدام هر چون و

: توابع آنͽاه باشد، f(u) = eu با حرارت خطͬ غیر بعدی دو معادلۀ برای جواب ͷی u = f(x, y, t)

u(١) = ϵ+ f(x, ye−ϵ, t)

u(٢) = f(x,−ϵ+ y, t)

u(٣) = ϵ+ f(xe−ϵ, y, t)

u(۴) = f(−ϵ+ x, y, t)

u(۵) = −ϵ+ f(x, y, te−ϵ)

u(۶) = f(x, y,−ϵ+ t)

باشد. ϵ ∈ R وقتͬ هستند جواب نیز
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۵۶ ناورداها و اساسͬ های تقارن .۵ فصل

شد، بررسͬ قبل در آنچه به مشابه روشͬ از پیروی با (٣۴.۵) برای مشابه های جواب یافتن برای

را است U١, U٣ اپراتورهای به وابسته ناورداهای توسط ترتیب به شده القاء که را مشابه های جواب

آوریم. مͬ بدست

u(x, y, t) = ln(
−xy
t

) (۴٠.۵)

است. استفاده قابل xy < ٠ که متغیرها فضای از ای مجموعه زیر برای فقط جواب این و

: صورت به مشابهͬ جواب تا دهند مͬ اجازه ما به U۵ اپراتور با متناظر لͬ ناورداهای

u(x, y, t) = ln(
١

tH(x, y)
) (۴١.۵)

دیفرانسیل معادلۀ در و است شده تعریف مثبت صورت به H(x, y) که بͽیریم نظر در را

H٣ + ٢HxHy −HHxy = ٠. (۴٢.۵)

کند. مͬ صدق

دارد: زیر صورت به دقیق جوابͬ (۴٢.۵) معادلۀ

H(x, y) =
−١
xy

(۴٣.۵)

کند. مͬ تولید (۴٠.۵) با منطبق هایͬ جواب که
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۶ فصل

گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه

دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی از G تقارنͬ گروه از H s-پارامتری گروه زیر هر برای کلͬ، حالت در

چند هر شود. مͬ یافت گروهͬ ناوردای های جواب از متناظر خانوادۀ ͷی مستقل، متغیر p > s با

ممͺن غیر عملا́ ها آن بازنویسͬ اما است، متناهͬ ها گروه زیر این تعداد معمول بطور گفت توان مͬ

سیستم سمت به را ما که داریم ها جواب این بندی طبقه برای مؤثر روش ͷی به نیاز ما بنابراین است.

شوند. مͬ یافت راه این از هم ها جواب بقیۀ که کند مͬ هدایت گروهͬ ناوردای بهینۀ

موضعͬ): (ناوردای ١ تعریف

مجموعۀ زیر کند، مͬ عمل M منیفلد روی که باشد موضعͬ تبدیلات گروه ͷی G کنید فرض

باشد G همانͬ عنصر از G̃x ∈ Gx ͬͽهمسای x ∈ φ هر برای اگر گوئیم G-ناوردا موضعاً را φ ⊂M

. g ∈ G̃x هر برای g.x ∈ φ که

ناوردا): (جواب ٢ تعریف

از M ⊂ X × U ≃ Rp × Rq باز مجموعۀ زیر روی را ∆ جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

باشد موضعͬ تبدیلات گروه ͷی G کنید فرض گیریم. مͬ نظر در وابسته و مستقل متغیرهای فضای

کند. مͬ عمل M روی که

تبدیلات تمام تحت اگر شود مͬ نامیده ∆یͷجوابG-ناوردا دستͽاه از u = f(x)جواب کلͬ طور به

به باشند. مشترک تعریف دامنۀ ͷی در g.f و f توابع ،g ∈ G هر برای یعنͬ بماند، باقͬ ناوردا گروه

۵٧
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۵٨ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

Γf = {(x, f(x))} ⊂M یعنͬ آن گراف که است جوابͬ u = f(x) مانند ∆ از جواب ͷی دیͽر، بیان

باشد. M از موضعͬ G-ناوردای مجموعۀ ͷی

uxx+uyy = صورت٠ به لاپلاس دو-بعدی معادلۀ برای u = log(x٢+y٢) بنیادین جواب : ١ مثال

SO(٢) : (x, y, u) 7−→ (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ, u) دورانͬ یͷ-پارامتری گروه تحت

ناورداست. کند، مͬ عمل x, y روی که

دیͽر جواب به را H-ناوردا جواب هر نباشد، G گروه از H گروه زیر در که g ∈ G عضو هر

سیستم در نیست نیازی را هستند مربوط هم به صورت این به که هایͬ جواب برد، مͬ گروهͬ ناوردای

آیند. مͬ ادامه در تر کامل توضیحات بیاوریم. بهینه

ͷی H ⊂ G کنید فرض و باشد ∆ دیفرانسیل معادلات سیستم تقارنͬ گروه G کنید فرض : ١ گزاره

دیͽر عنصر ͷی g ∈ G و ∆ برای H-ناوردا جواب ͷی u = f(x) اگر باشد. s-پارامتری گروه زیر

H̃ = gHg−١ که است H̃-ناوردا جواب ͷی ũ = f̃(x) = g.f(x) یافتۀ تبدیل تابع آنͽاه باشد، گروه

است.[١٧] g تحت H مزدوج گروه زیر

- گروه زیر بندی طبقه مسالۀ به گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه مسالۀ گزاره، این بنابر

مزدوج نͽاشت بایستͬ مͬ بنابراین یابد. مͬ کاهش گیری مزدوج عمل تحت G تقارنͬ گروه های

مͬ- باز بندی طبقه مسالۀ ادامۀ به سپس بͽیریم، فرا جزئیات با را لͬ گروه ͷی روی h 7−→ ghg−١

گردیم.
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۵٩ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

الحاقͬ): (نمایش ٣ تعریف

مزدوج نͽاشت g ∈ G هر برای باشد. لͬ گروه ͷی G کنید فرض

Kg : G −→ G,

Kg(h) = ghg−١, ∀h ∈ H,

بنابراین Kg ◦Kg′ = Kgg′ , Ke = ١G آن، بر علاوه کند. مͬ تعریف G روی دیفئومورفیسم ͷی

همومورفیسم ͷی Kg مزدوج، نͽاشت هر با کند، مͬ تعریف خودش روی G گروه عمل ͷی Kg

.Kg(hh
′) = Kg(h)Kg(h

′) است: گروهͬ

ناوردای برداری های میدان که شود مͬ دیده آسانͬ به dKg : TG|h → TG|Kg(h) مشتق نͽاشت

لͬ گروه جبرلͬ روی خطͬ نͽاشت ͷی تشͺیل که شود مͬ دیده بنابراین دارد، مͬ نͽه ناوردا را راست

گوئیم: الحاقͬ نمایش آن به که دهد مͬ G

Adg(v) ≡ dKg(h), v ∈ g (١.۶)

کند: مͬ تعریف g روی G از خطͬ عمل ͷی الحاقͬ نمایش که باشید داشته یاد به

Ad(g.g′) = Adg ◦ Adg′, Ad(e) = ١.

مͬ- دیده سادگͬ به Adg(v) آنͽاه ،H = {exp(ϵv) : ϵ ∈ R} پارامتری ͷی گروه زیر v ∈ g اگر

کند. مͬ تولید را Kg(H) = gHg−١ مزدوج پارامتری ͷی گروه زیر که شود

های جبر زیر با باشند G لͬ گروه از همبند s-بعدی لͬ های گروه زیر H̃ و H کنید فرض : ٢ گزاره

اگر تنها و اگر هستند مزدوج های گروه زیر H̃ = gHg−١ بنابراین .G از g لͬ جبر از h̃ و h متناظر لͬ

. باشند مزدوج های جبر زیر h̃ = Adg(h)

Copyright: Mehdi Nadjafikhah, 7/1/2013. URL: webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah



۶٠ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

مولد که است g روی برداری میدان adv سپس باشد exp(ϵv) پارامتری ͷی گروه زیر مولد v اگر

است: الحاقͬ تبدیل نظیر پارامتری ͷی گروه

adv |w≡
d

dϵ
|ϵ=٠ Ad(exp(ϵv))w, w ∈ g. (٢.۶)

است. g روی لͬ جبر همان موافق ͷکوچ نهایت بͬ الحاقͬ عمل که است این اساسͬ حقیقت ͷی

w ∈ g در adv الحاقͬ بردار ،v ∈ g هر برای باشد. g لͬ جبر با لͬ گروه ͷی G فرضکنید : ٣ گزاره

با: است برابر

adv|w = [w, v] = −[v, w] (٣.۶)

داریم، صورت این در ،g ⊂ gl(n) لͬ جبر با است لͬ گروه ماتریس که G ⊂ GL(n) اگر

گیری مزدوج با هم الحاقͬ نͽاشت هستند، n× n های ماتریس A,B ∈ G که ،KA(B) = ABA−١

آید: مͬ بدست زیر

AdA(X) = AXA−١, A ∈ G, X ∈ g. (۴.۶)

داریم: ϵ حسب بر گیری مشتق و ،A = eϵY , Y ∈ g دهید قرار حال

adY |X = Y X −XY = [X,Y ] (۵.۶)

است. gl(n) روی لͬ براکت همان که

را Ad(G) الحاقͬ نمایش ،g ͷکوچ نهایت بͬ های مولد الحاقͬ عمل داشتن با خواهیم مͬ حال

زیر: معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه از منظور این برای بسازیم.

dw

dϵ
= adv|w, w(٠) = w٠. (۶.۶)
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۶١ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

لͬ: سری محاسبۀ با یا و گیریم مͬ انتͽرال w(ϵ) = Ad(exp(ϵv))w جواب با

Ad(exp(ϵv))w٠ =
∞∑
n=٠

ϵn

n!
(ad(v))n(w٠) (٧.۶)

= w٠ − ϵ[v, w٠] +
ϵ٢

٢ [v, [v, w٠]]− . . .

خطͬ غیر دو-بعدی معادلۀ خاص حالت دو الحاقͬ نمایش محاسبۀ و بررسͬ به ادامه در حال

پردازیم. مͬ کردیم، بحث گذشته در که حرارت
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۶٢ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

:f(u) = uα حالت حرارت، خطͬ غیر بعدی دو معادلۀ الحاقͬ نمایش

شود: مͬ تولید زیر بردارهای توسط حالت این در حاصل لͬ جبر

U١ = x∂x +
١
α
u∂u; (٨.۶)

U٢ = ∂x;

U٣ = y∂y +
١
α
u∂u;

U۴ = ∂y;

U۵ = t∂t − ١
α
u∂u;

U۶ = ∂t;

مثال: عنوان به گیریم مͬ ͷکم (٧.۶) لͬ سری از الحاقͬ نمایش محاسبۀ برای

Ad(exp(ϵU١))U٢ = U٢ − ϵ[U١, U٢] +
١
٢ϵ

٢[U١, [U١, U٢]]− . . .

= U٢ − ϵ(−U٢) +
ϵ٢

٢! (U٢) + . . . (٩.۶)

= U١)٢+ ϵ+
ϵ٢

٢! + . . .) = U٢e
ϵ

سازیم: مͬ را زیر جدول ادامه در

Ad U١ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶

U١ U١ U٢e
ϵ U٣ U۴ U۵ U۶

U٢ U١ − ϵU٢ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶

U٣ U١ U٢ U٣ U۴e
ϵ U۵ U۶

U۴ U١ U٢ U٣ − ϵU۴ U۴ U۵ U۶

U۵ U١ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶e
ϵ

U۶ U١ U٢ U٣ U۴ U۵ − ϵU۶ U۶

است. Ad(exp(ϵUi))Uj نشانͽر آن ,i)-ام j) های درایه که
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۶٣ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

:f(u) = eu حالت حرارت، خطͬ غیر بعدی دو معادلۀ الحاقͬ نمایش

شود: مͬ تولید زیر بردارهای توسط لͬ جبر حالت، این در

U١ = y∂y + ∂u; (١٠.۶)

U٢ = ∂y;

U٣ = x∂x + ∂u;

U۴ = ∂x;

U۵ = t∂t − ∂u;

U۶ = ∂t;

داریم: (٧.۶) سری ͷکم با نیز حالت این در که

Ad U١ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶

U١ U١ U٢e
ϵ U٣ U۴ U۵ U۶

U٢ U١ − ϵU٢ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶

U٣ U١ U٢ U٣ U۴e
ϵ U۵ U۶

U۴ U١ U٢ U٣ − ϵU۴ U۴ U۵ U۶

U۵ U١ U٢ U٣ U۴ U۵ U۶e
ϵ

U۶ U١ U٢ U٣ U۴ U۵ − ϵU۶ U۶

است. Ad(exp(ϵUi))Uj نشانͽر آن ,i)-ام j) های درایه که
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۶۴ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

ها جبر زیر و ها گروه زیر بندی طبقه ١.۶

دیفرانسیل معادلات برای تقارنͬ های گروه از لͬ های گروه تئوری اساسͬ و اصلͬ کاربردهای از ͬͺی

برای را معادله توان مͬ تقارنͬ، گروه از گروه زیر هر گرفتن نظر در با ناورداست. های جواب ساختار

نوشت. گروه زیر این با متناظر ناوردا های جواب

حالت در مورد این و شود، کم متغیرها تعداد و یابد کاهش معادله مرتبۀ که شود مͬ باعث کار این

است. مسأله حل برای خوبͬ راهͺار کلͬ

هستند. مسأله حل راه تنها ناوردا های جواب هندسه، و ͷفیزی مهم معادلات از خیلͬ برای اصل در

تͺینͬ ساختار یا کنند مͬ توصیف را مجانبͬ رفتار معمولا˟ ها آن که است دلیل این به بحث این اهمیت

دهند. مͬ نشان را اساسͬ های جواب

طبقه- مسأله هم آن که هستیم مواجه اساسͬ مشͺل ͷی با گروهͬ ناوردای های جواب مورد در اما

جبر) (زیر گروه زیر نهایت بͬ شامل معمولا˟ لͬ) جبر (یا لͬ گروه ͷی که آنجائͬ از آنهاست. بندی

به منظور همین به باشد، مͬ لازم ارزی هم رابطۀ ͷی حد در آنها بندی طبقه است، مشابه بعد ͷی از

رویم. مͬ بهینه سیستم مفهوم سراغ

بهینه): (دستͽاه ۴ تعریف

زیر از فهرستͬ s-پارامتری گروههای زیر از بهینه سیستم ͷی باشد، لͬ گروه ͷی G کنید فرض

با دیͽر گروه زیر هر که خاصیت این با است گیری مزدوج تحت ارز هم غیر s-پارامتری های گروه

است. مزدوج ها گروه زیر این از ͬͺی منحصراً

تشͺیل بهینه سیستم ͷی s-پارامتری های جبر زیر از فهرستͬ داریم، نیز لͬ جبر برای مشابه طور به

مزدوج تحت لیست این از فرد به منحصر عضو ͷی با ،g از s-پارامتری جبر زیر هر هرگاه دهد مͬ

. h̃ = Adg(h), g ∈ G یعنͬ باشد، معادل گیری

سیستم ͷی یافتن با معادل ها گروه زیر از بهینه سیستم ͷی یافتن مسالۀ که کند مͬ بیان ٢ گزارۀ

است ممͺن ما های ͷنیͺت و است پیچیده کمͬ هنوز مساله این متأسفانه است. جبرها زیر از بهینه

باشند. نداشته جواب جاها برخͬ
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۶۵ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

نمایش مدارهای بندی طبقه مسأله مانند دقیقاً جبرها زیر بندی طبقه مسألۀ یͷ-بعدی جبرهای برای

شود. مͬ تعریف g در ناصفر بردار ͷی با یͷ-بعدی جبر زیر هر بنابراین است، مزدوج
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۶۶ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

غیر بعدی دو معادلۀ لͬ جبر جبرهای زیر بهینۀ دستͽاه محاسبۀ ٢.۶

حرارت خطͬ

و f(u) = uα حالت دو هر برای حرارت خطͬ غیر بعدی دو معادله بهینه سیستم محاسبۀ برای

داریم: f(u) = eu

بͽیرید: نظر در را زیر ناصفر بردار ابتدا

U = a١U١ + a٢U٢ + a٣U٣ + a۴U۴ + a۵U۵ + a۶U۶

است. U روی مزدوج های نͽاشت از صحیح استفادۀ با ai ضرائب کردن ساده ما هدف

شروع زیر ترکیب با ،a١ = ١ گرفت نظر در توان مͬ ،U مناسب انتقال با باشد، a١ ̸= ٠ اگر (١

کنیم: مͬ کار به

U (١) = U١ + a٢U٢ + a٣U٣ + a۴U۴ + a۵U۵ + a۶U۶

کنیم. صفر را U٢ ضریب توانیم مͬ بدهیم اثر را Ad(exp(a٢U٢)) ،U (١) روی اگر حال

Ad(exp(a٢U٢))U
(١) = U (١) − a٢[U٢, U

(١)]

= U (١) − a٢[U٢, U١]

داریم: لذا

U (٢) = U١ + a٣U٣ + a۴U۴ + a۵U۵ + a۶U۶
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۶٧ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

شدن صفر باعث کار این دهیم،که مͬ اثر را Ad(exp(a۴
a٣
U۴))عبارت ،U (٢) روی بعد مرحلۀ در

شود. مͬ U۴ ضریب

Ad(exp(
a۴
a٣
U۴))U

(٢) = U (٢) − a۴
a٣

[U۴, U
(٢)]

= U (٢) − a۴
a٣

[U۴, U٣]

داریم: لذا

U (٣) = U١ + a٣U٣ + a۵U۵ + a۶U۶

باعث کار این دهیم،که مͬ اثر را Ad(exp(a۶
a۵
U۶))عبارت ،U (٣) روی بعد مرحلۀ در مشابه، طور به

شود. مͬ U۶ ضریب شدن صفر

Ad(exp(
a۶
a۵
U۶))U

(٣) = U (٣) − a۶
a۵

[U۶, U
(٣)]

= U (٣) − a۶
a۵

[U۶, U۵]

لذا:

U (۴) = U١ + a٣U٣ + a۵U۵

بنابراین نیست، ممͺن بیشتری سازی ساده که شود مͬ دیده الحاقͬ نمایش جدول به توجه با حال

.m,n ∈ R که U١ +mU٣ + nU۵ با است معادل a١ ̸= ٠ با U توسط شده تولید یͷ-بعدی جبر زیر

است: زیر صورت به a١ = ٠ توسط شده تولید یͷ-بعدی ماندۀ باقͬ جبرهای زیر

U (۵) = a٢U٢ + a٣U٣ + a۴U۴ + a۵U۵ + a۶U۶
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۶٨ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

داریم: لذا شود a٢ = ١ که کنیم کاری مناسب انتقال با توان مͬ ،a٢ ̸= ٠ کنید فرض حال (٢

U (۶) = U٢ + a٣U٣ + a۴U۴ + a۵U۵ + a۶U۶

شود. مͬ صفر U۴ ضریب که بینیم مͬ U (۶) روی Ad(exp(a۴
a٣
U۴)) دادن اثر با حال

Ad(exp(
a۴
a٣
U۴))U

(۶) = U (۶) − a۴
a٣

[U۴, U
(۶)]

= U (۶) − a۴
a٣

[U۴, a٣U٣]

داریم: لذا

U (٧) = U٢ + a٣U٣ + a۵U۵ + a۶U۶

کنیم. مͬ صفر را U۶ ضریب U (٧) روی Ad(exp(a۶
a۵
U۶)) دادن اثر با ادامه در

Ad(exp(
a۶
a۵
U۶))U

(٧) = U (٧) − a۶
a۵

[U۶, U
(٧)]

= U (٧) − a۶
a۵

[U۶, a۵U۵]

: لذا

U (٨) = U٢ + a٣U٣ + a۵U۵

بنابراین نیست، ممͺن بیشتری سازی ساده که شود مͬ دیده الحاقͬ نمایش جدول به توجه با حال

توسط شده تولید جبر زیر با است معادل a٢ ̸= ٠ با U توسط شده تولید یͷ-بعدی جبر زیر

.p, q ∈ R که U٢ + pU٣ + qU۵
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۶٩ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

.a٣ = ١ بͽیرید نظر در ،a٣ ̸= ٠ و a١ = a٢ = ٠ بͽیرید نظر در ادامه در (٣

U (٩) = U٣ + a۴U۴ + a۵U۵ + a۶U۶

کنیم. مͬ صفر U (٩) در را U۴ ضریب ،U (٩) روی Ad(exp(a۴U۴)) دادن اثر با

Ad(exp(a۴U۴))U
(٩) = U (٩) − a۴[U۴, U

(٩)]

= U (٩) − a۴[U۴, U٣]

داریم: لذا

U (١٠) = U٣ + a۵U۵ + a۶U۶

کنیم. مͬ صفر U (١٠) در را U۶ ضریب U (١٠) روی Ad(exp(a۶
a۵
U۶)) دادن اثر با ادامه در

Ad(exp(
a۶
a۵
U۶))U

(١٠) = U (١٠) − a۶
a۵

[U۶, U
(١٠)]

= U (١٠) − a۶
a۵

[U۶, a۵U۵]

داریم: یعنͬ

U (١١) = U٣ + a۵U۵

و شود نمͬ ساده این از بیش فوق عبارت که کنیم مͬ مشاهده الحاقͬ، نمایش جدول بنابر هم باز

.a ∈ R که است U٣ + aU۵ توسط شده تولید یͷ-بعدی جبر زیر حالت این در
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٧٠ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

داریم: لذا a۴ = ١ لذا a۴ ̸= ٠ و a١ = a٢ = a٣ = ٠ کنید فرض حال (۴

U (١٢) = U۴ + a۵U۵ + a۶U۶

داریم: U (١٢) روی Ad(exp(a۶
a۵
U۶)) دادن اثر با حال

Ad(exp(
a۶
a۵
U۶))U

(١٢) = U (١٢) − a۶
a۵

[U۶, U
(١٢)]

= U (١٢) − a۶
a۵

[U۶, a۵U۵]

: یعنͬ

U (١٣) = U۴ + a۵U۵

نیز حالت این در و شود نمͬ ساده هم عبارت این که بینیم مͬ الحاقͬ، نمایش جدول بنابر هم باز

.b ∈ R که U۴ + bU۵ از عبارتست شده تولید یͷ-بعدی جبر زیر

کنیم کاری توانیم مͬ انتقال ͷی با a۵ ̸= ٠ و a١ = a٢ = a٣ = a۴ = ٠ کنیم فرض اگر حال (۵

:a۵ = ١ که

U (١۴) = U۵ + a۶U۶

داریم: U (١۴) روی Ad(exp(a۶U۶)) دادن اثر با حال

Ad(exp(a۶U۶))U
(١۴) = U (١۴) − a۶[U۶, U

(١۴)]

= U (١۴) − a۶[U۶, U۵]

داریم: لذا

U (١۵) = U۵
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٧١ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

مͬ مناسب انتقال ͷی با بازهم a۶ ̸= ٠ و a١ = a٢ = a٣ = a۴ = a۵ = ٠ بͽیریم نظر در اگر (۶

داریم: ،a۶ = ١ کنیم فرض توانیم

U (١۶) = U۶

دست زیر صورت به یͷ-بعدی جبرهای زیر از بهینه سیستم به فوق محاسبات از پس نتیجه در

یابیم. مͬ

{U١ +mU٣ + nU۵, U٢ + pU٣ + qU۵, U٣ + aU۵, U۴ + bU۵, U۵, U۶}

صورت به لͬ جبر حالت دو هر در چون شد، بررسͬ قبل فصل در که معادله حالت دو هر برای که

است. بیان قابل حالت دو هر برای بهینه سیستم این پس بود صورت ͷی به پارامتری

که اول فصل در ٢ یادداشت از استفاده با کنیم. صحبت ناوردا مقادیر مورد در بیایید ادامه در

از بهینه سیستم با متناظر های تقارن کند، مͬ بحث ناوردا یͷ-پارامتری توابع یافتن نحوۀ مورد در

آوریم. مͬ دست به زیر صورت به را تقارنͬ اپراتورهای

داریم: اول حالت مورد در

U١ +mU٣ + nU۵ = x∂x +my∂y + nt∂t +
m+ ١− n

α
u∂u

dx

x
=

dy

my
=
dt

nt
=

du
m+١−n

α
u
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٧٢ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

داریم: فوق روابط از گیری انتͽرال با حال

∫
dx

x
=

∫
dy

my
⇒ lnx =

١
m

ln y ⇒ m lnx = ln y ⇒ xm = y ⇒ I١ = yx−m

∫
dy

my
=

∫
dt

nt
⇒ ١

m
ln y =

١
n
ln t⇒ n ln y = m ln t⇒ yn = tm ⇒ I٢ =

yn

tm

∫
dt

nt
=

∫
du

m+١−n
α

u
⇒ m+ ١− n

α
ln t = n lnu⇒ t

m+١−n
α = un ⇒ I٣ =

un

t
m+١−n

α

هستند: زیر صورت به حالت این ناورداهای لذا

{yx−m, y
n

tm
,

un

t
m+١−n

α

}

داریم: دوم حالت مورد در

U٢ + pU٣ + qU۵ = ∂x + py∂y + qt∂t +
p− q

α
u∂u

داریم: نیز حالت این برای مشابه طور به

dx

١ =
dy

py
=
dt

qt
=

du
p−q
α
u

داریم: گیری انتͽرال با

∫
dx

١ =

∫
dy

py
⇒ px = ln y ⇒ I١ = ye−px

∫
dy

py
=

∫
dt

qt
⇒ yq = tp ⇒ I٢ =

yq

tp

∫
dt

qt
=

∫
du
p−q
α
u
⇒ ١

q
ln t =

α

p− q
lnu⇒ I٣ =

uq

t
p−q
α
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٧٣ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

هستند: زیر صورت به ناورداها نیز حالت این در

{ye−px, y
q

tp
,
uq

t
p−q
α

}

داریم: سوم حالت برای

U٣ + aU۵ = y∂y + at∂t +
١− a

α
u∂u

dx

٠ =
dt

at
=
dy

y
=

du
١−a
α
u

∫
dx

٠ =

∫
dt

at
⇒ I١ = x

∫
dt

at
=

∫
dy

y
⇒ ١

a

∫
dt

t
=

∫
dy

y
⇒ ١

a
ln t = ln y ⇒ t = ya ⇒ I٢ =

ya

t

∫
dy

y
=

∫
du

١−a
α
u
⇒ ln y =

α

١− a
lnu⇒ y

١−a
α = u⇒ I٣ =

y
١−a
α

u

هستند: زیر شͺل به ناورداها حالت، این در لذا

{x, y
a

t
,
y

١−a
α

u
}

داریم: بعدی حالت مورد در

U۴ + bU۵ = ∂y + bt∂t −
b

α
u∂u

dx

٠ =
dy

١ =
dt

bt
=

du

− b
α
u

∫
dx

٠ =

∫
dy

١ ⇒ I١ = x
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٧۴ گروهͬ ناوردای های جواب بندی طبقه .۶ فصل

∫
dy =

∫
dt

bt
⇒ y =

١
b
ln t⇒ by = ln t⇒ eby = t⇒ I٢ = te−by

∫
dt

bt
=

∫
du

− b
α
u
⇒ ١

b
ln t = −α

b
lnu⇒ t = u−α ⇒ I٣ = uαt

هستند: زیر شͺل به ناورداها نیز حالت این در

{x, te−by, uαt}
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٧ فصل

گیری نتیجه و نظرات

شرایط و کردیم بررسͬ را حرارت خطͬ غیر بعدی دو معادلات از (١٠.٣) کلͬ شͺل گذشته در

اپراتورهای یافتن به منجر امر این که آوردیم بدست f(u) خطͬ غیر عبارت برای را ((١٧.۴)-(٢١.۴))

شود. مͬ ناوردا مقادیر و لͬ تقارن

.f(u) = eu دوم حالت و f(u) = uα اول حالت شد، اعمال خاص، حالت دو روی بر کلͬ نتایج

مشابه های جواب دوم مورد و شود مͬ ریچͬ-فلو بعدی دو مدل شامل α = −١ برای اول حالت

دارد. بدنبال خوبͬ

ریچͬ- دو-بعدی معادلۀ و (٢.٣) معادلۀ ١-بعدی مدل برای که هایͬ جواب با را جوابهایمان ادامه در

کنیم. مͬ مقایسه داشتیم، فلو

آیند. مͬ ادامه در اصلͬ نتایج

لͬ های تقارن نوع در که دارند وجود (١٠.٣) معادلۀ در f(u) برای بدیهͬ غیر حالت چهار (i)

است. شده اشاره آنها به ۵ فصل در و هستند جالب

ریچͬ-فلو. دو-بعدی مهم مدل با است معادل f(u) = ١
u
حالت (ii)

است. شده اشاره آن به [١۶] مرجع در که آوریم مͬ بدست را لͬ جبر همان (١۵.۵) از حالت این در

٧۵
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٧۶ گیری نتیجه و نظرات .٧ فصل

است. یͷ-بعدی حالت طبیعͬ یافتۀ تعمیم دو-بعدی، حالت تقارن اپراتورهای گروه برای معادله (iii)

زیر صورت به لͬ مستقل اپراتور ۴ ، α ̸= −١ که f(u) = uα برای (٢.٣) معادلۀ : مثال بعنوان

دهد: مͬ نتیجه را

U ′
١ = ٢t∂t+ x∂x; (١.٧)

U ′
٢ = ∂x;

U ′
٣ = t∂t− u∂u;

U ′
۴ = ∂t;

U۶ = U ′
۴ ، U٢ = U ′

٢ که بینیم مͬ بعدی، دو مشابه مجموعۀ (١۵.۵) با مجموعه این مقایسه با

مͬ ظاهر بعدی دو حالت در که جدید تقارن ͷی است. U٢ دو-بعدی طبیعͬ ͷشری U۴ و U۵ = U ′
٣،

آید. مͬ دست به U٣ شریͺش و U١ توسط شود

به منجر شود، اعمال شد ذکر بالا در که خاص حالت دو روی بر قبل به مشابه روشͬ اگر (iv)

برای که متفاوت لͬ اپراتور ٣ با هستند متناظر ناورداها، این از تا ٣ شود. مͬ مناسبͬ های تقارن یافتن

است. شده ذکر f(u) = uα حالت

ها جواب همزمان توانند مͬ تقارن متفاوت اپراتور ٣ ،f(u) = eu حالت مورد در بدانید است جالب

کنند. تولید را

و α ̸= −١ با f(u) = uα های حالت برای لͬ اپراتورهای کنیم بیان که است جالب همچنین (v)

است. شده داده (٣٩.۵) و (١۶.۵) روابط با که کنند مͬ تولید جبرلͬ ͷی دقیقاً f(u) = eu
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٧٧ گیری نتیجه و نظرات .٧ فصل

روی مشابه عمل دارای مستقل جفت ٣ در اپراتورها بندی دسته کنیم بیان مندیم علاقه ادامه در

هر که شود تقسیم جبرلͬ زیر ٣ از مستقیم جمع ͷی به جبرلͬ کل که معناست بدان این است، معادله

تنها توسط شده تولید جبرها زیر این که کنند مͬ پیروی آدو قضیۀ از و هستند دو-بعدی آنها از کدام

: توسط شده تولید که هاست ماتریس از جابجایͬ غیر دو-بعدی جبر ͷی

E١١ =

 ١ ٠

٠ ٠

 . (٢.٧)

E١٢ =

 ٠ ١

٠ ٠

 . (٣.٧)

است: زیر شͺل به آن با متناظر لͬ گروه که هستند

 a b

٠ ١

 . (۴.٧)
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آ� پیوست

دیفرانسیل معادلات و ها گروه

تبدیلات): (گروه ١ تعریف

هموار نͽاشت و است G لͬ گروه ͷی M هموار منیفلد روی کننده عمل تبدیلات گروه ͷی

Φ : G×M −→M

و x ∈ M هر برای g.(h.x) = (gh).x و e.x = x روابط همراه به Φ(g, x) = g.x ضابطۀ با که

.g ∈ G

وابستۀ متغیر q و x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیر p شامل که بͽیرید نظر در را φمعادلات سیستم

به ای مؤلفه شͺل در یا هستند u = f(x) شͺل به سیستم این های جواب باشد. u = (u١, . . . , uq)

مختصات با X = Rp کنید فرض .α = ١, . . . , q که uα = fα(x١, . . . , xp) صورت

با U = Rq کنید فرض همچنین و باشد مستقل متغیرهای فضای دهندۀ نشان x = (x١, . . . , xp)

سیستم تقارنͬ گروه باشد. سیستم وابستۀ متغیرهای فضای نشانͽر u = (u١, . . . , uq) مختصات

چون بازی مجموعۀ زیر روی که است G موضعͬ تبدیلات گروه ͷی φ دیفرانسیل معادلات

دیفرانسیل معادلات دستͽاه های جواب G تقارنͬ گروه دیͽر عبارت به کند. مͬ Mعمل ⊂ X ×U

برد. مͬ آن دیͽر های جواب به را φ

ͷی صورت چه به G لͬ گروه از شده داده تقارن ͷی که دهیم نشان بایستͬ مͬ موضوع بهتر فهم برای

دهد. مͬ انتقال را u = f(x) تابع

٧٨
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٧٩ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�. پیوست

کنیم: مͬ معرفͬ آن گراف با را u = f(x) تابع ابتدا در

Γf = {(x, f(x)), x ∈ Ω} ⊂ X × U

از معین p-بعدی منیفلد زیر ͷی Γf که باشید داشته دقت است. f تابع تعریف دامنۀ Ω ⊂ X که

است. X × U

است: زیر بصورت g توسط Γf تبدیل بنابراین باشد، g تقارنͬ گروه تعریف دامنۀ ،Γf ⊂Mg اگر

g.Γf = {(x̃, ũ) = g.(x, u) ; (x, u) ∈ Γf}

مͬ- عمل هموار بطور G هرچند نیست! ũ = f̃(x̃) متغیرۀ ͷی تابع گراف الزاماً g.Γf مجموعۀ

کند. مͬ رها تغییر بدون را Γf ، G همانͬ عنصر و کند

به ͷنزدی کافͬ اندازۀ به های g برای که شویم مͬ مطمئن ،f از Ω تعریف دامنۀ مناسب کاهش با

است. ũ = f̃(x̃) متغیرۀ ͷی تابع ͷی گراف g.Γf = Γf̃ تبدیل همانͬ،

است. g توسط f تابع تبدیل f̃ خوانیم مͬ و f̃ = g.f نویسیم مͬ ادامه در

: ٢ مثال

متغیر ͷی با U = R و x مستقل متغیر ͷی تنها با X = R بنابراین ،q = ١ و p = ١ کنید فرض

هستیم). u = f(x) شامل معمولͬ دیفرانسیل معادلۀ ͷی وضعیت در (بنابراین .u وابستۀ

کند. مͬ عمل X × U ≃ R٢ روی که باشد ای دورانͬ Gگروه = SO(٢) کنید فرض

شوند: مͬ داده زیر صورت به G در تبدیلات

(x̃, ũ) = θ.(x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ).

است. Γf ⊂ X × U مجموعۀ زیر آن گراف که باشد تابع ͷی u = f(x) کنید فرض

θ اگر وضوح، به دهد. مͬ دوران را آن گراف که کند مͬ عمل صورت این به f روی SO(٢) گروه

هر بود. نخواهد دیͽر متغیرۀ ͷی تابع ͷی گراف θ.Γf یافتۀ دوران گراف باشد، بزرگ کافͬ اندازۀ به

بنابراین نباشد، بزرگ خیلͬ | θ | و باشد شده تعریف a ≤ x ≤ b متناهͬ بازۀ روی f(x) اگر چند

بود. خواهد Γf̃ = θ.Γf با ũ = f̃(x̃) تعریف خوش تابع θ.Γfگراف
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٨٠ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�. پیوست

بͽیرید: نظر در را زیر خطͬ تابع خاص، مثال ͷی عنوان به

u = f(x) = ax+ b

است. راست خط ͷی هم باز θ زاویۀ تحت آن دوران بنابراین است، مستقیم خط ͷی f تابع گراف

دوران توسط f تبدیل یا θ.f = f̃ که است دیͽر تابع ͷی گراف نباشد، عمودی راست خط آن اگر

.θ زاویۀ تحت

گراف روی (x, u) = (x, ax+ b) نقطۀ فوق عبارت به توجه با ،θ.f برای دقیقͬ فرمول یافتن برای

یابد: مͬ دوران زیر نقطۀ به f

(x̃, ũ) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ)

در است ممͺن کار این کنیم. حذف معادلات زوج این از را x است کافͬ ũ = f̃(x̃) یافتن برای

آن گراف بنابراین ( صفر ͷنزدی کافͬ اندازۀ به θهای برای ، خاص حالت (در cot θ ̸= a که صورتͬ

داریم: نیست، عمودی

x =
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ

شود: مͬ داده زیر رابطۀ توسط θ.f = f̃ بنابراین

ũ = f̃(x̃) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̃+

b

cos θ − a sin θ

است. خطͬ تابع ͷی مجدداً شد، اشاره گذشته در که همانطور که

است. ابتدایͬ مثال این شبیه خیلͬ f̃ = g.f یافتۀ انتقال تابع یافتن برای کار روش کلͬ حالت در

باشد: شده داده زیر مختصات با g انتقال کنید فرض

(x̃, ũ) = g.(x, u) = (Ξg(x, u),Φg(x, u))

. Ξg,Φg هموار توابع برای
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٨١ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�. پیوست

شود: مͬ داده زیر معادلات با پارامتری صورت به g.f از Γf̃ = g.Γf گراف بنابراین

x̃ = Ξg(x, f(x)) = Ξg ◦ (1× f)(x)

ũ = Φg(x, f(x)) = Φg ◦ (1× f)(x)

دکارتͬ ضرب × و 1(x) = x بنابراین است. X روی همانͬ تابع دهندۀ نمایش 1 و x ∈ Ω که

است. توابع

کنیم. حذف معادلات سیستم دو این از را x بایستͬ مͬ وضوح به f̃ = g.fیافتن برای

ͷنزدی کافͬ اندازۀ به g که شرط این با دانیم مͬ ،Ξe ◦ (1× f)(x) = 1 داریم g = e برای بنابراین

قضیۀ با بنابراین و است (ناتͺین) منفرد غیر ماتریس Ξg ◦ (1×f) ژاکوبͬ ماتریس باشد، همانͬ عنصر

کنیم: ساده x حسب بر را معادله توانیم مͬ معͺوس تابع

x = [Ξg ◦ (1× f)]−١(x̃)

آید: مͬ دست به g.f برای زیر عبارت دوم معادلۀ در جایͽذاری با

g.f = [Φg ◦ (1× f)] ◦ [Ξg ◦ (1× f)]−١

باشد. پذیر معͺوس دوم عبارت هرگاه است برقرار فوق رابطۀ که

: ٣ مثال

دهد. مͬ انتقال را x مستقل متغیرهای فقط G تقارنͬ گروه که بͽیرید نظر در خاص حالت در

هستند: زیر خاص فرم به G در تبدیلات بنابراین

(x̃, ũ) = g.(x, u) = (Ξg(x), u)

شده تعریف که جاهایͬ در ،Ξ−١
g = Ξg−١ که است X روی دیفئومورفیسم ͷی حقیقت در Ξg که

باشد.
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٨٢ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�. پیوست

g.Γf = {g.(x, f(x))} یعنͬ آن تبدیل بنابراین باشد، هموار تابع ͷگرافی Γf = {(x, f(x))} اگر

: واقع در بود. خواهد هموار تابع ͷی گراف همیشه

(x̃, ũ) = g.(x, f(x)) = (Ξg(x), f(x))

: داریم آوریم، بدست Ξg کردن معͺوس با فوق رابطۀ از را x توانیم مͬ بنابراین

ũ = f̃(x̃) = f(Ξ−١
g (x̃)) = f(Ξg−١(x̃))

: انتقالͬ گروه G اگر مثال، عنوان به

(x, u) 7−→ (x+ ϵa, u)

انتقال: u = f(x) تابع تبدیل بنابراین ثابت. a ∈ X و ϵ ∈ R که

ũ = f̃(x̃) = f(x̃− ϵa)

است. f برای

است، برقرار نیز پایا فیبر یا پذیر تصویر تبدیلات گروه ͷی برای تر، کلͬ حالت برای مشابه نتایج

زیر: شͺل به است، وابسته متغیرهای روی عمل از مجزا مستقل متغیرهای روی عمل که زمانͬ یعنͬ

g.(x, u) = (Ξg(x),Φg(x, u))

پارامتری: ͷی گروه مثال برای

gϵ : (x, t, u) 7−→ (x+ ٢ϵt, t, e−ϵx−ϵ٢tu)

(.[١٧] مرجع به شود (رجوع است. حرارت بعدی ͷی معادلۀ تقارن گروه ͷی ϵ ∈ R که

است: زیر صورت به gϵ توسط آن تبدیل بنابراین باشد، تابع ͷی u = f(x, t) اگر

ũ = e−ϵx−ϵ
٢tu = e−ϵx−ϵ

٢t.f(x, t)
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٨٣ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�. پیوست

داریم: بنابراین شود، نوشته باید (x̃, t̃) = gϵ.(x, t) = (x+ ٢ϵt, t) جملات با حالا که

ũ = e−ϵ(x̃−٢ϵt̃)−ϵ
٢ t̃.f(x̃− ٢ϵt̃, t̃)

= e−ϵx̃+ϵ
٢ t̃.f(x̃− ٢ϵt̃, t̃)

است. خاص حالت این در یافته تبدیل تابع

بیان دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی برای تقارنͬ گروه مفهوم از دقیق تعریف ͷی توانیم مͬ حالا

کنیم.

تقارنͬ): (گروه ٢ تعریف

ͷی φ معادلات سیستم از تقارنͬ گروه ͷی باشد، دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی φ کنید فرض

وابستۀ و مستقل متغیرهای فضای از M باز مجموعۀ زیر روی که است G موضعͬ تبدیلات گروه

برای g.f اگر و باشد φ برای جواب ͷی u = f(x) اگر که خاصیت این با کند مͬ عمل سیستم

عبارت به یا است، φ معادلات سیستم دیͽر جواب ͷی ũ = g.f(x) آنͽاه باشد، شده تعریف g ∈ G

برد. مͬ جواب به را جواب G تقارنͬ گروه تر ساده

نظر در ٢ مثال در که SO(٢) دورانͬ گروه ،uxx = ٠ اولیۀ دیفرانسیل معادلۀ برای مثال عنوان به

خطͬ تابع هر SO(٢) و هستند خطͬ توابع ͬͽهم ها جواب بنابراین است، تقارنͬ گروه ͷی گرفتیم

برد. مͬ دیͽر خطͬ تابع ͷی به را

انتقالͬ گروه است، ut = uxx صورت به حرارت بعدی ͷی خطͬ معادلۀ مورد در دیͽر سادۀ مثال

است: زیر صورت به آن

(x, t, u) 7−→ (x+ ϵa, t+ ϵb, u)

حرارت معادلۀ برای جواب ͷی u = f(x−ϵa, t−ϵb) چون است آن تقارنͬ گروه ͷی ، ϵ ∈ R که

باشد. جواب ͷی u = f(x, t) هرگاه است
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٨۴ دیفرانسیل معادلات و ها گروه آ�. پیوست

معادلۀ برای تقارن ͷی نیز ٣ مثال انتهای در شده یاد گروه که نیست لطف از خالͬ نͺته این بیان

: اینͺه یعنͬ است، حرارت خطͬ بعدی ͷی

u = e−ϵx+ϵ
٢tf(x− ٢ϵt, t)

باشد. معادله جواب ͷی u = f(x, t) هرگاه است حرارت خطͬ بعدی ͷی معادلۀ برای جواب ͷی

که است این دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی برای تقارنͬ گروه دانستن آشͺار مزایای از ͬͺی

u = f(x) بدانیم ما اگر یعنͬ بسازیم. جواب ͷی دانستن با را معادله جدید های جواب توانیم مͬ

هر ازای به معادله برای جواب ͷی نیز ũ = g.f(x̃) تعریف، نحوۀ به توجه با سپس است، جواب ͷی

است. گروه از g عنصر

عناصر همۀ توسط معین جواب ͷی انتقال با فقط ها جواب از کامل ای خانواده ساخت امͺان بنابراین

است. میسر گروه ممͺن

بدیهͬ ثابت جواب ͷی با شد، بحث حرارت معادلۀ تقارن گروه برای که بالا حالت در مثال عنوان به

یابیم: مͬ در را زیر نمایͬ های جواب از پارامتری دو خانوادۀ وجود کنیم. مͬ کار به آغاز u = c مثل

u(x, t) = ce−ϵx+ϵ
٢t

جدید های جواب حالت این در اما دهیم، ربط انتقالات گروه به بیشتر را بحث این توانیم مͬ ما

شوند. نمͬ حاصل
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Abstract

Many natural phenomena are described by a system of nonlinear partial differen-
tial equations which is often difficult to be solved analytically, as there is no a general
theory for completely solving of the nonlinear partial differential equations.

One of the most useful techniques for finding exact solutions of the dynamical sys-
tems described by nonlinear partial differential equations is the symmetry method.

In one hand, one can consider symmetry reduction of differential equations and
thus obtain classes of exact solutions.

On the other hand, by definition, a symmetry transforms solutions,into solutions,
and thus symmetries can be used to generate new solutions from old ones.

Initially the symmetry method for solving partial differential equations was devel-
oped by Sophus Lie, to honor this great scientist this method is named Lie symmetry
method.

The purpose of this thesis is to study the Lie symmetries of two-dimensional
nonlinear heat equation, initially with the general form of the diffusion-convection
equation having in mind, yhe study and make necessary changes on it, we reach to
the basic form of two-dimensional nonlinear heat equation. we continue by using the
Lie method for two-dimensional nonlinear heat equation, moreover we introduce the
variable conditions that happens to it, and discuss two conditions of them to finding
symmetries and invariants, henceforth we classify the group invariant solutions and
their optimal system.

We finish thesis with some illustration and conclusions.

Keywords: Lie Group , Lie Algebra , Symmetry , Invariant , Infenitesi-
mal Generator , Nonlinear Heat Equation , Partial Differential Equation , adoint
representation, optimal system.
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