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دیباچه

عمومی نظریۀ از سریع و خود بر متکی مقدمه�ای تهیۀ اول است: داشته وجود اثر این تألیف از هدف دو
گروه�های حسب بر لی گروه�های خود نیز و فشرده همبند لی گروه�های ساختار بیان دوم و لی، گروه�های
عمومی اطلاعات آوردن بدست برای نوشته این از اول، هدف به نظر ساده. گروه�های بنام بخصوصی لی
می�توان پیشرفته�تر کتابهای از استفاده برای وسیله�ای عنوان به یا و لی گروه�های نظریۀ اصول خصوص در
و لیسانس، آخر سالهای دانشجویان برای اثر این ابتدایی فصول که است داده نشان تجربه نمود. استفاده
توصیفی نمودن فراهم دیگر دلیل باشد. مفید می�تواند ارشد کارشناسی دانشجویان برای آن پایانی فصول
نوشته است امید است. ([۶٠] وایل و [] پنتریاگین (نظیر پیشرفته�تر منابع در شده مطرح احکام از ساده�تر

بنماید. دسترس�تر قابل را آنها در شده مطرح احکام است، متون این از نوین بیانی که حاضر
نظریۀ و توپولوژی گروه�های نظریه دیفرانسیل�پذیر، منیفلدهای نظریۀ تلاقی در لی گروه�های نظریۀ
از لی) گروههای با لذا (و منیفلدها با برخورد در است، شده مرسوم که آنچه مطابق دارد. قرار لی جبرهای
مسأله شهودی جنبه�های به تو، در تو اندیسهای و نمادها از کاستن با و نموده استفاده آزاد مختصات روش
تکیه آن به نظیر لی جبر و گروه�لی ارتباط از حاصل نتایج بر لی گروههای حالت در بخصوص، می�پردازیم.

می�کنیم.
گروههای و فشرده گروههای بر هارمونیک آنالیز با ارتباط در مهمی احکام گذشته، سال چند خلال در
بیان حاضر، نوشته سوی و سمت است؛ شده حاصل ... و گروهها این ساختار از استفاده با فشرده لی
فشرده و همبند لی گروه G اگر که است این لی گروههای مورد در اصلی قضیه است. احکام این مبسوط

با توپولوژی نظر از G آنگاه باشد،

(G0×G1× · · ·Gm)/K

از همبند و ساده لی زیرگروههای همگی ها G j است، G مرکز همانی مولفه G0 که می�باشد، ایزومورف
وجود مشابهی ساختاری قضیه نتیجه، در می�باشد. حاصلضرب مرکز از متناهی زیرگروهی K و هستند G
پیدا تعمیم دلخواه فشرده همبند گروههای حالت به اخیر حکم هستند. ساده همبند ها G j آن در که دارد

می�کند.
در که می�شد گرفته اساس این بر خیر، یا و شود آورده کتاب این در حکمی اینکه خصوص در تصمیم
نظریه اساسی احکام از بسیاری ارتباط این در خیر. یا دارد قرار فوق ساختاری احکام اثبات با ارتباط
فصل در مطالب نظیر بود، اشاره مورد احکام از برخی ذکر حاصل و گرفت، قرار بررسی مورد لی گروههای
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فشرده گروه یک برای کافی و لازم شرط با ارتباط در ۶ فصل در یا و لی گروههای هندسه با ارتباط در چهار
باشد. لی گروه مفروض،

لی گروههای نظریه اساس که دراد، بر در را تحلیلی منیفلدهای نظریه با ارتباط در احکامی ١ فصل
جبر نظیر اصلی مفاهیم از بسیاری و دارد اختصاص لی گروههای مطالعه به ٢ فصل می�دهد. تشکیل را
حکم اولین می�گردد. مطرح آن در نمایی نگاشت و ١-پارامتری زیرگروه چپ، ناوردای برداری میدان لی،
گروهی ساختار با آن ارتباط و کمپبل-بیکر-هاوسدورف فرمول یعنی می�گردد، مطرح ٣ فصل در عمیق
مطرح لی گروه یک بر ژئودزی مفهوم ۴ فصل در لی. گروه آن لی جبر جبری ساختار و مفروض لی گروه یک
نمایی نگاشت باشد، همبند و فشرده لی گروه گاه هر که می�شود داده نشان ایده�ها آن از استفاده با و شده
بررسی مورد ۵ فصل در لی زیرجبرهای و لی زیرگروههای گروهی ساختار بین ارتباط بود. خواهد پوشا آن
می�گردد آغاز باشد لی فشرده، گروه یک اینکه برای کافی و لازم شرایط از فهرستی با ۶ فصل می�گیرد. قرار
گروههای با ارتباط در احکام همه شامل ضمیمه�ای می�یابد. خاتمه بالا در مشروح ساختاری احکام با و
است. شده آورده انتها در است، شده استفاده آنها از کتاب متن در که آنها نمایش و فشرده موضعا توپولوژی
ادامه در و است، شده آورده فصل هر پایان در بیشتر مطالعات برای منابع و اضافه یادداشتهای
آنکه مگر نکنیم، واگذار تمرین عنوان به را اثباتی که است بوده این بر اصل است. گرفته قرار تمرینات

باشد. بوده راست سر و ساده بسیار شده خواسته حکم
تحصیلات عمدتا دانشجویان برای استرالیا ملی دانشگاه در را نوشته این از مطالبی ١٩٧٣ سال در
دروس این از برگرفته نوشته این نموده�ام. تدزیس ویلز سالت نیو دانشگاه در ١٩٧۴ سال در و تکمیلی،
کمک کتاب این تهیه در که کسانی از است لازم نموده�ام. اضافه آن به بعدا که است مطالبی همچنین و
نمودند مطرح آن با ارتباط در که نکاتی و اول فصل خوانده برای وود گراهام دکتر آقای از خصوصا نموده�ند،
میدان دو لی حاصلضرب برای ٣.٣.١ و ٢.٣.١ در مختصات از خالی فرمولهای که بود او کنم. قدردانی

نمود. مطرح را تحلیلی برداری
ذکر تعویض�پذیر دیاگرامهای با ارتباط در را مطلبی آنکه مگر نمی�رسد پایان به دیباچه این می�کنم فکر
مگر نمی�کنند، کمکی ریاضی مطالب فهم و ارائه در دیاگرامها که می�دهد نشان من شخصی تجربه کنم.
مگر نکرده�ام، استفاده آنها از من اساس این بر و باشد، داشته ارتباط آن در شهودی قبلا شخص خود آنکاه

باشد. بوده لازم واقعا آنکه

پرایس ف. جان ١٩٧۶ کنسینگتن،



١ فصل

تحلیلی منیفلد

متناهی بعد با حقیقی برداری فضاهای بر شده مدل تحلیلی منیفلدهای مقدماتی نظریه به فصل این
تکیه کلی تعاریف و مفاهیم بر و نموده استفاده مختصات از خالی روش از مرسوم، مطابق دارد. اختصاص

می�کنیم.
گروه�های خصوص در اصلی بحث با برخورد از قبل خواننده که است آن فصل این آوردن دلایل از یکی
حالت به مباحث مستقیم تعمیم امکان روش، این از استفاده برای دیگر دلیل شود. آشنا روش این با لی
در و ندارد، وجود کلی حالت این دانستن به نیازی هیچ فعلا البته می�باشد. نامتناهی بعد با منیفلدهای
کارهای به می�تواند علاقمند خوانندۀ نموده�ایم. مطرح را حالت این به راجع نکاتی فصل انتهای یادداشت

کند. مراجعه [۴١] و [۴٠] لانگ
نظریۀ آن دیگر ستون (دو است استوار منیفلدها نظریۀ بر لی گروه�های نظریۀ ستون سه از یکی چون
را فصل این ایده�های تمام تا است لازم ادامه، در می�باشد)، لی جبرهای نظریۀ و فشرده موضعاً گروه�های

باشید. فهمیده کامل بطور

دیفرانسیل�پذیری و منیفلد ١.١ بخش

یک E و است تهی غیر و هاوسدورف توپولوژی فضای یک M کنید فرض (چارت). تعریف ١.١.١
U ⊆ E باز مجموعه�های بین همیومورفیسم یک φ : U→ V اگر می�باشد. متناهی بعد با برداری فضای
چارت یک φ می�گوئیم ،p ∈ V اگر همچنین، است. M بر چارت یک φ که می�گوئیم باشد، V ⊆ M و

است. p نقطۀ در

آن برد و دامنه خودکار بطور شود، ذکر تابعی نام که همین کاتگوری، نظریۀ از تبعیت به یادداشت.
نمادهای از و پذیرفته را نمادگذاری این نیز ما نیست. تابع موردی سه بیان به لزومی دیگر و است مشخص

۶
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می�کنیم. استفاده Vβ و Vα ،V بترتیب برد و Uβ و Uα ،U بترتیب دامنۀ با چارتهای برای φβ و ،φα ،φ
گردد. تصریح آن خلاف آنکه مگر

φα ،A مفروض اندیسگذار مجموعۀ یک از α هر ازای به که کنید فرض منیفلد) - (اطلس تعریف
که گوئیم M بر اطلس صورتی در را

{
φα |α ∈ A

}
گردایۀ است. Uα ⊆ M بر چارتی

و باشد؛ داشته قرار E مفروض متناهی بعد با برداری فضای یک در ها Uα از یک هر (١)

باشد. M برابر ها Vα اجتماع (٢)

می�خواهیم که (هنگامی است. E بر شده مدل منیفلد M یا است، منیفلد M می�گوئیم صورت این در
بیم که وقتی البته، می�گوئیم. منیفلد را (M, {φα |α ∈ A}) مرتب زوج کنیم، صحبت دقیق کاملا بطور
تعریف E برداری فضای بعد با برابر را M منیفلد بعد (.M منیفلد که می�نویسیم تنها نمی�رود، ابهامی

کنید. مراجعه (١)-1−C تمرین به است، ثابت منیفلد بعد چرا اینکه دلیل بیان برای می�کنیم.

به E متناهی بعد با بردار فضای یک از U باز زیرمجموعه هر که است روشن باز) منیفلد (زیر مثال
منیفلد یک عنوان به U مجموعه�ای چنین به که هنگامی پس، این از است. منیفلد ،i همانی نگاشت همراه
گروه تعریف از پس دوم فصل در است. IdU : U → U آن اطلس که است این بر فرض می�کنیم، اشاره

می�شد. آورده منیفلدها از جدی�تر مثالهای لی،

منیفلد یک ساختار با وقتی تنها و وقتی را M هاوسدورف توپولوژی فضای که است روشن نمادگزاری.
به منیفلدها خصوص در جالب احکام تمام اینکه با لذا، باشد. گسسته M که نمود همراه می�توان 0−بعدی

که می�کنیم داد قرار دلیل، همین به است. لوس بسیار آنها بحث برقرارند، لی گروه�های برای خودکار طور
می�کنیم ذکر که کجا هر هستند. ١ اقل لا بعد با لی گروه�های و منیفلدها برداری، فضاهای همۀ پس این از
مجموعۀ نمایشگر R که می�باشد، Rn همان E که است این ما منظور است، n برابر E برداری فضای بعد
F یا E نماد با را متناهی بعد با حقیقی برداری فضاهای تا می�شود سعی کل در اما است. حقیقی اعداد

دهیم. نشان

مشتق مجرد تعریف از دیفرانسیل�پذیر منیفلدهای نظریۀ در دیفرانسیل�پذیر). (نگاشت تعریف ٢.١.١
اگر نمی�شود. استفاده بخصوصی موضعی مختصات از ولی می�شود، استفاده برداری فضاهای بین نگاشت
باشد، F دیگر فضای بتوی E متناهی بعد با برداری فضای یک از U باز مجموعۀ زیر یک از تابعی f
چنان f ′(x) : E → F خطی نگاشتی که است دیفرانسیل�پذیر x ∈ U در f می�گوئیم صورتی در آنگاه
متعلق U به x+εh که آنهایی ازای به (البته، U کراندار زیرمجموعۀ یک در های h ازای به که گردد یافت

تساوی است)

lim
ε→0

1
ε

( f (x+εh)− f ′(x)) = f ′(x)h (١.١ )

است. برقرار یکشکل طور به
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خطی نگاشتی است: معادل کلاسیک تعریف با تعریف این که نمود تحقیق می�شود بسادگی یادداشت.
که دارد وجود چنان f ′(x) : E→ F

lim
h→0,h,0

∥ f (x+εh)− f (x)− f ′(x)h∥
∥h∥ = 0. (٢.١ )

برداری فضاهای بر می�توان که باشند همی با هم�ارز نرم�های از کدام هر می�توانند اینجا در رفته بکار نرمهای
شود.) مراجعه [١٩] ادوارد از ١.٩.۶ گزارۀ (به نمود. تعریف متناهی بعد با

منظور می�شود، اشاره متناهی بعد با برداری فضای یک بر توپولوژی به که کجا هر پس این از یاداداشت.
می�باشد. نرمی چنین یک از القائی توپولوژی

آوری جمع را f ′(x) خطی نگاشت یکتایی نظیر مشتق، مقدماتی خواص از برخی 1−A تمرین در
نموده�ایم.

می�گوئیم باشد، دیفرانسیل�پذیر U مفروض مجموعۀ نقاط از یک هر در f اگر مشتق) (نگاشت تعریف
تابعی حالت این در است. دیفرانسیل�پذیر U بر f

f ′ : U → Hom(E,F)

F به E از خطی نگاشتهای همۀ برداری فضای Hom(E,F) و f ′ : x 7→ f ′(x) که داشت خواهیم
می�باشد.

مشتقات دهیم، ادامه طریق همین به اگر که است روشن هموار) نگاشت - بالا مرتبۀ (مشتقات تعریف
نگاشت مفهوم به ترتیب این به نمود. تعریف می�توان را ... و f ′′′ = ( f ′′)′ ، f ′′ = ( f ′)′ بالاتر مراتب
یکهمسایگی (در تابع مشتقات تمام وجود معنی که می�رسیم باز) یکمجموعۀ بر یا و نقطه یک (در هموار

می�باشد. باز) مجموعۀ آن یا و نقطه آن از
به U از تابعی f ′′ صورت این در دارد، وجود U بر f ′′ و است بالا مانند f کنید فرض

Hom2(E ×E,F) برداری فضای با را آخری فضای مرسوم، مطابق است. Hom(E,Hom(E,F))

فضای باشد، داشته وجود U بر f (p) اگر ،عملا می�گیریم. یکی F به E×E از دوخطی نگاشت�های همۀ
شدن ساده�تر باعث کار این می�دهیم. نشان Homp(E × E × · · · × E تا) p),F) نماد با را آن تصویر

می�گردد. ۵.١.١ بخش زیر در تیلر بسط نظیر عبارتها از بسیاری

f : E→ F و باشند متناهی بعد با برداری فضاهای G و F ،E اگر مشتق) زنجیره�ای (قاعدۀ قضیه
شده ذکر 1−A تمرین (که مشتق زنجیره�ای قاعدۀ ، f (x) در g : F → G و است دیفرانسیل�پذیر x در

بعلاوه: و است دیفرانسیل�پذیر x در g◦ f که می�دارد اذعان است)

(g◦ f )′(x) = g′((x))◦ f ′(x). (٣.١ )
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معروف ١ فرشه مشتق عنوان تحت است، شده مطرح اینجا در که مشتقی مفهوم یادداشت. ٣.١.١
کتاب و دارد، اختصاص باناخ فضاهای در مفهوم این مطالعۀ به [١۵] دیونونن کتاب هشتم فصل می�باشد.
در ،مثلا می�پردازد. توپولوژی فضاهای بر کلی�تر شکل به مفهوم این مطالعۀ به [٢] اسمولیانوف و آوربوخ
که معنی این به است، دیفرانسیل�پذیری ضعیف�تر حالت فرشه مشتق که می�دهند نشان مؤلفان دوم مرجع

است. برقرار نامتناهی بعد با برداری فضاهای مورد در اول مرتبۀ زنجیره�ای قاعدۀ

f ′(x) صورت این در باشد، دیفرانسیل�پذیر نگاشتی f : R→ E اگر .(R از (نگاشت مثال ۴.١.١
رابطۀ در

f ′(x)(t) = f ′(x)(1) · t

f ′(x)(1) بجای معمولا و می�گردد، مشخص کاملا ١ در مقدارش توسط f ′(x) یعنی، می�کند. صدق
f ′(x) و می�دهد، رخ R به R از توابع کلاسیک نظریۀ در که است چیزی آن دقیقاً (این . f ′(x) می�نویسیم

عملگر.) یک نه می�کنند تلقی عدد یک عنوان به را

برداری فضای یک از U باز مجموعۀ یک از هموار تابعی f کنید فرض تیلور). (فرمول قضیه ۵.١.١
هر ازای به که هستند گونه�ای به y ∈ E و x ∈ U کنید فرض است. F دیگر فضایی به E متناهی بعد با
صورت این در دهیم، نشان y(m) حلاصۀ نماد با را (y, · · · ,y) m−تایی اگر .x+ ty ∈ U ای t ∈ [0,1]

ای m ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } هر ازای به

f (x+ y) = f (x)+ f ′(x)y+ · · · · · ·+ 1
m!

f (m)(x)y(m)+Rm+1(y) (۴.١ )

می�کند. صدق lim
y→0

Rm+1(y) · ∥y∥−m = 0 رابطۀ در Rm+1(y) خطای جملۀ که

۴.١) فرمول کنید.) مراجعه است، شده آورده خطا جملۀ انتگرالی شکل آن در که 1−D تمرین (به
می�نامند. ام m درجۀ تیلور فرمول را (

U بر درصورتی را f : U→ F مفروض تابع بعدی، یک حالت همانند درست تحلیلی) (تابع تعریف
گردد یافت طوری x در مرکز به B ⊆ U باز گوی یک ای x ∈ U هر ازای به که گوئیم (حقیقی) تحلیلی

سری که

∞∑
m=0

1
m!

f (m)(x)y(m) (۵.١ )

همگرا
∑∞

m=0
1

m!∥ f (m)(x)y(m)∥ سری دیگر، بیان (به بوده مطلق همگرای ها z = x+y ∈ B همۀ ازای به
x در f : U → F تابع می�گوئیم صورتی در باشد. همگرا f (z) به و است) F در نرمی ∥ · ∥ که می�باشد،

باشد. تحلیلی x از همسایگی یک در که است تحلیلی

x در g ◦ f صورت این در باشند، تحلیلی f (x) در g : F →G و x در f : E→ F اگر (١ مثال
است. تحلیلی

Freshet Derivative١
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k ∈ Z+ هر ازای به صورت این در باشد، تحلیلی E از U باز مجموعۀ زیر بر f : U→ F اگر (٢ مثال
است،

∑∞
m=0 f (k+m)(x)y(m)/m! با برابر x+y ∈U در آن تیلر بسط و است تحلیلی U بر نیز f (k) ای

دیگر، عبارت به x؛ ∈ U که

f (k)(x+ y)(u1, · · · ,uk) =
∞∑

m=0

1
m!

f (k+m)(x)(y, · · · ,y︸ ︷︷ ︸
تا m

,u1, · · · ,uk)

می�سپاریم. خواننده به تمرین عنوان به را مثال دو این درستی اثبات

۵.١) عبارت بودن همگرا مطلقاً حتی دارد. وجود تحلیلی غیر هموار توابع از متنوعی مثالهای (٣ مثال
هموار تابع ،مثلا نیست. کافی نقطه آن در تابع بودن تحلیلی استنتاج برای ،x مرکز به گوی یک در (

ضابطۀ با g : R→ R

g(x) =
{

e−1/x2
x , 0 اگر

0 x = 0 اگر

ازای به (۵.١ ) سری بنابراین و g(m)(0) = 0 ای m ∈ Z+ هر ازای به صورت این در بگیرید. نظر در را
می�باشد. همگرا x = 0 در تنها که حالی در است، مطلق همگرای ای y ∈ R هر

توپولوژی فضای بر {φα |α ∈ A}مفروض اطلس صورتی در هموار). منیفلد و (اطلس تعریف ۶.١.١
هموار φ−1

α (Vα ∩Vβ) بر φ−1
β ◦φα تابع ای α,β ∈ A هر ازای به که گوئیم هموار را M هاوسدورف

و باز زیرمجموعه�هایی V ⊆ M و U ⊆ E اگر که گوئیم ماکسیمال صورتی در را اطلسی چنین یک باشد.
توابع از یک هر ای α ∈ A هر ازای به که باشد همیومورفیسمی φ : U → V

φ−1
α ◦φ : φ−1(V ∩Vα)→ φ−1

α (V ∩Vα) (۶.١ )
φ−1 ◦φα : φ−1

α (V ∩Vα)→ φ−1(V ∩Vα) (٧.١ )

.φ ∈ {φα |α ∈ A} آنگاه باشند، هموار

دارد. قرار بفرد منحصر ماکسیمال هموار اطلس یک در M بر هموار اطلس هر لم.

نگاشت�های همۀ گردایۀ {φα′ |α′ ∈ A′} فرضکنیم باشد، M بر هموار اطلسی {φα |α ∈ A} اگر برهان:
نظر مورد اطلس می�کنند. صدق (٧.١ ) و (۶.١ ) شرایط در که باشد M و E باز مجموعه�های زیر بین ψ2 می�باشد. گردایه همین

منحصر ماکسیمال هموار اطلس یک همواری اطلس هر که شود می گفته طور این اصطلاح در حکم این
می�کند. تولید را بفرد

در و هموار آن اطلس که گوئیم هموار درصورتی را (M, {φα |α ∈ A}) منیفلد هموار) (منیفلد تعریف
باشد. ماکسیمال حال عین
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که توپولوژی نظیر ماکسیمال، اطلس خود تا می�شود کار اطلس یک مولد با بیشتر عمل در یادداشت.
وقتی خواص از بسیاری که است اینجا نکته توپولوژی. خود تا می�شود کار توپولوژی یک پایۀ با بیشتر
اطلسی اگر بنابراین باشند. برقرار آن مولد یک برای که برقرارند ماکسیمال اطلس برای وقتی تنها و
M منظورمان گفتیم، سخن (M, {φα |α ∈ A}) منیفلد از بعد و نمودیم مشخص M بر را {φα |α ∈ A}

می�باشد. (M, {φα |α ∈ A}) اطلس توسط شده تولید ماکسیمال اطلس همراه به

استانداردش توپولوژی همراه به متناهی بعد با حقیقی برداری فضای یک M اگر برداری) (فضای مثال
همین بود. خواهد هموار منیفلدی (M, {Id}) صورت این در باشد، همانی نگاشت Id : M→ M و باشد
از فزاینده خانواده�ای تولید باعث خود Id چارت و است، کافی دارد چارت یک تنها که ساده�ای اطلس

است. خواننده عهدۀ بر تمرین عنوان به آن اعضاء تشریح می�شود. چارتها

بترتیب هموار اطلس با هموار منیفلد دو N و M که صورتی در هموار). (نگاشت تعریف ٧.١.١
N بتوی U ⊆ M باز مجموعۀ از f نگاشت می�گوئیم صورتی در باشند، {ψβ |β ∈ B} و {φα |α ∈ A}
φ−1(Vα ∩ f −1(Vβ)) بر ψ−1 ◦ f ◦φα نگاشت ای β ∈ B هر و α ∈ A هر ازای به که است هموار

باشد. هموار
صدق زیر شرایط در ای (φα,ψβ) زوج هر که است هموار x نقطۀ در f وقتی تنها و وقتی ویژه، به

کند:

x ∈ (φα (برد و f (x) ∈ (ψβ (برد (٨.١ )
است هموار φ−1

α (x) نقطۀ در ψ−1
β ◦ f ◦φα نگاشت (٩.١ )

(φ′α′ ,ψ
′
β′) زوج و کند صدق (٩.١ ) و (٨.١ ) شرایط در (φα,ψβ) جفت اگر که است روشن یادداشت.

نگاشت و φα′(x) نقطۀ در φ−1
α ◦φα′ نگاشت که است روشن آنگاه کند، صدق (٨.١ ) شرایط در تنها

نتیجه در و هموارند ψβ( f (x)) نقطۀ در ψ−1
β′ ◦ψβ

ψ−1
β′ ◦ f ◦φα′ =

(
ψ−1
β′ ◦ψβ

)
◦
(
ψ−1
β ◦ f ◦φα

)
◦
(
φ−1
α ◦φα′

)
می�کند. صدق نیز (٩.١ ) شرط در (φ′α′ ,ψ

′
β′) زوج که می�دهد نشان این است. هموار φ−1

α′ (x) نقطۀ در

همیومور-فیسمی f : M→ N و هموار منیفلدهایی N و M که صورتی در (دیفئومورفیسم) تعریف
می�نامیم. دیفیومورفیسم را f صورت این در هموارند، دو هر f −1 و f که باشد

بجای شد ذکر بالا در که هموار نگاشت و منیفلد اطلس، تعریف در اگر تحلیلی). (منیفلد تعریف ٨.١.١
تحلیلی نگاشت و تحلیلی منیفلد تحلیلی، اطلس برای تعریفی به شود، استفاده تحلیل از هموار لفظ
دیفیومورفیسم یا تحلیلی همیومورفیسم را آن باشند، تحلیلی وارونش و همیومورفیسم یک اگر می�رسیم.

می�نامیم. تحلیلی

تحلیلی اطلس�های با تحلیلی منیفلدهایی N و M کنید فرض تحلیلی). (نگاشت تعریف ٩.١.١
نگاشت می�گوئیم صورتی در ،٧.١.١ بخش زیر به شبیه باشند. {ψβ |β ∈ B} و {φα |α ∈ A} ترتیب به
که شوند یافت چنان f (x) حول ψβ و x حول φα چارت یک که است تحلیلی x ∈ M در f : M→ N

باشد. تحلیلی x در ψ−1
β ◦ f ◦φα
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مماس کلاف ٢.١ بخش

اگر است. E متناهی بعد با برداری فضای از باز مجموعه�ای زیر U کنید فرض اصلی. ایدۀ ١.٢.١
با یا صورت این در باشد، ξ(0) = p شرط در صادق تحلیلی منحنی یک (ε > 0 (که ξ : (−ε,ε)→U
گذرنده مماس منحنی دو بعلاوه، است. مماس دارای p در ξ که کرد قبول می�توان تجسم، با یا و محاسبه
همانند p نقطۀ در دو آن سرعت و جهت که هستند p نقطۀ در یکسانی مماس دارای صورتی در p نقطۀ از
(ξ′(0)(1) نماد با یا (و ξ′(0) نماد با ،E در برداری عنوان به را p در ξ بر مماس ریاضی، بیان به باشند.

می�دهیم. نشان
هم�ارزی دسته�های جز چیزی موضوع، این و نمود؛ قلمداد p در U به مماس فضای را E می�توان پس
p نقطۀ در همانند مشتق دارای هم�ارزی رابطۀ به نسبت p از گذرنده تحلیلی منحنی�های همۀ مجموعۀ از

نمی�باشد. بودن
مجموعۀ نمایشگر C(M) کنید فرض است. E بر شده مدل تحلیلی منیفلد یک M که کنیم فرض حال
صدق ξ(0) = p شرط در که است M بتوی 0 ∈ R از باز همسایگی یک از ξ تحلیلی نگاشت�های همۀ
را مشکل این می�توان 0 در φ−1

α ◦ ξ مشتق گرفتن نظر در با اما است، نشده تعریف ξ مشتق می�کنند.
صورت به C(M) بر هم�ارزی رابطه�ای می�باشد. p حول چارت یک φα که نمود، )حل
φ−1
α ξ

)′
(0) =

(
φ−1
α η

)′
(0) اگر تنها و اگر ξ ∼ η (١٠.١ )

آور یاد (و است ξ با هم�ارز منحنی�های همۀ شامل دستۀ نمایشگر [[ξ]]p کنیم فرض می�کنیم. تعریف
این در کنند، صدق (١٠.١ ) رابطۀ در بخصوص چارت یک به نسبت مفروض منحنی دو اگر که می�شویم
مماس فضای نمود)؛ خواهند صدق رابطه این در نیز باشد 0 حول که دیگری چارت هر به نسبت صورت

می�کنیم. تعریف هم�ارزی دسته�های چنین همۀ مجموعۀ صورت به را p در M به
می�گیریم. نظر در p حول φα چارت یک و E در v بردار یک و کرده عمل برعکس

؟
(
φ−1
α η

)′
(0) = v که نمود پیدا طوری Cp(M) در ξ منحنی یک می�توان همواره آیا

می�باشد. 1−B تمرین از قسمتی و است مثبت سؤال این پاسخ
(E بر شده (مدل منیفلد یک به مماس فضای که می�شود استنباط چنین اینجا، در رفته بکار روش از
فضا این می�توان برداشتی، چنین با که دید خواهیم گرفت. یکی می�توان E خود با همیشه را نقطه یک در
روشی می�رسانیم. انجام به بعدی بخش زیر در را کار این گرفت. یکی E خود با منحنی�ها به توجه بدون را
شده آورده 1−F تمرین در که دارد وجود مشتق نگاشت�های عنوان به مماس فضای تعریف برای دیگر

است.

است. M از نقطه�ای p و تحلیلی منیفلدی (M, {φα |α ∈ A}) کنید فرض مماس. فضای ٢.٢.١
هم�ارزی )رابطه�ای

φ−1
β ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v) = w اگر تنها و اگر (φα,v) ∼ (φβ,w) (١١.١ )
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می�کنیم. تعریف می�باشد، E از برداری v و p حول چارت یک φα که ،(φα,v) شکل به زوجهای بر
فضای از کپی یک ،p مفروضحول چارت هر به بسته نمود: تصور می�توان زیر صورت به را روند این
یکی (١١.١ ) هم�ارزی رابطۀ کمک به را الصاقها این از جفت هر سپس و کرده، الصاق p نقطۀ به را E

مستقل چارت انتخاب از که داشت خواهیم p نقطۀ در واحد شیء یک عملا کار، این از پس می�گیریم.
با ایزومورف برداری فضای ساختار دارای طبیعی طور به شیء این که می�شود مشاهده بعلاوه، می�باشد.

می�نامیم. p در M به مماس فضای را مذکور ساختار همراه به شیء این است. E
منحنی�های مورد در (١٠.١ ) در که قبلی مطالب کردن دنبال با را (١١.١ ) تعریف طرح انگیزۀ
ξ به مماس بردار که داشت می�توان را خواسته این داد. توضیح می�توان ξ(0) = p با M بر ξ تحلیلی
می�بایستی اینکه یعنی، p؛ حول φβ یا φα چارت انتخاب به نه و باشد داشته بستگی ξ به تنها p در

!(١١.١ ) به بسته یعنی، باشند. معادل خاص) تعبیری (به
(
φ−1
β

)′
(0) و

(
φ−1
α

)′
(0)

این برای است. هم�ارزی رابطه�ای واقعاً (١١.١ ) رابطه که دهیم نشان باید دهیم ادامه آنکه از قبل
کنیم تحقیق باید منظور

است؛ بازتابی (١

و است؛ تقارنی (٢

است. متعدی (٣

است. بازتابی مذکور رابطۀ بنابراین و (φα,v) ∼ (φβ,w) که است روشن (١ اثبات

نتیجه در و (φα,v) ∼ (φβ,w) کنید فرض (٢ )اثبات
φ−1
β ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v) = w;

باشیم داشته که است بازتابی صورتی در مذکور )رابطۀ
φ−1
α ◦φβ

)′ (
φ−1
β (p)

)
(w) = v.

داریم (٣.١ ) زنجیره�ای قاعدۀ کمک به )اما
φ−1
α ◦φβ

)′ (
φ−1
β (p)

)
(w) =

(
φ−1
α ◦φβ

)′ (
φ−1
β (p)

) [(
φ−1
β ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)

]
=

(
φ−1
α ◦φβ ◦φ−1

β (p)◦φα
)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)

= (Id)′
(
φ−1
α (p)

)
(v)

= v.
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به مذکور رابطۀ بودن تعدی صورت این در (φβ,w) ∼ (φγ,u) و (φα,v) ∼ (φβ,w) اگر (٣ اثبات
معنی به یعنی، می�باشد. (φα,v) ∼ (φγ,u) )معنی

φ−1
γ ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v) = u

نمود: افبات می�توان زنجیره�ای قاعدۀ کمک به را رابطه )این
φ−1
γ ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v) =

(
φ−1
γ ◦φβ

)′ (
φ−1
β (p)◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)

=
(
φ−1
γ ◦φβ

)′ (
φ−1
β (p)

) (
φ−1
β ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)

=
(
φ−1
γ ◦φβ

)′ (
φ−1
β (p)

)
(w)

= u.

می�دهیم. نشان [φ,v]p نماد با را p در (φ,v) شامل هم�ارزی کلاس
می�دهد. برداری فضای تشکیل زیر، شرح به اعمال با هم�ارزی، کلاسهای چنین همۀ مجموعۀ

(1) λ[φα,v]p = [φα,λv]p

(2) [φα,v]p+ [φβ,w]p =
[
φβ,

(
φ−1
β ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)+w

]
p

عنوان به را امر این هستند. خوش-تعریف عمل دو این که گردد تحقیقی می�بایستی کار تکمیل (برای
می�سپاریم.) خواننده به 1−B تمرین

در شده تعریف جبری ساختار همراه به (١١.١ ) رابطۀ به نسبت هم�ارزی کلاسهای همۀ مجموعۀ تعریف.
می�نامیم. p در M به مماس فضای و داده نشان Tp(M) نماد با را بالا

بخصوص کپی یک M از نقطه هر به عملا چون می�باشد. ایزومورف E با ساختار این که است روشن
و Tp(M) آیا آنگاه باشند، M از متفاوت نقطۀ دو q و p اگر که پرسش این می�دهیم، نسبت را E از

ندارد. طرح برای محلی خیر، یا دارند مشترکاتی Tq(M)

کلاف است. M از نقطه�ای p و تحلیلی منیفلدی (M, {φα |α ∈ A}) کنید فرض مماس. کلاف ٣.٢.١
تعریف می�کند) حرکت M در p (که Tp(M) مماس فضاهای (مجزای) اجتماع صورت به را M مماسبه
یک طبیعی طور به می�توان همواره که می�دهد نشان بعدی گزارۀ می�دهیم. نشان T (M) نماد با و نموده
همراه به T (M) که نمود تعریف طوری T (M) بر تحلیلی اطلس یک نیز و هاوسدورف توپولوژیک ساختار
T (M) که است این بر فرض همواره ادامه در شود. بدل E ×E بر شده مدل تحلیلی منیفلد یک به آنها
طبیعی تصویر بنام π([φα,v]p) = p ضابطۀ با π : T (M)→ M نگاشتی دارد. را اضافی ساختار این

می�کنیم تعریف α ∈ A هر به نظیر می�کنیم. تعریف

τα : Uα×E→ π−1(Vα) τα(u,v) = [φα,v]φα(u)

کنیم فرض است. T (M) با برابر آنها همۀ برد اجتماع و هستند سویی دو ها τα از یک هر که شود توجه
اینکه یعنی دارند، اشتراک τβ و τα برد و α,β ∈ A که

π−1(Vα)∩π−1(Vβ) , ∅
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به (u,v) کنیم فرض .Vα∩Vβ , /# که می�گیریم نتیجه π−1(Vα)∩π−1(Vβ) = π−1(Vα∩Vβ) چون
صورت این در دارد، تعلق π−1

α

(
π−1(Vα)∩π−1(Vβ)

)
τ−1
β ◦τα(u,v) = τ−1

β

([
φα,v

]
φα(u)

)
= τ−1

β

([
φβ,

(
φ−1
β ◦φα

)′
(u)(v)

]
φα

((
φ−1
β ◦φα

)
(u)

))
=

((
φ−1
β ◦φα

)
(u),

(
φ−1
β ◦φα

)′
(u)(v)

)
بعلاوه،

τ−1
α

(
π−1(Vα)∩π−1(Vβ)

)
=

(
τ−1
α ◦π−1

)
(Vα∩Vβ)

= φ−1
α (Vα∩Vβ)×E

بر φ−1
β ◦ φα بودن تحلیلی از .τ−1

α

(
π−1(Vα)∩π−1(Vβ)

)
بر τ−1

β ◦ τα بودن تحلیلی بنابراین، و
می�شود. نتیجه φ−1

α (Vα∩Vβ)
زیر بر U ،A در α (که τα(U ×V) باز مجموعه�های همۀ گردایۀ که نمود تحقیقی می�توان بسادگی
توپولوژی فضای یک تشکیل می�کند) Eتغییر در باز مجموعه�های زیر بر V و Uα در باز مجموعه�های
که داده�ایم نشان ترتیب این به و ... شود مراجعه 1−E تمرین به ... و می�دهند T (M) بر هاوسدورف

است. E×E بر شده مدل تحلیلی منیفلد یک (T (M), {τα |α ∈ A}) گزاره.

چگونه که داد نشان می�توان آن کمک به و نامیده T (M) بدیهی�سازی چارتهای را τα چارتهای تعریف.
گرفت. یکی می�توان Uα×E با را Vα بر مماس کلاف

تحلیلی منیفلدهای بین تحلیلی نگاشتی f : M → N اگر مشتق). (نگاشت تعریف ۴.٢.١
f∗,p : Tp(M)→ T f (p)(N) خطی نگاشتی صورت این در باشد، p ∈ M و (N, {ψβ}) و (M, {φα})

ضابطۀ با

f∗,p : [φα,v]p 7→
[
ψβ,

(
ψ−1
β ◦ f ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)

]
f (p)

می�کنیم. تعریف p در f مشتق نگاشت بنام
آنگاه ،(φα,v) ∼p (φγ,w) اگر که دهیم نشان باید تابع این خوش-تعریفی مشاهدۀ )برای

ψβ,
(
ψ−1
β ◦ f ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

)
(v)

)
∼ f (p)

(
ψδ,

(
ψ−1
δ ◦ f ◦φγ

)′ (
φ−1
γ (p)

)
(w)

)
هم�ارزی (١١.١ ) تعریف مورد در مشتق زنجیره�ای قاعدۀ از استفاده بار دو با و سادگی به را مطلب این که

نمود. اثبات می�توان
با f∗ : T (M)→ T (N) برداری کلافهای بین نگاشتی کند، تغییر M بر می�تواند p اینکه فرض با

می�رسیم. Tp(M) بر f∗ = f∗,p که ضابطه این
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تحلیلی منیفلدهای P و N ،M و تحلیلی�اند نگاشت دو g : N→ P و f : M→ N کنیم فرض قضیه.
بنابراین و (g◦ f )∗,p = g∗, f (p) ◦ f∗,p داریم مشتق زنجیره�ای قاعدۀ کمک به صورت این در هستند.

(g◦ f )∗ = g∗ ◦ f∗ (١٢.١ )

است. لازم ایمرشن نیز و رتبه مفهوم طرح بعدی استفاده�های برای بعدی حکم

تحلیلی منیفلدهای N و M که باشد، تحلیلی نگاشتی f : M → N اگر (رتبه). تعریف ۵.٢.١
می�کنیم. تعریف T f (p)(N) در f∗,p تصویر بعد با برابر را p در f رتبۀ صورت این در هستند،

صورت این در دهیم، نشان Im( f∗,p) و Ker( f∗,p) با بترتیب را f∗,p تصویر و هسته چنانچه لم

dim(M) = dim
(
Ker( f∗,p)

)
+dim

(
Im( f∗,p)

)
.

کوتاه دقیق دنبالۀ هر که می�گویدد حکم این که گفت می�توان بالاتر، دیدگاهی از است. مقدماتی 2برهان: می�شود. تجزیه متناهی بعد با برداری فضاهای از

است. dim(N) و dim(M) مینیموم با برابر اکثر حد p در f : M→ N رتبۀ نتیجه.

رتبۀ که گوئیم ایمرشن صورتی در را f : M→ N مفروض تحلیلی نگاشت (ایمرشن). تعریف ۶.٢.١
هر ازای به که است f تحلیلی نگاشتی ایمرشن دیگر، بیان به باشد. M بعد با برابر M نقاط کلیۀ در آن

است. یک-به-یک f∗,p ای p ∈ M

برداری میدان ٣.١ بخش

شده مدل تحلیلی منیفلد یک (M, {φα : α ∈ A}) که است این بر فرض بخش این سراسر در قرارداد.
است. E متناهی بعد با برداری فضای بر

ای p ∈ M هر ازای به که گوپیم برداری میدان را T (M) به M از X نگاشت صورتی در تعریف.
سخن می�توان تحلیلی برداری میدانهای مورد در تحلیلی�اند، منیفلد T (M) و M چون .π(X(p)) = p

گفت.

در M به Tp(M) مماس فضای ابتدا که است این برداری میدان تجسم برای رایج روش یک یادداشت.
تارهای چنین همۀ کلافشامل صورت به را T (M) و نموده تلقی p نقطۀ از کرده رشد تار صورت به را p
می�توان روشی عنوان به را برداری میدان تصویر، این در می�کند. تغییر M بر p که بگیریم نظر در p در
برشی برداری میدان دیگر، بیان به می�دهد. نسبت را p در تار از عضوی p ∈ M عضو هر به که نمود تصور

می�باشد. مماس کلاف از
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کلی مفهوم از بخصوص نمونه�ای مماس کلاف زیرا نموده�ایم استفاده بجا کلاف و تار اصطلاحات از
برای و کنید، مراجعه استنرود[۵٧] به اشیاء گونه این عمومی نظریۀ مشاهدۀ برای می�باشد. تاری کلاف

کنید.) مراجعه [۴١] لانگ یا و [؟] الز به نامتناهی بعد با منیفدهای در آن کاربردهای ملاحظۀ
همۀ مجموعۀ بر جبری ساختار یک نیز و برداری فضای ساختار بر می�توان که می�دهیم نشان حال

نمود. تعریف M بر برداری میدانهای

M بر تحلیلی برداری میدان دو Y و X اگر برداری. میدانهای بر برداری فضای ساختار ١.٣.١
عملگرهای کمک به ترتیب به را X+Y و λX صورت این در ،λ ∈ R و باشند

λX : p 7→ λX(p) و X+Y : p 7→ X(p)+Y(p)

در نمود. محاسبه می�توان (١١.١ ) در شده تعریف جبری اعمال کمک به را آنها تصویر که می�کنیم، تعریف
برداری�اند. میدانهای X+Y و λX صورت این

حاصلضرب نمودن تعریف برای معادل روش چندین برداری. میدانهای بر جبری ساختار ٢.٣.١
استفاده است، مستقیم اما پرزحمت حدودی تا که روشی از ما دارد. وجود تحلیلی برداری میدان دو لی
تصویر نگاشت ای α ∈ A هر ازای به است. روشن�تر مفهوم این طرح انگیزۀ روش این در می�کنیم؛

می�کنیم. تعریف ρα[φα,w]p) = w ضابطۀ با را ρα : Tp(M)→ E

[X,Y] : M→ T (M) آنها حاصلضرب باشند، M بر تحلیلی برداری میدان دو Y و X اگر تعریف.
صورت به را

[X,Y](p) :=
[
φα , (ρα ◦Y ◦φα)′ (v) ((ρα ◦X ◦φα) (v))

− (ρα ◦X ◦φα)′ (v) ((ρα ◦Y ◦φα) (v))
]

.v = φ−1
α (p) که می�کنیم، تعریف

که دهیم نشان بایستی یادداشت.
و است، مستقل φα بخصوص چارت انتخاب از نگاشت این (١)

است. تحلیلی نگاشت این (٢)

کنیم ثابت داریم نیاز صورت این در ،φα(v) = φβ(w) = p کنیم فرض (١ اثبات

[X,Y](p) =
[
φα , (ρα ◦Y ◦φα)′ (v) ((ρα ◦X ◦φα) (v))

− (ρα ◦X ◦φα)′ (v) ((ρα ◦Y ◦φα) (v))
]

و

[X,Y](p) =
[
φβ ,

(
ρβ ◦Y ◦φβ

)′
(v)

((
ρβ ◦X ◦φβ

)
(v)

)
−
(
ρβ ◦X ◦φβ

)′
(v)

((
ρβ ◦Y ◦φβ

)
(v)

) ]
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اینکه یعنی )هم�ارزند.
φ−1
β ◦φα

)′ (
φ−1
α (p)

) {
(ρα ◦Y ◦φα)′ (v) ((ρα ◦X ◦φα) (v))

− (ρα ◦X ◦φα)′ (v) ((ρα ◦Y ◦φα) (v))
}
=

=
(
ρβ ◦Y ◦φβ

)′
(v)

((
ρβ ◦X ◦φβ

)
(v)

)
−

(
ρβ ◦X ◦φβ

)′
(v)

((
ρβ ◦Y ◦φβ

)
(v)

)
که می�شود مشاهده سادگی به و v =

(
φ−1
α ◦φβ

)
(w) اما

ρα =
(
φ−1
α ◦φβ

)′
(w)ρβ

عملگر ؟ زیرا می�خواستیم، که است چیزی همان که ؟ از است عبارت بالا تساوی چپ سمت بنابراین و
است. همانی

بودن تحلیلی که است کافی ،p نقطۀ در [X,Y] بودن تحلیلی تحقیق برای ٩.١.١ بنابه (٢ اثبات

v 7→
(
τ−1
α ◦ [X,Y]◦φα

)
(v)

نگاشت که است معنی این به p در X بودن تحلیلی فرض کنیم. بررسی v = φ−1
α (p) در را

v 7→
(
τ−1
α ◦X ◦φα

)
(v) =

(
v,ρα ◦X ◦φα(v)

)
تعریف بنابه حال داریم. Y خصوص در نیز مشابهی حکم و است، تحلیلی φ−1

α (p) )در
τ−1
α ◦ [X,Y]◦φα

)
(v) =

(
(ρα ◦Y ◦φα)′(v)◦ (ρα ◦X ◦φα)′(v)− · · ·

)
که واقعیت این و Y و X بودن تحلیلی از ([X,Y] لذا (و τ−1

α ◦ [X,Y] ◦φα بودن تحلیلی نتیجه در و
تحلیلی نقطه آن در نیز x 7→ g′(x) f (x) تابع آنگاه باشند، تحلیلی a ∈ E در f ,g : E→ E توابع اگر

می�گردد. استنتاج است،

{Id} همواری بدیهی اطلس می�توان همواره صورت این در باشد، E از باز مجموعه�ای زیر M اگر مثال
کنیم، خودداری i ذکر از اگر بعلاوه، گرفت. یکی را ρi[Id,v]p و v می�توان ابهامی هیچ بی و یافت آن بر

ساده�تر شکل به را Y و X هموار برداری میدانهای کروشه�ای حاصلضرب

[X,Y](p) = Y ′(p)X(p)−X′(p)Y(p)

زیرمجموعه�های با موضعاً T (M) و M منیفلد دو هر اینکه به توجه با و کلی حالت به بازگشت با
را (١٣.١ ) فرمول که است منطقی صورت این در همیومورفند، متناهی بعد با برداری فضاهای از بازی

دانست. [X,Y] موضعی بیان
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ی Vα یک بر تحلیلی و حقیقی مقدار با توابع همۀ مجموعۀ نمایشگر Fα کنید فرض مشتق. ٣.٣.١
مفروض تحلیلی برداری میدان هر ازای به است. تحلیلی منیفلدی (M, {φα |α ∈ A}) که است، بخصوص

را X̃ : Fα→Fα خطی عملگر ،X

X̃ f : p 7→ ρ◦ f∗,p ◦X(p) p ∈ Vα (١٣.١ )

ρ
(
[i,w] f (p)

)
= ضابطۀ با برویRو T f (p)(R) از طبیعی تصویر نگاشت ρ= ρ( f , p) که تعریفمی�کنیم،

بنابراین و گرفت، یکی می�توان را R و T f (p)(R) ویژه به است. w

X̃ f (p) =
(

f∗,p ◦X
)
(p) p ∈ Vα, f ∈ Fα (١۴.١ )

کانونی شکل به Tp(M) با Tp(Vα) طرفی از و است، Tp(Vα) برابر f∗,p دامنۀ دقیق�تر، بیان (به
می�باشد.) ایزومورف

در f امتدادی مشتق X̃ f (p) است؛ امتدادی مشتق کلاسیک مفهوم تجرید در تعریف این پشت ایدۀ
است. X(p) مماس بردار به نسبت p
رابطۀ در X̃ عملگر که است روش

X̃( f g)(p) = f (p)(X̃g)(p)+g(p)(X̃ f )(p), p ∈ Vα, f ,g ∈ Fα

(مشتقات می�نامند. مشتق یک را کند صدق (١۵.١ ) رابطۀ در که Fα بر خطی عملگر هر دارد. صدق
است.) شده تعریف 1−E تمرین در موضعی

صورت این در باشند، M تحلیلی منیفلد بر تحلیلی برداری میدان دو Y و X اگر قضیه

[̃X,Y] = X̃Ỹ − Ỹ X̃.

شکل به را X̃ f (p) آنگاه باشند، لی مشتق تعریف در مثل v و ρα ،φα اگر برهان:

( fφα)′ (v) (ρα ◦X ◦φα(v)) = e◦ (( fφα)′ ,ρα ◦X ◦φα
)
(v)

X̃(Ỹ f )(p) بنابراین Rاست. بتوی Hom(E,R)×E از کانونی مقدار تعیین نگاشت e که نوشت می�توان
صورت به موضعی شکل به را

X̃(Ỹ f )(p) =
[
e◦ (( fφα)′ ,ρα ◦X ◦φα

)]′ (v) ((ρα ◦X ◦φα) (v))

θ : E1×E2→ F اگر بعلاوه و باشند متناهی بعد با برداری فضاهای F و E ،E2 ،E1 اگر نوشت. می�توان
باز E در U که باشند، دیفرانسیل�پذیر x ∈ U در h : U → E2 و g : U → E1 و خطی دو نگاشتی
هر ازای به بعلاوه و است دیفرانسیل�پذیر x در نیز P = θ(g,h) : U → F تابع صورت این در است،

ای u ∈ E

P′(x)(u) = P(g′(x)u,h(x))+P(g(x),h′(x)u) (١۵.١ )
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که می�گیریم نتیجه ،(١۵.١ ) در (١۵.١ ) بکارگیری با

X̃(Ỹ)(p) = ( fφα)′′ (v) ((ρα ◦X ◦φα) (v)) ((ρα ◦Y ◦φα) (v))

+ ( fφα)′ (v) ((ρα ◦Y ◦φα) , (v)) ((ρα ◦X ◦φα) (v))

X̃(Ỹ f )(p)− موضعی بیان که می�گیریم نتیجه و نموده استفاده (1−A (تمرین دوم مشتق تقارن از اکنون
2 است. [̃X,Y] f (p) برای بیان همان دقیقاً Ỹ(X̃ f )(p)

هر ازای بع بعلاوه و است خطی دو تحلیلی برداری میدانهای همۀ مجموعۀ بر لی ضرب نتیجه. ۴.٣.١
روابط در Z و Y ،X دلخواه تحلیلی برداری میدان سه

(1) [X,X] = 0,
(2) [X, [Y,Z]]+ [Y, [Z,X]]+ [Z, [X,Y]] = 0,

می�کند. صدق

و (١) شرایط در صادق خطی دو عمل یک همراه به حقیقی برداری فضای یک لی) (جبر تعریف
می�نامند، متقارن پاد را (١) شرط در صادق خطی دو (ضرب می�نامند. لی جبر را بالا در مشروح (٢)
که می�گردد نتیجه ضرب بودن خطی دو و (١) از است. موسوم ژاکوبی اتحاد به (٢) رابطۀ بعلاوه و

(.[X,Y] = −[Y,X]

یک تشکیل لی ضرب همراه به تحلیلی برداری میدانهای همۀ مجموعۀ که می�دارد اذعان ۴.٣.١ نتیجۀ
معلوم ما بر سرعت به که می�کنیم مشاهده و پرداخته لی گروه�های مطالعۀ به بعدی فصل در می�دهد. لی جبر
در را خود زمینه�ای گروه از وسیعی اطلعات که دارد وجود لی جبر این از بخصوص جبری زیر که می�گردد
به گروه�های مطالعۀ عملا که نمود خواهیم مشاهده و نامیده زمینه لی گروه لی جبر را جبر زیر این دارد. بر

هستند. متناهی بعد با آنها همۀ البته که می�انجامد، آنها به نظیر لی جبرهای مطالعۀ
همۀ gl(E) فضای صورت این در است. حقیقی و متناهی بعد با برداری فضای یک E کنید فرض

ضرب با همراه E خطی اندومورفیسم�های

[X,Y] = XY −YX.

است. لی گروه یک از عالی نمونه�ای

نمود. اقامه می�توان مشتق�ها خواص کمک به یا و لی ضرب تعریف از مستقیماً را اثبات :۴.٣.١ اثبات
است: توجه شایان نیز حکم این خود ابته که است بعدی قضیۀ از بلافصل نتیجه�ای حکم این واقع در

.Vα بر X = 0 آنگاه ،X̃ f = 0 ای f ∈ Fα هر ازای به اگر حکم
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چنان ℓ : E→ R خطی تابعک یک نتیجتاً .v , 0 یعنی ،X(p) = [φα,v]p , 0 کنیم فرض برهان:
تحلیلی f صورت این در می�کنیم؛ تعریف f = ℓ ◦φ−1

α صورت به Vα بر را f .ℓ(v) , 0 که دارد وجود
بعلاوه است. Fα از عضوی بنابراین و است

( fφα)′
(
φ−1
α (p)

)
(v) = ℓ′

(
φ−1
α (p)

)
(v) = ℓ(v)

بنابراین

(X̃ f )(p) = f∗,p[φα,v]p =
[
i, ( fφα)′

(
φ−1
α (p)

)
(v)

]
f (p)
= [i, ℓ(v)] , 0

2 است. تکمیل اثبات و

یادداشتها ٣.١ بخش

دارد. وجود هموار منیفلد مفهوم طبیعی تعمیم برای سبک دو

و φα که کنیم، اعمال را محدودیتهایی φ−1
β ◦ φα نگاشتهای بر که است این کلاسیک روش (١)

همۀ که است Cp−منیفلد یک (M, {φα : α ∈ A}) منیفلد می�گوئیم صورتی در ،مثلا چارت�اند. φβ

که هنگامی البته، باشند. φ−1
α (Vα∩Vβ) باز مجموعۀ بر ام p مرتبۀ مشتتق دارای φ−1

β ◦φα نگاشتهای
(البته باشد نیز فشرده لی گروه همزمان که منیفلدی هر که می�کنیم مشاهده داریم، کار فشرده لی گروه�های با
می�باشند. تحلیلی نیز آن گروهی اعمال و است تحلیلی منیفلدی سازگار) منیفلدی و گروهی ساختار با
جزئیات نمی�کنیم. اثبات اینجا در را آن ولی است، صحیح نیز فشرده موضعاً گروه�های برای امر این (البته
مفهوم تعمیم گونه هر بنابراین کنید.) ملاحظه می�توانید ششم فصل انتهای در یادداشتهای در را بیشتر
صورت دیفرانسیل�پذیری شرایط نمودن محدود با و آن زمینه�ای منیفلد مفهوم تعمیم ناحیۀ از که لی گروه
گردید، اثبات فصل این در که تحلیلی منیفلدهای مورد در احکام جملۀ است. واقعی غیر کاملا می�گیرد،
برای آنها همۀ آنها، در لازم تغییرات کمی انجام با بعلاوه، می�باشند. صحیح نیز هموار منیفلدهای مورد در

می�باشند. صحیح نیز Cp−منیفلدها

مدل شد، اشاره آن به نیز فصل این در که طوری همان هموار، منیفلد مفهوم تعمیم در دوم روش (٢)
منیفلد، تعریف در (اگر می�باشد. فرشه) فضاهای حتی، یا (و نامتناهی بعد با باناخ فضاهای بر آن نمودن
از متناهی بعد با برداری فضای بجای آمد فصل این ابتدای در که تحلیلی منیفلد یا و هموار منیفلد
موضوع بود.) خواهد معنی با همچنان تعریف صورت این در شود، استفاده نامتناهی بعد با باناخ فضای
از بسیاری و است، گذشته سال ده در تحقیقاتی مباحث رونق�ترین پر از یکی نامتناهی بعد با منیفلدهای
در مبسوطی مطالب [٢١] الس توصیفی مقالۀ در مثال، عنوان به رسیده�اند. اثبات به مورد این در احکام
قبلا که نمود مشاهده را احکامی از بسیاری [۴١] لانگ کتاب در می�توان بعلاوه یافت. خواهید مورد این
مورد در تمام زیبایی به که حالی در هستند، صحیح متناهی بعد با منیفلدهای خصوص در تنها می�شد تصور

می�باشند. اثبات قابل نامتناهی بعد با باناخ فضاهای بر شده مدل منیفلدهای
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فشرده (موضعاً) لی گروه�های مطالعۀ به تا می�خواهیم و می�پردازیم، مسأله ما که دیدگاهی از البته،
آن امر این دلیل ندارد. همراه به جدیدی پیامد گونه هیچ باناخی فضاهای چنین با کردن کار بپردازیم،
در کنیم، اعمال باناخ فضای بر شده مدل منیفلد یک بر را بودن فشرده موضعاً شرط بتوانیم اگر که است
این بودن فشرده موضعاً فرض از زیر باشد. متناهی بعد با زمینه باناخ فضای که بایستی می صورت این
نگاشت یک چارتی هر چون و است، فشرده بستار با همسایگی یک دارای نقطه�ای هر می�گردد نتیجه طور
همسایگی یک در E زمینه باناخ فضای از نقطه هر بایستی که می�گیریم نتیجه می�باشد، همیومورفیسم
شود) مراجعه [١٩] ادوارد از ۶۵ صفحۀ (به ریس قضیۀ از می�توان حال باشد. داشته قرار نسبی فشردۀ

است. متناهی بعد با E لزوماً که گرفت نتیجه و نموده استفاده
لی گروه�های به پرداختن عدم و بودن فشرده موضعاً فرض پیش کردن اعمال برای دلیلی هیچ البته
بعد با لی گروه�های خصوص در احکام از بسیاری که است شده مشخص واقع در نداریم. نامتناهی بعد با
مقالۀ از سوم بخش ،[۴١] لانگ کتاب ۴ فصل از ۵ بخش (به برقرارند. نیز کلی�تر حالت مورد در متناهی
به پرداختن برای جذابیت همه این وجود با شود.) مراجعه مقاله این در شده آورده مراجع یا و [٢١] الس

نمی�دهد. را آنها به پرداختن اجازۀ کتاب این مقدورات تعمیم�ها، گونه این
مورد متناهی نا بعد با منیفلدهای به پرداختن از قبل باید که دیگری نکتۀ بودن، فشرده موضعاً سوای
فضای از باز مجموعۀ زیر یک جز چیزی را منیفلد ما موارد از بسیاری در که است این باشیم داشته توجه
مطرح ایمرشنهای از بخصوصی نوع از که است کافی موقیتها، این از بسیاری توجیه برای نمی�دانیم. آن مدل
به (نسبت که گوئیم نشاننده صورتی در را f : M→ N ایمرشن کنیم. استفاده ۶.٢.١ بخش زیر در شده
تحلیلی�اند، نشاننده�ها و ایمرشنها همۀ ما بحث در باشد. بردش بروی همیومورفیسمی القائی) توپولوژی
تا می�خواهیم که هنگامی ،عملا) گفت. سخن Cp−نشاننده�ها یا و Cp−ایمرشنها از که است روشن اما
در تغییرات کمی بایستی بپردازیم، نامتناهی بعد با منیفلدهای حالت در نشاننده یا و ایمرشن مفهوم با

شود.) توجه [۴١] لانگ کتاب از ٢٧ صفحۀ از ٢ گزارۀ نیز و ٢۵ صفحۀ به ... بدهیم صورت موضوع
کنید فرض است. ٢ شودر پایۀ یک دارای نیز و نامتناهی بعد با هموار باناخ فضای یک E کنید فرض
نشان [٢٢] الورتی و الس است. شده مدل E بر که است تفکیک�پذیر و متریک�پذیر هموار، منیفلدی M
مجموعه�ای زیر بروی M از هموار نشانندۀ یک صورت این در باشد، بدیهی M مماس کلاف اگر که داده�اند
است بدیهی مماس کلاف دارای وقتی تنها و وقتی E فضای بر شده مدل M (منیفلد دارد. وجود E از باز
که می�دانیم مثلا زیرا نیست، کننده محدود چندان شرطی چنین البته، است. هم�ارز M×E با T (M) که
،(1< p<∞) با Lp[0,1] یا و ((1≤ p<∞) با ℓp نظیر هیلبرت، فضایی بر شده مدل منیفلدهای همۀ
و [١۶] دودی و دیکسمیر در را ارتباط این در حکم چندین و حکم این هستند. بدیهی مماس کلاف دارای
را C0−نشاننده�ها خصوص در مشابهی حکم [٢٩] هندرسون نمود.) مشاهده می�توان [۴٧] میتیاگینی نیز
با فرشۀ فضای یک بر شده مدل و متریک�پذیر تفکیک�پذیر، C0−منیفلد یک M کنید فرض می�کند: ثابت
است. F از باز مجموعه�ای زیر بروی C0−نشاننده یک دارای M صورت این در است؛ F نامتناهی بعد

تمرینات ۴.١ بخش

Schauder basis٢
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معادل شده�اند، مطرح (٢.١ ) و (١.١ ) فرمولهای در که مشتق تعریف دو که دهید نشان (١) (1−A
می�باشند.

که دارد وجود Hom(E,F) از عضو یک تنها آنگاه باشد، دیفرانسیل�پذیر f اگر که دهید نشان (٢)
می�کند. صدق (١.١ ) در

کنید. تحقیقی را (٣.١ ) فرمول (٣)
این در می�باشد، دیفرانسیل�پذیر بار دو که باشد F بتوی U ⊆ E باز مجموعۀ زیر یک از نگاشتی (۴)

ای x ∈ U هر ازای به صورت
f ′′(x) ∈ Hom(E,Hom(E,F)) = Hom2(E×E,F)

f ′′(x)(u)(v) = داریم F در ای u,v ∈ E هر ازای به یعنی، است، متقارن f ′′(x) که دهید نشان
. f ′′(x)(v)(u)

اختیار در آنها از کدام هر برای پایه�ای و باشند متناهی بعد با برداری فضای دو F و E اگر (۵)
f (x1, · · · , xn) = شکل به پایه�ها این اساس بر را ای f : E → F تابع هر صورت این در باشد،
نگاشت این نمایش ماتریش که دهید نشان داد. نمایش می�توان ( f1(x1, · · · , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn))

از است ]عبارت
∂ fi
∂x j

(x)
]

; i = 1, · · ·m, j = 1, · · · ,n

این در ،p حول چارتی φα و باشد E بر شده مدل M تحلیلی منیفلد از نقطه�ای p اگر (١) (1−B
.
(
φ−1
α ξ

)′
(0) = v که دارد وجود ای ξ ∈ Cp(M) مفروض، v ∈ E هر ازای به که دهید نشان صورت

،مثلا) خوش-تعریفند. Tp(M) بر (١.٢.٢) بخش زیر در شده تعریف خطی اعمال که هید نشان (٢)
درخصوص نیز مشابهی حکم .(φα,λv) ∼p

(
φβ,λw

)
آنگاه ،(φα,v) ∼p

(
φβ,w

)
که دهید نشان اگر

دهید.) نشان جمع عمل
تحلیلی منیفلد بتوی (M, {φα |α ∈ A}) تحلیلی منیفلد از تحلیلی نگاشتی f کنید فرض (٣)
با را f#,p نگاشت p ∈M هر ازای به ،۴.٢.١ بخش زیر در نمادگذاری کمک به است. (N, {ψβ |β ∈ B})
نشان سپس و f#,p[φα,v]p[ψβ,w] f (p) فرضکنید می�کنیم. تعریف f#,p[[ξ]]p = [[ f ◦ξ]] f (p) ضابطۀ
نگاشتهای که بگیرید نتیجه سپس، .

(
ψ−1
β ◦ f ◦ ξ

)′
(0) = w آنگاه ،

(
φ−1
α ◦ ξ

)′
(0) = v اگر که دهید

یکی�اند. عملا f#,p و f∗,p

هاوسدورف توپولوژی یکفضای M و متناهی�اند بعد با بردار فضاهای F و E فرضکنید (١) (1−C
(این .dim(E)= dim(F) که دهید نشان است. F و E بترتیب فضاهای بر شده مدل اطلس دو همراه به
.dim(E) = dim(F) که همیومورفند F و E وقتی تنها و وقتی که می�گردد استنتاج حکم این از مطلب

یافت.) می�توان [١٧] دوگونجی کتاب از XVI ،۶.٣ بخش در را حکم این اثبات
خودش ،M از القایی توپولوژی همراه به که است M از مجموعه�ای زیر N و منیفلد M کنید فرض (٢)
.dim(M) = dim(N) که است باز M در N وقتی تنها و وقتی که دهید نشان است. منیفلد یک نیز

بگیرید.) فرض را (١) قسمت (برقراری
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از باز مجموعه�ای زیر U و متناهی�اند بعد با برداری فضاهای F و E کنید فرض تیلر فرمول (1−D
[0,1] در های t همۀ ازای به و y ∈ E ،x ∈U است، هموار تابعی f : U→ F کنید فرض می�باشد. E

که دهید نشان باشد، (y,y, · · · ,y) m−تایی نمایشگر y(m) اینکه فرض با .x+ ty ∈ U ای

f (x+ y) = f (x)+ f ′(x)y+
1
2!

f ′′(x)y(2)+ · · ·+ 1
(n−1)!

f (n−1)(x)y(y)+Rn

آن در که

Rn =

(∫ 1

0

(1− t)n−1

(n−1)!
f (n)(x+ ty) dt

)
y(n)

است، F بر خطی تابعک یک µ که ،[0,1] بر t 7→ (µ ◦ f )(x+ ty) تابع گرفتن درنظر با (راهنمایی:
کنید.) تبدیل کلاسیک حالت به را مسأله

ازای به و ، است تهی غیر مجموعه�ای X متناهی، بعد با برداری فضای یک E کنید فرض (1−E
از Uα باز مجموعه�ای زیر از سویی دو نگاشتی φα : Uα→ Vα ،A مفروض مجموعۀ یک در ی α هر
هر اگر و شود، M برابر ها Vα اجتماع اگر که دهید نشان است. M از Vα مجموعه�ای زیر بروی E
ساختار یک صورت این در باشد، تحلیلی) (بترتیب، پیوسته φα(Vα∩Vβ) بر φ−1

β φα نگاشتهای از یک
(بترتیب، منیفلد (M, {φα |α ∈ A}) که گونه�ای به دارد وجود M بر بفرد منحصر هاوسدورف توپولوژی

است. تحلیلی) منیفلد

همۀ برداری فضای Fα و p ∈ Vα است، تحلیلی منیفلدی (M, {φα |α ∈ A}) کنید فرض (1−F
نگاشتی p در موضعی مشتق یک از منظور تعریف بنابه باشد. Vα بر تحلیلی و حقیقی مقدار با توابع

شرط در که است δ : Fα→ R چون خطی

δ( f ◦g) = f (p)δ(g)+g(p)δ( f )

که دهید نشان صورت این در می�کند. صدق
ضابطۀ با p در δ موضعی مشتق یک تعریف باعث [φα,v]p ∈ Tp(M) عضو هر (١)

δ : f 7→ ρ◦ f∗,p
(
[i,w] f (p)

)
= w, f ∈ Fα

ρ = ρ◦ f∗,p
(
[i,w] f (p)

)
= w ضابطۀ با R بتوی T f (p)(R) از طبیعی تصویر ρ = ρ( f , p) که می�گردد،

می�باشد.
می�گردد. تولید Tp(M) از عنصری توسط و بالا روش به p در موضعی مشتق هر (٢)

(M, {φα |α ∈ بترتیب اطلس با تحلیلی منیفلدهایی N و M کنید فرض حاصلضرب منیفلد (1−G
{φα×ψβ |α اطلس∋ با را M×N آنها حاصلضرب توپولوژی فضای و هستند (N, {ψβ |β ∈ B}) و A})
به آن همراه به M ×N بنابراین و است، تحلیلی اطلس این که کنید تحقیق می�کنیم. همراه A, β ∈ B}

اینکه: یعنی است؛ عام خاصیت دارای ساختار این بعلاوه و می�شود، تبدیل منیفلدی یک
اند. تحلیل π2 : M×N→ N و π1 : M×N→ M طبیعی تصاویر (١)

و π1 ◦ f که است تحلیلی وقتی تنها و وقتی f : P→ M×N آنگاه باشد، تحلیلی منیفلدی P اگر (٢)
باشند. تحلیلی π2 ◦ f
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تابع دو g و f و است همبند M تحلیلی�اند، منیفلد دو N و M کنید فرض تحلیلی الصاق (1−H
بر g و f که باشد داشته وجود M از تهی غیر و باز مجموعه�ای زیر اگر هستند. M بتوی M از تحلیلی
به موسوم کلاسیک حکم مسأله این (راهنمایی: برابرند. هم با M کل بر g و f صورت این در برابرند، آن
از (٩.۴.٢) زیربخش به می�باش؛ Cn یا و Rn از تهی غیر باز مجموعه�های زیر برای تحلیلی الصاق اصل

شود.) مراجعه [١۵] دیودونن کتاب



٢ فصل

لی جبر و گروه

١-پارامتری، گروه زیر آن، لی جبر (نظیر، آن با توأم اصلی ابزار و لی گروه مفاهیم معرفی فصل این از هدف
توپولوژیکی گروه . . . می�گردد تعریف لی گروه اول بخش در است. آنها میان ارتباط بیان و (. . . و

شوند. تحلیلی گروهی اعمال بین، این در که گردد همراه چنان هموار اطلسی با می�تواند که است
لی جبر بنام آنها، مطالعۀ در بنیادی پسیله�ای طرح به لی، گروه�های از حکم و مثال چندین بیان از پس
همانی�اش عنصر در G به Te(G) مماس فضای صورت این در باشد، لی گروه G اگر می�پردازیم. لی گروه
که لی براکت عمل به نسبت خود که خواهد ایزومورف G بر چپ ناوردای برداری میدانهای همۀ فضای با e
از شده القاء لی ضرب با همراه Te(G) را G لی گروه g لی جبر است. بسته گردید، تعریف قبل فصل در
G ١-پارامتری گروه�های زیر کمک به را g می�کنیم. تعریف آن، بر چپ ناوردای برداری میدانهای فضای
گروه زیر یک برد به g در واقع بردار هر نمود؛ توصیف می�توان بیشتر (G به R از تحلیل (همومورفیسم�های
به مستقیماً احکام این بالعکس. و است، مماس e همانی عنصر در و G از بفرد منحصر ١-پارامتری
θ : R→G وقتی تنها و وقتی که می�گردد اثبات آن پی در و انجامیده exp : g→G نمایی تابع تعریف

باشد. t 7→ exp(tX) شکل به ای X ∈ gیک ازای به که است G ١-پارامتری گروه زیر
بعدی فصول مطالعۀ در مثالها این می�پردازیم. متعامد لی جبر و گروه مبسوط بیان به پایانی بخش در

بود. خواهند مفید و آموزنده بسیار

لی گروه ١.٢ بخش

نموده�ایم، آوری جمع الف ضمیمۀ در را توپولوژی گروه�های اصلی خواص و تعریف اینکه آوری یاد با
گرفت، خواهیم نظر در که توپولوژیکی گروه�های همۀ که کنیم قرارداد تا دارد جا اینجا در می�کنیم. آغاز
نگاشت بترتیب λ : G→ G و µ : G×G→ G و توپولوژی گروهی G که کنید فرض هاوسدورفند.
(به G با سازگار را توپولوژی) فضایی عنوان (به G بر اطلس یک صورت در هستند. وارون و ضرب
به حاصلضرب منیفلد تعریف ملاحظۀ (برای باشند. تحلیلی λ و µ نگاشت دو هر که گوئیم گروه) عنوان

٢۶
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توپولوژی گروه را لی گروه چیزی هر از قبل آن در که لی گروه از زیر تعریف شود.) مراجعه 2− J تمرین
است. مفید ما بعدی مقاصد برای می�کند، تصور

سازگار تحلیل اطلس یک که گوئیم لی گروه صورتی در را مفروض توپولوژی گروه یک تعریف. ١.١.٢
می�کنیم. اعلام لی گروه بعد را زمینه منیفلد بعد بپذیرد.

اطلسهای زیرا نمی�کند، وارد خللی مسأله کلیت در خیر یا و باشد ماکسیمال شده ارائه اطلس اینکه
دید خواهیم ٣.٣.٢ قسمت در بعلاوه، سازگارند. هم با خود سازگار، اطلسهای توسط شده تولید ماکسیمال
تحلیلی اطلسهای همۀ که معنی این به دارد، وجود لی گروه هر بر ماکسیمال تحلیل اطلس یک تنها که
می�کنند. تولید را واحد ماکسیمال و) (سازگار تحلیلی اطلس یک مفروض، توپولوژی گروه یک با سازگار

است. n−بعدی مختلط یا و حقیقی برداری فضای یک نمایشگر E کنید فرض (الف) مثال. ٢.١.٢
یا و باشد حقیقی اعداد مجموعۀ E زمینۀ میدان اینکه به بسته و است جمعی گروهی E صورت این در
اگر شد، مطرح ١.١.١ در که طوری (همان می�باشد. بعدی 2n یا و n لی گروه یک مختلط، اعداد میدان
چارت یک تنها از مرکب اطلسی E صورت این در باشد، n با برابر بعد با و حقیقی E برداری فضای
یک است، مختلط E که حالتی در است. سازگار E بر گروهی ساختار با چارت این بعلاوه و می�پذیرد
است، iF و F مستقیم مجموع از عبارت E که نمود یافت می�توان طوری n−بعدی حقیقی برداری فضای
j : F ⊕F→ E چارت تنها از می�گردد، مطرح E برای که اطلسی می�باشد. -١ دوم ریشۀ i اینجا در که
می�باشد.) سازگار و تحلیلی اطلس این که است روشن است. شده تشکیل j(u,v) = u+ iv ضابطۀ با

نمایشگر gl(E) و است مختلط یا و حقیقی n−بعدی برداری فضای یک E کنید فرض بازهم (ب)
خطی�اش بفرد منحصر توپولوژی با را gl اکنون است. E وارون�پذیر (خطی) اندومورفیسم�های همۀ مجموعۀ
ترکیب عمل به نسبت gl صورت این در شود)؛ مراجعه الف ضمیمۀ از الف.٢ قسمت (به می�کنیم همراه
نظیر عمومی خطی گروه را آن معمولا است. لی گروه بعلاوه و می�دهد توپولوژی گروه یک تشکیل نگاشتها
نمادهای از دارد، بستگی E بعد و آن) بودن مختلط یا (حقیقی زمینه میدان به gl عملا چون می�نامند. E به
را gl(n,R) شود، مطرح E برای پایه�ای چنانچه می�شود. استفاده gl برای نیز (gl(n,C) یا (و gl(n,R)
n× n ماتریسهای گروه صورت به را gl(n,C) و حقیق، دارایه�های با n× n ماتریسهای گروه صورت به
مطلق قدر ماکزیموم نرم توسط القائی توپولوژی مورد از هر در نمود؛ تجسم می�توان مختلط دارایه�های با

می�شود. استفاده (||[ai j]|| :=max{ai j | i, j = 1, · · · ,n}) درآیه�ها
شکل به R2n2 در U باز مجموعه�ای ابتدا است. لی گروه gl(n,C) که دهیم می نشان )فقط
xm

jk | j,k = 1, · · ·n, m = 1,2
)
∈ U اگر تنها و اگر

(
x1

ik + ix2
ik

)
∈ gl(n,C)

ضابطۀ با φ : U → gl(n,C) همیومورفیسمی سپس و نموده تعریف
φ
(
xm

jk

)
=

(
x1

ik + ix2
ik

)
با وارون�پذیر n×n ماتریسهای شکل به را gl(n,C) اینجا در که شود توجه است (لازم می�کنیم. تعریف
است، x1

ik+ ix2
ik درآیه�های با n×n ماتریسی نمایشگر

(
x1

jk + ix2
jk

)
و نموده�ایم، تصور مختلط درآیه�های

منیفلد یک نتیجه می�کنیم، توأم {φ} اطلس با را gl(n,C) که هنگامی (. j,k = 1 و n, m = 1,2 که
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نگاشت است. سازگار آن گروهی ساختار با اطلس این که دهیم نشان می�خواهیم حال بود. خواهد تحلیلی
به

(
yi

jk

)
و
(
xi

jk

)
اگر باشد. تحلیلی U ×U بر φ−1 ◦µ◦ (φ×φ) که است تحلیلی صورتی در µ ضرب

صورت این در باشند، متعلق U

φ−1 ◦µ◦ (φ×φ)
((

xi
jk

)
,
(
yi

jk

))
= φ−1

 n∑
ℓ=1

(
x1

jℓ + ix2
jℓ

) (
y1
ℓk + iy2

ℓk

)
= φ−1

(
w1

jk + iw2
jk

)
=

(
wi

jk

)
اینجا در که

w1
jk =

n∑
ℓ=1

(
x1

jℓy
1
ℓk − x2

jℓy
2
ℓk

)
, w2

jk =

n∑
ℓ=1

(
x2

jℓy
1
ℓk + x1

jℓy
2
ℓk

)
عناصر مختصات از متناهی حاصلضربهای از متناهی مجموع�هایی جز چیزی مرکب نگاشت این بنابراین
یک وارون یافتن برای کرامر قاعدۀ کمک به و مشابه روشی به می�باشد. تحلیلی بنابراین و نیست، U در

است. تحلیلی نیز نگاشت این وارون که داد نشان می�توان ماتریس،
(Rn2 از باز مجموعه�ای زیر با (ایزرمورف لی گروه gl(n,R) که داد نشان می�توان مشابه روشی به

می�باشد.

(U(n) (یا U(E) مجموعۀ زیر صورت این در باشد، n−بعدی١ مختلط هیلبرت فضای یک E اگر (ج)
تشکیل ام n درجۀ یکانی گروه بنام لی گروهی تشکیل E یکانی٢ اندومورفیسم�های همۀ از مرکب gl(E) از

می�دهد.
نسبت پس (چرا؟)، است gl(E) از کراندار و بسته مجموعه�ای زیر (O(E) بترتیب (و U(E) چون
صورت این در است. دلخواه عضوی

(
x jk

)
کنید (فرض است. فشرده آن، بر gl(E) از القائی توپولوژی به

مستقیماً یکند.) حداکثر اندازۀ با آن درآیه�های از یک هر بنابراین و
∑n

k=1 |x jk|2 = 1 ای j هر ازای به
که مطلب این اثبات با بعداً و نمی�کنیم را کار این اما هستند، لی گروه آنها دوی هر که داد نشان می�توان

می�کنیم. تمام را کار است، لی گروه یک خود لی گروه یک از بسته گروه زیر هر
فشرده�اند. لی گروه�های دستۀ در کلیدی مثالهای O(E) و U(E) که می�شود داده نشان ١.١.۶ قضیه در

با عناصر همۀ شامل (O(n) (بترتیب U(n) از گروهی زیر (S O(n) (بترتیب S U(n) کنید فرض (د)
گروه بترتیب و لی�اند گروه (ج) قسمت در دلیل همان به گروه�ها این دوی هر است. یک با برابر دترمینان

می�شوند. نامیده ام) n درجۀ (از خاص متعامد گروه و خاص یکانی

برداری فضای یا اقلیدسی فضای را E صورتی در است. n−بعدی مختلط) یا (حقیقی برداری فضای یک E کنید ١فرض

و داخلی ضرب بایستی بعلاوه نمود. تعریف آن بر بتوان < ·, · >: E ×E→ E داخلی ضرب یک که گوئیم داخلی ضرب با
چنین هر که است روشن باشد. خطی مؤلفه�هایش از یک هر به نسبت < , > اینکه یعنی باشند، سازگار هم با برداری فضای
مشخص E بر توپولوژی یک نتیجه در و می�کند، تعریف (d(u,v) :=

√
< u− v,u− v > ضابطۀ (با متر یک داخلی�ای ضرب

می�گوئیم. هیلبرت فضای را E باشد) همگرا E در کوشی دنبالۀ هر (یعنی، باشد کامل متر این که صورتی در می�کند.
هر ازای به که گوئیم یکانی را f خطی نگاشت صورتی در ، f : E → E و باشد || · || نرم با هیلبرت فضای یک E ٢اگر

باشد. E در فاصلۀ حافظ f یعنی ،< f (u), f (v) >=< u,v > شرط� از u,v ∈ E
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در می�دهیم. نشان T نماد با و نامیده ١-بعدی تیوبی گروه یا دایره�ای گروه معمولا را U(1) گروه (ه�)
در و هستند فشرده و همبند آبلی، لی گروه گروه�ها این همۀ .T n از است عبارت n−بعدی تیوبی گروه کل،

هستند. لی گروه�های چنین تنها اینها که دید خواهیم آینده

(مجرد) گروه یک بر توپولوژی گروه ساختار یک نمودن مشخص برای موضعی خواص توسیع
تأثیر با سپس کنیم، مشخص را مبدأ شامل مجموعه�های از بخصوص خانواده�ای تا است کافی G مفروض
که می�کنیم تعریف G بر توپولوژای مجموعه�ها، این بر راست) انتقال�های یا (و چپ انتقال�های خانوادۀ
ضمیمۀ (به می�گردد. تبدیل توپولوژی گروه یک به G نتیجه در و - پیوسته�اند آن به نسبت گروهی اعمال
دارای که مبدأ حول چارت یک و توپولوژی گروه یک از شروع با مشابه، صورت به شود.) مراجعه الف
این از راست) انتقال�های یا (و چپ انتقال�های همۀ مجموعۀ گرفتن نظر در با است، مشخص خواصی

است. احکامی چنین از نمونه�ای زیر حکم آورد. خواهیم بدست G بر سازگار اطلسی ، چارت

G گروه همانی عنصر حول چارتی φ : U → V و توپولوژی گروه یک G کنید فرض قضیه. ٣.١.٢
اگر است.

و ،{(u,v) | u,v ∈ U, φ(u)φ(v) ∈ V} بر (u,v) 7→ φ−1 (φ(u)φ(v)) تابع (١)

φ−1(V ∩V−1) بر u 7→ φ−1
(
φ(u)−1

)
تابع (٢)

است. لی گروه G صورت این در باشند، تحلیلی

در پایه�ای حکم چند و نموده مطرح را توپولوژی گروه یک در همانی مؤلفۀ مفهوم حکم این اثبات از قبل
همبند ماکسیمال مجموعۀ زیر صورت به را لی گروه یک در همانی مؤلفۀ می�کنیم. اثبات را آنها خصوص

می�کنیم. تعریف همانی عنصر شامل

صورت این در است. G توپولوژی گروه در همانی مؤلفۀ نمایشگر G0 کنید فرض لم. ۴.١.٢

است؛ G از بسته و نرمال گروهی زیر G0 (١)

و هست؛ نیز باز G0 باشد، لی گروه G چنانچه (٢)

باشد. لی گروه G که است لی گروه G0 وقتی تنها و وقتی (٣)

نیز xG0 مجموعۀ ای x ∈G0 هر ازای به که می�گیریم نتیجه چپ، انتقال�های پیوستگی از :(١) برهان
طور این وارون نگاشت پیوستگر از مشابه صورت به .(G0)2 ⊆G0 بنابراین و است، e شامل و همبند

است. G از گروهی زیر G0 بنابراین .G−1
0 ⊆G0 که می�گردد استنباط

است. همبند نیز xG0x−1 بنابراین و است پیوسته y 7→ xyx−1 نگاشت صورت این در ،x ∈G اگر
نشان که باشد؛ G0 از مجموعه�ای زیر بایستی بنابراین و دارد، بر در را همانی عنصر نیز مجموعه این اما،
نیز بسته بنابراین است، ماکسیمال همبند مجموعه�های زیر بین در G0 چون است. G0 بودن نرمال دهندۀ

بسته.) هم و بازند هم توپولوژی فضای یک در همبندی (مؤلفه�های می�باشد.
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می�کنیم ثابت یعنی، می�کنیم. ثابت را شده گفته که آنچه از بیشتر کمی باشد؛ لی گروه G کنید فرض (٢)
x عنصر هر ازای به که گوئیم همبند) موضعاً صورتی در را توپولوژی (فضای است. همبند موضعاً G که
کل است.) x از باز همسایگی یک نیز W در x شامل همبندی مؤلفۀ ،x از W همسایگی هر و فضا از
است عبارت G در x ∈G0 شامل همبندی مؤلفۀ و است G0 در اعضای تک تک از بازی همسایگی گروه
ها x ∈G0 از یک هر از بازی همسایگی G0 آنگاه باشد، همبند موضعاً G اگر بنابراین .xG0 =G0 از

می�باشد. باز G0 بنابراین و است
اصطلاح این ظاهر از که طوری همان که می�شویک متذکر Gابتدا بودن همبند موضعاً دادن نشان برای
است این دهیم نشان بایستی آنچه همۀ لذا و است موضعی مفهوم یک بودن همبندی موضعاً می�آید، بر
موضعاً می�شود، استفاده G برای مدل فضای عنوان به که ای E متناهی بعد با حقیقی برداری فضای که

بدیهی. است امری که است. همبند

نیز G0 است) G از باز مجموعه�ای زیر G0 آنکه دلیل (به صورت این در باشد، لی گروه G اگر (٣)
سازگار اطلس یک به G بر سازگار اطلس هر از می�توان ،G0 به بردها نمودن محدود با و است لی گروه

رسید. G0 بر
باشد، G0 بر سازگار تحلیلی اطلس یک {φα,α ∈ A} و باشد لی گروه G0 اگر دیگر سوی از
است x ∈ G اندازۀ به چپ از انتقال Lx آن در که ،AL := {Lx ◦φα,α ∈ A, x ∈ G} می�کنیم فرض
تحلیلی (١.٣.٢ از استفاده (با آن از که می�کند، عمل (٣.١.٢) به شبیه تابعی با این .(Lx : y 7→ xy)2 می�گردد. نتیجه b ∈G برای G0 بر x 7→ b−1×b بودن

اینکه ٣.١.٢ اثبات در . ۵.١.٢

کند.» تولید می�تواند را گروه کل همبند، توپولوژی گروه یک از همانی عنصر از همسایگی «هر

می�خواهیم شود.) مراجعه [٣٠] از (7.4) قضیه به حکم، این از اثباتی مشاهده (برای می�کنیم. استفاده را
است. G بر تحلیلی سازگار اطلس یک AL که کنیم ثابت تا
و x,y ∈G می�کنیم فرض AL بودن اطلس اثبات برای

Lx ◦φα(G0)∩Ly ◦φβ(G0) , /#
xVα∩yVβ نیز دو آن اشتراک مورد برد و است Uα∩Uβ چارت دو اشتراک مورد دامنۀ صورت این در

از عبارت وضعیت تغییر نگاشت نتیجه، در )می�باشد.
Ly ◦φβ

)−1 ◦ (Lx ◦φα) = φ−1
β ◦Ly−1 ◦Lx ◦φα

= φ−1
β ◦Ly−1 x ◦φα (١.٢ )

φα : که کنیم می توجه منظور این برای است. تحلیلی نگاشت این دهیم نشان که است کافی و است،
که می�دانیم و هستند G0 از چارت�هایی آنها دوی هر (زیرا تحلیلی�اند φβ : Uβ → Vβ و Uα → Vα
استفاده xVα ∩ yVβ بودن تهی غیر فرض از بعلاوه، است.) تحلیلی مفروض منیفلد یک از چارت هر
که دارند وجود چنان ای b ∈ Vβ و ای a ∈ Vα صورت این در باشد. متعلق به p می�کنیم فرض و نموده
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چپ انتقال�های تمام اما است. متعلق G0 به لذا و Vα∩Vβ به y−1x = ba−1 بنابراین و p = xa = yb
است. تحلیلی (١.٢ ) نگاشت اینکه نتیجه است. تحلیلی نیز Ly−1 x بنابراین و تحلیلی�اند، لی گروه یک در
تحلیلی اطلس یک نیز AR := {Rx ◦φα,α ∈ A, x ∈G} که داد نشان می�توان مشابه استدلالی با
این در ،Rx ◦φβ ∈ AR و Lx ◦φα ∈ AL اگر زیرا سازگارند، یکدیگر ARبا ALو بعلاوه است. G بر

)صورت
Ly ◦φβ

)−1 ◦ (Rx ◦φα) = φ−1
β ◦Lx−1 ◦Rx ◦φα

= φ−1
β ◦Lx−1y ◦φα (٢.٢ )

هستند. G بر A واحد ماکسیمال اطلس یک دارای AR و AL بنابراین است. تحلیلی وضوح به که
حول چارتی φα و a ∈G اگر زیرا است. تحلیلی Lx : G→G صورت این در ،x ∈G کنیم فرض

از است عبارت a همسایگی در Lx موضعی نمایش صورت این در باشد، e ∈G0

(Lxa ◦φα)−1 ◦Lx ◦ (La ◦φα) = φ−1
α ◦L−1

xa ◦Lx ◦La ◦φα
= φ−1

α ◦φα (٣.٢ )
= Id.

تحلیلی�اند. نیز ها Rx همۀ مشابه دلیل به
µ : G×G→ضرب نگاشت که کنیم ثابت اطلسAباید با G گروهی ساختار سازگاری اثبات برای

تحلیلی�اند. i : G→G وارون نگاشت و G
Lg−1 ،g در Rh و e در Lg اینکه به توجه با .g,h ∈G می�کنیم فرض µ بودن تحلیلی اثبات برای
،µ = Rh ◦ Lg ◦µ◦ Lh−1 × Lg−1 و اینکه به توجه با نیز و تحلیل�اند، (e,e) در µ و h در Rh−1 ،g در

است. تحلیلی (g,h) در µ بنابراین
عنوان به i فرض بنابه که می�کنیم توجه نکته این به g ∈G می�کنیم فرض i بودن تحلیلی اثبات برای
تحلیلی ای h ∈G0 یک همسایگی لااقل در i که کنیم فرض می�توانیم پس است، تحلیلی G0 از نگاشتی
با و است تحلیلی نگاشتی و می�کند منتقل h به را g عنصر hg−1 اندازۀ به چپ از انتقال چون است.
تحلیلی G در i بنابراین ،i = Lg−1h ◦ i◦Lhg−1 بعلاوه و تحلیلی�اند h−1 در Lg−1h و h در i اینکه به است.2توجه

(یعنی، متقارنی همسایگی توچولوژی، گروه یک همانی عنصر از همسایگی هر چون :٣.١.٢ اثبات
کنیم فرض می�توانیم بحث کلیت از شدن کاسته بدون دارد، بر در (W =W−1 که طوری e از W همسایگی
هستند، همبند V لذا و U کنیم فرض می�توانیم همچنین است. متقارن قضیه صورت در V مجموعه که
از شدن کاسته بدون ،۴.١.٢ لم از (٣) قسمت طبق بر بنابراین، دارد. قرار G همبندی مولفه در V لذا و

می�باشد. همبند G که کنیم فرض می�توانیم بحث کلیت
ψ؛ = φ|U′ و U′ = φ−1(V ′) گیریم .VV ′ ⊆ V که است e ار متقارنی همسایگی V ′ کنیم فرض
نگاشت ،a ∈ G هر ازای به می�باشد. e همانی عنصر حول G از ψچارتی : U′ → V ′ صورت این در
بروی U′ از همئومورفیسمی La ◦ψ صورت این می�کنیم.در تعریف x 7→ ax ضابطه با را La : G→G
Lv ◦ψ و La ◦ψ کنیم فرض می�نماید. تعریف G بر اطلسی {La ◦ψ |a ∈G} و می�کند، تعریف aV ′
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(La ◦ψ)−1(aV ′∩bV ′) بر (La ◦ψ)−1 ◦ (Lb ◦ψ) که دهیم نشان بایستی باشند؛ همپوشا چارت دو
دیگر بعبارت است. تحلیلی

است. تحلیلی ψ−1(V ′∩a−1bV ′) بر v 7→ ψ−1(b−1aψ(v)) (۴.٢ )

b−1a = v2v−1
1 بنابراین .av1 = bv2 که دارند وجود چنان v1,v2 ∈ V است،′ تهی غیر aV ′∩bV ′ چون

v ∈ ψ−1(V ′ ∩ گاه هر بعلاوه، .ϕ(u) = b−1a که دارد وجود ای u ∈ U نتیجه در .b−1a ∈ V لذا و
داریم ،a−1bV ′)

ϕ(u)ϕ(v) ∈ b−1a(V ′∩a−1bV ′) = b−1V ′∩V ′ ⊆ V ′.

صورت به را (۴.٢ ) در نگاشت بنابراین،

v 7−→ ψ−1(ϕ(u)ψ(v)) = ϕ−1(ϕ(u)ϕ(v))

می�گردد. نتیجه ٣.١.٢-(i) از ψ−1(V ′∩a−1bV ′) بر آن بودن تحلیلی و نوشت، می�توان
ای b ∈G هر ازای به که دهیم نشان است بهتر حاصلضرب، بودن تحلیلی دادن نشان از پیش

است. تحلیلی ψ−1(e) در u 7→ ψ−1(b−1ψ(u)b) (۵.٢ )

ψ−1(e) از همستیگی یک بر (۵.٢ ) در تابع اینکه دادن نشان برای می�شود را آ ضمیمه از ٢.١ (قضیه
در ای w بنابراین، می�کنیم. شروع است متعلق V به b اینکه فرض با نمود.) استفاده است، خوشتعریف
ترکیب صورت به را آن زیرا است، هموار (۵.٢ ) حالت این در ϕ(w) = b. که می�شود یافت چنان U

صورت به β و α که نوشت، می�توان α◦β

α : u 7−→ φ−1(φ(w′)φ(u)), w′ = φ−1(b−1) با
β : u 7−→ φ−1(φ(u)φ(w)),

باشد؛ متعلق G به b کنید فرض حال هستند. تحلیلی در ٢.١.٢-(i) بنابه دو هر و می�گردند، تعریف
V در عناصر از b1 · · ·bk متناهی حاصلضرب صورت به را b که می�کند ایجاب ۵.١.٢ در مطرح حکم
صورت به (۵.٢ ) در نگاشت نوشت با است.) همبند G و متقارن V که می�شویم (یادآور نوشت. بتوان

توابع از ℓk ◦ · · · ◦ ℓ1 متناهی حاصلضرب

ℓ j : u 7−→ ψ−1(b−1
j ψ(u)b j),

ψ−1(e) در (۵.٢ ) بودن تحلیلی هستند، تحلیلی ψ−1(e) در بالا استدلال اساس بر آنها از یک هر که
می�گردد. نتیجه

صورتی در ٩.١.١ بنابه است. تحلیلی G در ضرب دهیم نشان می�توانیم که هستیم وضعیتی در اکنون
که است تحلیلی (a,b) در حاصلضرب

(u,v) 7−→ (Lab ◦ψ)−1(La ◦ψ(u).Lb ◦ψ(v))

= ψ−1(b−1 ◦ψ(u)b◦ψ(v)) (۶.٢ )
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به را نگاشت این .ab ∈ ab.V ′ و (a,b) ∈ aV ′ × bV ′ زیرا باشد، تحلیلی (ψ−1(e),ψ−1(e)) در
نگاشت دو از ترکیبی صورت

(u,v) 7−→ (ψ−1(b−1ψ(u)b),v), و (u,v) 7−→ ψ−1(ψ(u)bψ(v)),

نتیجه (۵.٢ ) و ٣.١.٢-(i) از (ψ−1(e),ψ−1(e)) در نگاشت دو این بودن تحلیلی نوشت. می�شود
است. تحلیلی نقطه این در (۶.٢ ) بنابراین، 2می�گردد. گرفت. نتیجه می�توان ٣.١.٢-(i) و (۵.٢ ) بودن تحلیلی از را وارون نگاشت بودن تحلیلی

لی گروه یک لی جبر ٢.٢ بخش

سپس و نموده ارائه G لی گروه یک همانی عنصر در مماس فضای از دیگر توصیف دو ابتدا بخش این در
بر فرض بخش این سراسر در می�نامیم. G لی جبر را حاصل جبر می�بخشیم. لی جبر ساختار فضا این به

می�باشد. G بر شده مدل لی گروه یک G که است این

ناوردای را آن صورتی در باشد، برداری میدان X : G→ T (G) اگر چپ. ناوردای برداری میدان
که گوئیم چپ

X ◦La = (La)∗ ◦X a ∈G هر ازای به

جهت به است. G ∋ x 7→ ax ∈ G ضابطۀ با و a اندازۀ به چپ از انتقال نمایشگر La اینجا در که
که است معنی این به بالا شرط که شویم یادآور است بهتر بعدی کاربردهای

(La)∗,x ([φα,v]x) =
[
La ◦φα,v

]
La x (٧.٢ )

از انتقال با که شود انتخاب گونه�ای به Lax حول چارتی اگر که است معنی این به خود نیز فرمول این
را Tx(G) از برداری هر (La)∗,x صورت این در شود، برده x حول مفروض چارت یک به a باندازۀ چپ

برد. خواهد T(La)∗,x(G) در بردار همان به

است. تحلیلی چپ ناوردای برداری میدان هر لم. ١.٢.٢

چون است. G بر چپ ناوردای برداری میدان یک X کنید فرض برهان:

X(x) = X ◦Lg(e) = (Lx)∗,e (e)

x 7→ (Lx)∗,e (e) بودن تحلیلی به تنها آن بودن تحلیلی که چرا باشد، تحلیلی X که است جالب بسیار
شویم. دور اصلی بحث از کمی موقتاً می�باید مطلب این اثبات برای البته، دارد. بستگی

بعد با حقیقی برداری فضای یک E که است، E توی به U ×U از تحلیلی تابعی f کنیم فرض
زوجهای نمایشگر بترتیب ṽ و ũ اگر است. E از تهی غیر و باز مجموعه�ای زیر U و است متناهی
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مجموعۀ ، f بودن تحلیلی دلیل به آنگاه ،ũ ∈ U ×U گاه هر صورت این در باشند، (v1,v2) و (u1,u2)
سری که دارد وجود طوری ũ در مرکز با B ⊆ U ×U باز

∞∑
m=0

1
m!

f (m)(ũ)ṽ(m) (٨.٢ )

است. همگرا f (ũ+ ṽ) به بعلاوه و است مطلق همگرای ای ũ+ ṽ ∈ B هر ازای به
می�کنیم. تعریف fu1 : u2 7→ f (u1,u2) ضابطۀ با را E به U از fu1 تابع ای u1 ∈ U هر ازای به
f جزئی مشتق را آن و داده نشان D2 f (u1,u2) نماد با را u2 نقطۀ در fu1 تابع

(
fu1

)′ (u2) مشتق
مشتق اصطلاح و D1 f (u1,u2) نماد از می�توان مشابه صورت به می�نامیم. متغیر دومین به نسبت
تعریف را بالاتر مراتب جزئی مشتقات می�توان سادگی به گفت. سخن متغیر اولین به نسبت f جزئی

که می�دانیم بعلاوه ... و نمود
f ′(ũ)(ṽ) = D1 f (ũ)(v1)+D2 f (ũ)(v2)

نیز و

f (m)(ũ)(ṽ)(m) =

2∑
j1=1

· · ·
2∑

jm=1

D j1 · · ·D jm f (ũ)(v j1 , · · · ,v jm)

کتاب از هشت فصل ،١٢ بخش در را بیشتر (جزئیات تعویض�پذیرند. جزئی مشتقات تأثیر البته، که
هر ازای به اینکه نتیجه بیابید.) می�توانید [۴٠] لانگ کتاب از پنجم فصل ،٧ بخش یا و [١۵] دیودونه
هر ازای به که می�گردد نتیجه ٩.٢ و ٨.٢ از زیرا است، تحلیلی U بر u1 7→ D2 f (u1,u2) ای u2 ∈U

داریم (u1+ v1,u2) ∈ B و u1,u2 ∈ U

D2 f (u1+ v1,u2) =
∞∑

m=0

1
m!

Dm
1 D2 f (u1,u2)

(
v(m)

1 , .
)

است. مطلق همگرای بالا، تساوی راست سمت در سری بعلاوه و
اطلس از e حول φ : W→ V چارتی می�گردیم. باز X چپ ناوردای برداری میدانن و G لی گروه به
که می�کنیم انتخاب چنان W از ای U تهی غیر باز مجموعۀ زیر می�کنیم. انتخاب G بر موجود تحلیلی
کنیم فرض .φ−1(φ(u)φ(v)) ∈W ای u,v ∈ U هر ازای به بعلاوه و بوده e از بازی همسایگی φ(U)

ای x ∈ φ(U) هر ازای به صورت این در Xe؛ = [φ,w]e

Xx = (Lx)∗,e Xe =

[
φ,

(
φ−1 ◦Lx ◦φ

)′∣∣∣∣
φ−1(e)

(w)
]
e

بخشهای زیر به نظر و است، تحلیلی همانی عنصر از همسایگی یک در X شود ثابت که داریم نیاز اکنون
τ : (W×E)→ π−1(V) که است، U بر τ−1 ◦X ◦φ بودن تحلیلی معنی به مطلب این ٣.٢.١ و ٩.١.١

ای u ∈ U هر ازای به اکنون می�گردد. تعریف τ(u,v) = [φ,v]φ(u) ضابطۀ )با
τ−1 ◦X ◦φ

)
(u) =

(
u,

(
φ−1 ◦Lφ(u) ◦φ

)′∣∣∣∣
φ−1(e)

(w)
)
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که است تحلیلی U بر صورتی در نگاشت این نتیجه، در و

h : u 7→
(
φ−1 ◦Lφ(u) ◦φ

)′∣∣∣∣
φ−1(e)

(w)

f (u,v) = φ−1(φ(u)φ(v)) صورت به U ×U بر را f نگاشت منظور این برای باشد. تحلیلی U بر
شد، گفته بالا در که آنچه مطابق بنابراین، و است تحلیلی f صورت این در می�کنیم. تعریف

u 7→
(
φ−1 ◦Lφ(u) ◦φ

)′∣∣∣∣
φ−1(e)

=
(
φ−1(φ(u)φ)

)′∣∣∣∣
φ−1(e)

( fu)′
∣∣∣
φ−1(e)

= D2 f (u,φ−1(e))

2 است. تحلیلی U بر نیز

گفته G ١-پارامتری گروه زیر ،G لی گروه بتوی R از θ تحلیلی همومورفیسم هر به تعریف. ٢.٢.٢
می�شود.

صورت این در است. لی گروه G کنید فرض قضیه. ٣.٢.٢

و G بر X (تحلیلی) چپ ناوردای برداری میدانهای بین یک-به-یک تناظری X 7→ Xe نگاشت (١)
می�کند. تعریف Te(G) در بردارهای

بردارهای و G در ١-پارامتری گروه�های زیر بین یک-به-یک تناظری θ 7→ θ∗,0[i,1]0 نگاشت (٢)
می�کند. تعریف Te(G) در

چپ ناوردای برداری میدان یک مفروض، v ∈ Te(G) هر ازای به که دهیم نشان باید (١) برهان:
داشته وجود برداری�ای میدان چنین کنیم فرض .Xe = v که گونه�ای به دارد وجود G بر X بفرد منحصر

صورت این در باشد؛

Xx = (X ◦Lx) (e) = (Lx)∗Xe = (Lx)∗v

یک تعریف برای فرمول همین از دیگر سوی از می�گردد. تعریف G باقیماندۀ بر یکتا صورت به بنابراین و
چپ ناوردای خود به خود و Xe = v وضوح به .Xx = (Lx)∗v نمود: استفاده می�توان X برداری میدان

ای a, x ∈G هر ازای به زیرا است،

(La)∗Xx = (La)∗(Lx)v = Xax = (X ◦La)(x)

2 است. تحلیلی X ،١.٢.٢ بخش زیر بنابه نتیجه در
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دیفرانسیل معادلات نظریۀ از کلاسیک حکم یک بیان به ٣.٢.٢ قضیۀ از (٢) قسمت اثبات ارائۀ از قبل
را می�گردد واقع لزوم مورد نیز بعداً که کلی�تر حکمی کتاب، کلی بحث شدن خلاصه�تر جهت به می�پردازیم.
ممکن امر ابتدای در می�گیریم. نتیجه را داریم نیاز آن به اکنون که خاصی حکم سپس و می�کنیم، مطرح
موضعی صورت به محاسبات تمام چون اما هستند، کلاسیک احکام این که نکند قبول خواننده است
احکام به و نمود ترجمه می�توان متناهی بعد با برداری فضاهای حالت به را احکام این می�پذیرند، صورت

رسید. اتفاق مورد کلاسیک

نقطۀ از همسایگی یک W و است G لی گروه در e از همسایگی یک V کنید فرض قضیه. ۴.٢.٢
این با است G بر برداری میدانی Xw ای w ∈W هر ازای به که کنیم فرض می�باشد. Rm در w0 مفروض
w0 از W0 همسایگی یک صورت این در است. تحلیلی V ×W بر (x,w) 7→ Xw(x) نگاشت که ویژگی
fw : (−ϵ, ϵ)→ G تابع یک ای w ∈W0 هر ازای به و R در (0 < ϵ (که (−ϵ, ϵ) بازۀ یک و W در

که دارند وجود چنان

( fw)∗[i,1]t = Xw( fw(t)), fw(0) = e (٩.٢ )

هر مفروض، w ∈W0 هر ازای به و است، تحلیلی (−ϵ, ϵ)×W0 بر (t,w) 7→ fw(t) نگاشت بعلاوه،
برابرند. دامنه�ٔشان برخورد از حاصل دامنۀ بر (٩.٢ ) معادلات از جواب دو

قضیۀ از یافت. می�توان دیفرانسیل معادلات مورد در کتب از بسیاری در را مطلب این اثبات برهان:
بخش یا و [١۵] دیودونه کتاب از (١٠.٧.١) قضیۀ ،[١٣] لوینسون و کدینگتن کتاب از ٢ فصل از ۴.١2 برد. نام می�توان [۴١] لانگ کتاب از ۴ فصل از ٢

G بر برداری میدان یک X و است G لی گروه e از باز همسایگی یک V کنید فرض نتیجه. ۵.٢.٢
چنان f : (−ϵ, ϵ)→G تابع یک و R از (−ϵ, ϵ) بازۀ یک صورت این در است. V بر تحلیلی که است

که دارند وجود

f∗([i,1]t) = X( f (t)) ای t ∈ (−ϵ, ϵ)هر ازای به و f (0) = e (١٠.٢ )

برابرند. دامنه�ٔشان برخورد از حاصل دامنۀ بر (١٠.٢ ) معادلات از جواب دو هر بعلاوه،

می�گردیم. باز ٣.٢.٢ قضیۀ از (٢) قسمت اثبات به مناسبی قدرت با نتیجه، این داشتن با حال

صورت این در باشد، G از ١-پارامتری گروه زیر یک θ اگر :٣.٢.٢ قضیۀ از (٢) قسمت اثبات
برداری میدان یک که می�گردد نتیجه قضیه همین (١) قسمت از است. Te(G) در برداری θ∗,0[i,1]0
(٧.٢ ) فرمول از حال .X(e) = θ∗,e[i,1]0 که دارد وجود طوری G بر X بفرد منحصر چپ ناوردای
نتیجه است، تحلیلی همومورفیسم θ اینکه نیز و است چپ ناوردای X برداری میدان که واقعیت این و
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که می�گیریم

θ∗,t[i,1]t = θ∗,t(Lt)∗,0[i,1]0(θLt)∗,0[i,1]0

= (Lθ(t)θ)∗,0[i,1]0

= (Lθ(t))∗,0X(e)

= X(θ(t))

اینکه یعنی

θ∗,t[i,1]t = X(θ(t)) ای t ∈ R هر ازای به (١١.٢ )

θ∗,0[i,1]0 شرط= در θ ١-پارامتری گروه زیر و بوده چپ ناوردای برداری میدان X اگر که می�دهد نشان این
از (٢) قسمت اثبات تکمیل برای می�کند. صدق (١١.٢ ) رابطۀ در θ صورت این در کند، صدق X(e)
بفرد منحصر ١-پارامتری گروه زیر یک لذا و ،θ∗,0[i,1]0 = X(e) که دهیم نشان است کافی ٣.٢.٢ قضیۀ

می�کند. صدق (١١.٢ ) شرط در
طوری G بر X چپ ناوردای برداری میدان یک یکتایی و وجود مفروض، v ∈ Te(G) هر ازای به
نتیجه مورد، این در ۵.٢.٢ نتیجۀ بکارگیری با می�گردد. نتیجه قضیه این (١) قسمت از X(e) = v که
ها t ∈ J همۀ ازای به که دارد وجود چنان f : J→G تحلیلی تابعی و 0 ∈ R از J باز بازه�ای که می�گیریم

f∗([i,1]t) = X( f (t)), f (0) = e (١٢.٢ )

می�باشد. بفرد منحصر ١-پارامتری گروه زیر یک از تحدیدی f دهیم نشان که است این اثبات اصلی ایدۀ
ازای به که است واضح پر .J1+ J1 ⊆ J1 که است 0 از بازی همسایگی چنان J1 ⊆ J فرضکنیم ابتدا
(eq:2.2.3ref) شرایط در J1 مجموعۀ بر f2 : t 7→ f (s+ t) و f1 : t 7→ f (s) f (t) توابع ای s ∈ J1 هر
(١٢.٢ ) و (١٢.١ ) کمک به که شود توجه است کافی f1 مورد در امر این مشاهدۀ (برای می�کنند. صدق

داریم X چپ ناوردایی و

( f1)∗([i,1]t) = (L f (s) f )∗([i,1]t) = (L f (s))∗( f )∗([i,1]t)

= (L f (s))∗X f (t) = XL f (s) f (t) = X( f1(t))

(١٢.٢ ) جواب یکتایی از نمود.) تحقیق f2 برای را مشابهی حکم می�توان بالا مشابه کاملا محاسباتی با
که می�شود نتیجه

f (s) f (t) = f (s+ t) ای s, t ∈ J1 هر ازای به
می�باشد. G یتوی R از بفرد منحصر تحلیلی همومورفیسم یک موضعی شکل به f بنابراین

می�کنیم فرض ،G از بفرد منحصر ١-پارامتری گروه زیر یک به f توسیع امکان دادن نشان برای
می�کنیم تعریف پس r/N؛ ∈ J1 که دارد وجود N بفردی منحصر مثبت صحیح عدد صورت این در .r ∈R
f توسیع است، N از مستقل θ : R→G که نمود تحقیق می�توان سادگی به حال .θ(r) = ( f (r/N))N

است تحلیلی�ای همومورفیسم تنها نگاشت این است، تحلیلی f چون و است. همومورفیسم و باشد، می�شود.2می f توسیع که

با که هنگامی مفروض، لی گروه یک بر چپ ناوردای برداری میدانهای همۀ مجموعۀ گزاره. ۶.٢.٢
دهد. می لی جبر یک تشکیل گردد، همراه گروه آن بر برداری میدانهای همۀ مجموعۀ از القایی لی ضرب
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لی گروه یک گروههای زیر مورد در آن از بتوانیم بعداً تا می�کنیم اثبات را حکم این از کاملتر نمونه�ای
و X اگر است. تحلیلی نگاشتی h : M→ N و تحلیلی�اند منیفلد N و M کنیم فرض کنیم. استفاده نیز
که هستند h-مرتبط٣ دو آن می�گوئیم صورتی در آنگاه باشند، N و M بر تحلیلی برداری میدان بترتیب Y
f (یعنی f ∈ Fβ و باشد N برای تحلیلی اطلسی {ψβ : β ∈ B} اگر حالت این در .h∗ ◦X = Y ◦h

آنگاه باشد)، Vβ بر تحلیلی و حقیقی مقدار با تابعی

h−1(Vβ) بر Ỹ f ◦h = X̃( f ◦h) (١٣.٢ )

زیرا

(Ỹ f )(h(a)) = f∗,h(a)Y(h(a)) = f∗,h(a) ◦h∗,aX(a)

= ( f ◦h)∗,aX(a) = X̃( f ◦h)(a)

از صورت این در باشد، برقرار ها f ∈ Fβ نیز و ها β ∈ B همۀ ازای به (١٣.٢ ) اگر دیگر، سوی از
ای (β, f ) زوج هر ازای به که می�گردد استنتاج طور این بالا محاسبات

ای a ∈ h−1(Vβ) هر ازای به

f∗,h(a) = Y(h(a)) = f∗,h(a) ◦h∗,aX(a)

و Y ◦h = h∗ ◦X که داد نشان توان می رفت، بکار ۴.٣.١ مورد در که آنچه با مشابه استدلالی با حال
توان می زیر حکم اثبات برای بودن h−مرتبط برای معادل بیان این از هستند. h−مرتبط Y و X بنابراین

نمود: استفاده

[Y1,Y2] و [X1,X2] صورت این در باشند، h−مرتبط Yi با Xi ای i= 1,2 هر ازای به اگر لم. ٧.٢.٢
h−مرتبطند. نیز

ای i = 1,2 هر و f ∈ Fβ(N) هر ازای به که می�گردد نتیجه بالا بحث از برهان:

h−1(Vβ) بر (Ỹi f )◦h = X̃i( f ◦h)

داریم ٣.٣.١ بخش زیر کمک به بنابراین

( ˜[Y1,Y2] f )◦h = Ỹ1(Ỹ2 f )◦h− · · · = X̃1((Ỹ2 f )h)− · · ·
= X̃1((X̃2 f )h)− · · · = ( ˜[X1,X2] f )◦h

2 h−مرتبطند. نیز [Y1,Y2] و [X1,X2] داشتیم انتظار که طوری همان نتیجه در

می�گردیم. باز ۶.٢.٢ گزارۀ اثبات به اینک و

لی، گروههای مورد در شده گفته قبلی اصطلاحات به نظر که شود توجه است کافی :۶.٢.٢ گزارۀ اثبات
خودش با ای a ∈G هر ازای به که است چپ ناوردای G لی گروه بر X براداری میدان وقتی تنها و وقتی
هست نیز [X,Y] صورت این در باشند، چپ ناوردای برداری میدان Y و X بنابراین باشد. La2−مرتبط است. تمام برهان و

h−related٣
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بر چپ ناوردای تحلیلی برداری میدانهای فضای چون است. لی گروه G کنید فرض لی. جبر ٨.٢.٢
ایزومورف Te(G) با خاصی شکل به هم و است بسته (۶.٢.٢ و ٢.٣.١) لی ضرب عمل به نسبت هم G
بیان به نمود. منتقل Te(G) به را لی ضرب می�توان طبیعی طور به ،(٣.٢.٢ قضیۀ از (١) (قسمت است

کنیم می تعریف مفروض، u,v ∈ Te(G) هر ازای به دقیق�تر،

[v,w] = [X,Y](e) (١۴.٢ )

و X(e) = u که گونه�ای به هستند G بر تحلیلی چپ ناوردای برداری میدانهای Y و X اینجا در که
.Y(e) = v

را (١۴.٢ ) توسط شده تعریف ضرب نیز و برداری�اش فضای ساختار با همراه Te(G) تعریف بنابه
را آن لی جبر باشد، لی گروه زیر (H که صورتی (در می�دهیم. نشان g نماد با اغلب و نامیده ۴G لی جبر

داد.) خواهیم نشان h نماد با

می�تواند ”X ∈ g” عبارت ،G بر چپ ناوردای بردار میدانهای لی جبر و g بین کانونی هم�ارزی دلیل به
میدان یک X که باشد معنی این به می�تواند همچنین و است Te(G) در بردار یک X که باشد معنی این به
بایستی البته شود، کاسته برهانها طول از حدودی تا که می�شود باعث امر این است. چپ ناوردای برداری

نشود. مفهوم در ابهام باعث امر این که باشد داشته توجه خوانند

ضابطۀ با است exp : g→G نگاشتی نمایی۵ نگاشت تعریف بنابه نمایی. نگاشت ٩.٢.٢

exp(X) = θX(1), X ∈ g ازای به

می�باشد. ٣.٢.٢ قضیۀ از (٢) قسمت مطابق X به شده نظیر ١-پارامتری گروه زیر θX که

١-پارامتری گروه زیر که می�شود موجب خود این و (θX)∗,0[i,1]0 = X(0) که می�گردد نتیجه ٣.٢.٢ از
به ψ بنابراین می�کند. صدق ψ∗,0[i,1]0 = sX(e) شرط در ای s ∈ R هر ازای به ψ : t 7→ θX(st)

بنابراین و است متناظر sX چپ ناوردای برداری میدان

exp(sX) = ψ(1) = θX(s)

ای s, t ∈ R هر ازای به نتیجه، در

exp((s+ t)X) = θX(s+ t) = θX(s)θX(t)

= exp(sX)exp(tX)

داریم ،٣.٢.٢ قضیۀ نیز و مطلب این ترکیب با

θx : t 7→ exp(tX) ای X ∈ g هر ازای به صورت این در است. لی گروه G کنید فرض قضیه. ١٠.٢.٢
.(θX)∗,t[i, s]t = sX(θX(t)) ای s, t ∈ R هر ازای به که گونه�ای به است G از ١-پارامتری گروه زیر یک

است. فرم این به G از ١-پارامتری گروه زیر هر بعلاوه،

Lie algebra of G۴

exponential map۵



۴٠ لی جبر و گروه .٢ فصل

خواهیم ١٢.٢.٢ قضیۀ در است. تحلیل t 7→ exp(tX) که می�گردد نتیجه چنین نمایی نگاشت تعریف از
است. تحلیلی g بر تابعی عنوان به exp نگاشت که دید

تحلیلی نگاشتی f : M→ N و تحلیلی منیفلدهایی N و M اگر وارون. نگاشت قضیۀ ١١.٢.٢
که گوئیم p ∈ M در تحلیلی موضعاً همیومورفیسم را f صورتی در آنگاه باشد،

و باشد، تحلیلی p از U باز همسایگی یک بر f (١)

باشد داشته وجود چنان g : V→ M تحلیلی نگاشت یک و N در f (p) از V باز همسایگی یک (٢)
هستند. U و V بر همانی نگاشت با برابر بترتیب g◦ f و f ◦g که

ایزومورفیسم f∗,p نگاشت و بوده تحلیلی f : M → N اگر که می�دارد اذعان وارون نگاشت قضیۀ
است. p نقطۀ در موضعی تحلیلی همیومورفیسم یک f صورت این در باشد، خطی

با ازتباط در کتاب هر به یا و [۴٠] لانگ کتاب از ٢٢ صفحۀ به حکم این از اثباتی مشاهدۀ برای
شود. مراجعه پیشرفته دیفرانسیل حساب

می�باشد. موضعی همیومورفیسم 0 ∈ g نقطۀ در بعلاوه و است تحلیلی نمایی نگاشت قضیه. ١٢.٢.٢

و است تحلیلی متغیرش اولین به نسبت T (G) بتوی G× g از (x,X) 7→ X(x) تابع چون برهان:
X0 ∈ g کنیم فرض می�باشد. تحلیلی نگاشتی کل در پس می�باشد، خطی نیز متغیرش دومین به نسبت
از W0 باز همسایگی یک که می�شود نتیجه ٢.٢.۴ قضیۀ بکارگیری با باشد. ثابت پس این از و دلخواه
تابعی X ∈W0 هر ازای به که دارند وجود گونه�ای به R در (ϵ > 0 (که (−ϵ, ϵ) باز بازۀ یک و g در X0

که دارد وجود چنان θX : (−ϵ, ϵ)→G تحلیلی

(θX)∗[i, t]0 = X(θX(t)), θX(0) = e

که می�دهد نشان ٣.٢.٢ قضیۀ اما است. تحلیلی (−ϵ, ϵ)×W0 بر (t,X) 7→ θX(t) نگاشت بعلاوه و
بعلاوه و می�دهیم) نشان θX نماد با نیز را آن (که است G از ١-پارامتری گروه زیر یک تحدید θX

همسایگی یک در exp بودن تحلیلی ،(t,X) 7→ θX(t) نگاشت بودن تحلیلی از حال .exp(tX) = θx(t)
توانیم می بنابراین نکردیم، اعمال را محدودیتی گونه هیچ W0 انتخاب در چون می�گردد. نتیجه X0 از

است. تحلیلی g کل بر exp که بگیریم نتیجه
به T0(g) از نگاشتی exp∗,0 تعریف نظر نقطه از است. شده مدل E بر G لی گروه کنیم فرض
را exp∗,0 بنابراین ایزومورفند، E با کانونی شکل به نگاشت این برد هم و دامنه هم ولی است، Te(G)
بنویسم می�توانیم ایزومورفیسم�ها این به نسبت پس، نمود. قلوداد می�توان E به E از نگاشتی عنوان به

exp∗,0(X) = exp∗,0[i,X]0 = [φα, (φ−1
α ◦ exp)′

∣∣∣
0 (X)]e

با است برابر آخری عبارت می�باشد. G برای e حول چارتی φα ]که
φα, (φ−1

α ◦ θX)′
∣∣∣
0 (1)

]
e
= (θX)∗,0[i,1]0
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بنابراین نیست. شده گفته ایزومورفیسم به نسبت X خود یا و X(e) جز چیزی ٣.٢.٢ قضیۀ بنابه که
exp که می�دارد اذعان ١١.٢.٢ وارون نگاشت قضیۀ دلیل همین به و است (E (بر همانی نگاشت exp∗,02.است موضعی همیومورفیسم

از باز همسایگی هیچ مفروض توپولوژی گروه یک در که صورتی در کوچک. گروههای زیر ١٣.٢.٢
بدون توپولوژی گروه این که می�گوئیم آنگاه باشد، بدیهی غیر گروهی زیر شامل که یافت نتوان همانی عنصر
کوچک گروههای زیر بدون لی گروههای همۀ که کنیم ثابت تا برآنیم است.اکنون کوچک۶ گروههای زیر
فشرده توپولوژی گروههای برای مطلب این عکس که داد خواهیم نشان نیز ششم فصل در بعداً و هستند

می�باشد. صحیح

کوچکند. گروههای زیر بدون لی گروههای همۀ .١٢.٢.٢ از نتیجۀ ١۴.٢.٢

0 ∈ g از U باز همسایگی یک که می�گردد نتیجه بالا قضیۀ از باشد. لی گروه G کنیم فرض برهان:
o ∈ g از دیگری همسایگی V کنیم فرض می�باشد. یک-به-یک آن بر exp نمایی نگاشت که دارد وجود
کراندار V که کنیم فرض همچنین می�کند. صدق V +V ⊆ U شرط در و بوده U در مشمول که است
exp(V) مشخصاً بنابراین کند، صدق کوچک گروههای زیر بدون شرط در G اگر باشد. شده انتخاب
V در ای X صورت این x.در , e و x ∈ H کنیم فرض بود. خواهد H مثلا بدیهی، غیر گروهی زیر شامل
ای n دلخواه مثبت صحیح عدد هر ازای به که می�کنیم ثابت .exp X = x که گونه�ای به شد خواهد یافت

(.X , بنابراین و x , e (زیرا، می�باشد. تضاد در V کرانداری با امر این که ،nX ∈ V
این در mX؛ ∈ V ،1≤m< n در صادق m هر ازای به که فرضمی�کنیم پس .X ∈ V که است روشن
،exp(nX) = (exp X)n = xn و است گروه زیر H اما .nX = (n−1)X+X ∈ V +V ⊆ U صورت
انتظار که طوری همان لذا و است یک-به-یک U بر exp اما دارد. تعلق H به نیز exp(nX) نتیجه nX.2در ∈ V داشتیم

نمایی نگاشت خصوص در مثبتی احکام شامل ١٢.٢.٢ و ١٠.٢.٢ قضایای یادداشت.. ١۵.٢.٢
هیچ به کلی حالت در نمایی نگاشت دیگر، سوی از اما شد. خواهد مراجعه آنها به دفعات به و هستند
نگاشت که می�دانیم البته شود.) توجه 2−D و 2−B تمرینات (به پوشا. نه و است یک-به-یک نه وجه
که شد خواهد داده نشان ۴ فصل در مثال عنوان به است. پوشا لی گروههای از وسیعی دستۀ برای نمایی

است. برقرار فشرده لی گروههای کلیۀ برای ویژگی این
در عضو هر که است خاصیت این با معادل exp : g→ G نمایی نگاشت بودن پوشا شرط اما،
(به ١-پارامتری گروههای زیر کلی حالت در می�باشد. ١-پارامتری گروه زیر یک (تصویر) در واقع G
است. چنین n > 1 که T n تیوبی گروههای مورد در اما نیستند، بسته لی) گروه از مجموعه�هایی زیر عنوان
گروه زیر یک بر لی گروه از القائی توپولوژی که ندارد لزومی بعلاوه شود.) توجه (١)-2− B تمرین (به
2−E تمرین (به دهد. لی گروه یک تشکیل توپولوژی این با حتی یا و باشد، یکی مفروض ١-پارامتری
مورد در حتی است، تصور فوق لی گروههای مطالعۀ در ١-پارامتری گروههای زیر اهمیت شود.) توجه
گروه از وسیعی فوق�العاده اطلعات فشرده، موضعاً گروههای یعنی توپولوژی، گروههای از وسیع�تر دسته�ای

with no small subgroups۶
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از ٢۵ بخش و (٩.١) قضیۀ (به نمود. کسب می�توان آن (پیوستۀ) ١-پارامتری گروههای زیر مطالعۀ از را
شود.) توجه [٣٠] روز و هویت کتاب

گروههای از تهی غیر خانواده�ای {G j | j ∈ J} کنید فرض لی. گروههای مستقیم حاصلضرب ١۶.٢.٢
را حاصلضربی، گروه ساختار و حاصلضربی توپولوژی همراه به ها G j دکارتی حاصلضرب است؛ توپولوژی
هویت کتاب از (۶.٢) (به است توپولوژی گروه Π j∈JG j صورت این در می�دهیم. نشان Π j∈JG j نماد با
هر ازای به که کنید فرض بعلاوه می�نامیم. ها٧ G j مستقیم حاصلضرب را آن و شود) توجه [٣٠] روز و
می�توان 2− J تمرین تعمیم با آنگاه باشد، متناهی J که صورتی در باشد. بدیهی غیر لی گروه G j ای j ∈ J

داد نشان می�توان باشد، نامتناهی J چنانچه اما است. لی گروه نیز آنها مستقیم حاصلضرب که داد نشان
با می�باشد. بدیهی غیر گروه زیر یک دارای لی گروههای حاصلضرب در همانی عنصر از همسایگی هر که

بنویسیم: می�توانیم ١۴.٢.٢ نیز و حکم این ترکیب

آنها مستقیم حاصلضرب آنگاه باشد، بدیهی غیر لی گروههای از تهی غیر خانواده�ای Π j∈JG j اگر گزاره.
باشد. متناهی J که است لی گروه وقتی تنها و وقتی

لی گروههای همومورفیسم ٣.٢ بخش

عنوان به اولا که گوئیم لی٨ هموموفیسم یک را f صورتی در آنگاه ، f : G→ H و لی گروه H و G اگر
باشد. تحلیلی منیفلدها، بین نگاشتی عنوان به ثانی در و باشد همومورفیسم مجرد، گروههای بین نگاشتی
و است لی همومورفیسم لی، گروههای بین پیوستۀ همومورفیسم هر که است آن بخش این حکم مهمترین

می�باشد. لی ایزومورفیسم یک توپولوژی ایزومورفیسم هر بنابراین

f : G→ H پیوستۀ همومورفیسم هر صورت این در لی�اند، گروه H و G کنید فرض قضیه. ١.٣.٢
است. تحلیلی

عنصر از همسایگی یک در تنها را f بودن تحلیلی است کافی که می�شویم یادآور همه از اول برهان:
شکل به تحلیلی توابع حسب بر f بیان اثبات اساس باشد. H لی جبر h کنیم فرض کنیم. بررسی همانی
می�کنیم. اثبات کلی حالت برای سپس و G =R برای ابتدا را مطلب این .Y ∈ h که است، t 7→ exp(tY)

آن بر exp که است 0 ∈ h از محدبی و باز همسایگی U کنیم فرض .G = R کنیم فرض (١)
به دارد وجود exp(tY) در بفرد منحصر y یک ای x ∈ exp( 1

2 U) هر ازای به می�باشد. دیفیومورفیسم
دلیل به (.exp(X) = x و X ∈ 1

2 U که نیست، exp(X/2) جز چیزی ای y (چنین .y2 = x که گونه�ای
که بیابیم می�توانیم ای ϵ > 0 ، f پیوستگی

f (t) ∈ exp
(
1
2

U
)

|t| < ϵ که t هر ازای به

direct product of the G j
٧

Lie homomorphism٨
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بعلاوه . f (ϵ) ∈ exp(X) که دارد وجود بفردی منحصر X ∈ 1
2 U لذا و f (ϵ) ∈ exp( 1

2 U) صورت این در
کمک به . f (ϵ/2)exp(X/2) همچنین و می�باشد exp( 1

2 U) در f (ϵ) بفرد منحصر ریشۀ f (ϵ/2)
که می�گردد نتیجه استقراء

f
(
ϵ

2n

)
= exp

(
1
2n X

)
ای n ∈ N هر ازای به

بنابراین، و

0 < m < 2n که m ∈ N هر ازای به

f
(mϵ

2n

)
= exp

( m
2n X

)
|t| ≤ 1 در صادق t حقیقی عدد هر ازای به که می�گردد نتیجه ، f تابع پیوستگی کمک به فرمول این توسیع با

داریم
f (tϵ) = exp(tX)

(قضیۀ می�گردد نتیجه X ∈ h به نظیر ١-پارامتری گروه زیر بودن تحلیلی از را f بودن تحلیلی حال
.(١٠.٢.٢

میدانهای کنیم فرض می�گیریم. نظر در را دلخواهند لی گرو H و G آن در که کلی حالت اکنون (٢)
t 7→ f (exp(tX j)) نگاشتهای از یک هر می�دهند. تشکیل g برای پایه�ای Xn و . . . ،X1 برداری
هر بنابراین هستند. تحلیلی بالا استدلال به بنا نتیجه در و است H بتوی R از پیوسته همومورفیسمس
Yn و . . . ،Y1 اعضاء ،١٠.٢.٢ قضیۀ بنابه لذا و هستند، H از ١-پارامتری گروه زیر یک اینها از یک

که دارند وجود گونه�ای به h از

exp(tY j) = f (exp(tX j)) ای t ∈ R هر ازای به

صورت به را F : Rn→G نگاشت

F(t1, · · · , tn) = exp(t1X1) · · ·exp(tnXn)

شکل به را آن زیرا است، تحلیلی f ◦F صورت این در می�کنیم. تعریف

( f ◦F)(t1, · · · , tn) = exp(t1Y1) · · ·exp(tnYn)

می�باشد؛ صفر آن درآیه�های سایر و یک آن ام n درآیۀ که باشد مرتبی n−تایی e j کنیم فرض نوشت. می�توان
صورت این در

F∗,0[i,e j]0 = exp∗,0[i,X j]0 = [i,X j]0

همانی نگاشت exp∗,0 که دادیم نشان ١٢.٢.٢ قضیۀ اثبات در که می�گردد نتیجه نکته این از تساوی آخرین
n−بعدی برداری فضای برای پایه�ای به را Rn n−بعدی برداری فضای از پایۀ هر F∗,0 بنابراین است.
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برد بکار می�توان را وارون نگاشت قضیۀ بنابراین می�باشد. خطی ایزومورفیسمی نتیجه در و می�نگارد g
آن بر F که می�گردد یافت طوری 0 ∈ R از V باز همسایگی یک که گرفت نتیجه و (١١.٢.٢ قضیۀ (به
نگاشت نمایشگر F−1 که ، f = ( f ◦F)F−1 بنویسم می�توانیم F(V) بر بنابراین می�باشد. دیفئومورفیسم
عنصر از همسایگی یک در f می�رفت، انتظار که طوری همان بنابراین، است. F موضعی وارون است.2تحلیلی تحلیلی همانی

لی ایزومورفیسم ،H و G لی گروه دو بین f : G→ H توپولوژی ایزومورفیسم هر نتیجه. ٢.٣.٢
است.

2 گیریم. بکار f −1 و f مورد در را بالا حکم که است کافی برهان:

وجود می�نمودیم، مطرح را لی گروه تعریف وقتی که داریم یاد به لی. گروه منیفلدی ساختار ٣.٣.٢
بخصوصی ساختار هیچ عملا بالا احکام در که نمودیم مشاهده حالی در فرضکردیم؛ را سازگار تحلیلی اطلس
انگیز بر ابهام G مفروض لی گروه یک لی جبر از گفتن سخن جهت همین به نمی�شد. مشخص لی گروه بر
سخن G لی گروه بر شده مشخص تحلیلی اطلس به نظیر لی جبر اصطلاح از حتماً تا است لازم و است
است آن می�گردد ابهام این رفع باعث که نکته�ای گردید، ذکر ١.٢.٢ تعریف ادامۀ در که طوری همان گفت.
که است رسیده فرا آن وقت اکنون می�گردد. نظیر تحلیلی اطلس یک تنها و یک مفروض لی گروه هر به که

کنیم). اثبات را لی گروه یک به متناظر لی جبر یکتایی بنابراین (و نموده اثبات دقیقاً را مطلب این
در باشد، {ψβ | β ∈ B} و {φα | α ∈ A} تحلیلی اطلس دو همراه به توپولوژی فضای یک M اگر
تحلیلی نشانندۀ نگاشت یک طبیعی طور به که هستند هم�ارز اطلس دو این می�گوئیم هنگامی صورت این
تحلیلی و موجود آن وارون که باشد داشته وجود طوری λ : (M, {φα | α ∈ A})→ (M, {ψβ | β ∈ B})
بین خطی ایزومورفیسم یک طبیعی طور به λ∗,p نگاشت ،p ∈ M هر ازای به حالتی چنین در است.
یک-به-یک تناظری λ∗ نتیجتاً و می�کند، تعریف Tp(M, {ψβ | β ∈ B}) و Tp(M, {φα | α ∈ A})
با مماس کلافهای که وقتی (درواقع، می�کند. برقرار T (M, {ψβ | β ∈ B}) و T (M, {φα | α ∈ A}) بین

تحلیل�اند.) λ−1
∗ و λ∗ نگاشت دو هر می�گردند، همراه ٣.٢.١ در مشروح تحلیلی منیفلدی ساختار

سازگار تحلیلی اطلس دو {ψβ | β ∈ B} و {φα | α ∈ A} و گردیم باز لی گروههای حالت به اگر حال
ایزومورفیسم یک IdM : M→ M بدیهی نشانندۀ نگاشت صورت این در باشند، G مفروض لی گروه بر
یک بخصوص پی می�باشد؛ لی ایزومورفیسم یک (٢.٣.٢ نتیجۀ (مطابق بنابراین و است توپولوزیک
آن توسط شده معرفی لی جبرهای نتیجه در هم�ارزند. شده داده اطلس دو بنابراین و است تحلیلی نگاشت
نیز لی جبرهای عنوان به که داد نشان می�توان سادگی به و ایزومورفند برداری فضاهای عنوان به اطلس دو
ایزومورفیسم حد در مفروض لی گروه هر به بنابراین، شود). توجه 2− J تمرین (به می�باشند ایزومورف

می�گردد. نظیر لی جبر یک تنها
یکسانی تحلیلی ماکسیمال اطلسهای که هم�ارزند مفروض تحلیلی اطلس دو وقتی تنها و وقتی اما،
بر مفروض سازگار تحلیلی اطلس یک توسط شده تولید ماکسیمال تحلیلی اطلس بعلاوه، کنند. تولید را
تحلیلی اطلسهای همۀ اجتماع از است عبارت و می�باشد سازگار نیز خود ،G مفروض توپولوژی گروه یک
مفروض توپولوژی گروه هر بنابراین کنید.) اثبات را احکام (این .G توپولوژی گروه آن بر موجود سازگار

می�پذیرد. سازگار ماکسیمال تحلیلی اطلس یک حداکثر
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آن بر نمایی نگاشت که است 0 ∈ g از بازی همسایگی U و لی گروه G کنید فرض گزاره. ۴.٣.٢
G بر سازگار ماکسیمال تحلیلی اطلس از عضوی exp |U صورت این در می�باشد. تحلیلی همیومورفیسم
می�نامند.) ١٠ e ∈G حول متعارف چارت یا و ٩e ∈G حول نرمال چارت را exp |U (چارت است.

اطلس تعریف بنابه است. G بر دلخواه و سازگار تحلیلی اطلس یک {φα | α ∈ A} کنید فرض برهان:
φ−1
α ◦exp نگاشتهای ای α هر ازای به که است این دهیم نشان می�باید که آنچه همۀ ۶.١.١ در ماکسیمال

بر exp بودن تحلیلی همیومورفیسم جز چیزی خود این که تحلیلی�اند. تعریفشان دامنۀ بر exp−1 ◦φα نیست.2و U

منیفلدهای می�بریم. پایان به هم�ارز غیر تحلیلی اطلس دو از مثالی ارائۀ با را بخش این مثال. ۵.٣.٢
غیر همیومورفیسم یک و φ : R→ R و R بر همانی نگاشت i که بگیرید نظر در را (R, {φ}) و (R, {i})
صورت این غیر در و x < 0 ازای به φ(x) = x که نمود فرض می�توان ،مثلا) می�باشد. دیفرانسیل�پذیر
تحلیلی غیر آنها بین طبیعی نشانندۀ ولی تحلیلی�اند شده ارائه منیفلد دو هر صورت این در (.φ(x) = 2x

است.

عمومی خطی گروه ۴.٢ بخش

ضرب عمل با همراه n×n حقیقی ماترسیهای همۀ مجموعۀ نمایشگر gl(n,R) کنید فرض

[M,N] = MN −NM (١۵.٢ )

(یعنی، می�باشد gl(n,R) در کج متقارن ماتریسهای همۀ مجموعۀ زیر o(n) و است

o = {M ∈ gl(n,R) | MT = −M},
o(n) و gl(n,R) قرار از می�باشد. توائم (١۵.٢ ) ضرب با نیز این که است.) M ترانهاد نمایشگر MT که
بین کانونی لی ایزومورفیسم یک که است مطلب این دادن نشان بخش این از اصلی هدف لی�اند؛ جبر
دارد. وجود (O(n) لی گروه لی جبر بترتیب (و gl(n,R) لی گروه لی جبر و (o(n) بترتیب (و gl(n,R)

نرم با gl(n,R) کنید فرض توانی. سری نمایی نگاشت ١.۴.٢

M 7→

√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|mi j|2

باناخ فضای یک به gl(n,R) ترتیب این به است. M ماتریس ام (i, j) درآیۀ mi j که باشد، شده همراه
کنیم تعریف ای m هر ازای به و ،M ∈ gl(n,R) اگر که داد نشان توان می سادگی به می�گردد. تبدیل

Am =

m∑
j=0

1
j!

M j

normal chart about e in G٩

canonical chart about e in G١٠
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gl(n,R) در حدی نقطۀ یک دارای دنباله این نتیجه در است. کوشی gl(n,R) در {Am}∞m=0 دنبالۀ آنگاه
دیگر بیان به می�دهیم. نشان eM نماد با را آن که است،

eM =

∞∑
j=0

1
j!

M j

gl(n,R) برای بالا در شده تعریف نرم نمایشگر ||.|| که ،||eM || ≤ ∑∞
j=0

1
j! ||M|| j = e||M|| شود (توجه

بنابراین می�باشد، پیوسته gl(n,R) در ترکیب عمل چون می�باشد.)

eMe−M =

(
I+M+

1
2

M2+ · · ·
)
×

(
I−M+

1
2

M2− · · ·
)

= I+A(1)M+A(2)M2+ · · ·

زیرا است، صفر A(m) آنگاه باشد، مثبتی صحیح عدد m هرگاه

A(m) =
m∑

j=0

1
(m−1)!

(−1) j

j!
= (m!)−1(1+ (−1))m = 0

به M وقتی بعلاوه، می�باشد. gl(n,R) از عضوی eM لذا و است همانی عملگر ،eMe−M = I بنابراین
(۵) 2−C تمرین از راحتی به تساوی (آخرین (eM)−1 = e−M = eMT

= (eM)T می�گردد، تحدید o(n)
نمود: جمعبندی می�توان زیر صورت به را بالا مطالب است. متعامد eM بنابراین و می�گردد) نتیجه

.eM ∈ O(n) آنگاه ،M ∈ o(n) اگر و eM ∈ gl(n,R) آنگاه ،M ∈ gl(n,R) اگر گزاره. ٢.۴.٢

شکل به همومورفیسمی ای M ∈ gl(n,R) هر ازای به و گشته، باز ١-پارامتری گروههای زیر به

θM : R→ gl(n,R), t 7→ etM (١۶.٢ )

که است کافی θM بودن تحلیلی تحقیق برای که می�دارد اذعان ١.٣.٢ قضیۀ اکنون می�کنیم. تعریف
فرض منظور این برای می�باشد. لازم (0 (یعنی R همانی عنصر در تنها نیز این و دهیم نشان آنرا پیوستگی

صورت این در است. صفر به همگرا |tm| ≤ 1 با حقیقی اعداد از دنباله�ای {tm}∞m=1 etm∣∣∣∣∣∣کنیم M − I
∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣tm
(
M+

1
2

tmM+ · · ·
)∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤ |tm|
[
||M||+ 1

2
||M||+ · · ·

]
|tm| ≤ 1 زیرا

≤ |tm|
(
e||M||− I

)
→ 0 m→∞ وقتی

می�باشد. gl(n,R) از ١-پارامتری گروه زیر یک θM نتیجه در است، تحلیلی لذا و پیوسته θM بنابراین
توصیف لی) (-ِگروه نمایی تابع و gl(n,R) لی جبر حسب بر را گروههایی زیر چنین ١٠.٢.٢ قضیۀ در اما
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،مثلا نمودیم. توصیف لی) گروه ِ-) چپ ناوردای برداری میدانهای حسب بر ٣.٢.٢ قضیۀ در و نمودیم،
طوری XM چپ ناوردای برداری میدان یک ای M ∈ gl(n,R) هر به که می�گردد نتیجه ٣.٢.٢ قضیۀ از

که می�گردد نظیر

(θM)∗,0[i,1]0 = XM(1). (١٧.٢ )

مجموعه�ای زیر با gl(n,R) زیرا است ساده�ای کار این می�کنیم. بررسی را تساوی این چپ سمت حال
تشکیل برای همانی چارت و شود) توجه ٢.١.٢ از (ب) قسمت تمرین (به است همیومورف Rn2 از باز
بنویسیم می�توانیم (θM)′|0(s) بجای ای s ∈ R هر ازای به حالت این در می�باشد. مناسب اطلس یک

اکنون .(θM)∗,0(s)

lim
s→0
||θM(0+ s)− θM(0)− sM|| · |s|−1 =

= lim
s→0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
(
sM+

1
2

(sM)2+ · · ·
)
− sM

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ · |s|−1 = 0

می�گردد نتیجه (١٧.٢ ) فرمول از اکنون .(θM)′(0) = M داریم مشتق، (٢.١ ) تعریف بنابه نتیجه، در
اینکه: دقیق�تر بیان به یا ،XM = M که

XM(1) = [i,M]I ای M ∈ gl(n,R) هر ازای به (١٨.٢ )

به را gl(n,R) مختلفی طرق به که است ذکر به (لازم می�باشد. gl(n,R) بر Rn2 همانی چارت تحدید i که
مجموعه�ای زیر عنوان به را gl(n,R) می�توان سبب همین به و نشاند؛ می�توان Rn2 در همیومورف شکل
M ∈ gl(n,R) عضو هر که می�دهد نشان (١٨.٢ ) فرمول محاسبات، این به نظر نمود.) تصور Rn2 از باز
با برابر لی گروه عنوان به gl(n,R) بعد اما، می�گردد. gl(n,R) لی جبر در [i,M]I عنصری موجب ای

بنابراین می�باشد؛ gl(n,R) بعد برابر نتیجه در که شود) توجه (٢) 1−C تمرین (به است n2

gl(n,R) لی جبر به gl(n,R) از خطی دوسویی تناظر یک M 7→ [i,M]I تناظر حکم. ٣.۴.٢
می�باشد.

برداری میدانهای دقیق�تر بررسی ،gl(n,R) لی جبر در موجود لی ضرب تشریح در مرحله اولین
چنین هر چون گردیدند. بیان (٣.۴.٢) فرمول در قبلا که است (M ∈ gl(n,R) (که XM چپ ناوردای

داریم ای A ∈ gl(n,R) هر ازای به است، چپ ناوردای برداری�ای میدان

XM(A) = (LA)∗,IXM(I)

= (LA)∗,I[i,M]I (١٨.٢ ) فرمول بنابه
=

[
i, (LA)′|I(M)

]
A

=

[
i, lim
ϵ→0

(A(I+ ϵM)−AI)ϵ−1
]

A
= [i,AM]A
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نتیجه ١.٣.٢ تعریف از صورت این در باشد. ρ : [i,B]A 7→ B تصویر نمایشگر ρ = ρ(A) کنیم فرض
عبارت A ∈ gl(n,R) نقطۀ در (M,N ∈ gl(n,R) (که XN و XM برداری میدان دو لی ضرب که می�گردد

از است

[XM ,XN](A) =
[
i, (ρXN)′|A(ρXM)(A)− (ρXM)′|A(ρXN)(A)

]
A

=
[
i, (ρXN)′|A(AM)− (ρXM)′|A(AN)

]
A

=

[
i, lim
ϵ→0

{
(ρXN((A+ ϵAM)−ρXN(A))ϵ−1

}
− · · ·

]
A

=

[
i, lim
ϵ→0

{
((A+ ϵAM)N −AN)ϵ−1

}
− · · ·

]
A

= [i,A(MN −NM)]A

= XMN−NM(A)

یک لی جبر در لی ضرب تعریف و ٣.۴.٢ با مطلب این ترکیب با .[XM ,XN] = XMN−NM بنابراین
که: می�گیریم نتیجه (١۴.٢ ) از لی، گروه

لی جبر روی gl(n,R) لی جبر از خطی و دوسویی تناظری M 7→ [i,M]I تناظر قضیه. ۴.۴.٢
می�کند. حفظ را لی ضرب که است gl(n,R)

ضرب بتواند که دیگر لی جبر به لی جبر یک از دوسویی) (یا یک-به-یک تناظر یک تعریف. ۵.۴.٢
می�نامند. لی) ایزومورفیسم (یا لی همومورفیسم نماید، حفظ را لی

gl(n,R) لی جبر و gl(n,R) که می�دارد اذعان ۴.۴.٢ قضیۀ که گفت می�توان اصطلاح این به بسته
ایزومورفند. لی) جبر عنوان (به ساده�ای بسیار شکل به

می�باشد، gl(n,R) لی گروه از بسته�ای گروه زیر O(n) چون گفت؟ می�توان چه O(n) لی جبر مورد در
گروه زیر بودن بسته اما نمود). خواهیم اثبات بعدی فصل در را مطلب این (البته، است لی گروه پس
مرتفع زیر شکل به را مشکل این باشد. نداشته کارایی آن مورد در همانی چارت تا می�گردد موجب O(n)
باشد؛ gl(n,R) در O(n) طبیعی احتوای نگاشت نمایشگر j : O(n)→ gl(n,R) کنیم فرض می�کنیم:
،(٢) 2−H و 2− J تمرین بنابه نتیجه در می�باشد. تحلیلی بنابراین و است، پیوسته j صورت این در
۴.۴.٢ قضیۀ به نظر که شود (توجه است. gl(n,R) بتوی O(n) لی جبر از لی همومورفیسم یک j∗,I
داشتن به نیازی J∗,I و j نگاشتهای کمک با پس، می�دهیم.) نشان gl(n,R) نماد با را gl(n,R) لی جبر

نیست. O(n) خود چارتهای
مطلب (این است O(n) از ١-پارامتری گروه زیر یک t 7→ etM نگاشت ای M ∈ o(n) هر ازای به
نتیجه (١٨.٢ ) و (١٧.٢ ) فرمولهای از بنابراین، و می�گردد) نتیجه آن پی در آمده استدلال و ٢.۴.٢ از

که دارد وجود طوری O(n) بر YM بفرد منحصر چپ ناوردای برداری میدان یک که می�گردد

YM(I) = ( j∗,I)−1[i,M]I . (١٩.٢ )

تناظر این می�گردد. O(n) لی جبر در ( j∗,I)−1[i,M]I عضو یک باعث ای M ∈ O(n) هر بنابراین،
شکلند. این به O(n) لی جبر در اعضاء همۀ که داد نشان می�شود طرف دو بعد محاسبۀ با و است خطی
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mi j درآیه�هایش از یک هر نمودن مشخص دقیقاً با را برداری فضای این از M = (mi j) عضو هر
معرفی می�توان (M ماتریس اصلی قطر بالای در واقع اعضاء از عبارتند دقیقاً (اینها 1 ≤ i < j ≤ n که
بعد بنابراین و دارد وجود 1 ≤ i < j ≤ n شرط در صادق (i, j) زوجهای از تا n(n−1)/2 جمعاً نمود.
لی گروه از گروهی زیر عنوان به O(n) بعد که می�گردد ملاحظه است. n(n− 1)/2 با برابر دقیقاً O(n)
شدن کاسته موجب که است O(n) در تعامد روابط وجود امر این دلیل است؛ کمتر آن بعد از ،gl(n,R)
به که است متعامد M = (mi j) وقتی تنها و وقتی درواقع، می�گردد. آن اعضاء انتخاب در آزادی درجۀ از

این است.) رونکر دلتای نمایشگر δi j اینجا در (که .
n∑

k=1

mi jm jk = δi j ای i, j ∈ {1, · · ·n} هر ازای

صادق (i, j) زوجهای از که بگیریم نظر در را آنهایی است کافی لذا و متقارنند j و i به نسبت مجموع�ها
بعد بنابراین و دارد، وجود زوجهایی چنین از تا n(n+ 1)/2 جمعاً می�گردند. نتیجه 1 ≤ i ≤ j ≤ n در

می�باشد. o(n) بعد همان درست که ،n2−n(n+1)/2 = n(n−1)/2 با است برابر O(n)
و است لی همومورفیسم j∗,I اینکه ،(١٩.٢ ) رابطۀ ،o(n) و O(n) لی) (جبر بعد تساوی از اکنون

که: نمود استنباط می�توان ۴.۴.٢ قضیۀ

O(n) لی جببر بروی o(n) از لی ایزومورفیسم یک M 7→ ( j∗,I)−1([i,M]I) تناظر نتیجه. ۶.۴.٢
می�باشد.

خواهد داده نشان ۶ فصل در زیرا است، فشرده لی گروه یک از مناسب بسیار مثالی O(n) گروه
زیر با آنها لی جبر بنابراین و هستند ای O(n) یک از بسته�ای گروههای زیر فشرده لی گروههای همۀ شد

ایزومورفند. ای o(n) یک از لی جبرهای
١-پارامتری گروه زیر به که است gl(n,R) لی جبر در عنصری [i,M]I آنگاه ،M ∈ gl(n,R) هرگاه

نتیجه در و exp([i,M]I) = θM بنابراین گردید). ذکر ١۶.٢ ) در که می�گردد، نظیر gl(n,R) از θM

exp([i,M]I) = eM (٢٠.٢ )

gl(n,R) به g از لی همومورفیسم یک j∗,I آنگاه باشد، gl(n,R) از بسته�ای گروه زیر G اگر بعلاوه،
ای M ∈ j∗,I(g) هر ازای به بنابراین و می�باشد (gl(n,R) لی جبر بتوی دقیق�تر، شکل به (یا

exp◦( j∗,I)−1(M) = eM . (٢١.٢ )

نمود.) اثبات را تساوی این می�توان سادگی به کنید، حل را 2−F تمرین که صورتی (در

یادداشت ۵.٢ بخش

دستگاه�های مطالعۀ به که هنگامی نوزدهم، قرن اواخر در (١٨٩٩ تا ١٨۴٢) نروژیسوفسلی١١ ریاضی�دان
می�نامند. لی گروه وی، افتخار به را آنها امروزه که نمود برخورد اشیائی به بود، مشغول دیفرانسیل معادلات
مربوط بخصوص دیفرانسیل معادۀ یک به که بود معطوف حقیقی اقلیدسی فضای از تبدیلاتی به لی توجه
و بود مرتبط دیفرانیل معادله همان به هم باز که می�شد سومی تبدیل تبدیلی، چنین دو هر ترکیب و بودند،

Sophus Lie١١
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کارهای از برخی از ترجمه�ای مشاهدۀ (برای بود. ارتباط در نخست تبدیل دو با دیفرانسیل�پذیر شکل به
تامس و میر ١٩٣۵ سال در و یافت گسترش لی گروه مجرد مفهوم بتدریج شود.) مراجعه [۴٢] به وی
آنها فراگیر مطالعۀ به موفق لی های جبر و توپولوژی گروه�های دیفرانسیل�پذیر، منیفلدهای کمک به [۴۵]

شدند.
زیر مفهوم می�کردند، عمل کوچکی بینهایت زمانی بازۀ یک بر که هنگامی تبدیلات تأثیر بررسی در
١-پارامتری گروه زیر یک تولید باعث کوچک بینهایت تبدیل این خود گردید. پدیدار ١-پارامتری گروه
بردار دارای لی، گروه یک از (هموار) ١-پارامتری گروه زیر هر ما، اصطلاح به یا می�گردد. بفرد منحصر
سوی از دارد. تعلق G لی گروه به نظیر g لی جبر به مماس بردار این می�باشد؛ e در بفردی منحصر مماس
خط یک صورت به آنرا زحمتی) هیچ (بی و است همانی عنصر به مماس بردار یک g در X عضو هر دیگر
و بگیریم، δx را منحنی یا خط این سوی آن اگر نمود. تصور می�توان G در e از شده آغاز کوچک بینهایت
توسط شده تولید منحنی آنگاه است، δt برابر خط این امتداد در نقطه این به نظیر زمان که کنیم فرض اگر
به نظیر عنصر δx که کنیم فرض بعلاوه بود. خواهد G در ١-پارامتری گروه زیر یک برد از عبارت δx
موجب δx−1 · δy−1 · δxδy کوچک بینهایت عنصر صورت این در باشد. X با δx تناظر مثل ،Y ∈ g
همانی عنصر در گروه زیر این بر مماس [X,Y] و . . . می�گردد G در سومی ١-پارامتری گروه زیر تولید
ارتباط در رابینسون کار (مطالعۀ است. شده آورده مطالب این از برخی اثبات ٩.٢.٣ قسمت در باشد! می
توضیح در تواند می بزرگ�ها) بینهایت و کوچک�ها بینهایت با ارتباط در آنالیز (یعنی، استاندار غیر آنالیز با
برخی در شود.) مراجعه [۵۴] رابینسون کتاب از ٨.۴ و ٨.٣ بخشهای به باشد. مفید روند این بهتر فهم و

می�نامند. گروه آن کوچکِ بینهایت جبر یا کوچک بینهایت گروه را لی گروه یک لی جبر نوشته�ها از
تابع توان سری طبیعی تعمیم ،exp لی گروه یک نمایی نگاشت دیدیم، آخر بخش در که طوری همان
به عملگرها و گروه�ها نیم مطالعۀ در را مهمی نقش لی، گروه�های سوای ex تابع است. ex معمولی نمایی
عملگر یک از باشد) مناسبی پیوستگی شرایط دارای (که ١-پارامتری گروه زیر نیم زیر هر ،مثلا دارد. عهده
بر کراندار عملگر یک نیز M که است t 7→ etM شکل به مفروض، B باناخ فضای یک بر مفروض کراندار
مراجعه [١٨] شوارتز و دانفرد کتاب هشتم فصل از ١ بخش به بیشتر توضیحات مشاهدۀ (برای است. B
متناهی بعد با باناخ بافضاهای ارتباط در که حکم این از نمونه�ای حاضر، فصل چهارم بخش در شود.)
١-پارامتری گروه زیر هر که بود این exp از استفاده دلیل که شود توجه همچنین نمودید. مشاهده را است
١٠.٢.٢ قضیۀ (به است. t 7→ exp tM شکل به ای X ∈ g یک ازای به ،G مفروض لی گروه یک از

شود.) توجه
گروه�های بین پیوسته همومورفیسم هر که می�دارد اذعان (که ١.٣.٢ قضیۀ که شد خواهد اثبات ادامه در
است: نموده اثبات ارتباط این در را حکمی [٣۶] کالمن اخیراً می�باشد. مفید بسیار است) تحلیلی لی،
φ : G→G′ و بوده شمارا پایه�ای با توپولوژی ′Gگروهی اگر است. فشرده سادۀ لی گروه Gیک فرضکنید
گروه�های بین (یعنی، توپولوژی ایزومورفیسم φ آنگاه باشد، مجرد) گروه�های بین (یعنی، جبری ایزومورفیسم
خواهند وسیعی کاربردهای دارای آن نتایج یا و حکم این که داد خواهد نشان زمان گذشت است. توپولوژی)

بود.
یک آن بر که توپولوژی�ای گروه صورت به را لی گروه نویسندگان از برخی که شویم می یادآور سرانجام
است روشن می�کنند. تعریف هموارند، آن به نسبت گروه اعمال که گونه�ای به است شده ارائه هموار اطلس
«تحلیلی» بجای فصل این احکام از یک هر در چنانچه بعلاوه، می�باشد. هموار لی گروه یک لی، گروه هر که
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ترتیب همین به نیز را اثباتها همچنین و می�باشد درست نیز آمده بدست حکم گردد، استفاده «هموار» از
نگاشت و است هموار هموار، لی گروه یک بر چپ ناوردای برداری میدان هر ،مثلا آورد. بدست می�توان

است. هموار نیز باشد می لی گروه خود بتوی لی گروه لی جبر از نگاشتی که نمایی

تمرینات ۶.٢ بخش

میدانهای و تحلیلی برداری میدانهای برداری، میدانهای مماس، کلاف از کلی توصیفی (١) (2− A
دهید. ارائه R چپ ناوردای برداری

پرسشهای همان سپس و نموده هموار سازگار و تحلیلی اطلسی با را T = U(1) دایره گروه (٢)
دهید. پاسخ T مورد در را (١) قسمت

هستند، t 7→ (eiat,eibt) شکل به T 2 تیوب ١-پارامتری گروه�های زیر همۀ که دهید نشان (١) (2−B
از ١-پارامتری گروه زیر یک بودن بسته برای کافی و لازم شرط آوردن بدست با سپس .a,b ∈ R که
زیر از برخی که دهید نشان توپولوژی) فضای یک از مجموعه�ای زیر عنوان به برد بودن بسته (یعنی، T 2

داشته وجود لی گروه یک از گروهی زیر است ممکن یعنی، نیستند. بسته T 2 در ١-پارامتری گروه�های
کنید. مشخص را T 2 در بسته غیر ١-پارامتری گروه�های زیر بستار نباشد. بسته که باشد

نیست. پوشا ولی است یک-به-یک T 2 تیوب exp نمایی نگاشت که دهید نشان (٢)

gl(n,R) لی جبر بر شده تعریف توانی سری نمایی نگاشت نمایشگر M 7→ eM کنید فرض (2−C
هر ،A ∈ gl(n,R) و M,N ∈ gl(n,R) که صورتی در گردید. تعریف ٢.۴ بخش در که گونه�ای به باشد،

کنید: اثبات را زیر احکام از یک
eA−1؛ MA = A−1eMA (١)

و . . . ،ex1 صورت این در هستند، M مجزایِ لزوماً نه ویژۀ بردارهای xn و . . . ،x1 اگر (٢)
هستند؛ eM مجزایِ لزوماً نه ویژۀ بردارهای نیز exn

قطر درآیه�های مجموع (یعنی، M اثر نمایشگر tr(M) که است، etr(M) برابر eM دترمینان (٣)
می�باشد؛ آن) اصلی

eM+N؛ = eMeN آنگاه [M,N] = 0 اگر (۴)
eMT؛

= (eM)T (۵)
.eM̄ = eM (۶)

از که باشد gl(2,R) از گروهی زیر نمایشگر (S L)(2,R) کنید فرض خاص. خطی گروه (2−D
لی گروه از بسته گروهی زیر S L(2,R) صورت این در می�گردد؛ تشکیل یک دترمینان با ماتریس�های

مجموعه�ی زیر U اگر دقیق�تر، بیان (به است. لی گروه یک خود بنابراین، و است gl(2,R)

U = {(x1, x2, x3) | |x1−1| < 1, x2 ∈ R, x3 ∈ R}
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ضابطۀ با نگاشت φ و باشد (R3 از

φ : (x1, x2, x3) 7→
[

x1 x2
x3 x4

]
x4 =

1+ x2x3

x1

φ که دهید نشان می�باشد. φ(U) باز مجموعۀ بروی U باز مجموعۀ از همیومورفیسمی φ صورت این در
است.) بعدب ٣ لی گروه S L(2,R) بنابراین و می�کند صدق ٣.١.٢ قضیۀ شرایط در

gl(2,R) از لی جبر زیر با است ایزومورف) (یعنی، برابر S L(2,R) لی جبر که دهید نشان (١)
مشابهی حکم کنید.) استفاده (٣) 2−C تمرین از (راهنمایی: صفر. اثر با ماتریسهای همۀ از متشکل

است. صحیح S L(n,R) برای

نگاشت برد در Ar آنگاه ، Ar :=
[

r 0
0 1/r

]
∈ S L(n,R) و r > −1 اگر که دهید نشان (٢)

کنید فرض (راهنمایی: باشد. پوشا exp نگاشت که ندارد لزومی بنابراین و ندارد، قرار expS L(n,R) نمایی
یک به رسیدن برای (٢) 2−C تمرین از سپس و eM = Ar که باشد داشته وجود ای M ∈ gl(n,R)

نیست.) پوشا expgl(n,R) که داد خواهد نشان این البته کنید. استفاده تناقض

سپس و است،
[

cos t sin t
−sin t cos t

]
برابر

[
0 t
−t 0

]
نمایی توان سری که دهید نشان (2− E

.eMeN , eM+N که بیابید را ای N و M 2×2 ماتریسهای

نشان صورت این در باشد، H و G لی گروه�های بین تحلیلی همومورفیسمی f : G→ H اگر (2−F
. f ◦ expG = expH ◦ f∗,e که دهید

f∗,e که دهید نشان صورت این در باشند. 2− F تمرین مانند H و G ، f کنید فرض (2−G
که است آن f∗,e(v) = w برای کافی و لازم شرط که دهید نشان ابتدا (راهنمایی: است. لی همومورفیسم
استفاده ٧.٢.٢ لم از سپس و باشند −مرتبط f w و v بردارهای به نظیر چپ ناوردای برداری میدانهای

کنید.)
حکم دو هر آنگاه باشد، موضعی همومورفیسم یک f اگر که دهید نشان موضعی. همومورفیسم�های

شود.) توجه ٣.۴.٣ تعاریف (به برقرارند. 0 ∈ g از مناسب همسایگی یک بر بالا

که دهید نشان صورت این در باشند. 2−F تمرین مانند H و G ، f کنید فرض (2−H
لازم H همبندی فرض وارون، برقراری برای (که باشد f∗,e که است پوشا f وقتی تنها و وقتی (١)

است.)
حالت در مطلب این وارون (اما، است. یک-به-یک نیز f∗,e آنگاه باشد، یک-به-یک f اگر (٢)
ضابطۀ با را f : R→ T تحلیلی همومورفیسم و α ∈ R− {0} کنید فرض ،مثلا نیست. صحیح کلی
می�کنیم، تشریح را f∗,0 که وقتی ولی نیست، یک-به-یک f که است روشن کنید. تعریف f (x) = eiαx

شود.) مقایسه 3− J تمرین با نیست. یک-به-یک که می�یابیم در



۵٣ لی جبر و گروه .٢ فصل

متناهی بعد با مختلط) یا (حقیقی برداری فضای یک E کنید فرض (١) عمومی. آفین گروه (2− I
،τ : x 7→ Ax+ a شکل به E به E از تبدیلات (یعنی E وارن�پذیر آفین تبدیلات همۀ مجموعۀ است.

دهید نشان ،
[

A a
0 1

]
شکل به τ نوشتن با می�دهیم. نشان GA(E) نماد با را (a ∈ E و Agl(E) که

١.٣.٣ قضیۀ کمک به سپس می�باشد. gl(n+ 1,C) یا gl(n+ 1,R) از بسته گروهی زیر GA(E) که
به متناظر عمومی آفین گروه را لی گروه این است. بعدی) n(n+1)) لی گروه GA(E) که دهید نشان

می�نامند. E
سپس و [x,y] = y و [y,y] = 0 ،[x, x] = 0 کنیم تعریف و باشد R2 برای پایه�ای {x,y} اگر (٢)
R2 که دهید نشان صورت این در دهیم، تعمیم R2 کل به بودن پادمتقارن و بودن خطی دو شرط با را آن

می�دهد. لی جبر یک تشکیل ضرب این با
جابجایی غیر لی جبر تنها (٢) قسمت در شده تعریف لی جبر ایزومورفیسم، حد در که دهید نشان (٣)

شود.) توجه 1−C تمرین (به می�باشد. ٢-بعدی
x 7→αx+β شکل به تبدیلات همۀ گروه زیر از است GA(R)عبارات همانی مؤلفۀ که دهید نشان (۴)
به تبدیلات همۀ گروه زیر از است عبارات GA(n,R) همانی مؤلفۀ اینکه، (کلی�تر .α > 0 و α,β ∈ R که
که دهید نشان ابتدا امر این مشاهدۀ برای .a ∈Rn و det(A) > 0 ،A ∈ gl(n,R) که x 7→ Ax+a شکل
با را GA(R) همانی مؤلفۀ می�شود.) تشکیل مثبت دترمینان با عملگرهای همۀ از gl(n,R) همانی مؤلفۀ
GA(R)+ لی جبر که دهید نشان و نموده فرض را 1−C تمرین برقراری می�دهیم. نشان GA(R)+ نماد
معرفی لی جبر با برابر دیگری) آبلی غیر همانی مؤلفۀ با ٢-بعدی لی گروه هر لی جبر نیز (و GA(R) و

می�باشد. (٢) قسمت در شده
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کمبل-بکیر-هاوسدورف فرمول

اف. اچ. کمبل، ای. جی. به که فرمولی کمک به آن لی جبر و لی گروه بین رابطۀ مورد در ما اطلاعات
توجهی قابل شکل به است، گردیده تکمیل گذشته دهۀ در و می�شود داده نسبت ١ هاوسدورف اف. و بیکر
g لی جبر جبریِ ساختار کبه) فرمول اختصار به یا (و کمبل-بکیر-هاوسدورف فرمول می�یابد. افزایش
ساده، بیان به می�سازد. هویدا G لی گروه آن به متناظر نمایی نگاشت کمک به را G مفروض لی گروه یک

آنگاه باشند، داشته قرار 0 ∈ g از مناسب باز همسایگی یک در Y و X اگر که می�گوید فرمول این

exp(X)exp(Y) = exp(Z)

= exp
(
X+Y +

1
2

[X,Y]+ بالاتر مرتبۀ جملات
)
.

نموده فرض را است مجرد لی جبرهای برای استفاده قابل که کبه فرمول از نمونه�ای ابتدا فصل این در
ذکر را آن از مهم کاربرد دو ادامه در می�سازیم. لی گروه�های برای آن از نسخه�ای آن کمک به سپس و
آنها دومین و است لی گروه یک خود لی، گروه یک بستۀ گروه زیر هر که است این آنها اولین نمود. خواهیم
همومورفیسم یک آنگاه باشد، h بتوی g از لی همومورفیسم F و بوده لی گروه H و G اگر که است این
بعلاوه، . f∗,e = F که گونه�ای به داشت خواهد وجود H بتوی و e ∈G از بازی همسایگی بر f موضعی

شد. خواهد بحث پوششی گروه�های و ساده همبند لی گروه�های مورد در نیز مختصری

لی جبر برای کبه فرمول ١.٣ بخش

را لی جبرهای برای کبه فرمول مفهومی موقعیت و زمینه�ها پیش از عجولانه نسبتاً بیانی بخش این در
۵ بخش به موضوع این خصوص در بیشتر بحث مشاهدۀ برای می�تواند علاقمند خوانندۀ می�کنیم. مطرح
مراجعه [۴۴] سولیتار و کاراس مگنوس، کتاب از ۵.١٠ بخش یا و [٣۵] جیکوبسن کتاب از ٣ فصل از

I. E. Campbel, F. Baker and F. Hausdorff١

۵۴
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ان مورد در کمی و نموده بیان را آن صورت تنها ما زیرا یافت آنها در می�توان نیز را فرمول این اثبات کند.
داد. خواهیم توضیح

ضرب یک همراه به است حقیقی�ای برداری فضای A جبر یک از منظور تعریف بنابه تعریف. ١.١.٣
جبر یک به [X,Y] = XY −YX جدید ضرب تعریف با را یکداری جبر هر یکدار. و شرکت�پذیر دوخطی
زوج صورت به را {X j | j = 1, · · · ,r} مجموعۀ توسط شده تولید Ar آزاد جبر نمود. تبدیل می�توان لی
است A جبر بتوی {X j | j = 1, · · · ,r} از یکبیک نگاشتی i و جبر یک A که می�کنند تعریف (A, i) مرتب
همومورفیسم یک آنگاه باشد، B لی جبر بتوی {X j | j = 1, · · · ,r} از دلخواه نگاشتی α اگر که گونه�ای به
برداری فضای صورت به را Ar) .α = β◦ i که باشد داشته وجود طوری β : A→ B بفرد منحصر جبری

شکل به اعضای از متناهی و R−خطی ترکیبات }همۀ
1
}
∪

{
Xe1

n1
· · ·Xek

nk |k,e1, · · · ,ek ∈ N,n j ∈ {1, · · · ,r}, n j , n j+1
}

به نیز ضرب عمل و آمد خواهد در معمولی احتوای نگاشت شکل به i صورت این در نمود. تجسم می�توان
شد.) خواهد انجام صوری شکل

صوری توانی سری�های جبر آنگاه باشد، {X1, · · · ,Xr} توسط شده تولید آزاد جبر Ar که صورتی در
شکل به اعضای همۀ مجموعۀ Ār یعنی، داد. خواهیم نشان Ār نماد با را ها X j حسب بر

a0+

r∑
i=1

aiXi+

r∑
i, j=1

ai jXiX j+

r∑
i, j,k=1

ai jXiX jXk + · · ·

اگر و می�شوند، تعریف مؤلفه�ای شکل به اسکالر ضرب و جمع و a0,ai,ai j,ai jk, · · · ∈ R که می�باشد

b0+

r∑
i=1

biXi+

r∑
i, j=1

bi jXiX j+

r∑
i, j,k=1

bi jXiX jXk + · · ·

و ai j = bi j ،ai = bi ،a−0 = b0 که برابرند عضو دو این صورتی در آنگاه باشد، Ār از دیگری عضو
صورت به آنها حاصلضرب و ،...

c0+

r∑
i=1

ciXi+

r∑
i, j=1

ci jXiX j+

r∑
i, j,k=1

ci jXiX jXk + · · ·

... و ci j = a0bi j+aib j+ai jb0 ،ci = a0bi+aib0 ،c0 = a0b0 که می�گردد تعریف

دلخواه عضو هر ازای به صوری. نمایی نگاشت ٢.١.٣

Z =
r∑

i=1

diXi+

r∑
i, j=1

di jXiX j+

r∑
i, j,k=1

di jXiX jXk + · · ·
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صوری توان سری شکل به را eZ ،Ār از

eZ = 1+Z+
1
2

Z2+
1
3!

Z3+ · · · (١.٣ )

جملۀ k+1 در تنها را Z ام k درجۀ عناصر است، شده فرض صفر Z در d0 جملۀ چون می�کنیم. تعریف
عضوی eZ بنابراین یافت. می�توان (١.٣ ) عبارت اول

e0+

r∑
i=1

eiXi+

r∑
i, j=1

ei jXiX j+

r∑
i, j,k=1

ei jXiX jXk + · · ·

آن: در که بود خواهد Ār از

e0 = 1, ei = di, ei j = di j+
1
2

did j,

ei jk = di jk +
1
2

(did jk +di jdk)+
1
3!

did jdk, · · ·

عنوان به را eZ بنابراین و می�شوند نوشته بالا ترتیب به eZ در مؤلفه�های است این بر ما فرض اغلب
می�کنیم. قلمداد Ār از عضوی

اعضای eY و eX که می�دانیم صورت این در باشد، Y و X توسط شده تولید آزاد حبر Ā2 کنیم فرض
بعلاوه هستند. Ā2

eXeY =

(
1+X+

1
2

X2+ · · ·
)(

1+Y +
1
2

Y2+ · · ·
)

= 1+ (X+Y)+
(
1
2

X2+XY +
1
2

Y2
)
+ · · ·

داد نشان می�توان صورت این در ،«Z = X+Y + 1
2 [X,Y]+ بالاتر مرتبۀ «جملات شود فرض اگر حال

eZ = 1+ (X+Y)+
(
1
2

X2+XY +
1
2

Y2
)
+ ٢ از بالاتر مرتبۀ جملت

در را آن اول جملات (که یافت Ā2 در ای Z می�توان که می�کند تأیید کبه فرمول .eXeY = eZ بنابراین و
و X بالای مراتۀ لی حاصلضربهای محاسبۀ از Z مؤلفه�های همۀ و eXeY = eZ که طوری نمودیم) ذکر بالا

می�آیند. بدست Y
لی جبر از مجموعه�ای زیر ∆ کنید فرض داریم. نیاز زیر نمادگذاریهای به کبه فرمول دقیق�تر بیان برای
و می�نامیم؛ ∆ در جملات از اول مرتبۀ لی حاصلضربهای را ∆ اعضای صورت، این در باشد. L مفروض
مرتبۀ لی حاصلضرب یک در ∆ در جملات از ام k مرتبۀ لی حاصلضرب یک لی ضرب از حاصل عبارت هر
.k ∈ 1, · · · ,m−1 که می�نامیم، ∆ در جملات از ام m مرتبۀ لی حاصلضرب را ∆ در جملات از ام m−k

جملات ام 0 مرتبۀ لی حاصلضربهای را اعضاء این آنگاه باشد، داشته بر در را R اعضایِ از برخی ∆ اگر
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و سوم دوم، مرتبۀ لی حاصلضربهای که داد نشان می�توان لی ضرب خواص کمک به ،مثلا می�گوئیم. ∆ در
از عبارتند بترتیب ∆ در جملات چهارم

[X,Y];

±[X, [Y,Z]];

±[W, [X, [Y,Z]]], [[W,X], [Y,Z]];

می�نامند. چندگانه لی حاصلضربهای را لی حاصلضربهای چنین همۀ .W,X,Y,Z ∈ ∆ که
صورت به که Ār از اعضایی صورت این در باشد، {X1, · · · ,Xr} توسط شده تولید آزاد جبر Ar اگر

مرتبۀ لی حاصلضربهای از متناهی R−خطی ترکیب یک ها Zm از یک هر (که باشند بیان قابل
∞∑

m=0

Zm

می�نامند. Ār لی اعضای را می�باشند) {X1, · · · ,Xr} در جملات از ام m

در باشد، Y و X اعضاء توسط شده تولید آزاد جبر A2 اگر کمبل-بکیر-هاوسدورف. فرمول ٣.١.٣
.eXeY = eZ و است صفر آن صفرم مرتبۀ جملۀ که داشت خواهد وجود Ār در Z لی عضو یک صورت این

از عبارتند Z سوم مرتبۀ تا مؤلفه�های

Z = X+Y +
1
2

[X,Y]+
1

12
[[X,Y],X]+

1
12

[[X,Y],Y]+ · · ·

از 3−C تمرین در است، آمده Z در دوم و اول مرتبۀ جملات ظهور برای کافی دلایل بالا بحث در
دهد. نشان را سوم مرتبۀ جملات صحت تا می�شود خواسته علاقمند خوانندۀ

برابر Z کلی حالت در

∞∑
m=0

∑
(pi,qi)∈Am

(−1)m−1

m
m
Σ

i=1
(pi+qi)

[[[[[[[[· · ·
تا p1︷     ︸︸     ︷

[x, x] · · · x]

تا q1︷︸︸︷
y] · · ·y] · · ·

تا pm︷︸︸︷
x] · · · x]

تا qm︷︸︸︷
y] · · ·y]

p1!q1! · · · pm!qm!

آن در که است،

Am =
{
(pi,qi)

∣∣∣∣ 1 ≤ i ≤ m, pi,qi ∈ {0,1,2, · · · },
m∑

i=1

(pi+qi) ≤ m
}

کنید. مراجعه بخش این ابتدای در شده معرفی مراجع به فرمول این اثبات مشاهدۀ برای
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لی گروه برای کبه فرمول ٢.٣ بخش

می�کنیم. آغاز لی گروه همانی عنصر حول چارت یک بر حقیقی مقدار با تحلیلی توابع برای تیلر بسط با
G بر سازگار تحلیلی اطلس یک {φα |α ∈ A} و لی گروه G که است این بر ما فرض بخش این خلال در
باشد)، داشته تعلق Vα بر حقیقی مقدار با توابع مجموعۀ به (یعنی f ∈ Fα اگر که می�شویم یادآور است.

تابع نمایشگر X̃ f صورت این در باشد، G بر تحلیلی برداری میدان یک X و

X̃ f : x 7→ f∗,xX(x), x ∈ Vα

بخش این در که دیگری استاندارد نمادگذاری شود). توجه ٣.٣.١ (به می�باشد Fα از عضوی نیز آن که
آن بر موجود بر توپولوژی تولید به قادر که می�باشد g بر نرم نمایشگر که است ∥ · ∥ نما شد، خواهد استفاده
می�کنیم. استفاده آن از جا همه در از بعد من و نموده انتخاب را یکی ممکن نرمهای همۀ بین از می�باشد.

می�دهیم. نشان B نماد با را g در 0 مرکز به بسته واحد گوی بعلاوه

است. e ∈G حول چارتی φα : Uα→ Vα کنید فرض بالا، مثل {φα |α ∈ A} و G با لم. ١.٢.٣
ازای به که کنید انتخاب طوی را ε′ > 0 .V ·V ⊆ Vα که است G در e از بازی همسایگی V کنید فرض
B بر چپی ناوردای برداری میدان X که کنید فرض نیز و exp(tB) ⊆ V ای t ∈ Iε′ = (−ε′;ε′) هر
تحلیلی Iε′ بر t 7→ f (x · exp(tX)) تابع ای x ∈ V هر و ای f ∈ Fα هر ازای به صورت این در است.
شکل به Iε′ بر t 7→ f (x · exp(tX)) تابع تیلور بسط و 0 < ε < ε′ که دارد وجود ای ε بعلاوه و است،

است: زیر

f (x · exp(tX)) =
∞∑

m=0

tm

m!

(
X̃m( f )

)
(x) (٢.٣ )

همچنان بگزاریم، کنار را g به X داشتن تعلق فرض بالا لم مفروضات در چنانچه یادداشت. ٢.٢.٣
ازای به که می�شود نتیجه (٢.٣ ) فرمول از و X · ∥X∥−1 ∈ B صورت این در بود، خواهد صحیح لم این

ای t ∈ Iε′ هر

f (x · exp(tX · ∥X∥−1)) =
∞∑

m=0

tm

m!∥X∥m
(
X̃m( f )

)
(x)

شود. محدود (−ε∥X∥−1;ε∥X∥−1) به t که بود خواهد برقرار وقتی تنها (٢.٣ ) فرمول بنابراین،

پیوسته نمایی نگاشت چون آنگاه شوند، انتخاب لم صورت در مانند V و φα که صورتی در :١.٢.٣ لم اثبات
.exp(tB) ⊆ V ای t ∈ Iε′ هر ازای به ویژه، به exp(ε′B)؛ ⊆ V که نمود یافت می�توان ای ε′ > 0 است،
بر نمایی نگاشت و G در ضرب نگاشت ، f تابع و V ·V ⊆ Vα چون .X ∈ B و f ∈ Fα کنیم فرض

تابع بنابراین تحلیلی�اند، دامنه�ٔشان

g : t 7→ f (x · exp(tX)), t ∈ Iε′
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با ای ε که داد نشان و نموده استفاده تیلور فرمول کلاسیک نمونۀ از می�توان اکنون می�باشد. تحلیلی نیز
که دارد وجود طوری 0 < ε ≤ ε′

g(t) =
∞∑

m=0

tm

m!
g(m)(0), t ∈ Iε

اینکه دادن نشان با اثبات

g(m)(0) =
(
X̃m( f )

)
(0) ای m ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } هر ازای به (٣.٣ )

داریم Iε بر که گردد ثابت است لازم منظور این برای می�رود. پایان به

g(m) =
(
X̃m( f )

)
◦Lx ◦ θ ای m ∈ Z+ هر ازای به (۴.٣ )

ازای به (۴.٣ ) فرمول ،g تعریف به نظر می�باشد. t 7→ exp(tX) ١-پارامتری گروه زیر نمایشگر θ که
ابتدا باشد. صحیح m = 0,1,2, ·,m− 1 برای فرمول این که کنیم فرض حال می�باشد؛ برقرار m = 0
از لذا و می�باشد، La−مرتبط خودش با ای a ∈G هر ازای به است، چپ ناوردای X چون که شود توجه

که داریم p ∈ Z+ بر استقراء به بنابراین، .
(
X̃( f )

)
◦La = X̃ ( f ◦Lx) که می�گردد نتیجه (١٣.٢ )(

X̃p( f )
)
◦La = X̃p ( f ◦Lx) ای p ∈ Z+ هر و a ∈G هر ازای به (۵.٣ )

داریم ای s ∈ Iε هر ازای به اکنون

g(m)(s) = g(m−1)(1)(s) =
(
g(m−1)

)
∗,s [i,1]s

=
(
X̃m−1 ◦Lx ◦ θ

)
∗,s [i,1]s (۶.٣ )

=
(
X̃m−1( f ◦Lx)◦ θ

)
∗,s [i,1]s (٧.٣ )

=
(
X̃m−1( f ◦Lx)

)
∗,θ(s)

θ∗,s[i,1]s

=
(
X̃m−1( f ◦Lx)

)
∗,θ(s)

X(θ(s)) (٨.٣ )

= X̃
(
X̃m−1( f ◦Lx)

)
(θ(s))

=
(
X̃m ◦ f

)
◦Lx ◦ θ(s) (٩.٣ )

،١٠.٢.٢ قضیۀ از (٨.٣ ) در ،(۵.٣ ) فرمول از (٧.٣ ) در ،m+1 ازای به (۴.٣ ) فرمول از (۶.٣ ) در که
لذا و (۴.٣ ) فرمول بنابراین نموده�ایم. استفاده X̃ تعریف از موارد سایر در و (۵.٣ ) فرمول از (٩.٣ ) در
2 می�باشد. برقرار ای m ∈ Z+ هر ازای به (٣.٣ ) فرمول
باشیم نموده انتخاب طوری را ε > 0 و باشند بالا لم صورت در مانند φα و G کنید فرض نتیجه. ٣.٢.٣
t 7→ f (exp(tX)) تابع ای f ∈ F هر ازای به صورت این در .exp(tB) ⊆ Vα ای t ∈ Iε هر ازای به که

از است عبارت آن 0 همسایگی یک در تیلور بسط و است تحلیلی Iε بر

f (exp(tX)) =
∞∑

m=0

tm

m!

(
X̃m( f )

)
(e)
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x 7→ تابع ،g بر دلخواه برداری میدان یک X و باشد تحلیلی G بر f تابع اگر یادداشت. ۴.٢.٣
و است تحلیلی G بر t 7→ f (exp(tX)) صورت این در می�دهیم. نشان X̃( f ) نماد با را G بر f∗,xX(x)

ای t ∈ R هر و x ∈G هر ازای به که نمود اثبات می�توان بالا لم در رفته بکار روش با

f (x · exp(tX)) =
∞∑

m=0

tm

m!

(
X̃m( f )

)
(x)

می�توان نظر مورد حکم از یافته�تر تعمیم نمونه�ای آوردن بدست برای ١.٢.٣ لم اثبات از دیگر، بیان به
این ،G کل بر نه و نمودیم بیان Vα بر تحلیلی توابع اساس بر را ١.٢.٣ چرا اینکه دلیل نمود. استفاده
مقدار با توابع از کافی تعدادی کمک به Vα بر را Vα بر تحلیلی برداری میدانهای می�دانیم قبل از که است

شود). توجه ۴.٣.١ اثبات (به نمود تفکیک می�توان حقیقی

L از برداری فضایی زیر L′ و باشد، متناهی) بعد با و (حقیقی لی جبر یک L اگر جبر. زیر ۵.٢.٣
می�گوئیم. L لی جبر زیر را L′ صورت این در است، بسته L لی ضرب به نسبت که

که L لی جبر زیر کوچکترین صورت، این در باشند؛ L از اعضایی Xm و . . . ،X1 کنید فرض
می�نامیم. {X1, · · · ,Xm} توسط شده تولید L لی جبر زیر باشد، داشته بر در را {X1, · · · ,Xm}

مجموعۀ از است عبارت {X1, · · · ,Xm} توسط شده تولید L لی جبر زیر که می�شود مشاهده بسادگی
با لی جبر زیر این چون .{X1, · · · ,Xm} در اعضای لی حاصلضربهای از متناهی R−خطی ترکیبات همۀ
کافی آن تولید برای لی حاصلضربهای این از متناهی تعداد تنها که گرفت نتیجه می�شود است، متناهی بعد

است.

دارد وجود ای ε > 0 صورت این در است. لی گروه G کنید فرض لی. گروه برای کبه فرمول ۶.٢.٣
که می�گردد نظیر Z : Iε→ g تابعی X,Y ∈ B هر به که

exp(tX) exp(tY) = exp(Z(t)) ای t ∈ Iε هر ازای به

مطلق همگرای توان سری شکل به را Z بعلاوه

Z(t) =
∞∑

m=1

t Zm(X,Y),

می�باشد. {X,Y} از ام m مرتبۀ لی حاصلضربهای از R−خطی ترکیبی Zm(X,Y) که نوشت، می�توان
و Z1(X,Y) = X +Y همچنین، دارد.) تعلق {X,Y} توسط شده تولید لی جبر زیر به Z(t) (بنابراین،

.Z2(X,Y) = 1
2 [X,Y]

ε ازای به که داد نشان می�توان گرفت، صورت ٢.٢.٣ در که آنچه به شبیه کاری با یادداشت. ٧.٢.٣
است. اثبات قابل دلخواهی X,Y ∈ g هر برای بالا حکم مناسب ای
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دیفیومورفیسم آن بر exp که می�باشد g در 0 از بازی همسایگی U و X,Y ∈ B فرضکنیم :۶.٢.٣ اثبات
.exp(tB) · exp(tB) ⊆ exp(tB) ای t ∈ Iε1 هر ازای به که می�کنیم انتخاب طوری را ε1 > 0 است.

می�کنیم تعریف و داده نشان log نماد با را U بر exp موضعی وارون

Z : Iε1 → g Z(t) = log(exp(tX) · exp(tY))

بعلاوه می�باشد. Z(0) = 0 با تحلیلی تابعی Z که است روش

exp(tX) · exp(tY) = exp(Z(t)) ای t ∈ Iε1 هر ازای به (١٠.٣ )

قضیه صورت در شده معرفی شکل به Z که است مطلب این دادن نشان اثبات، ادامۀ در اصلی مشکل
دلیل دارد. قرار {X,Y} توسط شده تولید لی جبر در بردش تهی�ای، غیر Iε یک ازای به بنابراین و است
آنگاه کنیم، ضرب تحلیلی و حقیقی تابعی در را (١٠.٣ ) تساوی طرف دو اگر که است آن در تعمیم این

داشت خواهیم e ∈G از مناسبی همسایگی بر

etX̃etỸ f (e) = etZ̃ f (e) کوچک کافی اندازۀ به های t ازای به

بکارگیری برای ممکن صورت مناسبترین می�شود حاصل ترتیب این به که اتحادی شود.) توجه (١۶.٣ ) (به
دارد. را گردید مطرح ١.٣ بخش در که آزاد لی جبرهای کبۀ فرمول

که دهیم نشان بخواهیم فقط چنانچه

Z(t) = t(X+Y)+
t2

2
[X,Y]+ بالاتر مرتبۀ جملات

بنویسیم ابتدا که است این راه ساده�ترین نباشد، نظر مورد {X,Y} توسط شده تولید لی جبر به Z(t) تعلق و
این سپس است، g بتوی ای Iε از تحلیلی تابعی Z2 و Z1,Z2 ∈ g که ،Z(t) = tZ1 + t2Z2 + t3Z3
تابعی بر را مذکور رابطۀ طرف دو از یک هر آنگاه و داده قرار (١٠.٣ ) فرمول راست سمت در را عبارت
و [۵٨] اسپیوک کتاب ١٠ فصل از ١۴ قضیۀ به ،مثلا) کنیم. استفاده ١.٢.٣ لم از و داده تأثیر f دلخواه

شود.) مراجعه [٢٨] هلگاسن کتاب دوم فصل از ١.٨ لم یا
.V ·V ⊆ Vα که گونه�ای به است e از بازی همسایگی V و e حول چارتی φα : Uα→ Vα کنیم فرض
، f ∈ F اگر باشد. داشته قرار V در exp(tB) ای t ∈ Iε′′2 هر ازای به که می�کنیم انتخاب طوری را ε′′2 > 0
ای s, t ∈ Iε′2 هر ازای به که طوری دارد، وجود 0 < ε′2 ≤ ε′′2 با ای ε′2 که می�دهد نشان ١.٢.٣ لم انگاه

f (exp(sX) · exp(tY)) =
∞∑

m=0

tm

m!

(
Ỹm( f )

)
(exp(sX))

یک هر مورد در را ١.٢.٣ لم دارد، تعلق Fα به s 7→
(
Ỹm( f )

)
(exp(sX)) تابع ای m هر ازای به چون اما

(s, t) 7→ f (exp(sX) ·exp(tY)) تحلیلی تابع تیلور بسط بایستی بنابراین، بگیریم. بکار می�توانیم آنها از
شکل به

f (exp(sX) · exp(tY)) =
∞∑

m=0

tm

m!

 ∞∑
k=0

sk

k!

(
X̃kỸm

)
f (e)

 (١١.٣ )
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m برحسب سریهای از هر چون دارند. قرار (Iε2 مثلا) R در 0 از مناسبی همسایگی در t و s که باشد،
نوشت. می�توان مطلق همگرای دوگانۀ سری یک شکل به را (۶.٢.٣) سری هستند، مطلق همگرای k و

شکل به (۶.٢.٣) آنگاه ،s = t دهیم قرار اگر بعلاوه

f (exp(tX) · exp(tY)) =
∑
m,k

tk+m

k!m!

(
X̃kỸm

)
f (e) (١٢.٣ )

.t ∈ Iε2 که شد، خواهد تبدیل
حقیقی توابع مجموعۀ بتوی Fα از عمگری صورت به را

∑
k

1
k!

(
tX̃

)k
عبارت ای، t ∈ Iε2 هر ازای به

ضابطۀ با و V بر تحلیلی ∑و
k

1
k!

(
tX̃

)k
 ( f ) : x 7→

∑
k

tk

k!

(
X̃k( f )

)
( f )

f (x · exp(tX)) به راست سمت سری اینکه دلیل (به .x ∈ V و f ∈ Fα که گرفت، نظر در می�توان
که داد خواهیم نشان واقع (در می�دهیم. نشان etX̃ نماد با را عملگر این می�باشد.) معنی با است، همگرا
بنابه نتیجه در نمود.) تلقی می�توان Fα بر عملگری عنوان به را etX̃ صوری سری ای، t ∈ Iε2 هر ازای به

ای t ∈ Iε2 و f ∈ Fα هر ازای به ،(١٢.٣ )

f (exp(tX) · exp(tY)) = etX̃ etỸ f (e) (١٣.٣ )

فقط به وابسته ای ε3 > 0 که می�دهیم نشان بازگشته، (١٠.٣ ) توسط شده تعریف Z تابع تعریف به
ای t ∈ Iε3 و f ∈ Fα هر ازای به که دارد وجود طوری B و G

f (exp(Z(t))) =
∑

n

1
n!

Z̃(t)
n

f (e) = eZ̃(t) f (e) (١۴.٣ )

آنگاه ،T ∈ λ ∈ B گاه هر که بیابیم می�توانیم ای λ > 0 شد، گفته ٢.٢.٣ یادداشت در که طوری همان

f (exp(T )) =
∑

m

1
m!

(T̃ m f )(e) (١۵.٣ )

که می�کنیم انتخاب خاصیت این با ای ε3 > 0 اکنون (.0 < λ < ε بیستی ١.٢.٣ به (نظر

log(exp(tB) · exp(tB)) ⊆ λB ای t ∈ Iε3 هر ازای به

در T بجای Z(t) جایگزینی با (١۴.٣ ) نتیجه در و Z(t) ∈ λB ای t ∈ Iε3 هر ازای به بخصوص، پس
می�گردد. حاصل (١۵.٣ )

ترکیب با .ε = min{ε1, ε2, ε3} که ،t ∈ Iε که می�گیریم نظر در را هایی t تنها برهان ادامۀ در
ای t ∈ Iε و f ∈ Fα هر ازای به که می�گیریم نتیجه (١۴.٣ ) و (١٣.٣ ) ،(١٠.٣ ) فرمولهای

etX̃ etỸ f (e) = eZ̃(t) f (e) (١۶.٣ )
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etX̃ etỸ ∈ ای t هر ازای به صورت این در .{X̃, Ỹ} توسط شده تولید آزاد جبر نمایشگر A2 کنیم فرض
یافت طوری ،Z0(t) مثلا ،Ā2 از لی عنصر یک ،٣.١.٣ آزاد لی جبرهای برای کبه فرمول بنابه لذا و Ā2

که می�گردد

etX̃ etỸ = eZ0(t) (١٧.٣ )

جملات (اولین است. Ỹ و X̃ از لی حاصلضربهای مضاربِ از نامتناهی سری یک Z0(t) عنصر
(.t(X̃+ Ỹ)+ t2

2! [X̃, Ỹ] از عبارتند Z0(t)
(١۶.٣ ) نظربه

eZ̃(t) = eZ0(t) ای t ∈ Iε هر ازای به

ترکیبR−خطی یک آن از tm ضریب که می�باشد، نامتناهی توان سری یک صوری نظر از Z(t) بنابراین و
سریها و است تحلیلی Iε بر t 7→ Z(t) اما است. Y و X از ام m مرتبۀ لی حاصلضربهای از متناهی و
شده تولید g لی جبر به Z(t) می�خواستیم که طوری همان نتیجه در هستند، مطلق همگرای دامنه این بر
دارند. مختلفی تعابیر (١٧.٣ ) و (١۶.٣ ) در . . . و etX̃ که شود توجه دارد.(البته، تعلق {X,Y} توسط
از استفاده با را ابهام این می�باشد.) Ā2 از عضوی تعبیر، دومین و است بودن Fα بر عملگر تعبیر، اولین
حاصلجمعهای از مجموعه�ای واقع، (در Fα بر عملگرهای از بخصوص مجموعه�ای بین که دوسویی تناظر
همگرای

∑
i(Fi f )(e) ای f ∈ Fα هر ازای به که {X̃, Ỹ} از جبری و خطی ترکیبات از

∑
i Fi نامتناهی

Z0(t) جملۀ دومین و اولین که می�دانیم چون نمود.) مرتفع می�توان دارد، وجود Ā2 بتوی است.) مطلق
که می�گیریم نتیجه هستند، t2

2 [X̃, Ỹ] و t(X̃+ Ỹ) از عبارت

Z(t) = t(X+Y)+
t2

2
[X,Y]+ بالاتر مرتبۀ از 2.جملات

برداری فضای یک بتوی (ε > 0 (که Iε = (−ε,ε) بازه یک از نگاشتی Z اگر مرتبه. نماد ٨.٢.٣
در Z(t) · t−m که می�دهیم نشان O(tm) نماد با را نگاشت این صورتی در آنگاه باشد، E متناهی بعد با
را مختلفی توابع مختلف وضعیتهای در O(tm) بنابراین باشد. کراندار 0 ∈ R از تهی غیر همسایگی یک

می�دهد. نمایش
نمود: مطرح می�توان نمادگذاری این کمک به را ۶.٢.٣ از مختلف کاربردهایی

داریم ،X,Y ∈ g ازای به نتیجه. ٩.٢.٣

1) exp(tX) exp(tY) exp(−tX) = exp
(
tY + t2[X,Y]+O(t3)

)
2) exp(−tX) exp(−tY) exp(tX) exp(tY) = exp

(
t2[X,Y]+O(t3)

)

همسایگی یک در های y و x ازای به که می�دهد نشان ٩.٢.٣ نتیجۀ از (٢) قسمت یادداشت. ١٠.٢.٣
داریم دوم مرتبۀ تا جملات حد در و G لی گروه در e همانی عنصر از کوچک باز

x−1y−1xy = exp
(
log x, logy

)
(١٨.٣ )
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برای کافی و لازم شرط ،مثلا می�دهد. بدست را G آبلی-نبودن»٢ «میزان از تقریبی g لی جبر بنابراین،
3−A تمرین (به .[X,Y] = 0 ای X,Y ∈ g هر ازای به که است این G فروض لی گروه یک بودن آبلی
جابجاگر برای ،٢ فصل پایان یادداشت در که تعبیری با را (١٨.٣ ) فرمول تا است بهتر بعلاوه شود.) توجه

نمایید. مقایسه آوردیم، مفروض لی گروه یک کوچک بینهایت عناصر

بسته گروه زیر ٣.٣ بخش

گروه زیر هر که است مطلب این دادن نشان در آن از استفاده لی، گروههای برای کبه فرمول کاربرد اولین
دادن نشان برای روشها اصلی�ترین از یکی حکم این کاربرد است. لی گروه نیز خود لی، گروه یک از بسته
لی گروههای معرفی به که هنگامی ٢.١.٢ در نیز ما که می�باشد، مفروض توپولوژی گروه یک بودن لی گروه

نمودیم. استفاده دفعات به آن از بودیم، مشغول استاندارد

القائی توپولوژی با را H اگر است. G از بسته گروه�ی زیر H و لی گروه G کنید فرض قضیه. ١.٣.٣
بود. خواهد لی گروه H صورت این در کنیم، همراه G از

می�کنیم. چنین نیز ما که است، مرحله چند به برهان تقسیم معمول، روش برهان:

جبر زیر h صورت این در .h = {X ∈ g | exp(tX) ∈ H ای t ∈ R هر ازای به } کنیم فرض .١ حکم
است. g لی

.tX ∈ h ای t ∈ R هر ازای به که است این X ∈ h برای کافی و لازم شرط که می�شویم متذکر ابتدا
بزرگ کافی باندازۀ های n ازای به که می�گیریم نتیجه ۶.٢.٣ از .t ∈ R و X,Y ∈ h کنیم فرض

lim
n→∞

exp
( t
n

X
)
exp

( t
n

Y
)
= exp

( t
n

(X+Y)+O(n−2)
)

نتیجه در و

lim
n→∞

(
exp

( t
n

X
)
exp

( t
n

Y
))n
= exp

(
t(X+Y)+O

(
1
n

))
(١٩.٣ )

تعلق H به (١٩.٣ ) چپ سمت همواره بنابراین و متعلقند، h به نیز t
n Y و t

n X ،X,Y ∈ h چون
بنابراین و است بسته H اما دارد.

lim
n→∞

(
exp

( t
n

X
)
exp

( t
n

Y
))n
= exp(t(X+Y)) ∈ H

است. برداری فضای h نتیجه در و X+Y ∈ h که می�گیریم نتیجه h تعریف از بنابراین،
فرمول به توجه با و بالا به شبیه برهانی با لی ضرب عمل به نسبت h بودن بسته

exp(t2[X,Y]) = lim
n→∞

(
exp

(
− t

n
X
)
exp

(
− t

n
Y
)
exp

( t
n

X
)
exp

( t
n

Y
))n2

می�باشد. اثبات قابل ٨.٢.٣ نتیجۀ از (٢) قسمت از

Abelian-ness٢
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همسایگی صورت این در می�باشد، g از فضایی زیر L که کنیم، تجزیه L⊕hصورت به را g اگر .٢ حکم
.exp X < H آنگاه ،X , 0 و X ∈W اگر که دارد وجود طوری L در 0 از ای W

exp(Xm) ∈ ای m هر ازای به که که باشد داشته وجود L در {Xm}∞m=1 دنباله�ای کنیم فرض بالعکس،
دنبالۀ که کنیم فرض می�توانیم می�کنیم. همراه ∥ · ∥ اقلیدسی نرم یک با را L . lim

m→∞
Xm = 0 و H

دنباله�ای زیر با را {Xm}∞m=1 دنبالۀ امکان صورت در (البته، دارد X مانند حدی نقطه�ای {Xm/∥Xm∥}∞m=1
.X , 0 بنابراین و ∥X∥ = 1 بعلاوه، است. متعلق L به حدی نقطۀ این و می�کنیم)، تعویض خودش از
، lim
m→∞

Xm = 0 چون ،t ∈ R ازای به می�گردد. حاصل X ∈ h اینکه دادن نشان با نظر مورد تناقض
نتیجه در . lim

m→∞
nm · ∥Xm∥ = t که نمود انتخاب می�توان چنان مثبت صحیح اعادا از {nm}∞m=1 دنباله�ای

exp(tX) = lim
m→∞

exp
(

tXm

∥Xm∥

)
= lim

m→∞
exp(nm ·Xm)

= lim
m→∞

(
exp(Xm)

)nm

.X ∈ h بنابراین است. بسته H زیرا ،exp(tX) ∈ H می�دهد نشان که

که دارد وجود طوری e ∈G از V و 0 ∈ h از U همسایگی .٣ حکم

expU = V ∩ exp(h) = V ∩H.

U همسایگی که می�گیریم نتیجه ،٢ حکم در همچون g = h⊕ L مستقیم حاصلجمع گرفتن نظر در با
که نمود انتخاب می�توان چنان را 0 ∈ L از U′ و 0 ∈ h از

φ : g→G φ(X) = exp(X1)exp(X2)

شده تجزیه X1 +X2 صورت به X که است شده فرض اینجا (در می�باشد. U ⊕U′ بر دیفیومورفیسمی
کنیم فرض می�باشد. ٢ حکم در شده معرفی همسایگی W که ،U′ ⊆W که کنیم فرض می�توانیم است.)
X1 ∈ U که ،x = exp(X1)exp(X2) ∈ H آنگاه ،x ∈ V ∩H اگر صورت این در .V = φ(U ⊕U′)
.x ∈ exp(U) بنابراین و X2 = 0 که می�گیریم نتیجه ٢ حکم از و ،exp(X2) ∈ H بنابراین .X2 ∈U′ و

نتیجه در

V ∩ exp(h) ⊆ V ∩H ⊆ exp(U).

آنگاه ،X ∈ U ⊆ exp(h) اگر دیگر، سوی از

exp(X) = exp(X)exp(0) = φ(X) ∈ V ∩ exp(h)

می�رود. پایان به ٣ حکم اثبات ترتیب این به و
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صدق ٣.١.٢ قضیۀ شرایط در exp |U1 که دارد وجود چنان 0 ∈ h از ای U1 باز همسایگی .۴ حکم
می�کند.

١ حکم ،(۶.٢.٣ (قضیۀ لی گروههای برای کبه فرمول به نظر است. ٣ حکم در مانند U کنیم فرض
و X هر ازای به که بیابیم می�توانیم 0 ∈ U از بازی همسایگی می�باشد، 0 ∈ h از همسایگی�ای U اینکه و
همسایگی بر که نموده�ایم فرض قبلا که است ذکر به (لازم .log(exp(X)exp(Y)) همسایگی، این در Y

نتیجه ۴.٣.٢ گزارۀ با مطلب این ترکیب با است.) دیفیومورفیسم آن بر exp که می�کنیم کار 0 ∈ h از بازی
همیومورفیسم آن بر exp |U1 که کنیم انتخاب می�توانیم چنان U در 0 از U1 بازی همسایگی که می�گیریم

نگاشت و است

(X,Y) 7→ log(exp(X)exp(Y)) (٢٠.٣ )

است روشن همچنین است. تحلیلی U1 به {(X,Y) | exp(X) ·exp(X) ∈ exp(U1) و X,Y ∈ U1} از
نگاشت که

X 7→ log((exp(X))−1) = −X (٢١.٣ )

قضیۀ شرایط که می�دهند نشان (٢١.٣ ) و (٢٠.٣ ) فرمولهای .{X | (exp(X))−1 ∈ U1 و X ∈ U1} بر
قضیۀ اثبات و است لی گروه H ٣.١.٢ قضیۀ بنابه ترتیب این به می�گردد. تأمین exp |U1 توسط ١.٣.٣2 گردید. تکمیل ١.٣.٣

که نمود خواهد برخورد جالب مطلب این با خواننده حکم، این طرح از مدتی از بعد یادداشت. ٢.٣.٣
فصل در را مطلب این می�باشد. بالا برهان در شده مطرح h همان دقیقاً ایزومورفیسم) حد (در H لی جبر

نمود. خواهیم اثبات ۵

ساده همبند لی گروه ۴.٣ بخش

اصلی�ترین باشد. نداشته «حفره» که گوئیم ساده همبند را توپولوژی فضای یک صورتی در شهودی، بیان به
H و ساده همبند توپولوژی گروه یک G اگر که است این ساده همبند توپولوژی گروههای مورد در حکم
هر ازای به که باشد H بتوی U از تابعی f و G در e از بازی همسایگی U و باشد (مجرد) گروه یک
کل بر همومورفیسم یک به را f می�توان آنگاه ، f (xy) = f (x) f (y) باشیم داشته xy ∈ U که x,y ∈ U

ماسنر از ٣٩ صفحۀ به آن از اثباتی مشاهدۀ (برای نمی�کنیم اثبات اینجا در را حکم این داد. توسیع G

دهیم نشان تا می�کنیم استفاده آن از ولی شود) مراجعه [۶۵] هاسچیلد از ۵۴ صفحۀ یا و [۶۴] شوارتز و
صورت این در باشد، لی همومورفیسم F : g→ h و بوده ساده همبند G باشند، لی گروه H و G اگر که

. f∗,e = F که دارد وجود ای f : G→ H تحلیلی همومورفیسم
ساده. همبند لی گروههای برای منتهی شد، مطرح 2− J تمرین در که است حکمی وارون مطلب این

است. هاوسدورف توپولوزی فضای M کنید فرض تعریف. ١.۴.٣
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انتهایی نقاط را f (1) و f (0) می�باشد. f : [0,1]→ M فرم به پیوسته نگاشتی M در مسیر (١)
f (0) پایه�ای نقطۀ در بسته مسیر یک f که می�گوئیم آنگاه ، f (0) = f (1) اگر و می�نامند، f

است.

در مسیری انتهایی نقاط را M در نقاط از جفت هر که گوئیم راهی همبند صورتی در را M فضای (٢)
دانست. بتوان M

چنان M در p0 نقطه�ای و بوده راهی همبند که گوئیم ساده همبند صورتی در را M فضای (٣)
h : پیوسته نگاشتی ،p0 پایه�ای نقطۀ با M در f بسته مسیر هر ازای به که باشد داشته وجود

که باشد داشته وجود [0,1]× [0,1]→ M

و ،h(s,1) = p0 ای s ∈ [0,1] هر ازای به و h(s,0) = f (s) الف)
.h(0, t) = p0 = h(1, t) ای t ∈ [0,1] هر ازای به ب)

3−D تمرین از (٢) قسمت در و است همبند راهی، همبند فضای هر که است روشن توضیح. ٢.۴.٣
است همبند وقتی تنها و وقتی منیفلد بنابراین، است. راهی همبند همبند، منیفلد هر که می�شود داده نشان

باشد. راهی همبند که
بخصوص نقطه�ای که نمود تعبیر می�توان طور این را راهی همبند فضای برای ساده همبند تعریف
همان به دگردیسی قابل پیوسته شکل به نقطه، آن در پایۀ با بسته مسیر هر که طوری دارد وجود فضا در
هوموتوپی٣ نظریۀ را دگردیسیها و مسیرها مطالعۀ علم نداد). «حفره» فضا دیگر، بیان (به است نقطه
آنها بین پیوسته دگردیسی یک هر بتوان که گوئیم هم�ارز صورتی در را مسیر دو مختصر، بیان به می�نامند.
مسیر طی از حاصل بستۀ مسیر را ثابت نقطۀ یک در بسته مسیر دو حاصلضرب چنانچه نمود. تعریف
ساختار یک نقطه آن در بستۀ مسیرهای مجموعۀ بر می�توان آنگاه کنیم، تعریف دوم مسیر سپس و اول
نقطۀ آن در فضا بنیادیِ گروه را بالا در مشروح هم�ارزی رابطۀ پیمانۀ به حاصل گروه نمود. تعریف گروهی
در نمود، متصل بهم بتوان پیوسته مسیری با را نقطه دو چنانچه که داد نشان می�توان می�نامیم. مشخص
بنیادی گروه آنگاه باشد، همبند فضایی اگر نتیجه، در ایزومورفند. نقطه دو آن در بنیادی گروه صورت این
هوموتوپی نظریۀ به توجه با گفت. سخن فضا۴ بنیادیِ گروه از می�توان و ایزومورفند آن نقاط تمام در
همبند که است ساده همبند مفروض فضای یک وقتی تنها و «وقتی که نمود اظهار می�توان بالا تعریف و

باشد». همانی آن بنیادی گروه و بوده راهی

همسایگی یک از تحلیلی نگاشتی f : G→ H اگر باشند. لی گروه H و G کنید فرض تعریف. ٣.۴.٣
. f (x) · f (y) = f (xy) باشیم داشته xy ∈ U که ای x,y ∈ U هر ازای به و باشد G در e شامل U باز
شامل باز همسایگی یک بر نیز f −1 چنانچه می�نامیم. لی) گروههای ِ-) موضعی همومورفیسم را f آنگاه
موضعاً H و G که می�شود گفته حالت این در می�نامیم. موضعی ایزومورفیسم را f باشد، موجود H در e

ایزومورفند۵.

Homotopy theory٣
fondamental group۴
locally isomorphic۵
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f : G → H و بوده لی گروه H و G اگر که کنید ثابت تا است شده خواسته 2− J تمرین در
برهان در اصلاح کمی با است. لی همومورفیسم f∗,eg→ h صورت این در باشد، تحلیلی همومورفیسمی
برقرار حکم همچنان صورت این در باشد، موضعی همومورفیسم f فقط اگر که داد نشان می�توان مسأله آن

است.

صورت این در است. لی همومورفیسم F : g→ h و باشند لی گروه H و G کنید فرض قضیه. ۴.۴.٣
این . f∗,e = F که گونه�ای به دارد وجود H بتوی e ∈G همسایگی یک از f موضعی همومورفیسم یک
باشد، خاصیتی چنینی با دیگر همومورفیسم یک g اگر که معنی این به است، یکتا موضعی همومورفیسم

برابرند. هم با e ∈G از همسایگی یک بر g و f آنگاه

، f∗,e = F که باشد H بتوی e ∈ G از باز همسایگی یک از موضعی همومورفیسمی f اگر برهان:
. f ◦ expG = expH ◦F داریم 0 ∈ g از همسایگی یک بر 2− F تمرین از قسمت دومین بنابه آنگاه
چنین وجود دادن نشان برای فرمول این از شد. داده نشان نظر مورد موضعی همومورفیسم یکتایی بنابراین

می�کنیم. استفاده موضعی�ای همومورفیسم
VG نیز و می�باشد، دیفئومورفیسم آن بر expG که باشد 0 ∈ g از همسایگی�ای UG کنیم فرض

تابع که باشد ∈ UG از بازی همسایگی

ηG : (X,Y) 7→ log(exp X expY)

مجموع شکل به همسایگی این بر را مذکور تابع می�کنیم فرض همچنین است. تحلیلی VG ×VG بر
چند لی حاضلضربهای ها Zm(X,Y) و حقیقی اعداد ها rm که داده�ایم بسط

∑
m

rmZm(X,Y) نامتناهی

گروه برای را VH و UH ،ηH مشابه صورت به شود). توجه ۶.٢.٣ (به می�باشند {X,Y} عناصر از گانه
دلیل (به F(UG) ⊆ UH که است طوری UG می�کنیم فرض اینها همۀ بر علاوه می�کنیم. انتخاب H لی
لی همومورفیسم F چون صورت این در نیست). محالی فرض این ،F پیوستگی نتیجه در و بودن خطی

ای X,Y ∈ VG هر ازای به می�باشد،

(F ◦ηG) (X,Y) = F

∑
m

rmZm(X,Y)


=

∑
m

rmZm (F(X),F(Y))

= ηH (F(X),F(Y))

دلخواه X ∈ VG که می�کنیم تعریف f (exp X) = exp◦F(X) صورت به را f : exp(VG)→ H
می�شوند یافت چنان ای X,Y ∈ VG صورت این در باشند، واقع exp(VG) در xy و y ،x اگر است.
به توجه با ترتیب این به .ηG(X,Y) ∈ VG و

(
exp◦ηG

)
(X,Y) = xy ،expY = y ،exp X = x که

داریم f تعریف و بالا در مشروح F و ηH ،ηG خواص

f (xy) = f (ηG(X,Y)) = exp(F ◦ηG)(X,Y)

= exp(ηH(F(X),F(Y))) = exp F(X) · exp F(Y)

= f (exp X) · f (expY) = f (x) · f (y)
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2 است. موضعی همومورفیسم f می�رفت انتظار که همانطوری بنابراین، و
می�توان ۴.۴.٣ قضیۀ از را زیر موضوع دو شدیم، متذکر بخش این ابتدای در که احکامی تعمیم کمک به

گرفت. نتیجه

F : g→ h اگر صورت این در است. ساده همبند G و لی�اند گروه H و G کنید فرض نتیجه. ۵.۴.٣
. f∗,e = F که دارد وجود f : G→ H بفردی منحصر تحلیلی همومورفیسم آنگاه باشد، لی همومورفیسم

و G وقتی تنها و وقتی صورت این در باشند. ساده همبند لی گروه H و G کنید فرض نتیجه. ۶.۴.٣
باشند. ایزومورف لی جبر دو عنوان به h و g که ایزومورفند لی گروه دو عنوان به H

نقشی لی گروههای موضعی مطالعۀ در ساده) (همبند پوششی گروههای نظریۀ پوششی. گروه ٧.۴.٣
همبند لی گروه یک G لی گروه هر به که است این نظریه این در بحث اصلی�ترین می�نماید. ایفاء را حیاتی
توجه جالب حکم این از برهانی مشاهدۀ (برای ایزومورفند. موضعاً G و G̃ که می�گردد نظیر چنان G̃ ساده
۶.۴.٣ نتیجۀ از شود.) مراجعه [۶۵] هاسچیلد از ١٣۴ صفحۀ یا و [۶۴] شوارتز و هازنر از ۴٢ صفحۀ به
G پوششی گروه را G̃ می�باشد. ویژگی این با سادۀ همبند لی گروه تنها G̃ که می�گردد استنباط چنین
دو که بدانیم را) 3−E (تمرین که می�گردد روشن وقتی ایزومورف موضعاً لی گروههای اهمیت می�نامند.
بعلاوه باشند. ایزومورف دو آن لی جبر که می�باشند ایزومورفند موضعاً وقتی تنها و وقتی مفروض لی گروه
است ساده همبند که دارد وجود گروهی ایزومورف موضعاً لی گروههای از دسته هر در که دیدیم قبل چندی

می�باشد. دسته این اعضاء سایر پوششی گروه و
موضعی ایزومورفیسم توسیع که G بتوی G̃ از همومورفیسمی باشد، G̃ پوششی گروه با لی گروه G اگر
باشند، مرتبط بالا همانند p و G̃ ،G چنانچه می�دهیم. نشان p : G̃→G نماد با را می�باشد G و G̃ بین
است، موضعی دیفئومورفیسم p چون است». G سادۀ همبند پوششی گروه p : G̃→G» که گفت خواهیم
که داد نشان و گرفته کمک ۵.١.٢ از می�توان سپس و می�باشد، G همانی عنصر از همسایگی یک p(G̃)

است. پوشا p آنگاه باشد، همبند G چنانچه

یادداشت. ۵.٣ بخش

کمبل-بکیر- فرمول عنوان تحت ما که را فرمولی ([۴۴] سولیتار و کاراس ماگوس، (همچون برخی
فرمول نیز برخی و می�نامند بکیر-هاوسدورف فرمول کبه)، فرمول همان (یعنی نمودیم بررسی هاوسدورف
آن ([۶۴] شوارتز و هازنر (همچون نیز برخی البته می�نامند. ([۶۵] هاسچیلد (همچون کمبل-هاوسدورف
نماهای اساس بر ١٨٩٨ سال در بار اول فرمول این می�نامند. کمبل-بکیر-هاوسدورف فرمول ما مانند را
همگرایی مسألۀ به اما شود). مراجعه [۶] کمبل (به گردید مطرح تابعی) فضاهای بین (خطی عملگرهای
تعبیری به یا و خلاء این نشد. توجهی دیدیم) لی گروههای مورد در ما که گونه (آن فرمول در موجود سری
هاوسدورف سپس و شود) مراجعه [٣] بیکر (به ١٩٠۵ سال در بیکر توسط هم از مجزا بطور فراموشی
جبری نوع طرح با را کار این ایشان گردید. مرتفع شود) مراجعه [٢٧] هاوسدورف (به ١٩٠۶ سال در
رسانیدند. انجام به R بر تعویضپذیر غیر لس جبرهای برای شد) آورده ٣.١.٣ در که (آنچنان کبه فرمول
نگاشت کمک به آن لی جبر ساختار و لی گروه یک ساختار بین ارتباط ایجاد در کبه فرمول اساسی نقش

پی�برد. فرمول این اهمیت به می�توان بالا در مشروح کاربرد دو به نگاهی با می�باشد. نمایی
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صورت این در باشد، لی گروه G اگر می�شود: ذکر مراجع از برخی در که دارد وجود کبه فرمول از نوعی
ای X,Y ∈ g هر ازای به

exp(tX) exp(tY) = exp
(
t(X+Y)+

t2

2
[X,Y]+O(t3)

)
جبر زیر به O(t3) ای |t| < ε هر ازای به که دارد وجود ای ε = ε(X,Y) > 0 که شویم متذکر باید االبته
مطرح می�توان کبه فرمول از کاربرد دو که است ذکر شایان دارد. تعلق g در {X,Y} توسط شده تولید لی

شود). مراجعه [٢٨] هلگاسن (به می�گردد استفاده فرمول این کامل شکل از آن در که نمود
پیدا اطمینان ابتدا بایستی کنیم، استفاده بحثمان در کبه مختصر فرمول از تا می�خواستیم چنانچه
شده تولید لی جبر زیر به O(t3) آنگاه ،|t| < ε و X,Y ∈ B گاه هر که دارد وجود ای ε > 0» که می�کردیم
این به ٢.٢.٣ برهان نمودن دنبال با آنگاه ،X,Y ∈ g که بدانیم تنها اگر دارد. تعلق g در {X,Y} توسط

که بود خواهد درست هنکامی تنها کبه فرمول که رسید خواهیم نتیجه

|t| < ε ·min
{
∥X∥−1,∥Y−1∥

}
.

تمرینات ۶.٣ بخش

نشان .[X,Y] = 0 ای X,Y ∈ g هر ازای به که است تعویضپذیر g لی جبر می�گوئیم صورتی در (3−A

باشد. تعویضپذیر آن لی جبر که است آبلی وقتی تنها و وقتی همبند لی گروه که دهید

است. g لی جبر با آبلی لی گروه یک G کنید فرض (3−B
همومورفیسم exp : g→G که دهید نشان و گرفته نظر در را g بر موجود جمعی ساختار تنها (١

می�باشد. گروهها بین
Z که می�باشد، ZX1 + · · ·+ZXm فرم به و بوده گسسته نمایی نگاشت هستۀ که دهید نشان (٢
می�باشد. g در بردارهای از خطی مستقل مجموعه�ای {X1, · · · ,Xm} و است صحیحی اعداد جمعی گروه
و است پوشا exp : g→ G نمایی نگاشت آنگاه باشد، آبلی و همبند G اگر که دهید نشان (٣
است. G بعد n که باشد، Tm×Rn−m فرم به که است آبلی و همبند G لی گروه وقتی تنها و وقتی بعلاوه

داد.) خواهیم نشان فشرده لی گروههای مورد در ششم فصل در را مطلب (این
کنید. مشخص را فشرده آبلی لی گروههای همۀ (۴

کنید. استخراج را ٣.١.٣ کبه فرمول Z در موجود جملۀ سومین (3−C

است. همبند راهی، همبند و هاوسدورف توپولوژی فضای هر که دهید نشان (١ (3−D
همبند منیفلدی M کنید فرض (راهنمایی: است. راهی همبند همبند، منیفلد هر که دهید نشان (٢
توسط p به اتصال قابل نقاط همۀ از که می�باشد M از مجموعه�ای زیر نمایشگر Mp و p ∈ M است،
قسمت یادداشت به می�باشد.) بسته هم و است باز هم Mp که دهید نشان سپس هستند. M در مسیرهای

شود. توجه نیز ٣.١.۴ در (٢)
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موضعاً مفروض لی گروه دو اینکه برای کافی و لازم شرط که دهید نشان ۴.۴.٣ قضیۀ کمک به (3−E

باشند. ایزومورف آنها لی جبر که است این باشند ایزومورف

١-بعدی لی گروههای R و T که دهید نشان سپس و نموده معرفی را ١-بعدی لی جبرهای همۀ (3−F
می�باشند. همبند

ساده همبند G اگر که دهید نشان است. G سادۀ همبند پوششی گروه p : G̃→G کنید فرض (3−G
از (٢) قسمت از تعمیمی حکم این است، یکبیک همواره p∗,e (چون نیست. یکبیک p آنگاه نباشد،

می�باشد.) 2−H تمرین

(θ2 و θ1) آنها به نظیر ١-پارامتری گروههای زیر .X,Y ∈ g و است لی گروه G کنید فرض (3−H
صورت به را

θ1(t) = exp(tX), θ2(t) = exp(tY), t ∈ R

حدود ای t ∈ R هر ازای به که کنید ثابت می�کنیم. تعریف

θ3(t) = lim
t→∞

{
θ1

( t
n

)
θ2

( t
n

)}n

θ4(t) = lim
t→∞

{
θ1

(
−
√

t
n

)
θ2

(
−
√

t
n

)
θ1

( √
t

n

)
θ2

( √
t

n

)}n2

می�باشند ١-پارامتری گروههای زیر θ4 و θ3 که دهید نشان منظور این برای داردند. وجود

θ3(t) = exp(t(X+Y)) , θ4(t) = exp(t[X,Y])



۴ فصل

لی گروه هندسۀ

می�باشد. می�پذیرند ناوردای ریمانی متر که کاملی همبند لی گروههای با ارتباط در فصل این اصلی حکم دو
این در که داد خواهیم نشان ابتدا دارند. تعلق لی گروههای از خانواده این به فشرده همبند لی گروههای
یک عنوان به سپس و (٣.٣.۴ (قضیۀ ١-پارامتری لی گروههای زیر همان ژپودزیها لی، گروههای از گونه
طرح می�باشند. پوشا لی گروههای چنین یک نمایی نگاشت که داد خواهیم نشان (۵.٣.۴ (نتیجۀ نتیجه
استفاده آنها از ۶ فصل در ساختاری قضایای اثبات در و است آنها ذاتی اهمیت جهت به فقط احکام این

شد. نخواهند
حکم چند (و دارد اختصاص ریمانی منیفلدهای از مختصری توصیف به فصل این از بخش اولین
لی گروه اینکه برای کافی و لازم شرط بیان به آن از بخش دومین و شد) خواهد ارائه نیز برهان بدون
اثبات به مطالب این کمک به سوم بخش در دارد. اختصاص بپذیرد ناوردا ریمانی متر بتواند مفروضی

می�پردازیم. بالا در مشروح قضایای

ریمانی منیفلد ١.۴ بخش

یک ارائۀ و M در p انتخاب با می�باشد. تحلیلی منیفلدی M که است این بر فرض بخش این خلال در
تعریف p از کوچک» «بینهایت همسایگی یک در را فاصلۀ مفهوم زیر طریق به می�توان Tp(M) در نرم
در نقطه�ای q اگر و بدانیم مرتفع را کوچکها بینهایت با برخورد در احتمالی مشکلات همۀ چنانچه نمود.
منحنی یک ξ که می�کنیم فرض صورت این در باشد، داشته قرار p از نظر مورد کوچک بینهایت همسایگی
p در ξ به مماس بردار نرم برابر δt را q و p بین فاصلۀ .ξ(δt) = q و ξ(0) = p که باشد M بر تحلیلی
تعریف نرمی است) دلخواه p ∈ M (که Tp(M) فضاهای از یک هر در چنانچه بعلاوه می�کنیم. تعریف
سپس و آنها از یک هر طول تعیین کوچک»، «بینهایت قطعات به منحنی یک نمودن تقسیم با آنگاه گردد،
در کنیم. تعریف را M منیفلد بر واقع منحنی یک طول می�توانیم انتگرال)، کمک (به آنها مجموع محاسبۀ

می�پردازیم. مفهوم این طرح برای لازم نظری مبانی بیان به بخش این

٧٢
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هرنقاطۀ ازای به که گوئیم ریمانی) متر دارای (یا ریمانی را M تحلیلی منفلد صورتی در تعریف. ١.١.۴
به Tp(M) بر ⟨ , ⟩p متقارن) و معین مثبت دوخطی، فرم یک (یعنی، داخلی ضرب یک ،M از p دلخواه
p 7→ ⟨X(p),Y(p)⟩p نگاشت آنگاه باشند، تحلیلی برداری میدانهای Y و X اگر که: گردد تعریف گونه�ای

باشد. تحلیلی R به M از
بخصوصی منحنی�ها طول مفهوم می�توان سادگی به گردد، ارائه ریمانی متر منیفلدی بر اینکه محض به
(یعنی، باشد M به [a,b] از تحلیلی منحنی یک ξ اگر .a ≤ b و a,b ∈ R کنید فرض نمود. مطرح را
این در داد)، توسیع M به (a−ε,b+ε) از تحلیلی نگاشتی به را ξ بتوان که باشد داشته وجود ای ε⟩0
Mدر شکسته تحلیل منحنی می�گوئیم. M در منحنی ساده�تر یا ،M در تحلیل منحنی را ξ صورت
بستۀ بازه�های زیر از یک هر بر ξ ،[a,b] از مناسب افراز یک ازای به که ای ξ : [a,b]→ M نگاشت

است. تحلیلی منحنی افراز آن
بگیریم. نظر در را هم با دو هر یا و b =∞ ،a = −∞ حالت توانیم می نمادگزاری در اصلاح کمک با

می�نامیم. ξ انتهایی نقاط را ξ(b) و ξ(a) متناهی�اند، b و a که حالتی در

در تحلیلی�ای منحنی ξ : [a,b]→ M و R در کراندار بازه�ای [a,b] که صورتی در تعریف. ٢.١.۴
را ξ منحنی طول باشد، M ریمانی منیفلد

Lp,q :=
∫ b

a

∣∣∣∣∣∣ξ∗,t(1)
∣∣∣∣∣∣
ξ(t) dt

بصورت .
∣∣∣∣∣∣ξ∗,t(1)

∣∣∣∣∣∣2
ξ(t) :=

⟨
ξ∗,t(1), ξ∗,t(1)

⟩
ξ(t) و هستند ξ انتهایی نقاط q و p که می�کنیم، تعریف

تحلیلی منحنی�های از یک هر طول مجموع برابر را ξ طول باشد، شکسته�ای منحنی ξ چنانچه مشابه
می�کنیم. تعریف آن سازندۀ

منیفلد بر شده تعریف ریمانی متر انتخاب به منحنی طول که است روشن (١) یادداشت. ٣.١.۴
واحد منحنی یک برای مختلفی طولهای آمدن بدست باعث مختلف مترهای (یعنی، دارد بستگی زمینه�اش
تمرین (به می�باشد. مستقل آن دهندۀ توضیح پارامتر انتخاب از منحنی طول دیگر سوی از می�شوند).

شود.) توجه 4−B
همبند منفلد، یک بودن راهی همبند برای کافی و لازم شرط که می�دهد نشان 3−D تمرین (٢)
منیفلد یک از نقطه دو هر که داد نشان می�توان تمرین این حل برای رفته بکار استدلال با می�باشد. آن بودن

نمود. وصل بهم می�توان شکسته تحلیلی منخنی یک توسط را همبند

x,y ∈ Rn ازای به .Tp(Rn) = Rn ای p ∈ Rn هر ازای به ،Rn تحلیلی منیفلد مورد در مثال. ۴.١.۴
می�کنیم تعریف

⟨x,y⟩p :=
n∑

i=1

xiyi

زیرا می�رسیم، Rn بر ریمانی متر یک به ترتیب این به .y = (y1,y2, · · · ,yn) و x = (x1, x2, · · · , xn) که
آنگاه باشند، تحلیلی برداری میدانهای Y و X چنانچه و است داخلی ضرب یک ⟨ , ⟩p ای p هر ازای به
تمرین به بیشتر جزئیات مشاهدۀ (برای می�باشد. تحلیلی R به Rn از p 7→ ⟨X(p),Y(p)⟩p نگاشت
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صورت به Rn در مختصات حسب بر آنرا باشد، تحلیلی منحنی ξ : [a,b]→ Rn اگر شود.) توجه 4−A
مشروح ریمانی متر به نسبت ξ منحنی طول صورت این در نوشت. می�توان ξ(t) = (ξ1(t), · · · , ξn(t))

از است عبارت بالا ∫در b

a

∣∣∣∣∣∣ξ∗,t(1)
∣∣∣∣∣∣
ξ(t) dt =

∫ b

a

⟨∣∣∣∣∣∣ξ∗,t(1)
∣∣∣∣∣∣
ξ(t) ,

∣∣∣∣∣∣ξ∗,t(1)
∣∣∣∣∣∣
ξ(t)

⟩1/2
dt

=

∫ b

a

(
ξ′1(t), · · · , ξ′n(t)

)1/2
dt

می�باشد. Rn در منحنی طول معروف فرمول همان که

فاصلۀ صورت این در باشند، M همبند ریمانی منیفلد از دلخواه نقطۀ دو q و p اگر فاصله. ۵.١.۴
می�کنیم: تعریف زیر شکل به را q و p نقطه دو این d(p,q)

d(p,q) := inf
{
Lp,q(ξ)

است∣∣∣∣ q و p با شکسته تحلیلی منحنی یک با انتهایی نقاط ξ
}

حاصلضرب از d تابع یک و X مجموعه یک از است (X,d) مرتبی زوج متری فضای متر. ۶.١.۴
ای x,y,z ∈ X ازای به که گونه�ای به نامنفی حقیقی اعداد مجموعۀ به X×X دکارتی

1) d(x,y) = d(y, x), 2) d(x,y) ≤ d(x,z)+d(z,y),

3) d(x, x) = 0, 4) d(x,y) = 0 ⇒ x = y.

(X,d) اگر گفت. خواهیم سخن X متری فضای از (X,d) بجای نرود، ابهامی بیم که هنگامی معمولا
r ∈ [0,∞) و x ∈ X (که Br(x) := {y | d(x,y)⟨r} باز گویهای صورت این در باشد، متری فضای
بر توپولوژی یک برای پایه�ای زیر تشکیل می�گوئیم) r شعاع و x مرکز به باز گوی را Br(x) دلخواهند؛
توپولوژی را مذکور توپولوژی می�باشد. شمارا ئایه�ای دارای و بوده هاوسدورف توپولوژی این می�دهند. M

می�نامند. (X,d) توسط القایی متری
عدد یک ای ε > 0 هر ازای به که گوئیم کوشی را دخواه متری فضای یک در {xn} دنبالۀ صورتی در
دارای کوشی دنبالۀ هر اگر .d(xn, xm) < ε ای n,m > N هر ازای به که گردد یافت چنان N طبیعی
فصل به ارتباط این در بیشتر مباحث مشاهدۀ برای گوئیم. کامل را متری فضای باشد، حدی نقطه�ای

شود. مراجعه [٣٧] کلی کتاب از چهارم
اصطلاح بنابراین و است متری توپولوژی یک ریمانی فضای هر توپولوژی که می�دهد نشان زیر حکم

می�کند. پیدا را کافی وجاهت ریمانی» «متر

متر یک نظیرش، فاصلۀ تابع صورت این در است. ریمانی منیفلدی M کنید فرض قضیه. ٧.١.۴
هم�ارز مذکور منیفلد بر موجود توپولوژی با M بر فاصله تابع توسط شده القاء متری توپولوژی بعلاوه و است

می�باشد.

نظیر فاصلۀ تابع و p 7→ ⟨ , ⟩p ریمانی متر با ریمانی منیفلدی (M, {φα | α ∈ I}) کنیم فرض برهان:
را q ∈ M می�باشد. دارا را بودن متر برای ۶.١.۴ در نخست ویژگی سه d که است روشن می�باشد. d
کلیت از شدن کاسته بدون می�باشد. q حول M بر چارتی φα : Uα→ Vα می�کنیم فرض و نموده انتخاب
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نمایشگر بترتیب ∥ ∥ و ⟨ , ⟩ و است شده مدل Rn بر M کنیم فرض .φα(0) = q که می�کنیم فرض بحث،
که دارد وجود ای δ > 0 صورت این در می�باشند. Rn در اقلیدسی نرم و داخلی ضرب

U ≡ {
x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ δ} ⊆ Uα

V بر رفتارش نمودن مشخص می�کند، صدق ۶.١.۴ از (۴) قسمت در d اینکه دادن نشان در مرحله اولین
می�باشد.

رابطۀ کمک به ،p ∈ Vα که ،v = [φα,v0]p و u = [φα,u0]p ازای به

p 7→ ⟨ , ⟩0p, ⟨u,v⟩0p := ⟨u0,v0⟩ (١.۴ )

به را Uα بر طبیعی ریمانی متر φα کمک به دیگر بیان (به می�کنیم. تعریف Vα بر جدید ریمانی متر یک

می�دهیم. نشان ∥u∥0p نماد با را
(
⟨u,v⟩0p

)1/2
می�نگاریم.) Vα روی

S n−1 := که می�کنیم تعریف µ(p, x) := ∥[φα, x]∥p ضابطۀ با را µ : Vα ×S n−1→ R نگاشت
فشرده Vα×S n−1 چون بنابراین و می�باشد مثبت اکیداً و پیوسته µصورت این در .{x ∈Rn | ∥x∥ = 1}

که دارند وجود چنان ای m,M > 0 است،

Vα×S n−1 بر m ≤ µ(p, x) (٢.۴ )

و نموده استفاده ٢.۴ از می�توان نتیجه در .y/∥y∥ ∈ S n−1 صورت این در .[φα,y]p ∈ Tp(M) گیریم
که داد نشان

m
∥∥∥[φα,y]p

∥∥∥0
p = m∥y∥ ≤ ∥y∥ ·

∥∥∥[φα,y/∥y∥]p

∥∥∥
p

≤ M
∥∥∥[φα,y]p

∥∥∥0
p

ای v ∈ Tp(M) و p ∈ V هر ازای به بنابراین و ∥y∥ ·
∥∥∥[φα,y/∥y∥]p

∥∥∥
p
=

∥∥∥[φα,y]p

∥∥∥0
p
اما

m∥v∥0p ≤ ∥∥p ≤ M∥v∥0p (٣.۴ )

.d(q,r) , 0 که دهیم نشان می�خواهیم r؛ neqq و r ∈ M کنیم فرض

r و q انتهایی بانقاط شکسته تحلیلی منحنی یک ξ : [a,b]→ M کنیم فرض :r ∈ V ،١ حالت
نقطه این کنیم (فرض دارد قرار Vα مرز بر ξ(c) اولا که دارد وجود ای c ∈ [a,b] صورت این در می�باشد.

حالت این در دارد. قرار Vα مجموعۀ در [a,c] بر ξ برد ثانی در و باشد) s

Lq,r ≥ Lq,a =

∫ c

a
∥ξ∗,t(1)∥ξ(t) dt

≥ m
∫ c

a
∥ξ∗,t(1)∥0ξ(t) dt

= m
∫ c

a

∣∣∣∣(φ−1
α

)′
(t)

∣∣∣∣ dt
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و می�گردد متصل U مرز بر نقطه�ای به 0 از که می�باشد U در [a,c] بر شکسته�ای منحنی φ−1
α ◦ ξ حال

داشتیم انتظار که طوری همان نتیجه در و Lq,s ≥mδ > 0 بنابراین نمی�باشد. δ از کمتر آن طول بنابراین
.d(q,r) , 0

ازای به که می�کنیم ملاحظه افتاد، اتفاق بالا در که آنچه به شبیه استدلالی بکارگیری با :r ∈ V ،٢ حالت
در و Lq,s ≥ m∥φ−1

α (r)∥ > 0 داریم ،r و q بین واصل ξ : [a,b]→ M شکستۀ تحلیلی منحنی هر
.d(q,r) , 0 بازهم نتیجه

است. متر d ترتیب هر به پس
کافی است، هم�ارز M بر موجود قبلی توپولوژی با d به نظیر متری توپولوژی اینکه دادن نشان برای
آن بر مذکور توپولوژی دو که داد نسبت می�توان بازی همسایگی M از نقطه هر به که دهیم نشان است
نقاط همۀ ازای به فرمول، این بنابه زیرا است. رسیده انجام به ٣.۴ توسط قبلا مطلب این اما هم�ارزند.

ای x,y ∈ V

md0(x,y) ≤ d(x,y) ≤ d0(x,y)

d0−توپولوژی و طبیعی توپولوژی نتیجه در و می�باشد، ١.۴ تعریف با Vα بر حاصل متر نمایشگر d0 2که هم�ارزند. Vα بر

M ریمانی منیفلد به [a,b] کراندار بازۀ از تحلیلی منحنی ξ : [a,b]→ M اگر ژئودزی. ٨.١.۴
هستند. ξ انتهایی نقاط q و p که Lp,q(ξ)؛ = d(p,q) که گوئیم ژئودزی را ξ صورت در آنگاه باشد،

منحنی دو باشد، متفاوت معرف توابع و یکسان دامنه�های دارای منحنی دو چنانچه تئوری دید از
تحلیلی متغیر تغییر یک اعمال با مذکور منحنی دو اگر موارد، از بسیاری در اما، می�شوند. قلمداد متفاوت
در امر این می�کنند. قلمداد یکی را منحنی دو صورت این در است)، آنها توابع (منظور، شوند برابر مناسبی
نسبت منحنی طول 4−B تمرین بنابه و می�شود، توجه آنها طول به تنها زیرا است، صادق ژئودزیها مورد
قوس طول پارامتر ژئودزی، برای موجود پارامترهای تمام بین از می�باشد. ناوردا تحلیلی متغیر تغییر به

شود). توجه 4−C تمرین (به است بهترین
بفرد منحصر ژئودزی این کلی حالت در شوند، متصل بهم ژئودزی یک توسط به نقطه�ای دو چنانچه
از ژئودزیها وجود بررسی احتمالا بگیرید.) درنظر را T در z = −1 و z = 1 بین واصل (ژئودزیهای نیست.
منیفلد یک از دلخولاه نقطۀ دو هر کلی حالت در که است غلط گفته این باشد. اساسی�تر آنها یکتائی بررسی
را R2−{0} در (1,0) و (−1,0) (نقاط نمود متصل می�توان بهم ژئودزی یک توسط به را همبند ریمانی
توصیف به بخش این مابقیۀ است. صحیح مطلب این باشد، کامل زمینه منیفلد اگر ولی بگیرید)، نظر در
به بحث این بیشتر جزئیات مشاهدۀ برای می�تواند علاقمند خوانندۀ دارد؛ اختصاص حکم این برهان کلی
مراجعه [٣٩] نومیزو و کوبایاشی کتاب ۴ فصل از ۴ بخش یا و [٢٨] حلگاسن کتاب ١ فصل از ١٠ بخش

کند.
ای r > 0 هر و p ∈ M هر ازای به است. d متناظر متر با کاملی ریمانی منیفلد M کنیم فرض

می�کنیم تعریف

Br(p) := {q ∈ M | d(p,q) < r}
Er(p) := {q ∈ Br(p) | نمود وصل بهم می�توان ژئودزی یک توسط را q و p}
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4−D تمرین از .{q ∈ M | d(p,q) ≤ r} با است برابر ،M در Br(p) بستار ،Br(p) که است روشن
ذکر مرجع در بعلاوه، .Bε(p) = Eε که دارد وجود ای ε > 0 یک ،p ∈ M هر ازای به که می�شود نتیجه

فشرده�اند. و Bε(p) و Eε که است شده داده نشان بالا، در شده

می�توان یکدیگر به ژئودزی یک توسط را کامل همبند منیفلد یک در نقاط از جفت هر قضیه. ٩.١.۴
نمود. وصل

ای r > 0 هر ازای به که دهیم نشان که است این اثبات روش p؛ ∈ M کنیم فرض برهان:

Br(p) = Er(p) (۴.۴ )

کنیم فرض است. برقرار (۴.۴ ) آن ازای به که دارد وجود ای r > 0 شد، بحث بالا در که طوری همان
باشد، متناهی R اگر اما نمی�ماند. اثبات برای چیزی ،R =∞ اگر باشد. هایی r چنین همۀ سوپرموم R

q صورت این در q؛ ∈ Br(p) کنیم (فرض بود. خواهد برقرار نیز r = R ازای به (۴.۴ ) صورت این در
ER(p) خود به نتیجه در (و متعلقند ای Br(p) = Er(p) یک هر که است برابر نقاط از دنباله�ای حد با
می�باشد.) متعلق ER(p) به نیز q یعنی دنباله، این حد است، بسته ER(p) چون .r < R که دارد) تعلق

است. مثبت اکیداً عدد یک ρ که می�باشد، برقرار r = R+ρ ازای به (۴.۴ ) که می�دهیم نشان
ρ1, · · · ,ρk مثبت اعداد و p1, · · · , pk ∈ ER(p) نقطه متناهی تعدادی ،Br(p)= Er(p) فشردگی بنابه

که دارند وجود چنان

می�پوشانند؛ را ER(p) مجموعۀ j = 1, · · · ,k که Bρ j(p j) باز گرویهای (١)

.Bρ j(p j) = Eρ j(p j) بعلاوه و نسبی�اند فشردۀ گویها این از یک هر (٢)

می�باشد. بسته نیز آن متمم و است کراندار متر به نسبت است، نسبی فشردۀ و باز گویها این اجتماع چون
است R از بزرگتر اکیداً فاصله این است. p تا حداقل فاصلۀ در که دارد وجود متمم در نقطه�ای بنابراین،

.BR+ρ(p) ⊆ ∪k
j=1Bρ j(p j) و 0 < ρ < {ρ1, · · · ,ρk} که باشد داشته وجود ای ρ باید لذا و

نقطه�ای z کنیم فرض .R < d(p,q) ≤ R+ρ که طوری است، M در نقطه�ای q که کنیم فرض حال
q و p بین واصل تحلیلی خم هر چون است. q با فاصله اقل حد با که است {x | d(p, x) = R} کرۀ در

که می�گیریم نتیجه کند، قطع را کره این بایستی

d(p,q) = d(p,z)+d(z,q).

z که می�گیریم نتیجه ρ انتخاب چگونگی از و d(z,q) = d(p,q)−d(p,z) < R+ρ−R = ρ بنابراین
ترکیب با دارند. قرار ER(p) برای بالا در شده مطرح پوشش از Bρi(pi) مانند مشترک گوی یک در q و
در Bρ j(p j) که دارد وجود دلیل این به دوم (خم q و z بین واصل ژئودزی و z و p بین واصل ژئودزی
بنابراین می�سازد. متصل q به را p که می�آوریم بدست d(p,q) طول به خم یک می�کند)، صدق (٢) شرط
2 است. تضاد در R بودن متناهی فرض با که ،BR+ρ(p) = ER+ρ
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لی گروه بر ناوردا متر ٢.۴ بخش

Te(G) = و شده مدل E بر G لی گروه کنیم فرض است. ساده�ای موضوع لی، گروه بر ریمانی متر تعریف
صورت به ای x ∈G هر ازای به است. شده همراه ⟨ , ⟩e داخلی ضرب با g = E

⟨X,Y⟩x =
⟨(

Lx−1
)
∗,x X,

(
Lx−1

)
∗,x Y

⟩
(۵.۴ )

در که آنچه به شبیه عملیاتی با .X,Y ∈ Tx(G) آن در که می�کنیم، تعریف Tx(G) بر داخلی ضرب یک
(x ∈G (که x 7→ ⟨ , ⟩x داخلی حاصلضربهای خانوادۀ که داد نشان می�توان رفت، بکار ١.٢.٢ لم اثبات

می�دهد. ریمانی متر یک تشکیل بنابراین و است تحلیلی ١.١.۴ تعریف در تعبیر به
ای X,Y ∈ Tx(G) هر و x,y ∈G هر ازای به صورت این در کند، صدق ۵.۴ رابطۀ در متری )⟩اگر

Ly
)
∗,x X,

(
Ly

)
∗,x Y

⟩
Ly x

(۶.۴ )

است. ایزومتری یک ای y ∈G هر ازای به Ly که است معنی این به دقیقاً مذکور رابطۀ

آنها بین دوسویی نگاشتی f : M→ N و هستند ریمانی منیفلد N و M کنید فرض تعریف. ١.٢.۴
ای X,Y ∈ Tp(G) هر و p ∈ M هر ازای به و تحلیلی�اند f −1 و f که طوری ⟩باشد،

f∗,pX, f∗,pY
⟩

f (p)
= ⟨X,Y⟩

می�گوئیم. ایزومتری را f صورت این در
dN و dM اگر نیز و باشند، همبند ریمانی منیفلدهای N و M اگر که داد نشان می�شود سادگی به
یعنی بود، خواهد طول حافظ ای f : M→ N ازومتری هر صورت این در باشند، دو آن به نظیر مترهای

ای p,q ∈ M هر ازای به

dM(p,q) = dN( f (p), f (q))

منحنی یک f ◦ ξ که است q و p بین واصل شکسته تحلیلی منحنی یک ξ وقتی تنها و وقتی (زیرا،
[٢٨] هلگاسن کتاب از ١ فصل از ١١.١ قضیۀ دیگر، سوی از باشد.) f (q) و f (p) بین شکسته تحلیلی
خود به خود دیگر، ریمانی منیفلد بتوی ریمانی منیفلد یک از فاصله حافظ نگاشت هر که می�دهد نشان

نداریم. آن بیان به نیازی اینجا در اما است؛ ایزومتری یک
ای x ∈G هر ازای به که باشد چنان بر مفروضی ریمانی متر اگر می�گردیم. باز G لی گروه حالت به
چپ ناوردای را متر این آنگاه باشد)، داشته صدق (۶.۴ ) فرمول در (یعنی باشد ایزومتری Lx : G→G
ناوردای را متر باشد، ایزومتر Rx : G→G ای x ∈G هر ازای به چنانچه مشابه، صورت به می�نامیم.

باشد. چپ و راست ناوردای که گوئیم ناوردا صورتی در را ریمانی متر می�نامیم. راست
لی گروه یک بر ناوردا ریمانی متر وجود برای مفیدی کافی و لازم شرط بیان به بخش این ادامه در
ناوردا ریمانی مترر فشرده، لی گروههای همۀ که دید خواهیم حکم این از نتیجه�ای عنوان به می�رسیم.

می�پذیرند.
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ای x ∈G هر ازای به و است لی گروه G کنید فرض الحاقی. نمایش ٢.٢.۴

Ax : G→G, g 7→ xg−1x

صورت به را g به g از خطی نگاشتهای مجموعۀ به G از Ad عملگر

Ad : G→ GL(g), x 7→ (Ax)∗,e (٧.۴ )

زیرا است، GL(g) در خطی عملگرهای وبسیلۀ G نمایش یک Ad می�کنیم. تعریف

Ad(xy) =
(
Axy

)
∗,e Ad(x−1) =

(
Ax−1

)
∗,e

=
(
AxAy

)
∗,e =

(
(Ax)−1

)
∗,e

= (Ax)∗,e
(
Ay

)
∗,e = (Ax)−1

∗,e

= Ad(x)Ad(y) = Ad(x)−1

ازای به بنابراین نوشت، می�توان Lx ◦Rx−1 صورت به را Ax چون می�نامند. G الحاقی نمایش را این
ای X ∈ g هر

Ad(x)(X) = (Lx)∗,x−1 ◦ (Rx−1
)
∗,e (X) (٨.۴ )

نگاشت ای X ∈ g هر ازای به که داد نشان توان می ١.٢.٢ لم در رفته بکار روش کمک به سپس و
پیوسته ضمیمۀ از ٢ بخش در تعبیر به الحاقی نمایش نتیجه، در است. تحلیلی G بر x 7→ Ad(x)(X)

است.

فشردۀ GL(g) در Ad(G) که می�پذیرد ناوردا ریمانی متر G لی گروه وقتی تنها و وقتی قضیه. ٣.٢.۴
باشد. نسبی

بایستی است، راست ناوردای چون می�پذیرد. را x 7→ ⟨ , ⟩x ناوردای ریمانی متر G کنید فرض برهان:
باشیم داشته ای X,Y ∈ Te(G) = g هر و x ∈G هر ازای )⟩به

Rx−1
)
∗,e X,

(
Rx−1

)
∗,e Y

⟩
x−1 = ⟨X,Y⟩ (٩.۴ )

باشیم داشته ای X0,Y0 ∈ T(G) هر و x ∈G هر ازای به بایستی هست، نیز چپ ناوردای چون ⟩بعلاوه،
(Lx)∗,x−1 X0, (Lx)∗,x−1 Y0

⟩
e
= ⟨X0,Y0⟩x−1 (١٠.۴ )

٨.۴) فرمول به توجه با و Y0 =
(
Rx−1

)
∗,e Y و X0 =

(
Rx−1

)
∗,e X فرض و (١٠.۴ ) و (٩.۴ ) ترکیب با

داریم (

⟨Ad(x)X,Ad(x)Y⟩ = ⟨X,Y⟩e
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GL(g) بر متعامد عملگر یک Ad(x) ای x ∈G هر ازای به است، g بر داخلی ضرب یک ⟨ , ⟩e چون
فشرده گروه این چون و است O(g, ⟨ , ⟩) متعامد گروه از مجموعه�ای زیر Ad(G) بنابراین می�کند. تعریف

می�باشد. چنین نیز Ad(G) بستار ،(٢.١.٢ (مثال است
H مثلا آنرا که ،Ad(G) بستار صورت این در باشد. نسبی فشردۀ Ad(G) که کنیم فرض حال
می�پذیرد λ مانند ناوردا شدۀ نرمال هار اندازۀ یک بنابراین و است GL(g) از فشرده کروهی زیر می�نامیم،
چون (که است Te(G) بر دلخواه داخلی ضرب یک ⟨ , ⟩ کنیم فرض شود). مراجعه ضمیمه از ۴ بخش (به

صورت به جدیدی داخلی ضرب دارد). وجود همواره ضربی چنین است، متناهی بعد با Te(G) = g

⟨X,Y⟩e :=
∫

H
(s(X), s(Y)) dλ(s)

کنید.) اثبات را نگاشت این بودن داخلی (ضرب .X,Y ∈ Te(G) اینجا در که می�کنیم، تعریف Te(G) بر
که: می�گیریم نتیجه λ هار اندازۀ ناوردایی از صورت این در ،t ∈ R اگر

⟨t(X), t(Y)⟩e =
∫

H
(st(X), st(Y)) dλ(s)

=

∫
H

(s(X), s(Y)) dλ(s)

= ⟨X,Y⟩e

ای X,Y ∈ Te(G) هر و x ∈G هر ازای به ویژه، )⟩به
Rx−1

)
∗,x X,

(
Rx−1

)
∗,x Y

⟩
e
= ⟨X,Y⟩x

انتقالهای به نسبت متر ناوردایی و الحاقی نمایش به نسبت ⟨ , ⟩e ناوردایی از استفاده با صورت، این در
داریم )⟩راست

Rx−1
)
∗,x X,

(
Rx−1

)
∗,x Y

⟩
e
=

⟨
Ad(x−1)

(
Rx−1

)
∗,x X,Ad(x−1)

(
Rx−1

)
∗,x Y

⟩
e

=
⟨(

Lx−1
)
∗,x X,

(
Lx−1

)
∗,x Y

⟩
e

= ⟨X,Y⟩x.

2 است. تمام برهان ترتیب، این به و

هر ازای به که است ناوردا G لی گروه بر x 7→ ⟨ , ⟩x ریمانی متر وقتی تنها و وقتی نتیجه. ۴.٢.۴
ای X,Y ∈ Te(G) و x ∈G⟨

Ad(x−1)
(
Rx−1

)
∗,x X,Ad(x−1)

(
Rx−1

)
∗,x Y

⟩
e
= ⟨X,Y⟩e

صورت این در باشد، فشرده G اگر بنابراین، و است یکشکل پیوستۀ GL(g) بتوی G از الحاقی نمایش
بنابراین بود. خواهد فشرده نیز Ad(G)

می�پذیرد. ناوردا ریمانی متر فشرده، گروه هر نتیجه. ۵.٢.۴
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لی گروه بر ژئودزی ٣.۴ بخش

اگر صورت این در باشد، M بر منحنی یگ ξ : [a;b]→ M و بوده تحلیلی منیفلدی M کنید فرض
و وقتی ،Rn حالت در که است روشن می�نامیم. ξ از پارۀ یک را ξ : [c;d]→ M ،a ≤ c ≤ d ≤ b
Rn ١-پارامتری گروه زیر یک از پاره یک یافتۀ انتقال که است ژئودزی مفروض منحنی یک وقتی تنها
لی گروه هر برای حکم این جزئی، تغییراتی داشتن نظر در با که دهیم نشان می�خواهیم بخش این در باشد.
دهیم نشان تا ساخت خواهد قادر را ما امر این می�باشد. صحیح نیز بپذیرد ناوردا ریمانی متر که دلخواهی

است. پوشا نمایی نگاشت باشد، نیز کامل و همبند که لی�ای گروه چنین هر که
بعنوان است. ژئودزی ١-پارامتری، گروه زیر یک از پارۀ هر شود گفته که نیست درست کلی حالت در
T از ١-پارامتری گروه زیر یک از پاره یک ،T به [0,2π] از (k ∈ Z (که ξk(t) = etki منحنی مثال،

می�باشد: موضعی ژئودزیر ولی، نیست. ژئودزی ξk آنگاه ،k , 0 اگر که است روشن ولی است،

ژئودزی صورتی در را M ریمانی منیفلد بتوی [a;b] کراندار بازۀ از ξ منحنی موضعی. ژئودزی ١.٣.۴
در واقع منحنی پاره�های از یک هر که پوشاند بتوان چنان باز مجموعه�های با را بردش که گوئیم موضعی

باشد. ژئودزی مجموعه�ها، این از یک هر
گروه زیر یک یافتۀ انتقال با مفروض ژئودزی یک است ممکن که شویم متذکر باید دیگر، سوی از
،مثلا باشد. برقرار موردی چنین یک مناسب متغیر تغییر یک اعمال از پس بلکه نباشد، برابر ١-پارامتری
زیر هیچ یافتۀ انتقال ولی است، 1 و 0 بین واصل ژئودزی یک ξ(t) = t2 ضابطۀ با ξ : [0;1]→ R
منطبق θ(t) = t ١-پارامتری گروه زیر خود از [0;1] پارۀ بر ξ که حالی در نیست. R از ١-پارامتری گروه

است.

منطبق صورتی در را تحلیلی منیفلد یک بر شکسته تحلیلی منحنی دو منطبق. منحنی�های ٢.٣.۴
باشند. داشته برابر برد که گوئیم

کافی و لازم شرط بنابراین، و است برابر منطبق، منحنی�های طول که می�گردد نتیجه 4−B تمرین از
نیز آن با منطبق یکبیک منحنی هر که است این باشد، ژئودزی مفروض یکبیک منحنی یک اینکه برای

باشد. ژئودزی

انتقال با M در ژئودزی هر است. ناوردا ریمانی متر با لی گروه یک G کنید فرض قضیه. ٣.٣.۴
یک یافته�ای انتقال چنین هر برعکس) (تقریباً و است منطبق ١-پارامتری گروه زیر یک از پاره یک یافتۀ

می�باشد. موضعی ژئودزی

می�گیرد. قرار استفاده مورد قضیه از اول بخش اثبات در زیر لم

فرض است. همانی ایزومتری σ2 و است M ریمانی منیفلد از ایزومتری یک σ کنید فرض لم. ۴.٣.۴
را U در نقطه جفت هر (١) که باشد می x از همسایگی�ای U و است σ از ایزوله ثابت نقطۀ یک x کنید
D−4توجه تمرین (به نمود وصل بتوان منطبق) منحنی�های حد در (البته بفرد منحصر ژئودزی یک توسط
U در σ(y) و y اگر صورت، این در ندارد. بر در را x بجز σ از دیگری ثابت نقطۀ هیچ U (٢) و شود)

گذشت. خواهد x از σ(y) و y بین واصل ژئودزی آنگاه باشند، واقع
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و σ2 = id چون می�کند. متصل σ(y) به را y که باشد بفردی منحصر ژئودزی ξ کنیم فرض برهان:
نگاشتی σ نتیجه در می�باشد. σ(y) به y کنندۀ متصل ژدودزی یک σ ◦ ξ بنابراین است، ایزومتری σ
وجود ξ برد بر σ از ثابتی نقطۀ ثابت) نقطۀ قضیۀ به (بنا بنابراین و می�باشد خودش بتوی ξ برد از 2پیوسته باشد. x می�تواتند فقط نقطه این دارد؛

U کنیم فرض است. x 7→ ⟨ , ⟩x ریمانی متر با لی گروه یک G کنیم فرض :٣.٣.۴ قضیۀ اثبات
W و می�باشد تحلیلی همیومورفیسم آن بر نمایی نگاشت که است g در o از محدبی و متقارن باز همسایگی
W در نقاط از جفت هر (٢) و W2 ⊆ exp( 1

2 U) (١) که گونه�ای به است G در e از متقارنی همسایگی
می�کنیم انتخاب طوری را α > 0 نمود. متصل بهم می�توان W در واقع بفرد منحصر ژئودزی یک توسط را
از القائی d متر توسط را G توپولوژی چون می�کنیم: تعریف نیز دیگر مجموعه�ای .exp(αU) ⊆W که
شکل به مجموعه�ای exp(αU) بایستی صورت این در نمود، تعریف می�توان (٧.١.۴ (قضیۀ ریمانی متر

داریم: مجموع در پس است. مثبت عددی ρ که باشد، داشته بر در را Bρ = {x | d(e, x) ≤ ρ}

e ∈ Bρ ⊆ exp(αU) ⊆W, W2 ⊆ exp(
1
2

U) (١١.۴ )

.ξ(a)= e که کنیم فرض می�توانیم شود، کاسته بحث کلیت از آنکه بی باشد، ژئودزی یک ξ کنیم فرض
خم تحدید که می�گیریم b از نابیشتر عدد بزرگترین را a1 باشد، تهی غیر ran(ξ)∩{x | d(e, x) = ρ} اگر
غیر در می�کند؛ صدق d(e,z1) = ρ رابطۀ در z1 = ξ(a1) بنابراین و دارد قرار Bρ در تماماً ،[a;a1] به ξ
که می�کنیم تعریف θ1(t)exp(tZ1) صورت به را θ1 : [0;1]→G .z1 = ξ(b) می�کنیم فرض اینصورت

منطبقند. ξ1 = ξ|[a;a1] و θ1 که می�دهیم نشان Z1؛ = log(z1)
σ : G→G .x = θ1( 1

2 ) ∈W بویژه و ran(θ1) ⊆W که می�شویم متوجه (١١.۴ ) از همه، از اول
نشان ابتدا است، ایزومتری σ اینکه دادن نشان برای می�کنیم. تعریف σ(y) = xy−1x صورت به را

داریم ،X,Y ∈ Tp(G) و p ∈G ازای به می�باشد. ژئودزی λ : y→ y−1 که می�دهیم

⟨
λ∗,pX,λ∗,pY

⟩
λ(p)

=

⟨(
Lp

)
∗,p−1 ◦λ∗,pX,

(
Lp

)
∗,p−1 ◦λ∗,pY

⟩
e

=

⟨(
Lp ◦λ

)
∗,p X,

(
Lp ◦λ

)
∗,p Y

⟩
e

=

⟨(
λ◦Rp−1

)
∗,p X,

(
λ◦Rp−1

)
∗,p Y

⟩
e

=

⟨
λ∗,e

(
Rp−1

)
∗,p X,λ∗,e

(
Rp−1

)
∗,p Y

⟩
e

می�کنیم کار 0 ∈ g از همسایگی�ای بر چون است. شده نتیجه ریمانی متر چپ ناوردای از تساوی اولین که
بنابراین و log◦λ◦ exp(X) = −X داریم است، همیومورفیسم آن بر exp که

λ∗,e[exp,v]e =
[
exp, (log◦λ◦ exp)′|(0)(v)

]
e

= [exp,−v]e
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نتیجه ⟩در
λ∗,e

(
Rp−1

)
∗,p X,λ∗,e

(
Rp−1

)
∗,p Y

⟩
e
= (−1)2

⟨(
Rp−1

)
∗,p X,

(
Rp−1

)
∗,p Y

⟩
e

که می�گیریم نتیجه اینطور احکام این تلفیق با است. برابر ⟨X,Y⟩p با ریمانی، متر راست ناوردایی بنابه ⟩که
λ∗,pX,λ∗,pY

⟩
λ(p)
= ⟨X,Y⟩e

ایزومتری نیز σ داریم، انتظار که طوری همان ،σ = Lx ◦Rx ◦ λ چون است. ایزومتری λ بنابراین و
است.

σ برای ثابتی نقطۀ x بنابراین و σ2(y) = x(xy−1x)−1x = y ای y ∈ G هر ازای به اکنون
و y ∈ W اگر می�باشد. W در σ ثابت نقطۀ تنها x دهیم نشان که است این بعدی مرحلۀ می�باشد.
بنابراین و exp X = xy−1 که دارد وجود ای X ∈ 1

2 U ،(١١.۴ ) به نظر .(xy−1)2 = e آنگاه ،σ(y) = y
بنابراین و باشد، می دوسویی آن بر exp که مجموعه�ای ،2X ∈ U اما .exp(2X) = (xy−1)2 = e

.x = y یعنی ،xy−1 = e نتیجه در .X = 0
σ(z1) = نقاط بین واصل ξ|[a;a1] ژئودزی که داد نشان و نموده استفاده قبل لم از می�توان اکنون
از حاصل پارۀ دو برای روند این تکرار با دارد. بر در را x نقطۀ الزاماً ،z1 و θ1( 1

2 )θ1(−1)θ1( 1
2 ) = e

پاره�های از یک هر برای سپس و ،[ 1
2 ;1] و [0; 1

2 ] بر t 7→ exp(tZ1) ١-پارامتری گروه زیر کردن نیم دو
هر و n ∈ Z+ هر ازای به که می�گیریم نتیجه ،... و قبلی، پاره�های از یک هر کردن نیم دو از حاصل
اینکه از ،ξ بودن ژئودزی و θ1 پیوستگی به نظر دارد. تعلق ran(ξ1) به θ1(m/2n) عنصر ،0 ≤m ≤ 2n

منطبقند. θ1 و ξ1 که می�گیریم نتیجه دارد، تعلق ran(ξ1) به θ1(t) ای t ∈ [0;1] هر ازای به
ξ1 : [a1;b]→G ژئودزی و z1 , ξ(b) که کنیم فرض پس است. تمام برهان آنگاه ،z1 = ξ(b) اگر
اقل حد ξ1 طول که می�شویم متذکر ابتدا .t ∈ [a1;b] که می�گیریم نظر در را ξ1(t) = ξ(t) ضابطۀ با
و بالا برهان در ξ بجای Lξ(a1)−1 ◦ ξ1 ژئودزی از استفاده با است. کوتاهتر ξ طول از واحد ρ اندازۀ به
و ξ2 = Lξ(a1)−1 ◦ ξ1[a1;a2] که برسیم ای a2 ∈ [a1;b] و Z2 ∈ g چنان به می�نوانیم روند، آن تکرار
از واحد ρ روند، این تکرار بار هر در چون منطبقند. θ2(t) = exp(tZ2) ضابطۀ با θ2 : [0;1]→ G
عدد چنان بنابراین رسید. خواهد پایان به روند این مرحله متناهی تعدادی از پس می�شود، کاسته ξ طول
که دارد وجود ای {Z1, · · · ,Zm} ⊆ g− {0} مجموعۀ و a < a1 < · · · < am−1 < b افراز ،m طبیعی

اینجا در که منطبقند، θ : [0;m]→G و ξ : [a;b]→G

θ(t) =


exp(tZ1) 0 ≤ t ≤ 1 اگر
ξ(a1) · exp((t−1)Z2) 1 ≤ t ≤ 2 اگر
...

...

ξ(am−1) · exp((t−m+1)Zm) m−1 ≤ t ≤ m اگر

که می�آوریم بدست 1,2, · · · ,m−1 انتهایی نقاط در θ مقدار محاسبۀ با است، پیوسته حداقل θ چون

ξ(ak) = exp(Z1) · · ·exp(Zk), k ∈ {1,2, · · · ,m−1} (١٢.۴ )
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چنان λk صفر مخالف حقیقی عدد یک ای k ∈ {1,2, · · · ,m−1} هر ازای به که داده�ایم نشان کنید فرض
که دارد وجود

Zk+1 = λkZk (١٣.۴ )

داریم k ≤ t ≤ k+1 هر ازای به ،(١٢.۴ ) به توجه با نیز و فرض این با صورت این در

θ(t) = ξ(ak) · exp((t− k)Zk+1)

= exp(µk−1Z1) · exp((t− k)(µk −µk−1)Z1)

= exp({µk−1+ (t− k)(µk −µk−1)}Z1)

کمک به می�باشد.) 0 صورت این غیر در و µr = 1+λ1+λ1λ2+ · · ·+λ1 · · ·λr آنگاه ،r ≥ 1 اگر (که
بر t 7→ exp(tZ1) با [k;k+1] بر θ اینکه به توجه با و u = µk−1+ (t− k)(µk −µk−1) متغیر تغییر
است. منطبق [0;µm−1] بر t 7→ exp(tZ1) با [0;m] بر θ که می�گییم نتیجه است، منطبق [µk−1;µk]
می�باشد. منطبق ١-پارامتری گروه زیر یک از پاره�ای با [a;b] بر ξ داشتیم، انتظار که طوری همان بنابراین
d
dt

{
x · exp(tX)

}∣∣∣
t=k = چون که می�کنیم توجه ابتدا می�باشد. برقرار (١٣.۴ ) دهیم نشان که است مانده تنها

بنابراین X
(
x · exp(kX)

)
d
dt

{
ξ(ak−1 · exp((t− k+1)Zk)

}∣∣∣∣∣
t=k
= Zk

(
ξ(ak−1 · exp(Zk)

)
و

d
dt

{
ξ(ak · exp((t− k)Zk+1)

}∣∣∣∣∣
t=k
= Zk+1 (ξ(ak))

از می�توان لذا و هستند Te(G) از عناصری Zk+1 و Zk که نموده�ایم استفاده واقعیت این از اینجا (در
مخالف بالا مشتق دو هر و است ژئودزی θ چون نمود.) استفاده آنها به نظیر ناوردای برداری میدانهای
تمرین شد)، خواهد صفر جا همه در آنگاه شود، صفر نقطه یک در ناوردایی برداری میدان اگر (زیرا، صفرند
تغییر ناصفری خطی ضریب در تنها 1,2, · · · ,m−1 نقاط از یک هر در θ∗,t(1) که می�دهد نشان 4−E
که دارد وجود طوری صفر مخالف λk ∈ Rیک ،k ∈ {1,2, · · · ,m−1} هر ازای به دیگر، بیان به می�کند.

Zk+1 (ξ(ak)) = λk ·Zk
(
ξ(ak−1) · exp(Zk)

)
به چپ ناوردای برداری میدان هر چون و ξ(ak) = ξ(ak−1) · exp(Zk) که می�دهد نشان (١٢.۴ ) اما
برقراری ترتیب این به می�گردد، مشخص تعریفش دامنۀ نقاط از یک هر در مقدارش داشتن با کامل طور

است. شده اثبات (١٣.۴ ) رابطۀ
.X , 0 که می�گیریم نظر در را [a;b] بر t 7→ exp(tX) ١-پارامتری گروه زیر دوم، قسمت اثبات برای
همین است کافی خیر، یا هست موضعی ژئودزی پاراه این آیا اینکه بررسی برای است، ناوردا متر چون
θ : exp(tX) برای یعنی کنیم، مطرح بر t 7→ Lexp(−aX) exp(tX) = exp((t−a)X) مورد در را سؤال
یک ای X ∈ Te(G) هر به متناظر که می�شود داده نشان 4−D تمرین معمولی اثبات در .[0;b−a] بر
.ξ∗,0(1)= X و ξ(1)= c ،ξ(0)= e که دارند وجود ای ξ : [0;1]→G ژئودزی و (c, e (با ای c ∈G
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که می�گردد نتیجه اینطور حکم این اول قسمت از شود.) توجه نیز فصل این پایان در شده مطح نکات (به
ψ : t 7→ exp(tY) با کنیم فرض مثلا است، منطبق بدیهی غیر ١-پارامتری گروه زیر یک از پاره�ای با ξ

.t ∈ [0;d] که
صرف همانی عنصر در آنها مشتقات بویژه و منطبقند، همانی عنصر از همسایگی یک در ψ و ξ اکنون
نتیجه در و است برابر Y از ناصفری اسکالر مضرب با X بنابراین برابرند. هم با عددی ضریب یک از نظر
در نیز θ و ψ زیرا می�کند، تکمیل را برهان مطلب این اما می�باشند. منطبق e از همسایگی یک در ψ و θ2 است. ژئودزی ξ بعلاوه و می�باشند برابر یکدیگر با e از همسایگی یک

(بویژه، می�پذیرد. ناوردایی ریمانی متر که است کامل همبند لی گروه یک G کنید فرض نتیجه. ۵.٣.۴
می�باشد. پوشا آن به نظیر نمایی نگاشت صورت این در باشد.) فشرده همبند لی گروه G که کنید فرض

G از همانی عنصر مخالف عنصری x و می�کند صدق نتیجه مفروضات در G کنید فرض برهان:
قضیۀ از و دارد، وجود x و e بین واصل ژئودزی یک که می�گیریم نتیجه ٩.١.۴ قضیۀ از بنابراین، می�باشد.
بویژه، .X ∈ g و t ∈ [a;b] که می�باشد، t 7→ exp(tX) شکل به ژئودزی این که می�گیریم نتیجه 2قبل می�باشد. پوشا exp داشتیم انتظار که طوری همان بنابراین و x = exp(bX)

به باشد. x 7→< , ⟩x چپ ناوردای ریمانی متر با لی گروه یک G کنید فرض کاربرد. ۶.٣.۴
در نمود. تعیین را G از ١-پارامتری گروه زیر یک پاره�های از یک هر طول توان می صریح صورت
(فرمول .(b−a)∥X∥e با است برابر ξ طول آنگاه ،X ∈ g و t ∈ [a;b] ،θ : t 7→ exp(tX) اگر واقع

با برابر است، چپ ناوردای متر مورد این در چون که ،
∫ b

a

∥∥∥θ∗,t(1)
∥∥∥
θ(t) dt از است عبارت طول کلی

صورت این در می�باشد.
∫ b

a

∥∥∥∥(Lθ(t)−1

)
∗,θ(t) θ∗,t(1)

∥∥∥∥
e
dt

(
Lθ(t)−1

)
∗,θ(t) θ∗,t(1) =

(
Lθ(t)−1

)
∗,θ(t) X(θ(t))

= X
(
Lθ(t)−1(θ(t))

)
= X(e)

می�شود.) نتیجه X چپ ناوردایی از تساوی اولین که

یادداشت ۴.۴ بخش

مشتق که است آن Rn در منحنی یک بودن ژئودزی برای کافی و لازم شرط که است روشن Rn حالت در
منیفلد یک حالت در اما باشند. موازی بر مماس بردارهای همه و بوده صفر مخالف جا همه در منحنی این
ولی، ندارد. وجود مختلف نقاط در مماس بردارهای مقایسۀ برای قبل از روشی هیچ دلخواه، دیفرانسیلپذیر
ریمانی، منیفلدهای (نظیر باشد شده انتخاب خطی التصاق یک نظر مورد دیفرانسیلپذیر منیفلد در چنانچه
یک در منحنی یک به است. شدنی کار این شود)، مراجعه [٢٨] هلگاسن از ١.٩ و ١.۴ بخشهای به
که می�شود اثبات باشند. موازی مماسش بردارهای همۀ که می�شود گفته موازی صورتی در ریمانی منیفلد
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ژئودزی برای کافی و لازم شرط که دارد وجود همسایگی�ای مفروض، ریمانی منیفلد یک از نقطه هر در
می�باشد. بودنشان موازی که آن، در منحنی�های بودن

مشابه حکم از طبیعی تعمیمی ریمانی منیفلدهای در موازی منحنی�های یکتایی و وجود قضیۀ بعلاوه،
p ∈ M هر به یعنی، است). بدیهی حکمی حالت، این در البته (که می�باشد Rn مورد در خصوص در
مماس بردار هر و q ∈ U هر ازای به که می�شود داده نسبت ε > 0 عددی و p از U بازی همسایگی

که دارد وجود ای γX : [−1;1]→ M بفردی منحصر موازی ژئودزی ،∥X∥q < ε با X ∈ Tq(M)

γ−X(0) = q, (γX)∗,0 (1) = X (١۴.۴ )

کتاب از ۴۵ تا ٩ صفحات یا و [٢٨] هلگاسن کتاب از ۵.٣ گزارۀ به مطلب این از اثباتی مشاهدۀ (برای
٣.٢.٢ قضیۀ از دوم قسمت اثبات در رفته بکار روش تعمیم آن اثبات روش شود.) مراجعه [۵٨] اسپیواک
می�شود داده نشان سپس و می�شود داده نسبت دیفرانسیل معادلۀ یک ژپودزی هر به آن در زیرا می�باشد،

است. یکتا جوابی دارای دیفرانسیل معادلۀ این که
نمود مطرح می�توان را «M دلخواه ریمانی منیفلد یک برای نمایی «نگاشت مفهوم بالا، بحث به نظر
باشد برداری X ∈ Tq(M) اگر شد. بیان دوم فصل در لی گروههای مورد در که است چیزی آن تعمیم که
امر این البته (که دارد وجود (١۴.۴ ) خاصیت با γX : [−1;1]→ M موازی ژئودزی یک آن ازای به که
q نمایی نگاشت مقدار صورت این در است)، ممکن 0 ∈ Tq(M) از مناسب همسایگی یک در همواره

صورت به را X در

expq(X) := γX(1)

شکل به را γX ژئودزی صورت این در می�کنیم. تعریف

t 7→ γX(t) = expq(tX), t ∈ [−1;1]

Tq(M) با 0 در Tq(M) به مماس فضای اگر که داشت اذعان می�توان مقدمات این با نمود. بیان می�توان
نگاشت صورت این در شود، گرفته یکی

(expq)∗,0 : Tq(M)→ Tq(M) (١۵.۴ )

نگاشت که شد داده نشان آنجا در که کنید مقایسه ١٢.٢.٢ قضیۀ برهان با را مطلب این بود. خواهد همانی
است کافی تنها مطلب این دادن نشان برای است، خطی (expq)∗,0 چون است.) همانی g به g از exp∗,0
وجود قضیۀ حکم در را همسایگی این باشد؛ می همانی صفر از همسایگی یک در نگاشت این که دهیم نشان
این در X ∈ Tq(M)= T0(Tq(M)) فرضکنید می�کنیم. استفاده شد ذکر بالا در که ژئودزیها برای یکتایی و
c∗,0(1) = X که می�باشد Tq(M) در موازی ژئودزی یک c : t 7→ tX صورت این دارد.در قرار همسایگی

نتیجه در .c(1) = 0 و

γX(t) = expq(tX) = expq ◦c(t) (١۶.۴ )

بنابراین و

(expq)∗,0(X) = (expq)∗,0 ◦ c∗,0(1)

= (expq ◦c)∗,0(1)

= (γX)∗,0(1)

= X
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لی گروه G اگر زیرا، است. برابر معمولی نمایی نگاشت با دقیقاً expe لی، گروههای حالت در بعلاوه،
(t ∈ −1;1 (که γX : t 7→ expe(tX) صورت این در باشد، شده تعریف X ∈ Te(G) در expe و باشد
نیز θ : t 7→ exp(tX) بعلاوه .γX(0) = e و (γX)∗,0(1) = X که گونه�ای به است، موازی ژئودزی یک
داریم ژئودزیها، یکتایی به نظر بنابراین و ،θ(0) = e و θ∗,0(1) که گونه�ای به است، موازی ژئودزی یک

.exp(X) = expe(X)
می�باشد. T m×Rn شکل به G که B−3دیدیم تمرین در است، آبلی G لی گروه که خاصی حالت در
بر معمولی متر از اسکالری مضربی از عبارت G بر ناوردا ریمانی متر هر به متناظر متر که است روشن
حالت این در بدیهی شکل به ۴.٣ و ۴.٢ بخشهای در احکام کلیۀ حالت این در بعلاوه، می�باشد. T m×Rn

از سوم قسمت همان ۵.٣.۴ نتیجۀ حکم باشد، آبلی و همبند G لی گروه وقتی که شود توجه مثلا برقرارند.
بود. خواهد 3−B تمرین

پوشا آنها نمایی نگاشت که نیستند لی�ای گروههای تنها ۵.٣.۴ نتیجۀ شرایط در صادق لی گروههای
آنها لی جبر که همبندی لی گروههای نمایی نگاشت که شود می داده نشان 4−F تمرین در ،مثلا است.

هستند. پوشا نیز می�باشد پوچتوان

تمرینات ۵.۴ بخش

شد، آورده 2−A از (١) قسمت تمرین در که Rn بر تحلیلی برداری میداهای نمایش کمک به (4−A
می�انجامد. Rn بر ریمانی متر یک به عملا ۴.١.۴ در شده مطرح ساختار که دهید نشان

η : [c;d]→ M و ξ : [a;b]→ M و ریمانی منیفلدی M کنید فرض طول. ناوردایی (4− B
منحنی دو این که کنیم فرض بعلاوه کراندارند. [c;d] و [a;b] که هستند M در تحلیلی یکبیک منحنی�های

باشند. منطبق

نشان صورت این در ،ξ = η◦ θ که باشد داشته وجود θ : [a;b]→ [c;d] دیفئومورفیسمی اگر (١)
که دهید

Lξ(a),ξ(b)(ξ) = Lη(c),η(d) (١٧.۴ )

η∗,t(1) و ξ∗,t(1) که دهید نشان (راهنمایی: می�باشد. برقرار کلی حالت در (١٧.۴ ) که کنید ثابت (٢)
طوری پاره متناهی تعدادی به را منحنی برد اکنون صفرند. نقاط از متناهی تعدادی اکثر حد در
نقاط در احتمالا بجز باشند، صفر مخالف آنها از یک هر بر η∗,t(1) و ξ∗,t(1) که کنید تقسیم
که دهید نشان و نموده استفاده تمرین همین (١) قسمت و وارون نگاشت قضیۀ از اکنون انتهایی.
ξ از متناظر پاره�های طول استثنایی، نقاط این از کوچک کافی باندازۀ همسایگیهای از نظر صرف

برابرند.) η و

[a;b] کراندار بازۀ از یکبیک تحلیلی منحنی یک ξ کنید فرض کمکطول. به نمایش تجدید (4−C
تعریف t ∈ [a;b] ازای به .[a;b] بر ξ∗,t(1) , 0 که کنید فرض همچنین باشد. M ریمانی منیفلد به
[0; L] بتوی [a;b] از دیفیومورفیسم یک s که دهید نشان صورت این در .s(t) = Lξ(a),ξ(t) می�کنیم
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نشان و نموده تعریف η = ξ ◦ s−1 صورت به را η : [0;1]→ M اکنون می�باشد. ξ طول L که است،
بعلاوه و منطبقند η و ξ که دهید

Lη(0),η(t) = t, t ∈ [0; L] هر ازای به

نقطه دو هر که دارد وجود همسایگی�ای ریمانی، منیفلد یک از نقطه هر حول که دهید نشان (4−D
کاملا ژئودزی این که طوری نمود، متصل بهم توان می ژئودزی یک تنها و یک توسط را همسایگی آن از
مطلب این شود.) توجه [٢٨] هلگاسن کتاب از ٩.٣ لم و ۶.٢ قضیۀ (به می�گیرد. قرار همسایگی آن در
مشاهدات شاید بود. برخوردار سزایی به اهمیت از فصل این در مباحث در و است عمیق بسیار حکمی
است کافی بنابراین داریم، کار سرو موضعی خواص با تنها چون کند: کمک گزاره این صحت درک در ذیل
است. گردیده مشخص ریمانی متر یک آن بر که بگیریم نظر در Rn از باز مجموعه�ای زیر برای را مسأله
بر صورت، این غیر در است. بدیهی مسأله صورت این در باشد، Rn بر معمولی متر همان ریمانی متر اگر
Rn بر معمولی متر با چندان نظر مورد ریمانی متر که نمود خواهیم کار کوچکی کافی اندازۀ به همسایگی
بر مطلب این دقیق اثبات ندارند. صاف خطوط با چندانی تفاوت نیز آن ژئودزیهای و نیست متفاوت
شد. بحث آنها مورد در مختصری بالا یادداشت در که می�باشد، استوار موازی ژئودزیهای یکتایی و وجود

ریمانی منیفلد بر تحلیلی منحنی دو η : [1;2]→ M و ξ : [0;1]→ M اگر که دهید نشان (4−E
است، η برابر [1;2] بازۀ بر و ξ برابر [0;1] بازۀ بر که منحنی�ای اگر نیز و ξ(1) = η(1) و باشند M

می�باشد. η∗,1(1) از اسکالری مضرب ξ∗,1(1) آنگاه η∗,1(1) , 0 اگر صورت این در باشد، ژئودزی

هر ازای به که باشد داشته وجود ای n طبیعی عدد که گوئیم پوچتوان صورتی در را L لی جبر (4−F
ای X1, · · · ,Xn ∈ L

[X1, [X2, [· · · [Xn−1,Xn] · · · ]]] = 0

همسایگی (راهنمایی: است. پوشا نمایی نگاشت آنگاه باشد، پوچتوان g و همبند G گاه هر که دهید نشان
ای X,Y ∈ U هر ازای به که دارند وجود چنان Z : U ×U → g تحلیلی نگاشتی و 0 ∈ g از ای U

exp(X)exp(Y) = exp{Z(X)}

قابل g× g کل به حلیلی شکل به Z که دهید نشان نموده استفاده کبه فرمول از باشد، پوچتوان g چنانچه
منحصر یافته گسترش نگاشت این که دهید نشان و کرده استفاده 1−H تمرین از بعلاوه و است گسترش

می�باشد.) نیز بفرد
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لی جبرهای زیر و گروهها زیر

مطلب این دادن نشان نیز و G لی گروه یک از لی گروه زیر مفهوم با آشنایی فصل این از اصلی هدف
جبر زیر یک (H لی جبر =) h که است G لی گروه زیر یک H لی گروه وقتی تنها و وقتی که می�باشد
زیر میان یکبیک تناظری که داد خواهیم نشان حکم این اصلاح با سپس باشد. (G لی جبر =) g از لی
برای لزوم مورد ابزارهای از یکی عنوان به دارد. وجود g ایده�آلهای و G از نرمال و همبند لی گروههای
بخش در بار اول (که لی گروه یک برای الحاقی نمایش مفصل تحلیل به نیاز حکم این دوم قسمت اثبات

داریم. گردید) مطرح ٢.۴

جبر زیر و گروه زیر ١.۵ بخش

زیر نیز و لی گروه یک از بخصوصی مجموعه�های زیر بین که دهیم نشان تا می�شود سعی بخش این در
دارد. وجود دوسویی تناظری آن، به متناظر لی جبر از لی جبرهای

در آنگاه باشد، G گروه زیر جبری نظر از H و باشند لی گروههای H و G اگر لی. گروه زیر ١.١.۵
باشد. پیوسته j : H→G طبیعی احتوای نگاشت که گوئیم G لی گروه زیر را H صورتی

توپولوژی با که شرطی به لی، گروه یک از بسته گروه زیر هر ،مثلا داریم. را بسته گروههای زیر مثال
گروه زیر لی، گروه یک بستۀ گروههای زیر همۀ بنابراین و می�دهد لی گروه یک تشکیل باشد، همراه القایی
اما شود). توجه ۶.٢.١ (به می�کنند قید نیز را j بودن تحلیلی ایمرشن فرض بسیاری مراجع در هستند. لی
که می�کنیم داد قرار گرفت. نتیجه بالا تعریف از را آن می�توان که چرا نیست، لازم اضافی شرط این ذکر
j بودن طبیعی احتوای و G در H بودن لی گروه زیر معنی به دقیقاً است» G لی گروه زیر j : H→G»

می�باشد.

صورت این در باشد، G لی گروه زیر j : H→G اگر گزاره. ٢.١.۵

است. تحلیلی ایمرشن j (١

٨٩
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است. لی جبرهای منومورفیسم j∗,e : h→ g (٢

j : H → G که است این j بر مفروضات تنها که شویم متذک باید استدلال آغاز از قبل برهان:
نیز تحلیلی j که می�گیریم نتیجه ١.٣.٢ قضیۀ از است، پیوسته j چون است. پیوسته منومورفیسمی
در است. یکبیک j∗,x ای x ∈ H هر ازای به که گردد اثبات باید ایمرشن، تعریف بنابه اما می�باشد.
است، j∗,e فقط بودن یکبیک با معادل مطلب این که شود داده نشان تا است شده خواسته 5−A تمرین

می�باشد. {X ∈ h : j∗,eX = 0} = {0} با معادل نیز موضوع این که
که باشد 0 ∈ h از همسایگی�ای U کنیم فرض کند. صدق j∗,eX = 0 رابطۀ در X ∈ h کنیم فرض
j∗,e(tX) = 0 است، خطی j∗,e چون .tX ∈U که است چنان t ∈ R−{0} و است یکبیک آن بر expH

که می�گیریم نتیجه 2−F تمرین از و

j◦ expH(tX) = expG ◦ j∗,e(tX) = eG

j داشتیم انتظار که طوری همان و X = 0 بنابراین .tX = 0 نتیجه در و expH(tX) = eH بنابراین
بین همومموفیسم j∗,e : h→ g خطی نگاشت 2− J تمرین بنابه بعلاوه، می�باشد. یکبیک 2ایمرشنی می�باشد. نیز منومورفیسم است، ایمرشن j چون و است لی جبرهای

زیر با j∗,e توسط را h نرود، ابهامی بیم وقتی ادامه در باشد. G لی گروه زیر j : H→G کنید فرض
کنیم ادعا می�توانیم آن اثبات از پس و است ٢.١.۵ گزارۀ وارون زیر می�گیریم.حکم یکی g از مجموعه�ای
از H همبند لی گروههای زیر همۀ بین یکبیک تناظری H 7→ h صورت این در باشد، لی گروه G اگر که

می�باشد. g از h لی جبرهای زیر همۀ و G

و یک g از L لی جبر زیر هر به متناظر باشد. g لی جبر با لی�ای گروه G کنیم فرض قضیه. ٣.١.۵
متناظر دقیقتر، بیان (به است. L برابر h آن لی جبر که دارد وجود G از H همبند لی گروه زیر یک تنها
که گونه�ای به دارد وجود G از j : H→G همبند لی گروه زیر یک تنها و یک g از L لی جبر زیر هر به

. j∗,e(h) = L

که گونه�ای به باشد، 0 ∈ g از متقارنی باز همسایگی U کنیم فرض برهان:

و شود)، توجه ١٢.٢.٢ قضیۀ (به است U بر تحلیلی همیومورفیسمی exp (١

شود). توجه ۶.٢.٣ کبه فرمول (به log(exp(X),exp(Y)) ∈ L ای X,Y ∈ U ∩L هر ازای به (٢

توپولوژی صورت این در است. شده تولید exp(L∩ L) توسط که باشد G از گروهی زیر H کنیم فرض
سازگار اطلس یک که باشیم مطمئن ندارد دلیلی اما می�سازد، مبدل توپولوژی گروه یک به آنرا H بر القائی
آن همراه تا می�کنیم، ایجاد H بر قویتر توپولوژی�ای مشکل، این حل برای است. موجود H بر تحلیلی
همسایگی یک U′} صورت به e ∈ H حول همسایگی�های از پایه�ای گردد. تبدیل لی گروه یک به بتواند
صدق ضمیمه از ١.٢ قضیۀ شرایط در همسایگیها این .{exp(U′) | U′ ⊆ U و است 0 ∈ L از باز
H بر توپولوژی یک برای باز پایۀ زیر یک همسایگیها این چپ انتقالهای همۀ مجموعۀ بنابراین، و می�کنند
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می�باشد، G از القائی توپولوژی از قویتر حقیقتاً مذکور توپولوژی که امر این مشاهدۀ (برای می�کنند. تعریف
e ∈G از همسایگی�ای W که کنیم، توجه e ∈ H از H∩W شکل به همسایگیهای یک به که است کافی
0 ∈ L از همسایگی یک مجموعه این بگیرید؛ نظر در را U ∩ L∩ exp−1(W) مجموعۀ حال می�باشد.
ولی است. e ∈ H از همسایگی یک الزاماً تعریف) (بنابه exp به نسبت آن تصویر که گونه�ای به است

exp(L∩U ∩ exp−1(W)) ⊆ (exp(L∩U))∩W ⊆ H∩W

القائی توپولوژی از قویتر اکیداً گروهی زیر توپولوژی که دهید نشان تا است شده خواسته 5−B تمرین در و
است.)

ای k مثبت صحیح عدد و ای Y ∈ L∩U صورت این در .X ∈ L که ،x = exp(X) کنیم فرض
تعلق H به exp(X) بنابراین و exp(X) = exp(kX) = (expY)k نتیجه در .kY = X که دارند وجود
exp و است همبند L چون می�گردد. تولید exp(L) توسط که می�باشد G از گروهی زیر H پس دارد.
صورت این در باشد؛ e ∈ H همبندی مؤلفۀ H0 کنیم فرض است. همبند نیز exp(L) می�باشد، پیوسته
پس است، همبند exp(L) چون شود). توجه ۴.١.٢ لم از (١) قسمت (به است H توپولوژی گروه زیر H0

مجموعه�ای زیر ،H یعنی می�گردد، تولید exp(L) توسط که G از گروهی زیر بنابراین .exp(L) ⊆ H0 باید
است. همبند H که می�دهد نشان این و H = H0 بنابراین است. H0 از

همیومورفیسمی نمایی نگاشت می�گیریم. بهره ٣.١.٢ قضیۀ از می�باشد، نیز لی گروه H اینکه مشاهدۀ برای
H برای همانی عنصر حول چارتی exp و e ∈ V که است H از V باز مجموعه�ای زیر بروی L∩U از

که می�گردد نتیجه طور این U انتخاب چگونگی از بعلاوه، می�دهد. تشکیل

(X,Y) 7→ log(exp(X),exp(Y))

بر نگاشت این ویژه، به است. L بتوی L∩U از نگاشتی

{(X,Y) | exp(X)exp(Y) ∈ exp(L∩U) , X,Y ∈ L∩U}

همچنین است. تحلیلی

X 7→ log
(
exp(X))−1

)
= −x

است. لی گروه H که می�گیریم نتیجه ٣.١.٢ قضیۀ از لذا و است، تحلیلی L∩U بر

می�شود: استفاده ٣.١.۵ برهان تکمیل در زیر لم

وقتی تنها و وقتی صورت، این در است. G لی گروه زیر j : H → G کنید فرض لم. ۴.١.۵
باشد. H بتوی R از پیوسته و خوشتعریف نگاشتی t 7→ j−1 ◦ expG(tX) که X ∈ J∗,e(h)

صورت این در .Y ∈ h که ،X = j∗,e(Y) کنیم فرض برهان:

expG(tX) = expG j∗,e(tY) = j◦ expH(tY) ∈ j(H)

کنیم فرض بالعکس، می�باشد. H بتوی R از خوشتعریف نگاشتی t 7→ j−1 ◦ expG(tX) بعلاوه و
همومورفیسم نگاشت این چون .X ∈ g که است H بتوی R از خوشتعریف نگاشتی t 7→ j−1◦expG(tX)
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نتیجه ١٠.٢.٢ قضیۀ از اکنون می�باشد. H از ١-پارامتری گروهی زیر عملا و باشد، تحلیلی بایستی است،
. j−1 ◦ expG(tX) = expH(tY) ای t ∈ R هر ازای به باشد داشته وجود ای Y ∈ h باید که می�گیریم

ای t ∈ R هر ازای به بنابراین

expG(tY) = j◦ expH(tY) = expG ◦ j∗,e(tY)

2 .X = j∗,e(Y) نتیجه در و
X = j∗,e(Y) کنیم فرض . j∗,e(h) = L که می�دهیم نشان و می�گردیم باز ٣.١.۵ قضیۀ برهان به باز
بنابراین و j−1 ◦ expG(tX) = expH(tY) ای t ∈ R هر ازای به که می�گیریم نتیجه بالا لم از .Y ∈ h که
از . j∗,e(h) ⊆ L لذا و X ∈ L نتیجه در .exp(tX) ∈ exp(L∩U) کوچک کافی باندازۀ های t ازای به
باندازۀ های t ازای (به است. H به R از پیوسته نگاشتی t 7→ expG(tX) آنگاه ،X ∈ L اگر دیگر، سوی
چگونگی از .expG(tX) ∈ H ای t ∈ R هر ازای به بنابراین و expG(tX) ∈ exp(U∩L) کوچک کافی
۴.١.۵ لم از اکنون می�باشد.) پیوسته t 7→ j−1 ◦ expG(tX) که می�گردد نتیجه H بر توپولوژی انتخاب

.X ∈ j∗,e(h) داشتیم انتظار که طوری همان که می�گردد نتیجه
( j1)∗,e(h1)= که Gباشد از دیگری همبند لی گروه زیر j1 : H1→G فرضمی�کنیم یکتایی اثبات برای
همۀ می�باشند، همبند G از j1(H1) و j(H) مجموعۀ دو هر و expG(L) ⊆ j1(H1)∩ j1(H) چون .L
است. همیومورفیسم e ∈ H از مجموعه�ای زیر بر j−1

1 ◦ j که است مطلب این داریم اثبات به نیاز که آنچه
و ( j1)−1

∗,e(W) بر بترتیب expH و expH1
که است 0 ∈ L از همبندی باز همسایگی W کنیم فرض

زیر وقتی تنها و وقتی مفروض، V ⊆ W هر ازای به که است روشن هستند. همیومورفیسم j−1
∗,e(W)

این باشد. باز H از j−1
∗,e ◦ expG(V) مجموعۀ زیر که است باز H1 از expH1

◦( j1)−1
∗,e(V) مجموعۀ

باز V ⊆W که j−1 ◦ expG(V) شکل به مجموعه�های همۀ مجموعۀ زیرا می�کند، تکمیل را قضیه 2اثبات می�دهند. تشکیل e ∈ H در باز پایه�ای است،

. j◦ expH = expG ◦ j∗,e صورت این در باشد، G لی گروه زیر j : H→G اگر (١ یادداشت.

یکی g در تصویرش با را h لی جبر j∗,e کمک به می�توان که شدیم متذکر ٢.١.۵ اثبات از پس
صورت این در می�کنیم. معطوف j بودن تحلیلی منومرفیسم بر را توجهمان قبل، مشابه صورت به گرفت.
دهیم. نشان exp نماد با را expH و expG می�توانیم نرود، ابهام بیم اگر بنابراین، و expH = expG |h
آنها با که خواننده�ای و هستند مهم بعد فصل ساختاری قضایای اثبات در بخش این مطالب و بحثها سایر

کند. بحث وارد مجداد را شده حذف منومورفیسمهای می�تواند نمی�کند، راحتی احساس

نمود: اثبات می�توان راحتی به را زیر حکم دو است؛ G لی گروه زیر j : H→G کنیم فرض (٢

یکبیک U ∩ h بر نیز expH صورت این در باشد، یکبیک 0 ∈ g از U همسایگی بر expG اگر الف)
است). یکبیک j−1

∗,e(U ∩ j∗,e(h)) بر expH دقیتر، بیان (به است

بفرد منحصر ای X ∈ U صورت این در ،x ∈ H ∩ exp(U) و باشد (الف) در همچون U اگر ب)
(الف) در همانند U اگر دقیقتر، بیان (به .X ∈ h بعلاوه و expG(X) = x که دارد وجود چنان
که دارد وجود چنان بفرد منحصر ای X ∈ U صورت این در ،x ∈ j(H)∩ exp(U) و باشد

(.X ∈ j∗,e(h) بعلاوه و expG(X) = x
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ایده�آلها و نرمال گروههای زیر ٢.۵ بخش

شده تعریف تناظر که دهیم نشان و گذاشته فراتر ٣.١.۵ قضیۀ محدودۀ از قدمی که است این کنونی هدف
آنکه از پیش داد. تقلیل g ایده�آلهای و G در نرمال لی گروههای زیر میان تناظری به می�توان را بالا در
شد، معرفی ٢.٢.۴ در قبلا را الحاقی نمایش از بیشتری خواص تا است لازم بپردازیم، حکم این اثبات به

کنیم. مطرح

.xHx−1 ⊆H ای x ∈G هر ازای به که گوئیم نرمال صورتی در Gرا از H گروه زیر (١ تعریف. ١.٢.۵
ای Y ∈ L′ هر و X ∈ L هر ازای به که گوئیم ایده�آل صورتی در را L لی جبر از L′ لی جبر زیر (٢

.[X,Y] ∈ L′

ad : L→ gl(L) نگاشت باشد. لی جبر یک L کنید فرض لی. جبرهای برای الحاقی نمایش ٢.٢.۵
ضابطۀ با

ad(X) (Y) := [X,Y], X,Y ∈ L

می�نامیم. L الحاقی نمایش را

می�کند. حفظ را لی ضرب بعلاوه می�باشد. خطی ad نگاشت که است روشن

را لی جبر ساختار gl(L) بر می�توان طبیعی طور شدیم،به متذکر ۴.٢ بخش در که طوری (همان
اگر زیرا می�کنیم.) تعریف [M,N] = MN −NM شکل به را M,N ∈ gl(L) لی ضرب نمود؛ تعریف

که داد نشان می�توان ژاکوبی اتحاد کمک به صورت این در X,Y,Z ∈ L

ad[X,Y] (Z) = [[X,Y],Z]

= −[[Y,Z],X]− [Z, [X,Y]]

= [X, [Y,Z]]− [Y, [X,Z]]

= [ad(X),ad(Y)] (Y)

است. لی جبرهای میان همومورفیسمی ad : L→ gl(L) بنابراین
Ad : G→ الحاقی نمایش صورت این در است. g آن لی جبر که می�گردیم، باز G لی گروه حالت به
تصور لی گروه عنوان به را GL(g) که شرطی به البته است، تحلیلی همومورفیسمی G لی گروه GL(g)
می�باشد. gl(g) بتوی g از لی جبرهای همومورفیسم (Ad)∗,e بنابراین، شود). توجه ۴.٢ بخش (به کنیم
gl(g) بتوی g از لی جبرهای همومورفیسم یک نیز g لی جبر ad الحاقی نمایش گفتیم، که طوری همان اما

هستند. یکی عملا همومورفیسم دو این که می�دهد نشان بعد حکم که . . . و است

این در است. g الحاقی نمایش ad و G الحاقی نمایش Ad لی، گروه G کنید فرض قضیه. ٣.٢.۵
.(Ad)∗,e = ad صورت
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داریم کبه، فرمول از ٨.٢.٣ نتیجۀ از (١) قسمت بنابه برهان:

exp(tX)exp(tY)exp(−tX) = exp
(
tY + t2[X,Y]+O(t2)

)
(١.۵ )

که می�گیریم نتیجه 2−F تمرین نیز و Ad تعریف کمک به .X,Y ∈ g که

Ad(exp(tX))◦ exp = exp◦Ad(exp(tX))

که می�گیریم نتیجه (١.٢.۵) فرمول با فرمول این تلفیق با

exp{Ad(exp(tX))tY} = exp{tY + t2[X,Y]+O(t2)}

بنابراین و

Ad(exp(tX))Y = Y + t[X,Y]+O(t2). (٢.۵ )

-١ گروه زیر و ψ : t 7→ exp(tX) ضابطۀ با را G از ψ ١-پارامتری گروه زیر و X ∈ g کنیم فرض
X0 ∈ gl(g) که می�شود نتیجه ١٠.٢.٢ قضیۀ از کنیم. تعریف t 7→Ad(exp(tX)) ضابطۀ با را θ پارامتری

که دارد وجود چنان ای

θ(t) = exp(tX0) و X0 = θ∗,e[i,1]0

بنابراین

X0 = θ∗,0[i,1]0 = (Ad◦ψ)∗,0
= (Ad)∗,eψ∗,0[i,1]0 = (Ad)∗,eX

این در Y؛ ∈ g می�کنیم فرض منظور این برای می�رود. پایان به X0 = ad(X) اینکه دادن نشان با اثبات
داریم (٢.٢.۵) از استفاده با صورت

X0(Y) = θ∗,0[i,1](Y)

=
d
dt
{Ad(exp(tX)}|t=0(Y)

=
d
dt
{Ad(exp(tX))(Y)}|t=0

=
d
dt
{Y + t[X,Y]+O(t2)}|t=0

= [X,Y] = ad(X)Y

فضای بتوی R از تابعی f اگر است: شده استفاده معمولی نمادگزاری یک از بالا در که شود (توجه
می�شود نوشته کلکولوس مانند اغلب f ′(0) = f ′(0)(1) بجای صورت این در باشد، E بخصوصی 2برداری (. d

dt { f (t)}|t=0
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هر ازای به ،GL(n,R) عمومی خطی گروه حالت در که دادیم نشان ۴.٢ بخش در یادداشت. ۴.٢.۵
داریم gl(n,R) لی جبر از X

exp(X) = eX = I+X+
X2

2!
+ · · ·

داریم ای X ∈ g هر ازای به ،2−F تمرین و ٣.٢.۵ از نتیجه�ای عنوان به بنابراین،

Ad(exp(X)) = ead(X) = I+ ad(X)+
(ad(X))2

2!
+ · · ·

فرمولهای در را ad و Ad ،Ax رابطۀ

(Ax)∗,e = Ad(x), (Ad)∗,e = ad

دید: می�توان زیر دیاگرام و

G G G

g g gl(g)

//Ax //Ad

//
Ad(x)

OO� �� � �� � �� ��

exp

//
ad

OO�� � �� �� � �� �

exp

OO� � �� � �� � ��

e(.)

لی جبر از است عبارت g که بگیرید، نظز در را g از L خطی فضای زیر بر زیر شرایط لم. ۵.٢.۵
:G لی گروه به متناظر

برای خوشتعریف نمایشی Ad : G→GL(L) بنابراین، (و Ad(x)L ⊆ L ای x ∈G هر ازای به (١
است)؛ G

g برای خوشتعریف نمایشی ad : g→ gl(L) بنابراین، (و ad(X)L ⊆ L ای X ∈ g هر ازای به (٢
است)؛

است. g از ایده�آلی L (٣

شرط سه این باشد، همبند G چنانچه می�شوند. نتیجه (١) از و معادلند (٣) و (٢) شرایط صورت این در
معادلند.
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کنیم فرض هستند. معادل وضوح به (٣) و (٢) شرایط ،ad(X)Y = [X,Y] آنکه دلیل به برهان:
صورت این در .Y ∈ L و X ∈ g باشد، برقرار (١) شرط

[X,Y] = ad(X)Y

= (Ad)∗,e(X)Y

=
d
dt

{
exp t(Ad)∗,e(X)Y

}∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

{
Ad(exp tX)(Y)

}∣∣∣∣∣
t=0

نتیجه در .Ad(exp(tX))(Y) ∈ L ای t ∈ R هر ازای به بنابراین و exp(tX) ∈G اما

d
dt

{
Ad(exp tX)(Y)

}∣∣∣∣∣
t=0
∈ L

می�باشد. L بودن ایده�آل دهندۀ نشان که
این در .Y ∈ L و X ∈ g کنیم فرض می�باشد. برقرار نیز (٢) و است همبند G که کنیم فرض حال

صورت

Ad(exp(X))(Y) = ead(X)(Y)

= Y + [X,Y]+
1
2

[X, [X,Y]]+ · · ·

L در عنصری به آنها مجموع بنابراین و متعلقند L به آخر عبارت جملات از یک هر است، ایده�آل L چون
۵.١.٢ بعلاوه و است G همبند گروه همانی عنصر از هعمسایگی�ای exp()P[g] مجموعۀ است. همگرا
.X1, · · · ,Xm ∈ g که نوشت می�توان exp(X1) · · ·exp(Xm) شکل به را G از عضو هر که می�دارد اذعان

داریم ،Ad(exp(X j))(L) ⊆ L ای j = 1, · · · ,m هر ازای به چون بنابراین،

Ad(X)Y = Ad(exp(X1) · · ·exp(Xm))Y

= Ad(exp(X1)) · · ·Ad(exp(Xm))Y ∈ L

2 است. تمام برهان و

همۀ میان یکبیک تناظری H 7→ h صورت این در باشد. همبند لی گروه G کنیم فرض قضیه. ۶.٢.۵
می�دهد. g در h ایده�آلهای همۀ و G در H نرمال همبند لی گروههای زیر

همبند لی گروه زیر H و است g لی جبر زیر L می�کنیم فرض ٣.١.۵ قضیۀ اثبات همانند برهان:
X ∈ g باشد، نرمال H که کنیم فرض همچنین می�باشد. h = L آن لی جبر که است G از بفردی منحصر

داریم ۵.٢.۵ برهان از اول قسمت مثل درست صورت این در .Y ∈ h = L و

[X,Y] =
d
dt

{
Ad(exp(tX))Y

}∣∣∣∣∣
t=0
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اما

exp(Ad(exp(tX))Y) = exp(tX) · exp(Y) · exp(−tX)

و exp(Y) ∈ H ،exp(±tX) ∈ G ای t ∈ R هر ازای به زیرا ،exp(Ad(exp(tX))) ∈ H بنابراین و
همان بنابراین و ،Ad(exp(tX))Y ∈ L ای t ∈ R هر ازای به ۴.١.۵ لم بنابه نتیجه در است. نرمال H

داشتیم انتظار که طوری

[X,Y] =
d
dt

{
Ad(exp(tX))Y

}∣∣∣∣∣
t=0
∈ L

از صورت این در .X ∈ h و x ∈G کنیم فرض باشد. g از ایده�آلی L = h کنیم فرض دیگر، سوی از
بنابراین و Ad(x)X ∈ L که می�گیریم نتیجه ۵.٢.۵

x · exp(X) · x−1 = Ax(exp X) ∈ L.

هر ازای به که می�دهیم نشان و می�گردد تولید exp(L) توسط H که کنیم می استفاده واقعیت این از حال
2 است. نرمال H بنابراین و ،x ·H · x−1 ⊆ H ای x ∈G

آن لی جبر که دهیم می ارائه را G لی گروه لی�ای گروه زیر و نهاده فراتر قبلی قضیۀ از قدمی اکنون
می�باشد. G لی جبر g مرکز برابر

{X ∈ L : ای Y ∈ L هر ازای به } ایده�آل از است عبارت L لی جبر مرکز (١ تعریف. ٧.٢.۵
.[X,Y] = 0

.{y ∈G : xy = yx ای y ∈G هر ازای به } نرمال گروه زیر از است عبارت G گروه مرکز (٢
نوشت: می�توان زیر صورت به را L مرکز زیرا هستند، شبیه بسیار فوق تعریف دو که است روشن

{X ∈ L : [X,Y] = [Y,X] ای Y ∈ L هر ازای به }

j آن لی جبر و است G از بسته�ای و آبلی لی گروه زیر ،G لی گروه مرکز J همانی مؤلفۀ نتیجه. ٨.٢.۵
بعلاوه می�باشد. g مرکز با برابر

j = {Ad(x)X = X ای x ∈G هر ازای .{به

مرکز ،مثلا نباشد. همبند مرکزش که است ممکن H همبند لی گروه مورد در حتی یادداشت. ٩.٢.۵
می�باشد. 2×2 همانی ماتریس I که است، {−I, I} با برابر SU(2) فشردۀ همبند لی گروه
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می�دهیم نشان ابتدا .L = {X ∈ g | Ad(x)X = X ای x ∈G هر ازای به } کنیم فرض :٨.٢.۵ اثبات
می�توانیم ۵.٢.۵ اثبات از پاراگراف اولین کمک به ،Y ∈ g و X ∈ L اگر است. برابر g مرکز با L که

زیرا دارد، تعلق g مرکز به X که بگیریم نتیجه

[Y,X] =
d
dt

{
Ad(exp(tY)X)

}∣∣∣∣∣
t=0
=

d
dt
{X}

∣∣∣∣∣
t=0
= 0

صورت این در ،Y ∈ g و باشد داشته تعلق g مرکز به X اگر دیگر سوی از

Ad(exp(Y))X = ead(Y)(X)

= x+ [Y,X]+
1
2!

[Y, [Y,X]]+ · · ·
= X

در .Ad(x)X = X ای x ∈G هر ازای به بنابراین و می�گردد تولید exp(g) توسط است، همبند G چون
است. برابر g مرکز با L می�خواستیم، که طور همان لذا و X ∈ L نتیجه

گروه زیر نمایشگر J0 کنیم فرض می�باشد. G مرکز همانی مؤلفۀ J لی جبر L که می�دهیم نشان اکنون
،x ∈G و X ∈ l اگر .(۶.٢.۵ (قضیۀ است L آن لی جبر که باشد G از بفردی منحصر همبند و آبلی لی

صورت این در

x · exp(X) · x−1 = exp(Ad(x)X) = exp(X)

چون .J0 ⊆ J نتیجه در است. G مرکز از مجموعه�ای زیر بنابراین و می�گردد تولید exp(L) توسط J0 اما
همچنین، می�باشد. بسته G در J بنابراین است، بسته G خود در نیز G مرکز و است بسته G مرکز در J
(قضیۀ می�باشد G از بسته�ای و همبند آبلی، لی گروه زیر j : J→G بنابراین و است، همبند و آبلی J

می�باشد. J لی جبر j که ،L ⊆ j بنابراین ،J0 ⊆ J چون .(١.٣.٣
نتیجه در و X ∈ J ،۴.١.۵ لم بنابه .x ∈G و X ∈ j کنیم فرض

exp(Ad(x)X) = x · exp(X) · x−1 = exp(X)

از باشد لازم چنانچه البته ،Ad(x)X = X ای X ∈ j هر و x ∈G هر ازای به که می�شود ملاحظه بنابراین
j = L بر مبنی ما خواستۀ و j ⊆ L نتیجه در کنیم. استفاده X از حقیقی مضربی از X بجای می�توانیم 2اول شد. محقق

فرمول با را آن ،۶.٢.۵ قضیۀ از دیگر نتیجه�ای عنوان به لی. گروههای حاصلضرب لی جبر ١٠.٢.۵
می�کنیم. ارائه همبند لی گروههای از متناهی تعدادی حاصلضرب لی جبر برای توصیفی و آمیخته در کبه
برابر G =G1×G2 لی جبر و باشند، g2 و g1 بترتیب لی جبر با همبند لی گروه دو G2 و G1 کنیم فرض
زیر (G1×{e1} دقدقتر، (یا G1 چون می�باشد.) لی گروه یک عملا گروه این ١۶.٢.٢ (بنابه باشد. g با
از ایده�آلی نیز g2 مشابه، صورت به می�باشد. g از ایده�آلی g1 نتیجه در است، G از بسته�ای و نرمال گروه

است. g
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بنابراین و exp(tX) ∈ G1 ∩G2 = {e} ای t ∈ R هر ازای به صورت این در ،X ∈ g2 ∩ g2 اگر
exp(X2)exp(X1)= exp(X1)exp(X2)ای X2 ∈ g2 هر و X1 ∈ g1 هر ازای به بعلاوه .g1∩g2 = {0}

دقیقتر، بیان به یا )و
expG1

(X1),e1
) (

expG2
(X2),e2

)
=

(
e2,expG2

(X2)
) (

e1,expG1
(X1)

)
با بایستی g بعد .exp(X1) · exp(X2) = exp(X1 + X2) که می�گیریم نتیجه کبه فرمول از بنابراین
حاصلضربی برای را استدلال این که است پیدا .g = g1⊕g2 نتیجه در و باشد برابر g2 و g1 ابعاد مجموع
توپولوژی گروههای از حاصلضربی همانی مؤلفۀ همچنین گرفت. بکار می�توان لی گروه متناهی تعداد یک از
گروه یک (بستۀ) همانی مؤلفۀ لی جبر و (تمرین)، گروهها آن همانی مؤلفه�های حاصلضرب با است برابر

نتیجه: در شود). استفاده آن اثبات در ۴.١.٢ لم (از گروه آن کل لی جبر با است برابر لی

gm و . . . ،g1 با برابر بترتیب لی جبر با لی گروه m از خانواده�ای Gm و . . . ،G1 کنید فرض گزاره
و هستند g در ایده�آل ها g j از یک هر صورت این در باشد، G =G1× · · ·×Gm لی جبر g اگر باشند.

آنگاه ،X j ∈ g j اگر همچنین، .g = g1⊕ · · ·⊕ gm بعلاوه

expG (X1+ · · ·+Xm) = expG (X1) · · ·expG (Xm)

=
(
expG1

(X1) · · ·expGm
(Xm)

)

تمرینات ٣.۵ بخش

دهید نشان است. تحلیل همومورفیسمی φ : H→G و باشند لی گروه H و G کنید فرض (5−A
باشد. یکبیک φ∗,e که است ایمرشن φ وقتی تنها و وقتی که

قضیۀ اثبات در شده مطح توپولوژی با t ∈ R با
(
eit,ei

√
2t
)
نقاط مجموعۀ اگر که دهید نشان (5−B

اکیداً توپولوژی این که دهید نشان همچنین می�سازد. T2 از فشرده�ای غیر لی گروه زیر گردد، همراه ٣.١.۵
مقایسه ١٣.٣.۶ قضیۀ نیز و 2− B تمرین با را تمرین (این می�باشد. T2 از القائی توپولوژی از قویتر
گروه آنگاه کنیم، همراه القائی�اش توپولوژی با را T2 از ١-پارامتری گروه زیر این اگر که دهید نشان کنید.)

نیست! فشرده موضعاً حتی زیرا بود، نخواهد لی گروه حاصل

گروههای زیر لی جبر با برابر بترتیب h2 و h1 و باشد g لی جبر با لی گروه یک G کنید فرض (5−C
بعلاوه و هستند g لی جبرهای زیر h1 و h1 صورت این در باشند. G از H2 و H1 همبند لی

است. برابر H1∩H2 با جبری نظر از h1∩h2 به متناظر G از همبند لی گروه زیر که دهید نشان (١

نشان می�گردد. تولید H1∪H2 اجتماع توسط که باشد G از گروهی زیر نمایشگر H کنید فرض (٢
،g در h1∪ h2 اجتماع توسط شده تولید لی جبر زیر به متناظر G از همبند لی گروه زیر که دهید

دارد. قرار G در H بستار و H بین
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