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چͺیده

يك شامل كه معادلاتͬ از تقريبͬ گروه آناليز روی نظريه شود.اين مͬ تقريبͬ،معرفͬ گروه نام به جديد نظريه يك مقاله اين در
آن رياضͬ، فيزيك مختلف معادلات بين قادريم ما كلاسيك گروهͬ آناليز كمك با كند. مͬ پيدا هستند،گسترش ϵ كوچك پارامتر
در كوچك اختلال عبارتͬ به يا كوچك تغيير گونه هر .البته كنيم شناسايͬ را هستند توجه قابل آنها تقارنͬ های ويژگͬ كه معادلاتͬ
معادلات از كوچك های تغيير تحت كه گروهͬ آناليز های روش روی كاركردن دهد.پس مͬ تغيير را معادله آن تقارن گروه معادله يك

رسد. مͬ نظر به مفيد هستند پايدار
را اند شده بنا تقريبͬ تقارنهای و تبديلات از تقريبͬ گروه يك مفهوم روی كه های روش چنين كه است برآن ما سعͬ مقاله اين در
معادلات كوچك های تغيير تحت كه بسازيم تقريبͬ تقارن سازد مͬ قادر را ما كه شود مͬ اثبات لͬ از ای قضيه دهيم. گسترش

باشد. مͬ پايا ديفرانسيل
کلیدی: کلمات

لͬ،قاب، گروه،مولد،جبر تقريبͬ،ناوردا،عمل ،تقارن ديفرانسيل تقارن،معادلات تقارن،گروه
كوچك. نهايت بͬ لͬ،تبديل معادلات
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مقدمه

امͺان که است معادلات ریاضیاتͬ خواص سایر و بقا قوانین تقارن�ها، دقیق، جواب�های آوردن به�دست تحلیلͬ، روش�های اصلͬ هدف

ریاضیاتͬ مدل در کنند، مͬ توصیف را واقعͬ های پدیده که مͬ�کند.معادلاتͬ فراهم علمͬ مطالعات در را دقیق�تری تصمیم�گیری�های

انتͽرال-دیفرانسیل، معادلات جزیͬ، دیفرانسیل معادلات معمولͬ، دیفرانسیل معادلات گیرند: مͬ خود به را مختلفͬ های شͺل

دیͽر. بسیاری و تابعͬ دیفرانسیل معادلات

مͬ�برد.از دستͽاه همان جواب�های به را دستͽاه ͷی جواب�های که است گروهͬ دیفرانسیل، معادلات دستͽاه ͷی تقارن گروه

جواب�ها بر و مͬ�باشند دستͽاه وابسته و مستقل متغییر�های فضای بر هندسͬ تبدیلات شامل گروه�ها لͬ،این ͷکلاسی نظریه دیدگاه

تقارن گروه ͷی تحت ناوردایͬ شرایط داشتن با معمولͬ، دیفرانسیل معادلات حالت در مͬ�کند. اثر آن�ها گراف تغییر صورت به

معادلات دستͽاه�های برای اما رسید. عمومͬ جواب�های به در�نهایت و داد کاهش واحد ͷی را معادله مرتبه مͬ�توان ی��ͷپارامتری،

حالتͬ (به�جز کرد. استفاده دستͽاه عمومͬ جواب�های آوردن به�دست برای تقارن گروه�های از نمͬ�توان کلͬ طور به جزیͬ، دیفرانسیل

کرد). تبدیل خطͬ دستͽاه مانند ساده�تری حل�پذیر دستͽاه به را دستͽاه مͬ�توان که

تقارن ͷی ساخت شامل گام است:اولین ضروری مرحله چندین از استفاده جزیͬ، دیفرانسیل معادلات بر لͬ گروه آنالیز کاربرد در

متغیر با معادله بازنوسͬ و متعارفͬ های متغیر یافتن برای ها تقارن این از استفاده دوم گام است. معادله توسط) پذیرفته لͬ (گروه

برای که باشید داشته توجه است. آنها جواب یافتن و معادلات از گیری انتͽرال نهایت در و پذیر انتͽرال و تر ساده فرم به جدید های

است. آمده مفهوم این برای تعریف سه گفتار این در که دارد بحث به نیاز تقارن مفهوم جزیͬ دیفرانسیل معادلات

در�ابتدا مͬ�کند.شاید فراهم دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های تقارن گروه�های محاسبه برای کارا ابزاری لͬ، گروه ͷکلاسی نظریه

معادلات بر آن�ها کاربرد و ریاضیاتͬ کمͷروش�های با مختلف، پدیده�های تحلیل برای لͬ گروه نظریه روش�های که برسد نظر به این�طور

دهد.پس مͬ تغییر را معادله آن تقارن گروه معادله ͷی در ͷکوچ اختلال عبارتͬ به یا ͷکوچ تغییر گونه هر اما باشند. کافͬ دیفرانسیل

پایان این در . رسد مͬ نظر به مفید هستند پایدار معادلات از ͷکوچ ی ها تغییر تحت که گروهͬ آنالیز های روش روی کارکردن

. دهیم گسترش را اند شده بنا تقریبͬ های تقارن و تبدیلات از تقریبͬ گروه ͷی مفهوم روی که های روش چنین که است شده سعͬ نامه

NailH.Ibragimov معادلاتتوسط تقریبͬ های تقارن و تقریبͬ تبدیل گروه زمینه مطالعاتدر تحفیقاتو بیشتر استکه ذکر شایان

این در که الͽوریتمͬ کنون تا است. شده انجام R.K.Gazizov و V.A.Baikov و V ladimirF.Kovalev ایشان همͺاران و

Burgers−Korteweg−deV ries Korteweg−deVو ries معادله جمله از معروفͬ معادلات روی بر است آمده نامه پایان

است. شده سازی Maxwellپیاده معادلات و

برای ای مقدمه شود مͬ بیان اول فصل در آنچه . کنیم بحث لͬ گروه ای پایه مفهوم در داریم قصد نامه پایان این اول فصل در

آوریم مͬ را ناوردا معادلات و ناوردا گروه، مولد و پیوسته تبدیل گروه تعاریف و کرده معرفͬ را لͬ گروه ابتدا در است. بعد فصول

مͬ سعͬ فصل انتهای در و . کنیم مͬ بیان را معمولͬ دیفرانسیل معادلات های تقارن یافتن ،روش تقارن مفهوم معرفͬ با ادامه .در

١



٢

بیابیم. را آنها جواب و گرفته انتͽرال آنها از دیفرانسیل معادلات های تقارن از استفاده با کنیم

دست به معادلات این برای را تقارن گروه بعد و کنیم مͬ تعریف جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای را تبدیلات گروه ابتدا دوم فصل در

دستͽاه ͷی تقارن گروه برای تعریف سه انتها یابیم.در مͬ را جزئͬ دیفرانسیل معادله چند تقارن گروه مطلب بهتر درک برای . آوریم مͬ

های دستͽاه نیز و دیفرانسیل معادلات تمامͬ تقارن گروه بود خواهیم قادر فصل این اتمام از کنیم.بعد مͬ ارائه دیفرانسیل معادلات

. کنیم محاسبه را دیفرانسیل معادلات

مͬ سعͬ دوم و اول فصول در شده بیان مقدمات از از استفاده با شود مͬ ارائه آن در نامه پایان اصلͬ مطلب واقع در که سوم درفصل

ناورداهای و دلخواه مرتبه از تقریبͬ گروه تقریبͬ، نمایͬ نͽاشت ، تقریبͬ معادلات کنیم.متعاقباً تعریف را تقریبͬ تبدیلات گروه کنیم

های تقارن یافتن برای الͽوریتم دو و شویم مͬ آشنا تقریبͬ معادلات کنیم.با مͬ تعریف کامل طور به مفید های مثال ارائه با را تقریبͬ

فرم به معادلاتͬ تقریبͬ تقارن یافتن برای الͽوریتمͬ ارائه با را فصل این در شده عنوان .مطالب کنیم مͬ بیان تقریبͬ معادلات تقریبͬ

کنیم. بندی طبقه را معادلات این کنیم مͬ سعͬ و بریم مͬ پایان به utt + ϵut = (φ(u)ux)x

بدیهͬ . دهیم ارائه تقریبͬ های تقارن برای کاربردی داريم قصد چهارم فصل در ، نامه پایان سوم فصل در شده گفته مطالب به نظر با

فصل این در بهتر درک برای . است ϵ مانند ͷکوچ پارامتر ͷی شامل که است معادلاتͬ جواب یافتن در ها تقارن این کاربرد است

بار چند با ، معادله اصلͬ شͺل کردن تر ساده و متعارفͬ متغیرهای معرفͬ با داریم سعͬ و شوند مͬ بیان مهم مثال چند با مطالب

. بیابیم را آن جواب و ، کرده حل قابل را معادله گیری انتͽرال



١ فصل

لͬ گروه آنالیز

در است. بعد فصول برای ای مقدمه شود مͬ بیان فصل این در آنچه کنیم. بحث لͬ گروه ای پایه مفهوم در داریم قصد فصل دراین

معرفͬ با ادامه در آوریم. مͬ را ناوردا معادلات و ناوردا ، گروه مولد و پیوسته تبدیل گروه تعاریف و کرده معرفͬ را لͬ گروه ابتدا

های تقارن از استفاده با کنیم مͬ سعͬ انتها در و کنیم. مͬ بیان را معمولͬ دیفرانسیل معادلات های تقارن یافتن ،روش تقارن مفهوم

بیابیم. را آنها جواب و گرفته انتͽرال آنها از دیفرانسیل معادلات

پیوسته ای نقطه تبدیلات گروه�های ١.١

کنیم. مͬ آغاز پارامتری ͷی تبدیل های گروه با را بحث

پارامتری ͷی های گروه ١.١.١

,x)باشد. y) صفحه ͷی در کننده عمل و حقیقͬ پارامتر ͷی به وابسته پذیر وارون تبدیل ͷی Ta کنیم فرض

x̄ = f(x, y, a), ȳ = g(x, y, a). (١.١)

کنند. مͬ صدق زیر شرایط در f, g توابع که

f |a=0 = x, g|a=0 = y. (٢.١)

که شده فرض علاوه به نشود. صفر a = 0 ͬͽهمسای در x, y به نسبت f, g ژاکوبین که کند مͬ ایجاب پذیری وارون شرط البته

اند. پیوسته x, y, a در آیند مͬ بعدی های بحث در که آنها های مشتق تمام و f, g توابع

ͷباشدی T−1
a یعنͬ تبدیل هر وارون شامل نیز و I = T0 همانͬ تبدیل شامل که های(١.١) تبدیل Gاز مجموعۀ ͷی .١.١.١ تعریف

عناصر همه از TbTa صورت به یعنͬ هاست تبدیل ترکیب گروه، عمل اینͺه ضمن شود. مͬ ناميده پارامتری ͷی تبدیلات گروه

هستند. مناسب دلخواه پارامترهای ͷی a, b اینجا در که شود مͬ تعریف Ta, Tb ∈ G

شود: نوشته زیر صورت به میتواند گروه اصلͬ عمل

TbTa = Ta+b.

١



٢ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

داریم: که

f(f(x, y, a), g(x, y, a), b) = f(x, y, a+ b),

g(f(x, y, a), g(x, y, a), b) = g(x, y, a+ b). (٣.١)

G موضعͬ پارامتری ͷی های گروه به ما نتیجه در که ماند مͬ باقͬ برقرار a, b ͷکوچ بسیار مقادیر برای فقط (٣.١) شرط البته

مͬ�شوند. نامیده نیز موضعͬ های به�اختصارگروه که ١مͬ�رسیم

ͷکوچ نهایت بͬ های تبدیل ٢.١.١

را (١.١) G گروه ͷکوچ بͬ�نهایت تبدیل آغازی(٢.١) شرط گرفتن نظر در با a = 0 ،ͬͽهمسای در تیلور سری به f, g توابع بسط

دهد: مͬ نتیجه

x̄ ≈ x+ ξ(x, y)a, ȳ ≈ y + η(x, y)a. (۴.١)

داریم: که

ξ(x, y) =
∂f(x, y, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

, η(x, y) =
∂g(x, y, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

. (۵.١)

عبارت به یا ، شود مͬ توصیف (x̄, ȳ) ای نقطه تبدیلات با که منحنͬ به (x, y) نقطه در مماس (۵.١)بردار های مولفه با (ξ, η) بردار

مͬ�شود. نامیده G گروه از مماس بردار دیͽر

ها دوران گروه .٢.١.١ مثال

x̄ = x cos a+ y sin a, ȳ = y cos a− x sin a.

دارد: را زیر ͷکوچ بͬ�نهایت تبدیل

ξ =
∂f

∂a
= −x sin a+ y cos a|a=0 = y,

η =
∂g

∂a
= −y sin a− x cos a|a=0 = −x.

x̄ ≈ x+ ya, ȳ ≈ y − xa.

مͬ�شود: نوشته اول مرتبه ديفرانسيلͬ عملͽر عنوان به مواقع برخͬ در (۵.١) برداری ميدان

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
. (۶.١)

G گروه مولد درست اصطلاح در (۶.١) عملͽر نامید. G متناظر گروه از نمادی یا (۴.١) بینهایت تبدیل نماد را (۶.١) عملͽر ٢ لͬ

مͬ�شود. نامیده (١.١) تبدیلات از

است: زیر صورت به ٢.١.١ مثال های دوران گروه مولد .٣.١.١ مثال

X = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
. (٧.١)

one parameter local groups١

(Lie)٢



٣ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

لͬ معادلات ٣.١.١

حل با G متناظر پارامتری ͷی گروه از (١.١) تبدیلات است. شده داده (۴.١)،باعملͽر(١.۶) ͷکوچ بینهایت تبدیل ͷی کنیم فرض

شوند: مͬ نامیده لͬ معادلات معادلات، این آید. مͬ دست به زیر معادلات

df

da
= ξ(f, g), f |a=0 = x,

dg

da
= η(f, g), g|a=0 = y. (٨.١)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به را (٨.١) معادلات توان مͬ

dx̄

da
= ξ(x̄, ȳ), x̄|a=0 = x,

dȳ

da
= η(x̄, ȳ), ȳ|a=0 = y. (٩.١)

بͽیرید: نظر در را زیر ͷکوچ نهایت بͬ تبدیل .۴.١.١ مثال

x̄ ≈ x+ ax2, ȳ ≈ y + axy.

دارد: را مقابل شͺل متناظر مولد

X = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
. (١٠.١)

مͬ�آیند: دست به زیر صورت به لͬ معادلات

dx̄

da
= x̄2, x̄|a=0 = x,

dȳ

da
= x̄ȳ, ȳ|a=0 = y.

داریم: و شود مͬ حل سادگͬ به دیفرانسیل معادلات دستͽاه این

∫
dx̄

x̄2
=

∫
da,

− 1

x̄
= a+ C1,

x̄ = − 1

a+ C1
.



۴ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

طرفͬ از و

dȳ

da
= − 1

a+ C1
ȳ,∫

dȳ

ȳ
=

∫
− da

a+ C1
,

ln ȳ = − ln(a+ C1) + C2 → ȳ(a+ C1) = C2,

ȳ =
C2

a+ C1
.

رسیم: مͬ تصویری تبدیلات از زیر پارامتری ͷی گروه به نتیجه در ، C1 = − 1
x و C2 = − y

x داريم آغازی شرط از استفاده با

x̄ =
x

1− ax
, ȳ =

y

1− ax
. (١١.١)

نمایͬ نͽاشت ۴.١.١

نمایͬ نͽاشت از استفاده آن و دارد وجود مولد آن تبدیل گروه آوردن دست به برای نیز دیͽری راه باشیم داشته را گروه مولد ما چنانچه

است:

x̄ = expaX(x), ȳ = expaX(y). (١٢.١)

دانیم مͬ که

expaX = 1 +
a

1!
X +

a2

2!
X2 + · · ·+ as

s!
Xs + · · · . (١٣.١)

بͽیرید: نظر در را شد بحث مثال١.١.۴ در که را (١٠.١) مولد مجددا مطلب بهتر درک برای .۵.١.١ مثال

X = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

چندین اینجا ما کنیم پیدا s = 1, 2, · · · برای Xs(y)وXs(x)را باید کنیم پیدا را تبدیل گروه نمایͬ نͽاشت از استفاده با اینͺه برای

: کنیم مͬ محاسبه را جمله

X(x) = x2
∂

∂x
(x) + xy

∂

∂y
(x) = x2,

X2(x) = X(X(x)) = X(x2) = x2
∂

∂x
(x2) + xy

∂

∂y
(x2) = 2x3 = 2!x3,

X(x) = x2 X2(x) = X(X(x)) = X(x2) = 2!x3 X3(x) = X(2!x3) = 3!x4.

زنیم: مͬ حدس سپس

Xs(x) = s!xs+1.

زنیم: مͬ حدس نیز را بالاتر مراتب جملات و کنیم مͬ ثابت را آن استقرا ͷکم با که

Xs+1(x) = X(s!xs+1) = (s+ 1)!x2xs = (s+ 1)!xs+2.



۵ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

داریم: همچنین

X(y) = x2
∂

∂x
(y) + xy

∂

∂y
(y) = xy,

X(y) = xy X2(y) = X(xy) = yX(x) + xX(y) = yx2 + xxy = 2!yx2,

X3(y) = 2![yX(x2) + x2X(y)] = 3!yx3.

مͬ�زنیم: حدس سپس

Xs(y) = s!yxs.

مͬ�کنیم: اثبات را آن استقرا از بااستفاده و

Xs+1(y) = s!X(yxs) = s![syxs+1 + xs(xy)] = (s+ 1)!yxs+1.

که: رسیم مͬ زیر عبارت به نمایͬ نͽاشت در عبارت این جانشانͬ با

expaX(x) = x+ ax2 + · · ·+ asxs+1 + · · · .

1
1−ax تابع تیلور بسط آشͺارا پرانتز داخل سری که x(1+ ax+ · · ·+ asxs + · · · ) کرد بازنویسͬ اینطور را راست طرف توان مͬ

نتیجه در است |ax| < 1 شرط به

x̄ = expaX(x) =
x

1− ax
.

آوریم مͬ دست به همچنین

expaX(y) = y + ayx+ a2yx2 + · · ·+ asyxs + · · · ,

= y(1 + ax+ a2x2 + · · ·+ asyxs + · · · ).

نتیجه: در

ȳ = expaX(y) =
y

1− ax
.

(١١.١)رسیدیم: تبدیلات به نیز روش این با ما این بنابر

x̄ =
x

1− ax
, ȳ =

y

1− ax
.

متعارفͬ های متغیر ۵.١.١

t̄ = t+ a انتقال�های گروه به توان مͬ مناسب متغیر تغیر ͷی از استفاده با تبدیلات(١.١)را از پارامتری ͷی گروه هر .۶.١.١ قضیه

داد. کاهش X = ∂
∂t مولد با ū = uو

t = t(x, y), u = u(x, y).

شوند. مͬ نامیده متعارفͬ متغیرهای t, u های متغیر



۶ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

شود: مͬ تبدیل زیر شͺل به فرمول مطابق دیفرانسیلͬ(١.۶) عملͽر متغیر تغییر ͷی تحت

X = X(t)
∂

∂t
+X(u)

∂

∂u
. (١۴.١)

آیند: مͬ دست به زیر اول مرتبه جزیͬ مشتق معادلات از متعارفͬ های ،متغیر این بنابر

X(t) ≡ ξ(x, y)
∂t(x, y)

∂x
+ η(x, y)

∂t(x, y)

∂y
= 1,

X(u) ≡ ξ(x, y)
∂u(x, y)

∂x
+ η(x, y)

∂u(x, y)

∂y
= 0. (١۵.١)

ناوردا معادلات و ناورداها ۶.١.١

يعنͬ: F (x̄, ȳ) = F (x, y) اگر نامیم مͬ تبدیلات(١.١) از G گروه از ناوردا ͷی را F (x, y) تابع .٧.١.١ تعریف

F (f(x, y, a), g(x, y, a)) = F (x, y). (١۶.١)

باشد. مͬ پارامتر a و متغیر x, y که

زیر اول مرتبه خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله برای حلͬ اگر فقط و اگر است G گروه ناوردای ͷی F (x, y) تابع ͷی .٨.١.١ قضیه

باشد:

XF ≡ ξ(x, y)
∂F

∂x
+ η(x, y)

∂F

∂y
= 0. (١٧.١)

بͽیرید: نظر در a به نسبت را F (f(x, y, a), g(x, y, a)) تیلور بسط باشد ناوردا ͷی F (x, y) کنید فرض اثبات.

F (f(x, y, a), g(x, y, a)) ≈ F (x+ aξ, y + aη) ≈ F (x, y) + a(ξ
∂F

∂x
+ η

∂F

∂y
),

F (x̄, ȳ) = F (x, y) + aX(F ) + o(a).

داریم: (١۶.١) معادله در اخیر عبارت جانشانͬ با و باشد، مͬ بسط بعدی جملات مقدار O(a) آن در که

F (x, y) + aX(F ) + o(a) = F (x, y).

کنید فرض عͺس بر دهد. مͬ نتیجه را (١٧.١) یعنͬ این و X(F ) = 0 نتیجه ودر aX(F ) + o(a) = 0 که دهد مͬ نشان این

نͽاشت توان مͬ آن تیلور بسط از استفاده با است تحلیلͬ F (x, y) تابع که کنیم فرض باشد. (١٧.١) معادله از حل ͷی F (x, y)

زیر: مانند داد گسترش F (x, y) تابع به را (١٢.١) نمایͬ

F (x̄, ȳ) = expaX F (x, y) = (1 +
a

1!
X +

a2

2!
X2 + · · ·+ as

s!
Xs + · · · )F (x, y),

= F (x, y) +
a

1!
XF (x, y) +

a2

2!
X2F (x, y) + · · · .

F (x̄, ȳ) = F (x, y) که گیریم مͬ نتیجه ما X2F = X(XF ) = 0, · · · , XsF = 0 نوشت توان ،مͬ XF (x, y) = 0 چون

شود. مͬ اثبات قضیه و معادله(١.١۶) یعنͬ این و

نخستین عنوان به تواند مͬ که دارد مستقل ناوردای ͷی صفحه در تبدیلات از پارامتری ͷی گروه هر که آید مͬ بر قضیه٨.١.١ از



٧ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

شود. گرفته نظر در برای(١٧.١) مشخصه معادله از Ψ(x, y) = C ٣ جواب
dx

ξ(x, y)
=

dy

η(x, y)
. (١٨.١)

. F (x, y) = Φ(Ψ(x, y)) یعنͬ است Ψ از تابعͬ نیز F دیͽر ناوردای هر

بͽیرید: نظر در را زیر گروه مولد .٩.١.١ مثال

X = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
.

شود: مͬ نوشته زیر صورت به مشخصه معادله
dx

x
=
dy

2y
.

تابع ͷی Φ که است F (x, y) = Φ( y
x2 ) صورت به دیͽر ناوردای هر نتیجه در Ψ = y

x2 گیریم مͬ نتیجه گیری انتͽرال اولین وبا

است. دلخواه

مͬ�کنند. پیدا تعمیم نیز بعدی چند تبدیلات های گروه به کنون تا شده ارائه مفاهيم

x̄i = f i(x, a), i = 1, · · · , n. (١٩.١)

گروه مولد کند. مͬ عمل (x, y) صفحه (١.١)در تبدیلات مانند x = (x1, x2, · · · , xn) نقاط از n−بعدی فضای در که

شود: مͬ نوشته اینͽونه تبدیلات(١٩.١)

X = ξi(x)
∂

∂xi
. (٢٠.١)

که

ξi(x) =
∂f i(x, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

.

شوند: مͬ نوشته اینͽونه لͬ(٩.١) معادلات
dx̄i

da
= ξi(x̄), x̄i|a=0 = xi. (٢١.١)

شود: مͬ نوشته اینͽونه (١٢.١) نمايͬ نͽاشت

x̄i = expaX(xi), i = 1, · · · , n. (٢٢.١)

داریم: که

expaX = 1 +
a

1!
X +

a2

2!
X2 + · · ·+ as

s!
Xs + · · · . (٢٣.١)

نیز ناوردایͬ ͷمح شود. مͬ تعریف F (x̄) = F (x) معادله با ناوردا ͷی یعنͬ است. برقرار نیز اینجا ناوردا توابع از تعریف٧.١.١

شود: مͬ تبدیل زیر عبارت به (١٧.١) فرمول در بعدی n حالت جایͽذاری با شد، داده ٨.١.١ قضیه با که
n∑

i=1

ξi(x)
∂F

∂xi
= 0. (٢۴.١)

(٢۴.١) مشخصه معادله دستͽاه از Ψn−1(x), · · · ,Ψ1(x) تابعͬ مستقل نخست جواب n− 1 پس
dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
. (٢۵.١)

first integral ٣



٨ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

شود: مͬ داده اینͽونه F (x) ناوردای هر یعنͬ مͬ�سازد. ناوردا پایه ͷی

F (x) = Φ(Ψ1(x), · · · ,Ψn−1(x)). (٢۶.١)

بͽیریم: نظر در را زیر معادلات دستͽاه و کنیم تمرکز بالاتر ابعاد حالت روی بیایید حال

F1(x) = 0, · · · , Fs(x) = 0, s < n. (٢٧.١)

دستͽاه این سپس است. s با مساوی کنند مͬ صدق (٢٧.١) معادلات دستͽاه در که x نقاط درتمام ∥∂Fk

∂xi ماتریس∥ رتبه کنیم فرض

کند. مͬ مشخص Mرا −n)−بعدی s) رویۀ ͷی

سطح روی x نقطه هر اگر شود مͬ گفته ناوردا (١٩.١) تبدیلات از G گروه به نسبت (٢٧.١) معادلات دستͽاه .١٠.١.١ تعریف

.x̄ ∈M که کند مͬ بیان ضمنͬ طور به x ∈M یعنͬ این Mباشد. سطح روی دوباره G تبدیلات اعمال Mبا

اگر فقط و اگر ناورداست X (٢٠.١) مولد با (١٩.١) تبدیلات از G گروه به نسبت (٢٧.١) معادلات دستͽاه .١١.١.١ قضیه

XFk

∣∣∣∣
M

= 0, k = 1, · · · , s. (٢٨.١)

ODE معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقارنهای ٢.١

دیفرانسیل معادلات رویه ١.٢.١

معمولͬ دیفرانسیل معادله رویه مثال برای ببینید. را [٨] مرجع ها حل کلاس و رویه یعنͬ است، مولفه دو دارای دیفرانسیل معادله هر

اول مرتبه

F (x, y, y′) = 0.

دیفرانسیل معادله در p بامتغیر y′ اول مشتق جایͽذاری با آن است. x, y, p مستقل متغیر سه فضای در F (x, y, p) = 0 رویه

x, y مناسب های متغیر با رویه کردن ساده دیفرانسیل معادله گیری انتͽرال در سخت مرحله آید. مͬ دست به F (x, y, y′) = 0

دیفرانسیل معادلات شده) پذیرفته گروه (یا تقارن های گروه از استفاده با رویه کردن ساده برای هایͬ روش لͬ گروهای آنالیز است.

بͽیرید: نظر در را زیر ریͺاتͬ معادله مثال عنوان به دهد. مͬ پیشنهاد

y′ + y2 − 2

x2
= 0. (٢٩.١)

است: شده تعریف زیر جبری معادله با آن رویه

p+ y2 − 2

x2
= 0. (٣٠.١)

آید. مͬ دست به زیر تبدیلات با متقارن پارامتری ͷی گروه ͷی (٢٩.١) ریͺاتͬ معادله برای است. هذلولوی سهمیوار ͷی و

x̄ = x expa, ȳ = y exp−a . (٣١.١)

شوند: مͬ نوشته اینͽونه y′ = 0 جایͽذاری و y′ اول مشتق به بسط از بعد (٣١.١) تبدیلات حقیقت در

x̄ = x expa, ȳ = y exp−a, p̄ = p exp−2a . (٣٢.١)
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ͷچ را (٢٨.١) ͷکوچ نهایت بͬ ناوردایͬ شرط بدهید اجازه ناورداست. (٣٢.١) تبدیلات به نسبت (٣٠.١) که کرد بررسͬ توان مͬ

دارد. صورت این به شͺلͬ (٣٢.١) تبدیلات گروه از (٢٠.١) مولد کنیم.

X = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
− 2p

∂

∂p
.

کند. مͬ صدق ناوردایͬ شرط در که کرد بررسͬ توان مͬ

X(p+ y2 − 2

x2
) = −2p− 2y2 +

4

x2
= −2(p+ y2 − 2

x2
).

هستند: زیر صورت به متعارفͬ متغیرهای (٣١.١) تبدیلات برای X(p+ y2 − 2
x2 )

∣∣∣∣
(30.1)

= 0 درنتیجه و

t = lnx, u = xy. (٣٣.١)

آید: مͬ در زیر صورت به (٢٩.١) ریͺاتͬ معادله (٣٣.١) متعارفͬ های متغیر با

u′ + u2 − u− 2 = 0, (u′ =
du

dt
). (٣۴.١)

شود: مͬ داده زیر جبری معادله وبا آید مͬ دست به (٣۴.١) در u′ = q باجایͽذاری رویه و

q + u2 − u− 2 = 0. (٣۵.١)

t محور راستای در که ای استوانه رویه ͷی به (٣٠.١) خمیده رویه این بنابر نمͬ�شود. ظاهر t متغیر معادله(١.٣۵) چپ طرف در

معادلات از گیری انتͽرال در که بینیم مͬ ما این بنابر شود. مͬ تبدیل سهموی ٔ استوانه ͷی به یعنͬ کند. مͬ پیدا کاهش شده کشیده

معرفͬ با را تقارن گروه است کافͬ منظوری چنین برای است. استوانه ͷی به آن تبدیل با رویه کردن ساده قطعͬ مرحله دیفرانسیل

شود. مͬ تبدیل (٣۴.١) پذیر انتͽرال شͺل (٢٩.١) به ریͺاتͬ معادله نتیجه در کنیم. ساده متعارفͬ متغیرهای

ها مشتق به ها گروه عمل توسیع ٢.٢.١

با فرمولͬ صورت به تبدیلات این نوشتن است. تعریف ،خوش (١.١) ای نقطه تبدیلات عمل تحت · · · , y′′, y′ های مشتق تبدیل

است: ساده کلͬ دیفرانسیل عملͽر از استفاده

D =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ y′′

∂

∂y′
+ · · · .

شود: مͬ نوشته اینͽونه ودوم اول مرتبه مشتق برای تبدیل فرمول سپس

ȳ′ ≡ dȳ

dx̄
=
Dg

Df
=
gx + y′gy
fx + y′fy

≡ p(x, y, y′, a), (٣۶.١)

ȳ′′ ≡ dȳ′

dx̄
=
Dp

Df
=
px + y′py + y′′py′

fx + y′fy
. (٣٧.١)

فضای در که G(1) گروه توان مͬ کنیم اضافه را (٣۶.١) تبدیلات سپس و کنیم شروع ای(١.١) نقطه تبدیلات از G گروه از اگر یعنͬ

,x)عمل y, y′, y′′) فضای در که G(2) گروه (٣٧.١) تبدیل کردن اضافه با علاوه به آورد. دست به میͺند عمل (x, y, y′) متغیر سه

آید. مͬ دست به کند مͬ

مشابه طور به نیز بالاتر مرتبه های امتداد شوند. مͬ نامیده G از دوم مرتبه و اول مرتبه امتداد G(1) و G(2) گروه .١.٢.١ تعریف

شوند. مͬ تعریف
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بالاتر مرتبه های گروه های مولد ٣.٢.١

(٣٧.١) و (٣۶.١) در (۴.١) کوچك نهایت بͬ های تبدیل جایͽذاری با

x̄ ≈ x+ aξ, ȳ ≈ y + aη.

آید: مͬ دست به ها مشتق از زیر ͷکوچ نهایت بͬ ،تبدیلات a در بالاتر مرتبه جملات نͽرفتن نظر در و

ȳ′ =
y′ + aD(η)

1 + aD(ξ)
≈ [y′ + aD(η)][1− aD(ξ)],

≈ y′ + [D(η)− y′D(ξ)]a ≡ y′ + aζ1,

ȳ′′ =
y′′ + aD(ζ1)

1 + aD(ξ)
≈ [y′′ + aD(ζ1)][1− aD(ξ)],

≈ y′′ + [D(ζ)− y′′D(ξ)]a ≡ y′′ + aζ2.

هستند: اینͽونه G(2) و G(1) شده داده امتداد های گروه های مولد این بنابر

X(1) = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂y′
, ζ1 = D(η)− y′D(ξ), (٣٨.١)

X(2) = X(1) + ζ2
∂

∂y′′
, ζ2 = D(ζ1)− y′′D(ξ). (٣٩.١)

فقط زیر طولانͬ عبارت بردن کار به جای به پس این از شوند. مͬ نامیده (۶.١) ͷکوچ نهایت بͬ عملͽر دوم و اول مرتبه امتداد اینها

کنیم. مͬ بسنده امتداد جمله گفتن به

ζ1 = D(η)− y′D(ξ) = ηx + (ηy − ξx)y
′ − y′2ξy, (۴٠.١)

ζ2 = D(ζ1)− y′′D(ξ) = ηxx + (2ηxy − ξxx)y
′ + (ηyy − 2ξxy)y

′2 − y′3ξyy

+ (ηy − 2ξx − 3y′ξy))y
′′. (۴١.١)

تقارن گروه ͷی تعریف ۴.٢.١

باشند. آن ودوم اول مرتبه های امتداد G(2) و G(1) کنید فرض و باشد ای نقطه تبدیلات از گروه ͷی Gکنید فرض

اگر: گوییم مͬ اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات از تقارن گروه ͷی را (١.١) ای نقطه تبدیلات از G گروه .٢.٢.١ تعریف

F (x, y, y′) = 0. (۴٢.١)

عبارت به یا باشد ناوردا (١.١) تبدیلات تحت (۴٢.١) معادله اگر پذیرد. مͬ را G گروه (۴٢.١) معادله گوییم مͬ دیͽر عبارت به یا

nام مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی علاوه به باشد. ناوردا G گروه از G(1) اول مرتبه امتداد به نسبت (۴٢.١) معادله قاب اگر دیͽر

F (x, y, y′ · · · , y(n)) = 0. (۴٣.١)

باشد. ناوردا G از G(n) nام مرتبه امتداد به ,y(n))نسبت · · · , y′′, y′, y, x فضای در (رویه وریته اگر پذیرد مͬ را G گروه ی
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تقارن گروه اصلͬ ویژگͬ ۵.٢.١

بͽیرید: نظر در را است شده حل y(n) به نسبت که را (۴٣.١) معادله

y(n) = f(x, y, y′, · · · , y(n−1)). (۴۴.١)

(برهان شد. اثبات ل۴ͬ توسط بار ،نخستین شود مͬ آورده بعد قضیه در که تقارن گروه اصلͬ ویژگͬ این است. هموار تابع ͷی f که

است.) آمده اول قضیه اول بخش ١۶ فصل 1891 لͬ کتاب در اول مرتبه معادلات برای مطلب این

حل به را (۴۴.١) معادله ͷکلاسی حل هر G اگر وفقط اگر است معادله(١.۴۴) برای تقارن گروه ͷی Gگروه ͷی .٣.٢.١ قضیه

ببرد. معادله همین از دیͽر

ͷکوچ نهایت بͬ های تقارن محاسبه ۶.٢.١

مسئله این اینجا بیابیم. را تقارن گروه از های(١.۶) مولد است كافͬ ،ͷکوچ نهایت بͬ های تقارن کردن پیدا ٣.١.١برای بخش مطابق

کنیم: مͬ بررسͬ دوم مرتبه معادلات برای را

F (x, y, y′, y′′) = 0. (۴۵.١)

دارد: را زیر ساختار اینجا ͷکوچ بینهایت ناوردایͬ ͷمح

X(2)F

∣∣∣∣
F=0

≡ (ξFx + ηFy + ζ1Fy′ + ζ2Fy′′)

∣∣∣∣
F=0

= 0. (۴۶.١)

شده پذیرفته گروه برای مشخصه معادله (۴۶.١) عبارت شود. مͬ محاسبه (۴١.١) و (۴٠.١) معادلات امتداد فرمول از ζ2 و ζ1 که

شود نوشته زیر طور به دیفرانسیل معادله اگر شود. مͬ نامیده (۴۵.١) دیفرانسیل معادله با

y′′ = f(x, y, y′). (۴٧.١)

شود. مͬ داده از(۴٧.١) راست طرف با که y′′ و (۴١.١) و (۴٠.١) از ζ2 و ζ1 مقادیر جانشانͬ از ،بعد (۴۶.١) مشخصه معادله

ηxx+(2ηxy − ξxx)y
′ + (ηyy − 2ξxy)y

′2

−y′3ξyy + (ηy − 2ξx − 3y′ξy)f

−[ηx+(ηy − ξx)y
′ − y′2ξy]fy′ − ξfx − ηfy = 0. (۴٨.١)

نا توابعͬ ξ و η مختصاتͬ توابع که حالͬ در داریم وکار سر دیفرانسیل معادله ͷی با ما است. معلوم تابع ͷی f(x, y, y′) اینجا که

شود،معادله مͬ گرفته نظر در x, y از مستقل متغیر عنوان به که است y′ کمیت شامل (۴٨.١) چپ طرف چون هستند. x, y از معلوم

ξ(x, y) و η(x, y) برای دیفرانسیل معادلات از معین فرا دستͽاه ͷی این ،بنابر شود مͬ شͺافته مستقل معادله چندین به مشخصه

کنیم. مͬ پیدا را (۴٧.١) معادله ͷکوچ نهایت بͬ های تقارن همه ما دستͽاه این حل برای داریم.

S.Lie۴
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ل مثا ͷی ٧.٢.١

کنیم: راپیدا هايͬ عملͽر نخست بدهید اجازه

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
.

است: شده پذیرفته زیر دوم مرتبه معادله توسط كه

y′′ +
1

x
y′ − expy = 0. (۴٩.١)

دارد: زیر صورت به شͺلͬ (۴٨.١) تعيين معادله و f = expy − 1
xy

′ اينجا

ηxx + (2ηxy − ξxx)y
′ + (ηyy − 2ξxy)y

′2

− y′3ξyy + (ηy − 2ξx − 3y′ξy)

(
expy −y

′

x

)
+

1

x
[ηx + (ηy − ξx)y

′ − y′2ξy]− ξ
y′

x2
− η expy = 0.

شود. مͬ تجزیه زیر معادله چهار به مشخصه معادله این بنابر است. سوم درجه ای جمله چند ͷی y′ به نسبت معادله این چپ طرف

داریم: y′ مختلف های توان دادن قرار صفر مساوی با

(y′)3 : ξyy = 0, (۵٠.١)

(y′)2 : ηyy − 2ξyy +
2

x
ξy = 0, (۵١.١)

(y′) : 2ηxy − ξxx +

(
ξ

x

)
x

− 3ξy exp
y = 0, (۵٢.١)

(y′)0 : ηxx +
1

x
ηx + (ηy − 2ξx − η) expy = 0. (۵٣.١)

داریم: y به نسبت (۵٠.١)و(۵١.١) معادلات از گیری انتͽرال با

ξ = p(x)y + a(x), η = (p′ − p

x
)y2 + q(x)y + b(x).

طرف و است ای جمله چند y به ξ, η ͬͽوابست که این به توجه با کنیم. جایͽزین و(۵٣.١) (۵٢.١) معادله در را ξ, η این باید حال

باشیم: داشته باید است expy شامل (۵٣.١) و (۵٢.١) چپ

ξy = 0, ηy − 2ξx − η = 0.

شود: مͬ نوشته گونه این دوم شرط محاسبه این با دهد. مͬ نتیجه را ξ = a(x) تساوی این که شود مͬ p = 0 ابتدا

q(x)− 2a′(x)− b(x)− q(x)y = 0.

، این بنابر 2a′ + b = 0 و q = 0 نتیجه در

ξ = a(x), η = −2a′(x).

داریم: (۵٢.١) معادله در اینها جایͽذاری با

(a′ − a

x
)′ = 0.
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دست به زیر صورت به را مشخصه(۵٠.١)-(۵٣.١) معادله جواب ما کلͬ حل عنوان به a = C1x lnx+C2x گیریم مͬ نتیجه که

آوریم: مͬ

ξ = C1x lnx+ C2x, η = −2[C1(1 + lnx) + C2x].

داریم: مستقل حل دو از خطͬ ترکیب ͷی صورت به را کلͬ حل ما نهایت در و C1, C2 ضرایب با

ξ1 = x lnx, η1 = −2(1 + lnx).

ξ2 = x, η2 = −2.

پذیرد: مͬ خطͬ مستقل عملͽر دو (۴٩.١) که این یعنͬ این

X1 = x lnx
∂

∂x
− 2(1 + lnx)

∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
− 2

∂

∂y
. (۵۴.١)

است. (۵۴.١) پایه با بعدی دو برداری فضای ͷی قبول قابل های عملͽر تمام مجموعه که شویم مͬ آور یاد را مطلب این نهایت در و

لͬ جبر ٨.٢.١

باشند: زیر صورت به اول مرتبه دیفرانسیلͬ های عملͽر X,X ′ کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
, X ′ = ξ′(x, y)

∂

∂x
+ η′(x, y)

∂

∂y
. (۵۵.١)

شͺلͬ و است اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل عملͽر ͷی این [X,X ′] = XX ′ −X ′X،شود مͬ تعریف اینͽونه [X,X ′] لͬ کروشه

دارد: زیر صورت به

[X,X ′] = (X(ξ′)−X ′(ξ))
∂

∂x
+ (X(η′)−X ′(η))

∂

∂y
. (۵۶.١)

هر برای باشد،یعنͬ بسته لͬ کروشه تحت اگر شود مͬ نامیده جبر لͬ ͷی (۶.١) ها عملͽر از L برداری فضای ͷی .۵.٢.١ تعریف

لͬ ͷی اگر است. L برداری فضای بعد همان آن بعد و شود مͬ داده نشان L همان با جبر لͬ .[X.X ′] ∈ L داریم ، X,X ′ ∈ L

شود تولید X1, · · · , Xr خطͬ های عملͽر با Lr برداری فضای اگر دهیم. مͬ نشان Lr با را آن باشد داشته را r <∞ بعد L جبر

با [X,X ′] ∈ L ،X,X ′ ∈ L هر برای اینͺه شرط کنند. مͬ تولید Lr جبر لͬ برای پایه ͷی X1, · · · , Xr های عملͽر ،سپس

است: ارز هم زیر مطلب

[X,X ′] = Ck
ijXk, Ck

ij = const, i, j, k = 1, · · · , r. (۵٧.١)

برداری فضای از (s < r) که Ks فضای زیر ͷی باشد. X1, · · · , Xr با شده تولید جبر لͬ ͷی Lr کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

شوداگر مͬ نامیده Lr از جبر زیر شود مͬ تولید Y1, · · · , Ys ∈ Lr خطͬ های عملͽر با که Lr

[Y, Y ′] ∈ Ks هر برای Y, Y ′ ∈ Ks.

است: زیر مطلب با ارز هم شرط این

[Yi, Y
′
j ] ∈ Ks i, j = 1, · · · , s.

معادله ͷی مشخصه معادله ͷی دیدیم (۴٨.١) در که همانطور . برگردیم مشخصه معادلات اصلͬ ویژگͬ به دوباره بیایید حال
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مͬ تشͺیل برداری فضای ͷی آن های حل مجموعه این بنابر است. x, y های متغییر از ξ, η نامعلوم توابع با خطͬ جزیͬ دیفرانسیل

شد. اثبات لͬ توسط که شود مͬ داده زیر قضیه با مشخصه معادلات از دیͽری خاص ویژگͬ دهند.

دهند. مͬ تشͺیل جبر لͬ ͷی مشخصه معادله هر های حل همۀ مجموعه .٧.٢.١ قضیه

کرد. راهنمایͬ زیر مهم نتیجه به را لͬ معمولͬ، دیفرانسیل معادلات دوم مرتبه های تقارن برای مشخصه معادلات بررسͬ

وقتͬ اگر وفقط اگر r = 8 ماکسیمال بعد دارد. را r ≤ 8 بعد L متقارن جبر لͬ (۴٧.١) دوم مرتبه معادله ͷی برای .٨.٢.١ قضیه

شود. خطͬ متغییر تغییر ͷی با بتواند یا باشد خطͬ (۴٧.١) معادله که آید مͬ دست به

اول مرتبه معادلات از گیری انتͽرال ٣.١

شویم. آشنا ͷکوچ نهایت بͬ تقارن از استفاده با اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات از گیری انتͽرال روش با بیایید

لͬ گیری انتͽرال عامل ١.٣.١

کنیم: مͬ بازنویسͬ زیر صورت به را اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی کنیم. مͬ آغاز لͬ گیری انتͽرال عامل روش با ما

Q(x, y)dx+ P (x, y)dy = 0. (۵٨.١)

بپذیرد: را (۶.١) عملͽر با پارامتری ͷی گروه ͷی (۵٨.١) معادله اگر که داد نشان لͬ

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
.

تابع سپس ξQ+ ηP ̸= 0 اگر و

µ =
1

ξQ+ ηP
. (۵٩.١)

ساده معادله از گیری انتͽرال معادله در آن ضرب با و است (۵٨.١) معادله برای گیری انتͽرال عامل ͷی

شود. مͬ

بͽیرید: نظر در را ریͺاتͬ معادله .١.٣.١ مثال

y′ + y2 − 2

x2
= 0. (۶٠.١)

داریم: (۶٠.١) در آنها جایͽذاری با و ȳ = by و x̄ = ax است اینͽونه آن تقارن گروه

ȳ′ + ȳ2 − 2

x2
=
b

a
y′ + b2y2 − 2

a2x2
.

شͺل به را معادله تقارن گروه توان مͬ واقع در پس b = 1
a نتیجه .در b

a = b2 = 1
a2 باید (۶٠.١) معادله ناوردایͬ به توجه با

نوشت: زیر مولد با ȳ = y exp−a و x̄ = x expa

X = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
. (۶١.١)

(۵٨.١)داریم: صورت به (۶٠.١) بازنویسͬ با

dy + (y2 − 2

x2
)dx = 0. (۶٢.١)



١۵ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

آورد: دست به را گیری انتͽرال عامل توان مͬ فرمول(۵٩.١) کارگیری به با حال

µ =
x

x2y2 − xy − 2
.

شود: مͬ تبدیل زیر صورت به بالا عامل در ضرب از بعد فرمول(۶٢.١)
xdy + (xy2 − 2

x )dx

x2y2 − xy − 2
=

xdy + ydx

x2y2 − xy − 2
+
dx

x
= d

(
lnx+

1

3
ln
xy − 2

xy + 1

)
= 0.

داریم: سرانجام که
xy − 2

xy + 1
=
C

x3
يا y =

2x3 + C

x(x3 − C)
.

متعارفͬ های متغیر روش ٢.٣.١

لͽیری انتͽرا برای توان مͬ نیز شد معرفͬ ۵.١.١ بخش در که متعارفͬ های متغییر ،از توان مͬ متقارن پارامتری ͷی گروه ͷی داشتن با

هاست. متغیر انتخاب از مستقل گروه، ͷی به نسبت معادله ͷی ناوردایͬ ویژگͬ چون کرد. استفاده اول مرتبه های معادله از

کنیم: حل را آن متعارفͬ های متغیر روش از استفاده با خواهیم مͬ بار این بͽیرید نظر در را ریͺاتͬ معادله دوباره .٢.٣.١ مثال

y′ + y2 − 2

x2
= 0.

(۶١.١) تقارن از استفاده با

X = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
.

زیر: جزیͬ مشتق معادلات حل با

X(t) = x
∂t

∂x
− y

∂t

∂y
= 1, X(u) = x

∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0.

آیند: مͬ دست به زير متعارفͬ های متغیر

t = ln |x|, u = xy.

داریم: متعارفͬ متغیرهای با گردیم برمͬ (۶٠.١) معادله به
dy

dx
=

d

dx
(
u

x
) = − u

x2
+

1

x

du

dx
= − u

x2
+

1

x

du

dt

dt

dx
= − u

x2
+
u′

x2
.

آید: مͬ در زیر شͺل به سوال صورت معادله چپ طرف این بنابر
dy

dx
+ y2 − 2

x2
=
u′

x2
− u

x2
+
u2

x2
− 2

x2
=

1

x2
(u′ + u2 − u− 2) = 0.

شود: مͬ بازنویسͬ زیر صورت به ریͺاتͬ معادله پس
du

dt
+ u2 − u− 2 = 0.

داریم: آن از گیری ل انتͽرا و ها متغییر سازی جدا با
du

u2 − u− 2
= −dt.

اولیه: متعارفͬ های کسر به انتͽرالده تجزیه با
1

u2 − u− 2
=

1

3
[

1

u− 2
− 1

u+ 1
].
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آوریم: مͬ دست وبه کنیم مͬ محاسبه اولیه توابع صورت به را انتͽرال ما

ln

(
u− 2

u+ 1

)
= −3t+ lnC.

کنیم: مͬ حل u به نسبت را معادله حال

u =
C + 2 exp3t

exp3t −C
.

رسیم: مͬ ریͺاتͬ معادله حل به u = xy و t = ln |x| جایͽذاری با

y =
2x3 + C

x(x3 − C)
.

معادله: .٣.٣.١ مثال

y′ =
y

x
+
y2

x2
. (۶٣.١)

پذیرد: مͬ را زیر گروه و است همͽن معادله ͷی

x̄ = x expa, ȳ = y expa .

بامولد:

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
. (۶۴.١)

اند: اینͽونه (۶۴.١) های عملͽر برای متعارفͬ های متغیر

t = ln |x|, u =
y

x
. (۶۵.١)

داریم: ها متغییر این با (۶٣.١) معادله بازنویسͬ با

dy

dx
=

d

dx
(ux) = u+ x

du

dx
= u+ x

du

dt
.
dt

dx
= u+ x

du

dt
.
1

x
= u+

du

dt
,

u+
du

dt
= u+ u2 ⇒ du

dt
= u2 ⇒ 1

u
= C − t.

داریم: نهایت در و

y =
x

C − ln |x|
.

معادله: .۴.٣.١ مثال

y′ =
y

x
+
y3

x4
. (۶۶.١)

پذیرد: مͬ را زیر تصویری های تبدیل گروه

x̄ =
x

1− ax
, ȳ =

y

1− ax
.

مولد: با

X = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
. (۶٧.١)

متعارفͬ های متغیر با

t = − 1

x
, u =

y

x
. (۶٨.١)
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نویسیم: مͬ زیر صورت به را (۶٠.١) معادله ما
dy

dx
= d(ux) = u+ x

du

dx
= u+ x

du

dt

dt

dx
= u+ x

du

dt

1

x2
= u+

1

x

du

dt
.

داریم: درنهایت و

u+
1

x

du

dt
= u− u3t⇒ −tdu

dt
= −u3t→ du

dt
= u3.

آوریم: مͬ دست به گیری انتͽرال وبا

u = ± 1√
C − 2t

.

آوریم: مͬ دست به معادله برای را زیر کلͬ حل ما درحل t, u جایͽذاری با

y = ±x
√

x

2 + Cx
.

دوم مرتبه معادله از گیری انتͽرال ۴.١

مͬ کار به دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی از گیری انتͽرال برای بعدی دو جبر لͬ در را متعارفͬ های متغیر روش این در لͬ

کاهش انتͽرالپذیر صورت ͷی به را باشد L2 بعدی دو جبر لͬ ͷی پذیرنده که دومͬ مرتبه دیفرانسیل معادله هر ها متغیر این گیرد.

دهد. مͬ

L2 جبر لͬ در متعارفͬ های متغییر ١.۴.١

معادلات از استاندارد صورت چهار و دهند مͬ کاهش شͺل ترین ساده به را L2 بعدی دو جبر لͬ هر از پایه ͷی متعارفͬ های متغیر

آید. مͬ زیر در اساسͬ گزاره ͷی سازند. مͬ را تقارن دو با دوم مرتبه

ͬͺی به شود مͬ نامیده متعارفͬ های متغییر که t, u های متغییر و پایه از انتخاب ͷی با تواند مͬ ی بعد دو جبر لͬ هر .١.۴.١ قضیه

شود. تبدیل ١.١ جدول در مشابه غیر و استاندارد شͺل ۴ از

نوع L2 ساختار L2 استاندارد صورت

I [X1, X2] = 0, ξ1η2 − η1ξ2 ̸= 0 X1 = ∂
∂t , X2 = ∂

∂u

II [X1, X2] = 0, ξ1η2 − η1ξ2 = 0 X1 = ∂
∂u , X2 = t ∂

∂u

III [X1, X2] = X1, ξ1η2 − η1ξ2 ̸= 0 X1 = ∂
∂u , X2 = t ∂

∂t + u ∂
∂u

IV [X1, X2] = X1, ξ1η2 − η1ξ2 = 0 X1 = ∂
∂u , X2 = u ∂

∂u

L2 استاندارد صورت و ساختار :١.١ جدول

در البته کند صدق L2 در تواند مͬ مناسب پایه تغییر ͷی با [X1, X2] = X1 شرط IV و III های رحالت د .٢.۴.١ ملاحظه

. [X1, X2] ̸= 0 صورتیͺه

کنید: فرض را دوم مرتبه معادله ͷی

y′′ = f(x, y, y′). (۶٩.١)
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کنید مشخصه ١.١ جدول مطابق را آن نوع کنیم. جدا بعدی دو جبر لͬ ͷی ها تقارن این از بدهید اجازه پذیرد مͬ تقارن بیشتر یا دو

کنید: بازنویسͬ u, t های متغیر با را (۶٢.١) معادله کنید،و پیدا را متعارفͬ های متغیر

u′′ = g(t, u, u′). (٧٠.١)

دارد تعلق ٢.١ جدول در شده داده انتͽرال معادله چهار از ͬͺی به (٧٠.١) معادله که کند مͬ تضمین ١.۴.١ قضیه

نوع L2 استاندارد صورت معادله متعارفͬ صورت

I X1 = ∂
∂t , X2 = ∂

∂u u′′ = f(u′)
II X1 = ∂

∂u , X2 = t ∂
∂u u′′ = f(t)

III X1 = ∂
∂u , X2 = t ∂

∂t + u ∂
∂u u′′ = 1

t f(u
′)

IV X1 = ∂
∂u , X2 = u ∂

∂u u′′ = f(t)u′

پذيرند. مͬ را L2 كه دومͬ مرتبه معادلات از نوع چهار :٢.١ جدول

گیری انتͽرال روش ٢.۴.١

در معادله های تقارن باید همه از اول دارد، نیاز زیر محاسبات (۶٩.١)به دوم مرتبه خطͬ غیر دیفرانسیل معادله از لͽیری انتͽرا روش

را آن نوع و کنیم مͬ جدا L2 بعدی دو جبر لͬ ͷی ها تقارن این از ما دارد تقارن بیشتر یا دو معادله کنید فرض کنیم پیدا را سوال

يابیم: مͬ آن نوع با متناسب زیر معادلات حل با را متعارفͬ های متغیر سپس کنیم مͬ مشخصه ١.١ جدول ستون ساختار مطابق

typeI : X1(t) = 1, X2(t) = 0, X1(u) = 0, X2(u) = 1,

typeII : X1(t) = 0, X2(t) = 0, X1(u) = 1, X2(u) = t,

typeIII : X1(t) = 0, X2(t) = t,X1(u) = 1, X2(u) = u,

typeIV : X1(t) = 0, X2(t) = 0, X1(u) = 1, X2(u) = u. (٧١.١)

مͬ دیͽر بار وابسته عنوان به u و جدید مستقل متغییر ͷی عنوان به t انتخاب با متعارفͬ های متغییر در را دیفرانسیل معادله ما حال

x, y اصلͬ های متغیر با حل نوشتن و حاصل معادله از گیری انتͽرال دارد. را قبل جدول پذیر انتͽرال های صورت از ͬͺی که نویسیم

شود. مͬ کامل را لͽیری انتͽرا روند این

ببریم: کار به زیر خطͬ غیر دوم مرتبه معادله مورد در را بالا در شده داده شرح روش بیایید .٣.۴.١ مثال

y′′ + exp3y y′4 + y′2 = 0. (٧٢.١)

کنیم پیدا را معادله(٧٢.١) های تقارن باید ما نخست

f = −(exp3y y′4 + y′2).
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شود: مͬ نوشته زیر صورت به (۴٨.١) مشخصه معادله و

ηxx + (2ηxy − ξxx)y
′ + (ηyy − ξxy)y

′2 − y′3ξyy

+ 3 exp3y y′4η − (ηy − 2ξx − 3y′ξy)(exp
3y y′4 + y′2)

+ [ηx + (ηy − ξx)y
′ − y′2ξy](4 exp

3y y′3 + 2y′) = 0.

مساوی را · · · , y′4, y′5 ضرایب باید ما کند، میل صفر به باید چون و است. y′ در پنجم درجه از ای جمله چند ͷی معادله چپ طرف

آوریم: مͬ دست به را زیر مستقل معادله چهار و دهیم مͬ قرار صفر

(y′)5 :ξy = 0,

(y′)4 :3(ηy + η)− 2ξx = 0,

(y′)3 :ηx = 0,

(y′)1 :ξxx = 0.

(y′)4 ضریب همان (y′)3 ضریب به توجه با که ηy + ηyy − 2ξxy +2ηx = 0 شود: مͬ (y′)2 ضریب که شویم مͬ آور یاد ضمناً

ξ(x, y), η(x, y) تابع دو برحسب بالا معادله چهار است. (y′)3 ضریب تͺرار که است ηxx = 0 با برابر (y′)0 ضریب ونیز است

داریم: و شوند مͬ حل

ξxx = 0 → ξ = p(y)x+ a(y).

پس: هستند ثابت p(y), a(y) پس ξy = 0 چون و

ξ = C1 + 3C3x, η = 2C3 + C2 exp
−y, C1, C2, C3 = const.

عملͽرها کلͬ شͺل نتیجه در

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
.

است. اینͽونه پذیرد، مͬ معادله(٧٢.١) که

X = C1X1 + C2X2 + C3X3.

که

X1 =
∂

∂x
, X2 = exp−y ∂

∂y
, X3 = 3x

∂

∂x
+ 2

∂

∂y
. (٧٣.١)

X1, X2 های عملͽر پذیرد. مͬ را شود مͬ تولید (٧٣.١) های عملͽر وسیله به که L3 ٣-بعدی جبر لͬ (٧٢.١) معادله دیͽر عبارت به

متعارفͬ های متغیر پس ξ1η2 − η1ξ ̸= 0 و [X1, X2] = 0 چون دارد. را I نوع و کند مͬ تولید L2 ⊂ L3 بعدی دو جبر زیر ͷی

زیر: معادله ،یعنͬ آید مͬ دست به I نوع برای (٧١.١) معادله حل با t, u
∂t

∂x
= 1, exp−y ∂t

∂y
= 0,

∂u

∂x
= 0, exp−y ∂u

∂y
= 1.



٢٠ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

آوریم: مͬ دست به دستͽاه برای را زیر حل ما و

t = x, u = expy .

داریم: y′′ + exp3y y′4 + y′2 = 0 معادله در متعارفͬ های متغیر با معادله بازنویسͬ با حال

dy

dx
=
d(lnu)

dx
= (

u′

u
) → u′

u
= y,

y′′ =
dy′

dx
=
d(u

′

u )

dx
=
u′′u− u2

u′2
,

u′′u− u′2

u2
+ u3

u′4

u4
+
u′2

u2
= 0 −→ u′′ + u′4

u
= 0 −→ u′′ + u′4 = 0.

نتیجه در یابد. مͬ کاهش ν′ + ν4 = 0 اول درجه معادله به u′ = ν استاندارد جایͽذاری با که

dν

dx
+ ν4 = 0 −→ dν

dx
= −ν4 →

∫
dν

ν4
=

∫
−dx

−→ ν−3 = 3x+ C1 −→ ν =
1

3
√
3x+ C1

,

du

dx
=

1
3
√
3x+ C1

→ u =
1

2
[ 3
√

(3x+ C1)2 + C2].

آید: مͬ دست به (٧٢.١) معادله حل t, u برای عبارت جایͽذاری وبا

y = ln | 3
√
(3x+ C1)2 + C2| − ln 2.

بͽیریم انتͽرال زیر خطͬ غیر معادله از .۴.۴.١ مثال

y′′ + 2(y′ − y

x
)3 = 0. (٧۴.١)

پذیرد مͬ را II نوع از را L2 جبر معادله این یابیم مͬ را ها عملͽر قبل مثال مانند دقیقاً کنیم مͬ اجرا را بالا الͽوریتم نیز مثال این در

شود: مͬ تولید زیر های عملͽر با که

X1 = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
, X2 = xy

∂

∂x
+ y2

∂

∂y
. (٧۵.١)

کند مͬ تولید را زیر متعارفͬ های متغیر X2(u) = t, X2(t) = 0, X1(u) = 1, X1(t) = 0 معادلات حل

t =
y

x
, u = − 1

x
. (٧۶.١)

مستقل متغییر ͷی تواند مͬ t آنͽاه کرد، مستثنͬ را معادله(١.٧۴) تͺین های جواب بتوان اگر است، وابسته t متغییر به y متغییر چون

هستند: راست خط تͺین های جواب این است ثابت t که زمانͬ تا البته باشد. جدید

y = Kx, K = const.

به: شود مͬ تبدیل (٧۴.١) معادله ها متغییر این با

u′′ = 2.

داریم: ودرنهایت u = t2 + C1t1 + C2 نتجه در

y2 + C1xy + C2x
2 + x = 0.



٢١ لͬ گروه آنالیز .١ فصل

آوریم: مͬ دست به را معادله(١.٧۴) به ماحل A = −C
2 , B = A2 − C2 جدید توابع معرفͬ و y به نسبت معادله این حل با

y = Kx, y = Ax±
√
Bx2 − x. (٧٧.١)

مͬ پایان به را فصل این اینجا در و بردیم پͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات از گیری انتͽرال در ها تقارن کاربرد به ترتیب این به

بریم.



٢ فصل

معادلات تقارنهای

را تبدیلات گروه ابتدا فصل این در بپردازیم. ١ معمولͬ معادلات تقارنهای به که بود آن مابر سعͬ مقدمات بیان از بعد قبل فصل در

مطلب بهتر درک برای آوریم. مͬ دست به معادلات این برای را تقارن گروه بعد و کنیم مͬ تعریف ٢ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای

مͬ ارائه دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی تقارن گروه برای تعریف سه انتها در یابیم. مͬ را جزئͬ دیفرانسیل معادله چند تقارن گروه

محاسبه را دیفرانسیل معادلات های دستͽاه نیز و دیفرانسیل معادلات تمامͬ تقارن گروه بود خواهیم قادر فصل این اتمام از بعد کنیم.

کنیم.

جزئͬ دیفرانسیل معادلات تقارنهای ١.٢

تͺامل معادلات اصلͬ مفاهیم ١.١.٢

بͽیرید: نظر در را x متغیر ͷی با دوم مرتبه تͺاملͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله

ut = F (t, x, u, ux, uxx),
∂F

∂uxx
̸= 0. (١.٢)

: t, x, u های متغییر از (١٩.١) تبدیلات از G پارامتری ͷی گروه ͷی .١.١.٢ تعریف

t̄ = f(t, x, u, a), x̄ = g(t, x, u, a), ū = h(t, x, u, a). (٢.٢)

بر را شͺل همان (١.٢) معادله ،اگر شود مͬ نامیده (١.٢) معادله از تقارن گروه ͷی (١.٢)یا معادله توسط شده پذیرفته گروه ͷی

باشد: داشته ū, x̄, t̄ جدید های متغییر حسب

ūt̄ = F (t̄, x̄, ū, ūx̄, ūx̄x̄). (٣.٢)

معادله(٣.٢) از دیͽر ū = ū(t̄, x̄) حل به را (١.٢) معادله از u = u(t, x) حل Gهر گروه از (٢.٢) تبدیلات تعریف این مطابق

کرد. بیان نیز زیر صورت به توان مͬ را بالا تعریف ، است ارز هم (١.٢) معادله با (٣.٢) معادله چون مͬ�نͽارد.

اگر شود مͬ (٢.١)نامیده معادله توسط شده پذیرفته گروه ͷی (٢.٢) تبدیلات از G پارامتری ͷی گروه ͷی .٢.١.٢ تعریف

کنند. نͽاشت معادله همان از حل ͷی به را (١.٢) معادله از حل هر تبدیلات(٢.٢)

ODE١

PDE٢

٢٢



٢٣ معادلات تقارنهای .٢ فصل

شوند: مͬ نوشته صورت این به (٢.٢) تبدیلات از G گروه از ͷکوچ نهایت بͬ تبدیلات

t̄ ≈ t+ aτ(t, x, u), x̄ ≈ x+ aξ(t, x, u), ū ≈ u+ aη(t, x, u). (۴.٢)

شوند: مͬ ظاهر زیر شͺل به نیز G گروه های مولد و

X = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (۵.٢)

داریم: J(t, x, u) پذیر دیفرانسیل تابع هر روی عمل با و

X(J) = τ(t, x, u)
∂J

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂J

∂x
+ η(t, x, u)

∂J

∂u
.

مولد اگر شود. مͬ شناخته (١.٢) معادله از ͷکوچ نهایت بͬ عنوان به واقع در (١.٢) معادله با شده پذیرفته G گروه (۵.٢)از مولد

آورد: دست به را (٢.٢) تبدیلات توان مͬ زیر روش با باشیم داشته را (١.٢) گروه
dt̄

da
= τ(t̄, x̄, ū),

dx̄

da
= ξ(t̄, x̄, ū),

dū

da
= η(t̄, x̄, ū). (۶.٢)

هستند: زیر صورت به آغازی های شرط که

t̄|a=0 = t, x̄|a=0 = x, ū|a=0 = u. (٧.٢)

(٢.٢) معادله از و مشتق تغییر قاعده با دارند وجود (٣.٢) معادله در که ūt̄, ūx̄, ūx̄x̄ های کمیت (٣.٢)برگردیم. معادله به بیایید حال

نهایت بͬ صورت توان مͬ a پارامتر به نسبت تیلور سری استفاده با ūt̄, ūx̄, ūx̄x̄ برای حاصل عبارت توسیع با و آیند. مͬ دست به

آورد: دست به را آنها ͷکوچ

ūt̄ ≈ ut + aζ0(t, x, u, ut, ux),

ūx̄ ≈ ux + aζ1(t, x, u, ut, ux), (٨.٢)

ūx̄x̄ ≈ uxx + aζ2(t, x, u, ut, ux).

آیند: مͬ دست به زیر امتداد فرمول با ζ2, ζ1, ζ0 كه

ζ0 = Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ),

ζ1 = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ), (٩.٢)

ζ2 = Dx(ζ1)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ).

هستند: t, x به نسبت کلͬ مشتق دهنده نشان Dt, Dx اینجا

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ utx

∂

∂ux
,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ utx

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂ux
.



٢۴ معادلات تقارنهای .٢ فصل

داریم: (٣.٢) معادله در (٨.٢) و (۴.٢) جایͽذاری از

ūt̄ − F (t̄, x̄, ū, ūx̄, ūx̄x̄) ≈ ut − F (t, x, u, ux, uxx)

+ a(ζ0 −
∂F

∂uxx
ζ2 −

∂F

∂ux
ζ1 −

∂F

∂u
η − ∂F

∂x
ξ − ∂F

∂t
τ).

داریم (٣.٢) معادله ، (١.٢) معادله خاصیت با این بنابر

ζ0 −
∂F

∂uxx
ζ2 −

∂F

∂ux
ζ1 −

∂F

∂u
η − ∂F

∂x
ξ − ∂F

∂t
τ = 0. (١٠.٢)

(١.٢) معادله از ͷکوچ نهایت بͬ تقارنهای (١٠.٢)همه معادله شود. مͬ جایͽزین F (t, x, u, ux, uxx) با ut ، ζ2, ζ1, ζ0 در که

شود: مͬ نوشته زیر صورت به قراردادی طور به معادله این نامیم. مͬ مشخصه معادله را آن ما دلیل همین کند،وبه مͬ تعیین را

X(ut − F (t, x, u, ux, uxx))

∣∣∣∣
ut=F

= 0. (١١.٢)

است: اینͽونه دوم و اول مرتبه مشتق به (٣.٢) X عملͽر امتداد

X = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ ζ0

∂

∂ut
+ ζ1

∂

∂ux
+ ζ2

∂

∂uxx
.

معادله ͷی (١١.٢) آن ارز هم یا (١٠.٢) مشخصه معادله شود. مͬ جایͽزین F (t, x, u, ux, uxx) با ut اینͺه یعنͬ |ut=F نماد و

معادله های حل مجموعه پس است. τ(t, x, u), ξ(t, x, u), η(t, x, u) معلوم نا توابع حسب بر دوم مرتبه از خطͬ همͽن جزئͬ

عبارت .به است بسته لͬ کروشه به نسبت یعنͬ هست نیز لͬ جبر ͷی مشخصه معادله طرفͬ از . است برداری فضای ͷی مشخصه

هست نیز [X1, X2] آنها لͬ کروشه شامل باشد X2, X1 عملͽر دو هر شامل L اگر دیͽر

[X1, X2] = X1X2 −X2X1.

شود مͬ نوشته زیر صورت به جبر لͬ شرایط سپس ، باشد داشته را X1, · · · , Xr پایه و باشد البعد متناهͬ L = Lr اگر ویژه به

[Xα, Xβ ] = Cγ
αβXγ .

معادله چندین شامل دستͽاه ͷی به مشخصه معادله کنید توجه شوند. مͬ شناخته ساختاری ثوابت عنوان به Cγ
αβ ثابت ضرایب با که

ساده را تͺامل معادله تقارنهای محاسبه شد ارائه لͬ توسط که زیر لم است τ, ξ, η ناشناخته تابع سه دارای دستͽاه این شود. مͬ تجزیه

کند. مͬ

دارند: را زیر شͺل (١.٢) معادلات از (٢.٢) های تبدیل تقارنهای .٣.١.٢ لم

t̄ = f(t, a), x̄ = g(t, x, u, a), ū = h(t, x, u, a). (١٢.٢)

کرد. بررسͬ زیر صورت به را ͷکوچ نهایت بͬ تقارنهای توان مͬ یعنͬ این

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (١٣.٢)

شود: مͬ نوشته زیر صورت به امتداد فرمول (١٣.٢) های عملͽر برای

ζ0 = Dt(η)− uxDt(ξ)− τ ′(t)ut, ζ1 = Dx(η)− uxDx(ξ),

ζ2 = Dx(ζ1)− uxxDx(ξ) = D2
x(η)− uxD

2
x(ξ)− 2uxxDx(ξ). (١۴.٢)



٢۵ معادلات تقارنهای .٢ فصل

بیابیم را ٣زیر معادله های تقارن خواهیم مͬ مثال ͷی عنوان به .۴.١.٢ مثال

ut = uxx + uux. (١۵.٢)

دارد را زیر شͺل (١٠.٢) مشخصه معادله ، معادله این برای دارند. را (١٣.٢) شͺل ͷکوچ نهایت بͬ تقارنهای ٣.١.٢ لم مطابق

ζ0 − ζ2 − uζ1 − ηux = 0. (١۶.٢)

uxx + uux ζ2با در را ut دهیم. قرار صفر مساوی را uxx ضرایب خواهیم مͬ شود. مͬ داده (١۴.٢) های فرمول با ζ2, ζ1, ζ0 که

کنیم. مͬ جایͽزین

D2
x(ξ) = Dx(ξx + ξuux) = ξuuxx + ξuuu

2
x + 2ξxuux + ξxx,

D2
x(η) = Dx(ηx + ηuux) = ηuuxx + ηuuu

2
x + 2ηxuux + ηxx. (١٧.٢)

ηt + ηuuxx + ηuuux − uxξt − ξuuxuxx − ξuuu
2
x − τ ′(t)uxx − τ ′(t)uux

− ηuuxx − ηuuu
2
x − 2ηxuux − ηxx + ξuuxuxx + ξuuu

3
x + 2ξxuu

2
x

+ ξxxux + 2uxxξx + 2ξuuxxux − uηx − ηuuux + ξxuux + ξuuu
2
x − ηux = 0.

رسیم: مͬ زیر معادله به نهایت در و

2ξuux + 2ξx − τ ′(t) = 0.

دارد ͬͽبست t, x به فقط ξ که دهد مͬ نشان نخست معادله شود. مͬ شͺافته 2ξx − τ ′(t) = 0 و ξu = 0 معادله دو به معادله این

که دهد مͬ نتیجه دوم معادله از انتͽرال و

ξ =
1

2
τ ′(t)x+ p(t). (١٨.٢)

یابد: مͬ کاهش زیر صورت به (١۶.٢) مشخصه معادله حال D2
x(ξ) = 0 که داریم (١٨.٢) از

u2xηuu + [
1

2
τ ′(t)u+

1

2
τ ′′(t)x+ p′(t) + 2ηxu + η]ux + uηx + ηxx − ηt = 0.

شود: مͬ ͷیͺتف معادله سه به ux ضرایب دادن قرار صفر مساوی که�با

ηuu = 0,

1

2
(τ ′(t)u+ τ ′′(t)x) + p′(t) + 2ηxu + η = 0, (١٩.٢)

uηx+ηxx − ηt = 0.

شود مͬ اینͽونه (١٩.٢) دوم ومعادله η = σ(t, x)u+ µ(t, x) دهد مͬ نتیجه (١٩.٢) اول معادله

(
1

2
τ ′(t) + σ)u+

1

2
τ ′′(t)x+ p′(t) + 2σx + µ = 0.

Burgers٣



٢۶ معادلات تقارنهای .٢ فصل

نتیجه: در

σ = −1

2
τ ′(t), µ = −1

2
τ ′′(t)x− p′(t).

داریم: بنابراین

η = −1

2
τ ′(t)u− 1

2
τ ′′(t)x− p′(t). (٢٠.٢)

دهد: مͬ نتیجه سوم معادله (٢٠.٢)در جایͽذاری سرانجام
1

2
τ ′′′(t)u+ p′′(t) = 0.

پس τ ′′′(t) = 0, p′′(t) = 0 نتیجه در

τ(t) = C1t
2 + C2t+ C3, p(t) = C4t+ C5.

آوریم: مͬ دست به را مشخصه معادلات از زیر کلͬ حل انجام سر

τ(t) = C1t
2 + C2t+ C3,

ξ = C1tx+ C2x+ C4t+ C5,

η = (C1t+ C2)u− C1x− C4.

تولید زیر های عملͽر با L5 ۵-بعدی جبر لͬ از (١۵.٢) معادله از ͷکوچ نهایت بͬ تقارنهای نتیجه در است. Ci ثابت ۵ شامل که

شوند: مͬ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂x
− ∂

∂u
,

X4 = 2t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
− u

∂

∂u
, X5 = t2

∂

∂t
+ tx

∂

∂x
− (x+ tu)

∂

∂u
. (٢١.٢)

از (۵٧.١) های عملͽر کردن ،مرتب ها ویژگͬ دیͽر و ها جبر زیر Lr جبر لͬ ساختار دادن نشان برای راحت و ساده روش ͷی

است پادمتقارن (۵۶.١) لͬ کروشه چون است [Xi, Xj ] عبارت مقدار Xj و Xi سطر درایه که لͬ کروشه جدول در Lr پایه ͷی

های پايه با ۵-بعدی جبر لͬ مثال ͷی عنوان به بیایید است. صفر اصلͬ قطر روی مقدارش و است پادمتقارن نیز لͬ کروشه ،جدول

بͽیرید: نظ�ر در را (٢١.٢)

X1 X2 X3 X4 X5

X1 0 0 X2 2X1 X4

X2 0 0 0 X2 X3

X3 −X2 0 0 −X3 0
X4 −2X1 −X2 X3 0 2X5

X5 −X4 −X3 0 −2X5 0

لͬ كروشه :١.٢ جدول



٢٧ معادلات تقارنهای .٢ فصل

همان از دیͽر حل به را (١.٢) معادله از حلͬ (٢.٢) تبدیل پس باشد (١.٢) معادله توسط شده پذیرفته گروه ͷی G کنید فرض

کنند. مͬ تغییر تقارن گروه ͷی عمل تحت خودشان مجموعه درون در دیفرانسیل معادله ͷی های حل اینͺه یعنͬ این برد مͬ معادله

نامیم. مͬ ناوردا های حل گروه خاص طور به یا ناوردا های حل را آنها صورت این در که نͺنند تغیر ها حل است ممͺن همچنین

ناوردا های حل ٢.١.٢

ناوردای های حل گروه که رسیم مͬ چیزی آن به ما کند نͽاشت خودش به را حلͬ تبدیلات گروه ͷی اگر شد گفته قبلا́ که همانطور

معادله حل با آیند. مͬ دست به زیر صورت به X با شده تولید پارامتری ͷی گروه تحت ناوردا های حل شود مͬ نامیده معلوم

زیر خطͬ جزئͬ دیفرانسیل

X(J) ≡ τ(t, x, u)
∂J

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂J

∂x
+ η(t, x, u)

∂J

∂u
= 0.

آن مشخصه دستͽاه ویا
dt

τ(t, x, u)
=

dx

ξ(t, x, u)
=

du

η(t, x, u)
. (٢٢.٢)

تابعͬ عنوان به را ها ناوردا از ͬͺی توان مͬ سپس و آورد دست به را J1 = λ(t, x) و J2 = µ(t, x, u) مستقل ناوردای دو مͬ�توان

یعنͬ: برگزید دیͽری از

µ = ϕ(λ). (٢٣.٢)

برای معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷوی کرده محاسبه (١.٢) معادله در را u عبارت انجام سر کرد. حل u به نسبت (٢٣.٢)را معادله و

دهد. مͬ کاهش ͬͺی به را مستقل های متغییر تعداد روند این آورد دست به متغیر ͷی از ϕ(λ) ناشناخته تابع

را شود- مͬ تولید (٢١.٢) از X1 = ∂
∂t مولد با -که زمان تبدیلات تحت که (Burgers) معادله های حل بیایید .۵.١.٢ مثال

کند: مͬ راهنمایͬ زیر های حل به را ما ناوردایͬ شرط بیابیم.

u = Φ(x).

شود مͬ نوشته زیر صورت به Burgers معادله

Φ′′′ +ΦΦ′ = 0. (٢۴.٢)

داریم: ما گیری انتͽرال یͺبار با

Φ′ +
Φ2

2
= C1.

دست به و کنیم مͬ حل C1 = −ω2 < 0 و C1 = ν2 > 0 و C1 = 0 دادن قرار با را معادله این ما حال

آوریم مͬ

Φ(x) =
2

x+ C

Φ(x) = νth(C +
ν

2
x), (٢۵.٢)

Φ(x) = ωtg(C − ω

2
x).



٢٨ معادلات تقارنهای .٢ فصل

ها حل گروهͬ تبدیلات ٣.١.٢

کنید حل را (١.٢) معادله کنید فرض را u = Φ(t, x) تابع ͷی باشد (١.٢) معادله از متقارن تبدیلات گروه ͷی (٢.٢) کنید فرض

شود نوشته تواند مͬ نیز جدید های متغیر با بالا حل است متقارن تبدیل ͷی (٢.٢) چون

ū = Φ(t̄, x̄).

رسیم: مͬ زیر عبارت به (٢.٢) از ū, x̄, t̄ جایͽذاری با

h(t, x, u, a) = Φ(f(t, x, u, a), g(t, x, u, a)). (٢۶.٢)

. آورد دست به (١.٢) معادله از جدید های حل از پارامتری ͷی خانواده ͷی توان مͬ u به نسبت (٢۶.٢) معادله حل با

بͽیرید نظر در Burgersرا معادله دیͽر بار .۶.١.٢ مثال

ut = uxx + uux.

ببرید: کار به (٢١.٢) از X5 عملͽر با شده پذیرفته پارامتری ͷی گروه برای را بالا در شده داده توضیح روش

X5 = t2
∂

∂t
+ tx

∂

∂x
− (x+ tu)

∂

∂u
.

است: شده نوشته کامل طور به اینجا که کنیم مͬ پیدا را X5با شده تولید پارامتری ͷی گروه

dt̄

da
= t̄2, t̄|a=0 = t,

−→ dt̄

t̄2
= da⇒ −1

t̄
= a+ C → −1

t
= C,

−→ t̄ =
−1

C( a
C + 1)

=
t

(1− at)
.

شͺل: همین وبه

dx̄

da
= t̄x̄, x̄|a=0 = x,

dx̄

da
=

tx̄

1− at
⇒
∫
dx̄

x̄
=

∫
tda

1− at
,

=⇒ ln x̄ = − ln(1− at) + C ⇒ x̄ =
C2

1− at
⇒ x̄ =

x

1− at
.

داریم: دیͽر بار و

dū

da
= −(x̄+ t̄ū), ū|a=0 = u.

dū

da
= −

(
C2

1− at
+

t

1− at
ū

)
⇒ dū

C2 + tū
=

−da
1− at

,

→ u =
C

t
− C2

t
=⇒ ū = u(1− at)− ax.

پس

t̄ =
t

1− at
, x̄ =

C2

1− at
, ū = (1− at)u− ax. (٢٧.٢)



٢٩ معادلات تقارنهای .٢ فصل

توان مͬ Burgers معادله از u = Φ(t, x) معلوم معادله هر مورد در (٢۶.٢) معادله کاربردن به و (٢٧.٢) تبدیلات از استفاده با

آورد: دست به زیر های حل از پارامتری ͷی دستͽاه ͷی

u =
ax

1− at
+

1

1− at
Φ(

t

1− at
,

x

1− at
). (٢٨.٢)

ببریم: کار به (٢۵.٢) نخست ۴ ایستای حل به را (٢٨.٢) تبدیل بیایید

Φ(x) =
2

x+ C
, C = cosnt.

آوریم: دست به است وابسته a پارامتر به که را زیر ۵ ایستا غیر حل و

u =
ax

1− at
+

2

x+ C(1− at)
.

تقارن های گروه از تعریف سه ٢.٢

يافته توسعه رویه و رویه ١.٢.٢

بͽیرید نظر در را جبری مستقل های متغیر پردازیم. مͬ جدیدی نمادهای معرفͬ به ابتدا

x = {xi}, u = {uα}, u(1) = {uαi }, u(2) = {uαij}, · · · . (٢٩.٢)

یعنͬ باشند. متقارن ها اندیس در · · · , uαij های متغیر که شود مͬ فرض همچنین و i, j = 1, · · · , n و α = 1, · · · ,m که

عملͽر و uαij = uαji

Di =
∂

∂x
+ uαi

∂

∂uα
+ uαij

∂

∂uαj
+ · · · (i = 1, · · · , n). (٣٠.٢)

عملͽر این وقتͬ البته است. جمله متناهͬ نا تعداد ͷی از فرمولͬ جمع ͷی Di عملͽر شود. مͬ نامیده xi به نسبت کلͬ دیفرانسیل

کلͬ دیفرانسیل نتیجه در شود. مͬ متناهͬ کند، مͬ عمل است · · · , u(1), u, x مثل ها متغیر از متناهͬ تعداد شامل که تابع ͷی روی

متغیر که کردیم فرض ما اینͺه وجود با است. تعریف خوش · · · , u(1), u, x متغیر متناهͬ تعداد به وابسته توابع مجموعه روی Di

هستند وابسته زیر دیفرانسیلͬ روابط به آنها هستند جبری مستقل (٣٠.٢) های

uαi = Di(u
α), uαij = Dj(u

α
i ) = DjDi(u

α). (٣١.٢)

درپͬ پͬ های مشتق u(1), u(2) و شوند مͬ معرفͬ وابسته های متغیر عنوان به uα های متغیر و هستند مستقل متغیرهای xi متغیرهای

نامیم. مͬ بالاتر مراتب تا u مشتقات و x, u به وابسته دیفرانسیلͬ توابع فضای را A فضای همچنین ما هستند. آنها

( داد توسیع را آن آن، های آرگمان همه به نسبت تیلور سری از استفاده با بتوان که (تابعͬ موضعͬ تحلیلͬ تابع ͷی .١.٢.٢ تعریف

دیفرانسیلͬ تابع در شده ظاهر های مشتق از مرتبه بالاترین شود. مͬ نامیده دیفرانسیلͬ تابع ͷی (٢٩.٢) متغیر متناهͬ تعداد ͷی از

جمع با مجموعه این دهیم. مͬ نشان A با را متناهͬ های مرتبه همه از دیفرانسیلͬ توابع همه مجموعه شود. مͬ نامیده تابع این مرتبه

مهم ویژگͬ ͷی است. پذیر شرکت جبر ͷی شود، تعریف توابع معمولͬ ضرب با ضرب اگر و است برداری فضای ͷی توابع معمولͬ

است. بسته (٣٠.٢) کلͬ مشتق عمل تحت که است این A فضای از

stationary۴

non-stationary۵



٣٠ معادلات تقارنهای .٢ فصل

صورت به تبدیلات از گروه ͷی .٢.٢.٢ تعریف

x̄i = f i(x, u, a), f i|a=0 = xi, (٣٢.٢)

ūα = ϕα(x, u, a), ϕα|a=0 = uα. (٣٣.٢)

است اینͽونه G گروه مولد شود. مͬ نامیده وابسته و مستقل های متغیر فضای در ای نقطه تبدیلات گروه ͷی

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηα(x, u)

∂

∂uα
. (٣۴.٢)

که

ξα =
∂f i

∂a
|a=0, ηα =

∂ϕα

∂a
|a=0. (٣۵.٢)

(k = 1, · · · , s), Fk دیفرانسیلͬ توابع از ماکسیمم مرتبه ͷی p کنیم فرض و دلخواه دیفرانسیلͬ تابع ͷی Fk ∈ A کنیم فرض

بͽیرید نظر در زیررا معادلات دستͽاه باشد.

Fk(x, u, u(1), · · · , u(p)) = 0, k = 1, · · · , s. (٣۶.٢)

چنانچه کرد تلقͬ x توابع عنوان رابه uα های متغیر بتوان اگر

uα = uα(x), uαi =
∂uα(x)

∂xi
, · · · .

رسید. p مرتبه از معادلات معمولͬ مفهوم به توان مͬ سپس

سپس اند. (٣١.٢)وابسته دیفرانسیلͬ روابط به فقط که هستند تابعͬ مستقل متغیرهای · · · , u(1), u, x کنید فرض .٣.٢.٢ تعریف

دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی رویه که کند مͬ تعیین u(p), · · · , u(1), u, x مستقل متغیرهای فضای در رویه ͷی معادلات(٢.٣۵)

شود. مͬ نامیده (٣۶.٢)

بͽیرید، نظر در را آن های دیفرانسیل حاصل (٣۶.٢)و معادله رویه .۴.٢.٢ تعریف

Fk = 0, DiFk = 0, DiDjFk = 0, · · · . (٣٧.٢)

(٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات دستͽاه یافته یافته توسعه رویه کند مͬ صدق معادلات(٣٧.٢) در که (x, u, u(1), · · · ) نقاطͬ تمام

شود. مͬ داده نشان [F ] با و شود مͬ نامیده

هستند. صادق زیر شرط در دیفرانسیل معادلات که کنیم مͬ فرض ما البته

rank

∥∥∥∥∂Fk

∂xi
,
∂Fk

∂uα
,
∂Fk

∂uαi
, · · ·

∥∥∥∥ = s.

تقارن گروه از تعريف اولين ٢.٢.٢

کند. مͬ مطابقت ۶ تͺامل معادله ͷی از تعریف١.١.٢ با دیفرانسیل معادلات از دلخواه دستͽاه ͷی تقارن گروه از نخست تعریف

معادلات دستͽاه ببرد،آنͽاه دستͽاه همین از دیͽر به�حل را (٣۶.٢) دستͽاه از حلͬ هر (٣٣.٢) و تبدیلات(٣٢.٢) اگر تعریف٢.٢.۵.

یعنͬ دیفرانسیل معادلات های حل از منظور البته شود. مͬ نامیده ناوردا (٣٣.٢) و (٣٢.٢) تبدیلات گروه تحت (٣۶.٢) دیفرانسیل

evolution۶



٣١ معادلات تقارنهای .٢ فصل

باشد ناوردا G گروه تحت (٣۶.٢) معادلات دستͽاه اگر هستند. هموار توابع که uα = uα(x) شͺل به آن ͷکلاسی نمونه همان

شود. مͬ نامیده دستͽاه آن برای تقارن گروه ͷی عنوان به Gسپس،

تقارن گروه از تعریف دومین ٣.٢.٢

تبدیلات امتداد به نسبت دستͽاه، رویه اگر شود مͬ گفته ناوردا G گروه تحت (٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۶.٢.٢ تعریف

معادلات ناوردایͬ ͷمح و تعریف این با مطابق باشد. ناوردا رویه ͷی u(p), · · · , u(1) های مشتق به G گروه از (٣٣.٢) و (٣٢.٢)

آوریم. مͬ دست به دیفرانسیل معادلات دستͽاه های تقارن برای را زیر ͷکوچ نهایت بͬ ͷمح شد،ما عنوان ١١.١.١ قضیه با که

اگر: فقط و اگر پذیرد مͬ تقارن گروه عنوان به X مولد با را G ،گروه دیفرانسیل(٢.٣۶) معادلات دستͽاه .٧.٢.٢ قضیه

XpFk

∣∣∣∣
(36.2)

= 0 k = 1, · · · , s. (٣٨.٢)

عنوان به (٣٨.٢) معادله شود. مͬ گذاری مقدار (٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات از دستͽاه رویه یعنͬ |(2.36) Xو از p-ام Xpامتداد که

شود. مͬ شناخته مشخصه معادلات

Fk(x0, u0, · · · , u0(p)) = 0 یعنͬ باشد (٣۶.٢) دستͽاه رویه از نقطه ͷی Z0 = (x0, u0, · · · , u0(p)) که کنید فرض

طور به Z0 در (٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات آنͽاه،دستͽاه باشد داشته وجود Z0 نقطه از گذرنده حل ͷی اگر (k = 1, · · · , s) و

ͷی در که دارد وجود (٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات از u = h(x) حل ͷی یعنͬ دیͽر عبارت به شود. مͬ گفته پذیر حل موضعͬ

رویه از نقطه هر در ویژگͬ این اگر ضمن .در u0(p) =
∂p

∂xp
h(x0), · · · , u0 = h(x0) چنانچه شده تعریف x0 نقطه از ͬͽهمسای

دومین و اولین پذیر حل موضعاً دستͽاه هر برای که داد نشان توان مͬ شود. مͬ گفته پذیر حل موضعͬ طور به دستͽاه باشد برقرار

ارزند. هم تعریف

تقارن گروه از تعريف سومين ۴.٢.٢

ͷی فقط ۶.٢.٢ تعریف که بیاید پیش حالتͬ است ممͺن ، باشد فرامعین دستͽاه اگر یعنͬ نباشد پذیر حل موضعاً (٣۶.٢) دستͽاه اگر

و است شده پیشنهاد سومͬ تعریف بخش این در این بنابر کند. فراهم را آید مͬ دست به ۵.٢.٢ باتعریف که تقارن گروه از گروه زیر

است. شده اثبات فرامعین دیفرانسیل معادلات دستͽاه ناوردایͬ برای ͬͺکوچ بینهایت ͷمح ͷی نیز

امتداد به نسبت [F ] یافته توسیع رویه اگر شود مͬ گفته ناوردا G گروه تحت (٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات دستͽاه .٨.٢.٢ تعریف

شود. مͬ داده زیر صورت به ناوردایͬ برای ͷکوچ نهایت بͬ ͷمح باشد. ناوردا G از نهایت بͬ مرتبه

ناوردا G گروه تحت ٨.٢.٢ تعریف با (٣۶.٢) دیفرانسیل معادلات دستͽاه باشد. G گروه مولد ͷی X کنید فرض .٩.٢.٢ قضیه

باشند: صادق زیر معادلات اگر وفقط اگر است

X(p)Fk

∣∣∣∣
[F ]

= 0, k = 1, · · · , s. (٣٩.٢)

شوند. مͬ نامیده نیز فرامعین دستͽاه برای مشخصه معادلات (٣٩.٢) معادلات

چون ارزند هم تعریف سومین و اولین معین فرا های دستͽاه برای ارزند. هم تعریف سه هر پذیر حل موضعاً های دستͽاه برای

کند. مͬ فراهم تعریف سومین با شده داده تقارن گروه از گروه زیر ͷی فقط تعریف دومین



٣٢ معادلات تقارنهای .٢ فصل

بͽیرید: نظر در را زیر معین فرا دستͽاه .١٠.٢.٢ مثال

ut = (ux)
−4
3 uxx, νt = −3(ux)

−1
3 , νx = u. (۴٠.٢)

معادله اول است. p = 2 دارد وجود معادلات در که ای مرتبه بیشترین است. u, ν وابسته متغیر دو برای معادله سه از دستͽاه ͷی این

νxx, uxt, uxx, ux, ν, u, t, x های متغیر به دادن امتداد به توجه با (٣٨.٢) معادله چپ طرف کنیم. مͬ حل را (٣٨.٢) مشخصه

شود: مͬ تولید زیر های مولد توسط که رسیم مͬ ۶-بعدی جبر لͬ به مشخصه معادلات حل با دارد. ͬͽبست

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 =

∂

∂ν
, X4 =

∂

∂u
+ x

∂

∂ν
,

X5 = 4t
∂

∂t
+ 3u

∂

∂u
+ 3ν

∂

∂ν
, ,X6 = 2x

∂

∂x
− u

∂

∂u
+ ν

∂

∂ν
. (۴١.٢)

(٣٩.٢) مشخصه معادلات حال است. آمده دست به دوم تعریف با که است معادلات(۴٠.٢) برای ماکسیمال تقارن گروه جبر لͬ این

سپس کنیم. مͬ جایͽزین ux با را νxx ما این بنابر νxx = ux دهد مͬ نتیجه معادله(۴٠.٢) سومین از دیفرانسیل بͽیرید. نظر در را

٧-بعدی جبر لͬ (٣٩.٢) معین معادله حل با کند. مͬ گیر در را uxt, uxx, ux, ν, u, t, x های متغییر فقط (٣٠.٢) معادله چپ طرف

وبا آید مͬ دست به (۴١.٢) های عملͽر با شده تولید

x7 = x2
∂

∂x
+ xν

∂

∂ν
+ (ν − xu)

∂

∂u
. (۴٢.٢)

مͬ�کند. ایجاد دوم تعریف از بیشتر تقارن گروه ͷی تعریف٨.٢.٢ سومین این بنابر



٣ فصل

معادلات تقريبͬ های تقارن و تقريبͬ تبديلات گروه

مͬ سعͬ دوم و اول فصول در شده بیان مقدمات از گیری ͷکم با شود مͬ ارائه آن در نامه پایان اصلͬ مطلب واقع در که فصل این در

ناورداهای و دلخواه مرتبه از تقریبͬ گروه تقریبͬ، نمایͬ نͽاشت ، تقریبͬ معادلات ادامه در کنیم. تعریف را تقریبͬ تبدیلات گروه کنیم

تقارن یافتن برای الͽوریتم دو و شویم مͬ آشنا تقریبͬ معادلات با کنیم. مͬ تعریف کامل طور به مفید های مثال ارائه با را تقریبͬ

معادلاتͬ تقریبͬ تقارن یافتن برای الͽوریتمͬ ارائه با را فصل این در شده عنوان مطالب . کنیم مͬ بیان تقریبͬ معادلات تقریبͬ های

کنیم. بندی طبقه را معادلات این کنیم مͬ سعͬ و بریم مͬ پایان به utt + ϵut = (φ(u)ux)x شͺل به

تقریبͬ تبدیلات های گروه ١.٣

ها وتعریف نمادها ١.١.٣

این که است شده تشͺیل ϵ پارامتر ͷی و x = (x1, x2, · · · , xn) متغییر n از که داریم وکار سر f(x, ϵ) توابع با ما فصل این در

اگر هستند. پیوسته X, ϵ در آنها بالاتر مرتبه های مشتق و توابع این شود مͬ گرفته نظر در ϵ = 0 ͬͽهمسای ͷی در موضعاً پارامتر

کند صدق روبرو شرط در f(x, ϵ) تابع ͷی

lim
ϵ→0

f(x, ϵ)

ϵp
= 0.

دیͽری صورت به را بالا شرط شود. مͬ گفته ϵp از کمتر مرتبه از f صورت این در و شود. مͬ نوشته f(x, ϵ) = O(ϵp) صورت به

که دارد وجود C > 0 ثابت ͷی گوییم مͬ کرد، بیان توان مͬ نیز

|f(x, ϵ)| ⩽ C|ϵ|p+1.

که: دارد وجود ϵ = 0 ͬͽهمسای ͷی در φ(x, ϵ) تحلیلͬ تابع ͷی گفت توان مͬ معادل طور یابه

f(x, ϵ) = ϵp+1φ(x, ϵ).

باشیم داشته اگر

f(x, ϵ)− g(x, ϵ) = O(ϵp).

٣٣
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شود مͬ نوشته نیز زیر صورت به و شوند مͬ گفته مساوی تقریباً ( O(ϵp) خطای ͷی (با f, g توابع آنͽاه

f(x, ϵ) = g(x, ϵ) +O(ϵp).

هم کلاس توان مͬ کند. مͬ تعریف ارزی هم رابطه ͷی شد تعریف بالا در که تقریبͬ تساوی . f ≈ g نوشت اختصار به توان مͬ یا

نظر در را f(x, ϵ) تابع ͷی . f ≈ g اگر وفقط اگر هستند کلاس ͷی اعضای g(x, ϵ)و f(x, ϵ) که کرد تعریف اینͽونه را ارزی

کنید فرض بͽیرید

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x).

g ≈ f تابع هر سپس است. آمده دست به ϵ توانهای در ϵ = 0 حول f(x, ϵ) تیلور بسط از که است p درجه از تقریبͬ ای جمله چند

دارد: اینͽونه شͺل f تابع خود حتͬ

g(x, ϵ) = f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x) +O(ϵp).

تابع نتیجه در

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x).

با f(x, ϵ) ≈ g(x, ϵ) توابع از ارزی هم ،کلاس این بنابر شود. مͬ نامیده f شامل توابع ارزی هم کلاس از متعارف نمایش ͷی

تبدیلات های گروه تئوری در که است این واقعیت آید. مͬ دست به f0(x), f1(x), · · · , fp(x) تابع p+ 1 مجموعه کردن مرتب

شود: مͬ گرفته نظر در a گروهͬ پارامتر و x به وابسته هموار برداری توابع از مرتب های مجموعه تقریبͬ

f0(x, a), f1(x, a), · · · , fp(x, a).

مختصاتͬ توابع با

f i0(x, a), f
i
1(x, a), · · · , f ip(x, a), i = 1, · · · , n.

کنیم: مͬ تعریف را تقریبͬ تبدیلات از G پارامتری ͷی خانواده حال

x̄i ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a) + · · ·+ ϵpf ip(x, a) i = 1, · · · , n. (١.٣)

پذیر وارون تبدیلات کلاس مانند برد. مͬ x̄ = (x̄1, · · · , x̄n) ∈ Rn نقاط به را x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn نقاط که

x̄ = f(x, a, ϵ). (٢.٣)

چنانچه f = f(f1, · · · , fn) برداری توابع با

f i(x, a, ϵ) ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a) + · · ·+ ϵpf ip(x, a) i = 1, · · · , n.

داریم: را زیر شرط ضمن در و است حقیقͬ پارامتر ͷی a اینجا

f(x, 0, ϵ) ≈ x.

و شود مͬ تعریف a = 0 ͷکوچ ͬͽهمسای ͷی در a مقدار هر برای نیز اینجا کردیم تعریف دوم فصل در که (٢.٢) تبدیل علاوه به

. a = 0 دهد مͬ نتیجه f(x, a, ϵ) ≈ x معادله ͬͽهمسای این در که این

اگر شود مͬ نامیده پارامتری ͷی تقریبͬ تبدیلات گروه (١.٣) تبدیلات مجموعه تقريبͬ). (تبديلات ١.١.٣ تعریف

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ).
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است. برقرار این (٢.٣) تبدیلات همه برای

کرد. جایͽزین g ≈ f مثل دیͽری تابع هر با را f توان مͬ باشد لازم ،هرجا لͬ گروه تئوری برعͺس اینجا .٢.١.٣ ملاحظه

گیریم. مͬ نظر در را زیر توابع و n = 1 کنیم فرض .٣.١.٣ مثال

f(x, a, ϵ) = x+ a(1 + ϵx+
1

2
ϵa),

g(x, a, ϵ) = x+ a(1 + ϵx)(1 +
1

2
ϵa).

،یعنͬ هستند مساوی دقت مرتبه اولین در آنها

g(x, a, ϵ) = f(x, a, ϵ) + ϵ2φ(x, a), φ(x, a) =
1

2
a2x.

حقیقت در کنند مͬ صدق تقریبͬ گروه ویژگͬ در و

f(g(x, a, ϵ), b, ϵ) = g(x, a, ϵ) + b(1 + ϵg(x, a, ϵ) +
1

2
ϵb)

= x+ a(1 + ϵx)(1 +
1

2
ϵa) + b[1 + ϵx+ ϵa(1 + ϵx)(1 +

1

2
ϵa) +

1

2
ϵb]

= x+ (a+ b)[1 + ϵx+
1

2
(a+ b)] + ϵ2φ(x, a, b, ϵ),

f(g(x, a, ϵ), b, ϵ) = f(x, a+ b, ϵ) + ϵ2φ(x, a, b, ϵ).

است. φ(x, a, b, ϵ) = 1
2a(ax+ ab+ 2bx+ ϵabx) که

است. اول مرتبه دیفرانسیلͬ خطͬ های عملͽر کلاس شود مͬ داده (٢.٣) با که G تقریبͬ گروه ͷی مولد

X = ξi(x, ϵ)
∂

∂xi
. (٣.٣)

طوریͺه: به

ξi(x, ϵ) ≈ ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x).

آیند: مͬ دست به اینͽونه ξ0, ξ1, · · · , ξp برداری های میدان که

ξiν(x) =
∂f iν(x, a)

∂a
|a=0, ν = 0, · · · , p; i = 1, · · · , n.

است: زیر صورت به تقریبͬ گروه مولد پس

X ≈ (ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x))
∂

∂xi
.

کنیم: مͬ بیان را آن زیر ساده صورت به بعد به ازین که

X = (ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x))
∂

∂xi
. (۴.٣)

p = 1 دادن قرار با نیز و شود مͬ گرفته نظر در p ⩾ 1 دلخواه مرتبه ͷی از O(ϵp) خطای ͷی با ها ،برابری تئوری های بحث در

شوند. مͬ تر ساده ها عبارت
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لͬ تقریبͬ معادلات ٢.١.٣

بͽیرید: نظر در ، باشند زیر شͺل به (١.٣) معادلات طوریͺه ،به دقت اول مرتبه در را پارامتری ͷی تقریبͬ تبدیل های گروه

x̄i ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a), i = 1, · · · , n. (۵.٣)

کنید فرض

X = X0 + ϵX1. (۶.٣)

که باشد شده داده تقریبͬ عملͽر ͷی

X0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, X1 = ξi1(x)

∂

∂xi
.

باشد: مͬ زیر مختصات با x̄ = x̄0 + ϵx̄1 نقاط به x نقاط از متناظر(٣.۵) تقریبͬ تبدیل

x̄i = x̄i0 + ϵx̄i1. (٧.٣)

داریم: که

x̄i0 = f i0(x, a), x̄i1 = f i1(x, a).

شوند مͬ تعیین زیر بامعادلات

dx̄i0
da

= ξi0(x̄0), x̄i0|a=0 = xi, i = 1, · · · , n, (٨.٣)

dx̄i1
da

=

n∑
k=1

∂ξi0(x)

∂xk
|x=x̄0 x̄

k
1 + ξi1(x̄0), x̄i1|a=0 = 0. (٩.٣)

تبدیلات توان مͬ معادلات این ͷکم با باشیم داشته را مولد اگر پس شود. مͬ نامیده لͬ تقریبͬ معادلات (٩.٣) و (٨.٣) معادلات

کرد. خواهیم ذکر مثال چند قضیه دو بیان از بعد ادامه در کرد. تعیین را

مͬ صدق زیر شرط در هستند تحلیلͬ (x0, 0) نقطه از ͬͽهمسای ͷی در که g(x, ϵ) و f(x, ϵ) توابع که کنید فرض .۴.١.٣ قضیه

کنند:

g(x, ϵ) = f(x, ϵ) +O(ϵp).

باشند: زیر های مساله از هایͬ جواب ترتیب به x̄ = x̄(t, ϵ) و x = x(t, ϵ) که کنید فرض نیز و

dx

dt
= f(x, ϵ), x|t=0 = α(ϵ),

dx̄

dt
= g(x̄, ϵ), x̄|t=0 = β(ϵ).

سپس β(ϵ) = α(ϵ) +O(ϵp) و α(0) = β(0) = x0 که

x̄(t, ϵ) = x(t, ϵ) +O(ϵp).



٣٧ معادلات تقريبͬ های تقارن و تقريبͬ تبديلات گروه .٣ فصل

گیریم. مͬ نظر در را ١ کوشͬ تقارن مساله

dx

dt
≈ f(x, ϵ),

x|t=0 ≈ α(ϵ).

کرد. بازنویسͬ زیر صورت به را معادله توان مͬ
dx

dt
= g(x, ϵ) با g(x, ϵ) ≈ f(x, ϵ).

کرد بازنویسͬ اینͽونه توان مͬ نیز را شرط و

x|t=0 = β(ϵ) با β(ϵ) ≈ α(ϵ).

اولیه جواب با که دیͽری جواب هر کوشͬ مساله برای جواب ͷی وجود صورت در یعنͬ دهد. مͬ نتیجه را حل یͺتایͬ قضیه این

است. مساله این از جواب ͷی نیز O(ϵp) مرتبه از خطای ͷی با البته باشد برابر تقریبا

دهند: مͬ تشͺیل زیر مماس برداری میدان با تقریبͬ گروه ͷی (٢.٣) تبدیلات که کنید فرض .۵.١.٣ قضیه

ξ(x, ϵ) ≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
|a=0.

کند مͬ صدق زیر خاصیت در f(x, a, ϵ) تابع سپس
∂f(x, a, ϵ)

∂a
≈ ξ(f(x, a, ϵ), ϵ).

کوشͬ تقریبͬ مساله از x′ = f(x.a, ϵ) ،حل ξ(x, ϵ) هموار تابع هر ،برای برعͺس

dx′

da
≈ ξ(x′, ϵ),

x′|a=0 ≈ x.

کند. مͬ تعیین a گروهͬ پارامتر با پارامتری ͷی گروه ͷی

است. لͬ تقریبͬ معادله همان کوشͬ تقریبͬ مساله که نیست ضرر بͬ نͺته این یادآوری البته

تبدیلات از تقریبͬ گروه ͷی f(x, a, ϵ) که کنید فرض کنیم. مͬ اثبات را رفت طرف ابتدا اثبات.

داریم: ١.١.٣ تعریف بنابر آنͽاه دهد. مͬ x′ = f(x, a, ϵ)

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ),

⇒ f(f(x, a, ϵ), 0, ϵ) +
∂f(f(x, a, ϵ), b, ϵ)

∂b

∣∣∣∣
b=0

.b+O(b)

≈ f(x, a, ϵ) +
∂f(x, a, ϵ)

∂a
.b+O(b).

طرف دو تقسیم و قضیه فرض نیز و f(x, 0, ϵ) ≈ x که مطلب این از استفاده با است. b به نسبت دقت اول مرتبه در بالا عبارت البته

Cauchy١
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داریم: صفر سمت به حاصل عبارت دادن میل نهایت در و b بر اخیر عبارت

f(x, a, ϵ) + ξ(f(x, a, ϵ), ϵ).b+O(b),

≈ f(x, a, ϵ) +
∂f(x, a, ϵ)

∂a
.b+O(b),

b بر تقسيم با ξ(f(x, a, ϵ), ϵ) + O(b)

b
≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
+
O(b)

b
,

=⇒ ξ(f(x, a, ϵ), ϵ) ≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
.

برای است. کوشͬ تقریبͬ مساله از حل ͷی x′ = f(x, a, ϵ) تابع که کنید فرض برگشت اثبات برای شد. اثبات رفت طرف پس

کنیم بررسͬ را زیر تقریبͬ شرط است ،کافͬ کند مͬ تعیین تقریبͬ گروه ͷی f(x, a, ϵ) اینͺه اثبات

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ).

ثابت x, a در توابع دهیم.(این مͬ نشان (b, ϵ) از توابعͬ عنوان به را k′(b, ϵ) و k(b, ϵ) رابا بالا عبارت راست طرف و چپ طرف

کنند: مͬ صدق کوشͬ تقریبͬ مساله در آنها برگشت فرض به توجه با هستند.)

∂k

∂b
≈ ξ(k, ϵ), k|b=0 ≈ g(x, a, ϵ),

∂k′

∂b
≈ ξ(k′, ϵ), k′|b=0 ≈ g(x, a, ϵ).

نتیجه را نظر مورد تقریبͬ شرط این و داریم را k(b, ϵ) ≈ k′(b, ϵ) تقریبͬ تساوی و است یͺتا جواب این ١.١.٣ قضیه به توجه با حال

دهد. مͬ

کنید فرض نیز و باشد n = 1 کنید فرض .۶.١.٣ مثال

X = (1 + ϵx)
∂

∂x
.

شوند: مͬ نوشته زیر صورت به (٩.٣) و (٨.٣) معادلات و ξ1(x) = x و ξ0(x) = 1 اینجا

dx̄0
da

= 1, x̄0|a=0 = x,

dx̄1
da

= x̄0, x̄1|a=0 = 0.

داریم: آنها حل با و

∫
dx̄0 =

∫
da⇒ x̄0 = a+ C ⇒ x̄0 = a+ x,

dx̄1
da

= x̄0 ⇒
∫
dx̄1 =

∫
(a+ C)da,

=⇒ x̄1 =
a2

2
+ ax+ C ⇒ x̄1 = ax+

a2

2
.
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است: اینͽونه تقریبͬ تبدیل گروه نتیجه در

x̄ ≈ x+ a+ ϵ(ax+
a2

2
).

است: ϵ به نسبت بسط با تیلور سری در اولیه جملات وضوح به فرمول این

x̄ ≈ x exp(aϵ) +
exp(aϵ−1)

ϵ
= (x+ a) + a(x+

a

2
)ϵ+

a2

2
(x+

a

3
)ϵ2 + · · · .

بͽیرید: نظر در را زیر مولد و باشد n = 2 کنید فرض .٧.١.٣ مثال

X = (1 + ϵx2)
∂

∂x
+ ϵxy

∂

∂y
.

شوند: مͬ نوشته زیر صورت به (٩.٣) و (٨.٣) معادلات و ξ1(x, y) = (x2, xy) و ξ0(x, y) = (1, 0) اینجا

dx̄0
da

= 1,
dȳ0
da

= 0, x̄0|a=0 = x, ȳ0|a=0 = y,

dx̄1
da

= (x̄0)
2,

dȳ1
da

= x̄0ȳ0, x̄1|a=0 = 0, ȳ1|a=0 = 0.

داریم: گیری انتͽرال با

⇒ x̄0 = x+ a, ȳ0 = y,

⇒ x̄1 =

∫
(x+ a)2da =

∫
(x2 + 2ax+ a2)da,

x̄1 = ax2 + a2x+
a3

3
,

⇒ ȳ1 =

∫
(xy + ay)da,

ȳ1 = xya+
a2

2
y.

داریم: را زیر تقریبͬ گروه پس

x̄ ≈ x+ a+ ϵ(ax2 + a2x+
a3

3
),

ȳ ≈ y + ϵ(axy +
a2

2
y).

بیابیم: زیر مولد برای را تقریبͬ تبدیل گروه و کنیم حل را لͬ تقریبͬ معادلات خواهیم مͬ نیز مثال این در .٨.١.٣ مثال

X = (t+
ϵ

6
t2)

∂

∂t
− (u+

ϵ

3
tu)

∂

∂u
. (١٠.٣)

شوند: مͬ نوشته زیر صورت به لͬ تقریبͬ معادلات پس ξ1(t, u) = ( 16 t
2, −1

3 tu) و ξ0(t, u) = (t,−u) اینجا در

dt̄0
da

= t̄0, t̄0|a=0 = t,

dū0
da

= −ū0, ū0|a=0 = u.
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داریم نیز و

dt̄1
da

=
1

6
t̄0, t̄1|a=0 = 0,

dū1
da

=
−1

3
t̄0ū0, ū1|a=0 = 0.

داریم: آنها از گیری انتͽرال با که

ln t̄0 = a+ C ⇒ ln t = C ⇒ t̄0 = expa+t,

ln ū0 = C − a⇒ ū0 = expu−a .

و

dt̄1
da

=
1

6
(expa+t) ⇒ t̄1 =

∫
(
1

6
expa+t)da⇒ t̄1 =

1

6
expa+t,

dū1
da

=
1

3
(expa+t)(expu−a) =⇒ ū1 =

1

3
expt+u a.

شود: مͬ اینͽونه تقریبͬ تبدیلات گروه پس

t̄ ≈ expa+t +ϵ
1

6
expa+t,

ū ≈ expu−a +ϵ
1

3
expt+u a.

تقریبͬ نمایͬ نͽاشت ٣.١.٣

نمایͬ نͽاشت روش به که دارد وجود تقریبͬ گروه مولد از استفاده با تقریبͬ تبدیلات گروه آوردن دست به برای نیز دیͽر روش ͷی

پردازیم. مͬ آن به زیر در که است معروف

شده داده عملͽر ͷی .٩.١.٣ قضیه

X = X0 + ϵX1. (١١.٣)

که ϵ ͷکوچ پارامتر ͷی با

X0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, X1 = ξi1(x)

∂

∂xi
. (١٢.٣)

کند: مͬ تولید را زیر متناظر تقریبͬ تبدیل گروه

x̄i = x̄i0 + ϵx̄i1, i = 1, · · · , n. (١٣.٣)

شوند: مͬ تعیین زیر معادلات با که

x̄i0 = exp(aX0)(xi), x̄i1 =≪ aX0, aX1 ≫ (x̄i0), i = 1, · · · , n. (١۴.٣)
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که

expaX0 = 1 + aX0 +
a2

2!
X2

0 +
a3

3!
X3

0 + · · · . (١۵.٣)

و

≪ aX0, aX1 ≫= aX1 +
a2

2!
[X0, X1] +

a3

3!
[x0, [x0, x1]] + · · · . (١۶.٣)

مͬ دست به زیر نمایͬ نͽاشت با که کند مͬ تولید پارامتری ͷی تقریبͬ تبدیل گروه X = X0 + ϵX1 تقریبͬ عملͽر دیͽر عبارت به

آید.

x̄i = (1 + ϵ≪ aX0, aX1 ≫) expaX0(xi) i = 1, · · · , n. (١٧.٣)

عملͽر(١١.٣) جایͽذاری با اثبات.

X0 + ϵX1.

که: داریم اول فصل از (١٣.١) تعریف به توجه با نیز و

exp(X0+ϵX1) = 1 + a(X0 + ϵX1) +
a2

2!
(X0 + ϵX1)

2 +
a3

3!
(X0 + ϵX1)

3 + · · · .

آوریم: مͬ دست به را ϵ در ͷی درجه از جملات ما حالا

expa(X0+ϵX1) ≈ 1 + aX0 +
a2

2!
X2

0 +
a3

3!
X3

0 + · · ·+ ϵ{aX1

+
a2

2!
(X0X1 +X1X0) +

a3

3!
(X2

0X1 +X0X1X0 +X1X
2
0 )

+
a4

4!
(X3

0X1 +X2
0X1X

2
0 +X1X

3
0 ) + · · · }. (١٨.٣)

زیر های جایͽذاری با

X0X1 = X1X0 + [X0, X1],

X2
0X1 +X0X1X0 = 2X1X

2
0 + 3[X0, X1]X0 + [X0, [X0, X1]], · · · .

کنیم مͬ بازنویسͬ زیر صورت به را (١٨.٣) معادله حالا و

expa(X0+ϵX1) ≈ 1 + aX0 +
a2

2!
X2

0 +
a3

3!
X3

0 + · · ·

+ ϵ{aX1

(
1 + ax0 +

a2

2!
X2

0 +
a3

3!
x30 + · · ·

)
+
a2

2!
[X0, X1]

(
1 + aX0 +

a2

2!
X2

0 +
a3

3!
X3

0 + · · ·
)

+
a3

3!
[X0, [X0, X1]]

(
1 + aX0 +

a2

2!
X2

0 +
a3

3!
X3

0 + · · ·
)
+ · · · }.

داریم: نمایͬ نͽاشت از استفاده با رو این از

expa(X0+ϵX1) ≈ (1 + ϵ≪ aX0, aX1 ≫) expaX0 . (١٩.٣)
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شده محاسبه ϵ به نسبت دقت اول مرتبه در و شده نوشته (١١.٣) عملͽر برای که x̄i = expaX(xi) نمایͬ نͽاشت دیͽر عبارت به

کند. مͬ کامل را برهان این و رسیم مͬ (١۴.٣) معادله به (١٣.٣) محاسبه با دارد. را (١٧.٣) صورت

اینجا آوریم. دست به را X = (1 + ϵx) ∂
∂x عملͽر تقریبͬ تبدیل گروه ٣.١.٣ قضیه از استفاده با بیایید حال .١٠.١.٣ مثال

این بنابر X0 = ∂
∂x و X1 = x ∂

∂x

X0(x) = 1, X2
0 (x) = X3

0 (x) = · · · = 0.

و

[X0, X1] =
∂

∂x
= X0,

[X0, [X0, X1]] = [X0, X0] = 0, · · · .

نتیجه در

x̄0 = expaX0(x) = x+ a,

≪ aX0, aX1 ≫=

(
aX +

a2

2!

)
∂

∂x
.

پس

x̄1 =≪ aX0, aX1 ≫ (x̄0) =

(
ax+

a2

2!

)
∂

∂x
(x+ a) = ax+

a2

2!
,

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(
ax+

a2

2!

)
.

داریم حالت این در ببریم. کار به ٣.١.٣ مثال عملͽر مورد در را ٣.١.٣ قضیه بیایید دیͽر مثال ͷی عنوان به .١١.١.٣ مثال

X0 =
∂

∂x
, X1 = x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

توضیح کامل طور به عملیات این بار ͷی داریم را زیر نتایج پس X0(x) = 1, X2
0 (x) = X3

0 (x) = · · · = 0 چون این بنابر
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کنیم. مͬ پرهیز جزئیات بیان از ها مثال سایر در و شوند مͬ داده

x̄0 = expaX0(x)

=(1 + aX0 +
a2

2!
X2

0 +
a3

3!
X3

0 + · · · )(x)

=((x) + aX0(x) +
a2

2!
X2

0 (x) +
a3

3!
X3

0 (x) + · · · )

=x+ a,

[X0, X1] =
∂

∂x
(x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
)− (x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
)
∂

∂x
,

= 2x∂x + x2∂2x + y∂y + xy∂xy − x2∂2x − xy∂xy

= 2x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

داریم نیز و

[X0, [X0, X1]] = ∂x(2x∂x + y∂y)− (2x∂x + y∂y)∂x

= 2∂x + 2x∂2x + y∂xy − 2x∂2x − y∂xy

= 2∂x = 2X0.

داریم ترتیب همین به و است. ∂
∂x همان ∂x کاربردن به از منظور اینجا که است واضح البته

[X0, [X0, [X0, X1]]] = 0, · · · .

(١۶.٣)داریم فرمول از استفاده با و

≪ aX0, aX1 ≫ = aX1 +
a2

2!

(
2x

∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
+ 2

a3

3!

∂

∂x

=

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
∂

∂x
+

(
axy +

a2

2
y

)
∂

∂y
.

نتیجه در و

x̄1 =≪ aX0, aX1 ≫ (x̄0) =

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
∂

∂x
(x+ a),

ȳ1 =≪ aX0, aX1 ≫ (ȳ0) =

(
axy +

a2

2
y

)
∂

∂y
(y).

گیریم مͬ نتیجه درنهایت که

x̄1 = ax2 + a2x+
a3

3
, ȳ1 = axy +

a2

2
y.
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رسیم: مͬ ٣.١.٣ مثال نتیجه به نیز روش این با ما این بنابر

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
,

ȳ ≈ y + ϵ

(
axy +

a2

2
y

)
.

بریم. مͬ پایان به را بخش این تر کامل مثال ͷی با حال

بͽیرید: نظر در را زیر عملͽر .١٢.١.٣ مثال

X = (1 + ϵ[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2])
∂

∂x1
+ 2ϵx1

(
x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)
.

داریم: زیر صورت به را X = X0 + ϵX1اینجا در

X0 =
∂

∂x1
,

X1 = ((x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2)
∂

∂x1

+ 2x1
(
x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)
.

کند مͬ تولید را زیر تبدیل گروه X0 عملͽر

X0(x
1) = 1, X2

0 (x
1) = X3

0 (x
1) = · · · = 0,

x̄10 = expaX0(x1) = x1 + a,

x̄j0 = xj , j = 2, 3, 4.

داریم نیز و

[X0, X1] = 2

(
x1 +

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)
,

[X0, [X0, X1]] = 2
∂

∂x1
, [X0, [X0, [X0, X1]]] = 0, . · · · .

گیرد: مͬ را زیر شͺل (١۶.٣) معادله نتیجه در

≪ aX0, aX1 ≫ =

(
[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +

1

3
a3
)

∂

∂x1

+ (2ax1 + a2)

(
x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)
.
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که دهد مͬ نتیجه (١۴.٣) این بنابر

x̄11 =≪ aX0, aX1 ≫ (x̄10) = [(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +
1

3
a3,

x̄j1 = (2ax1 + a2)xj , j = 2, 3, 4.

رسیم مͬ زیر تقریبͬ تبدیل گروه به ما و

x̄1 ≈ x̄10 + ϵx̄11 = x1 + a+ ϵ

(
[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +

1

3
a3
)
,

x̄j ≈ x̄j0 + ϵx̄j1 = xj + ϵ(2ax1 + a2)xj , j = 2, 3, 4.

دلخواه� p با O(ϵp) مرتبه از تقريبͬ گروه ۴.١.٣

F (y0 + صورت به تابع (ϵ به (نسبت اوليه بخش برای فرمول يك به دلخواه)ما p O(ϵ)با تقريبͬ(ازمرتبه گروه يك ساختن برای

است: زير صورت به آن تيلور بسط كه داريم. ϵy1نياز + · · ·+ ϵpyp)

F (y0 + ϵy1 + · · ·+ ϵpyp) = F (y0) +

p∑
|σ|=1

1

σ
F (σ)(y0)(ϵy1 + · · ·+ ϵpyp)

σ +O(ϵp). (٢٠.٣)

داریم: كه

F (σ) =
∂|σ|F

(∂z1)σ1 · · · (∂zN )σN
, (ϵy1 + · · ·+ ϵpyp)

σ =

N∏
k=1

(ϵyk1 + · · ·+ ϵpykp)
σk . (٢١.٣)

σ1, · · ·σN های انديس و σ! = σ1! · · ·σN ! و |σ| = σ1+ · · ·+σNو است گانه چند انديس σيك = (σ1, · · · , σN ) اينجا در

كنيم: مͬ متمايز ϵp مرتبه تا را جملات ما عبارت آخرين در چرخند. Pمͬ تا صفر از

N∏
k=1

(ϵyk1 + · · ·+ ϵpykp)
σk =

N∏
k=1

(
p∑

i1,··· ,iσk
=1

yki1 · · · y
k
iσk
ϵi1+···+iσk

)

≈
N∏

k=1

(
p∑

νk=σk

ϵνk

∑
i1+···+iσk

=νk

yki1 · · · y
k
iσk

)
≡

N∏
k=1

p∑
νk=σk

ϵνkyk(νk)

≈
∑
j=|σ|

ϵj

( ∑
ν1+···+νN=j

y1(ν1)
· · · yN(νN )

)
≡

p∑
j=|σ|

ϵj
∑
|ν|=j

y(ν). (٢٢.٣)

شوند مͬ معرفͬ زير در نمادها كه

yk(νk)
≡

∑
i1+···+iσk

=νk

yki1 · · · y
k
iσk
, y(ν) = y1(ν1)

· · · yN(νN ). (٢٣.٣)

گانه چند انديس به وابسته گانه چند انديس يك ν = ν(σ) = (ν1, · · · , νN ) و چرخند مͬ p تا 0 از i1, · · · , iσk
های انديس كه

باقيمانده های انديس از يك هر و نداريم ν در را νs متناظر انديس باشد،سپس صفر مساوی σ در σs انديس اگر روش اين در است. σ

چنانچه ν = (ν2, ν3) داريم ما σ2, σ3 ̸= 0 با σ = (0, σ2, σ3, 0, · · · , 0) انديس در مثال برای گيرند. مͯ را p تا σk مقدار νk

بخش برای رسيم مͬ زير فرمول به ما j و σ روی ها جمع كردن جا جابه (٢٠.٣) در (٢٢.٣) جايͽذاری با . y(ν) = y2(ν2)
y3(ν3)
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داريم: اوليه

F (y0 + ϵy1 + · · ·+ ϵpyp) = F (y0) +

p∑
j=1

ϵj
j∑

|σ|=1

1

σ!
F (σ)(y0)

∑
|ν|=j

y(ν) +O(ϵP ). (٢۴.٣)

مثال، برای شود. مͬ استفاده و (٢١.٣) نمادهای از آن در كه

F (y0 + ϵy1 + ϵ2y2 + ϵ3y3)

= F (y0) + ϵ
N∑

k=1

∂F (y0)

∂zk
yk1

+ ϵ2
( N∑

k=1

∂F (y0)

∂zk
yk2 +

1

2

N∑
k=1

N∑
l=1

∂2F (y0)

∂zk∂zl
yk1y

l
1

)

+ ϵ3
( N∑

k=1

∂F (y0)

∂zk
yk3 +

1

2

N∑
k=1

N∑
l=1

∂2F (y0)

∂zk∂zl
× (yk1y

l
2 + yl1y

k
2 )

+
1

3!

N∑
k=1

N∑
l=1

N∑
m=1

∂2F (y0)

∂zk∂zl∂zm
yk1y

l
1y

m
1

)
+O(ϵ3).

داريم. نياز زير عبارت برای (٢۴.٣)نيز فرمول از تعميم يك به ما
p∑

i=0

ϵiFi(Y0 + ϵy1 + · · ·+ ϵpyp).

اختصار برای زير نماد معرفͬ نيز و Fi هر برای (٢۴.٣) فرمول از استفاده با

τj,i =

j∑
|σ|=1

1

σ!
F

(σ)
i (y0)

∑
|ν|=j

y(ν).

داريم: ما

p∑
i=0

ϵiFi(y0+ϵy1 + · · ·+ ϵpyp) ≈
p∑

i=0

ϵi

[
Fi(y0) +

p∑
j=1

ϵjτj,i

]

≈
p∑

i=0

ϵiFi(y0) +

p−1∑
i=0

p−i∑
j=1

ϵi+jτj,i.

شوند. مͬ استفاده جمله ϵدرآخرين توان به نسبت دلخواه مرتبه تا تبديلات البته
p−1∑
i=0

p−i∑
j=1

ϵi+jτj,i =

p−1∑
i=0

p∑
l=i+1

ϵlτl−i,i =

p∑
l=1

ϵl
l−1∑
i=0

τl−i,i =

p∑
l=1

ϵl
l∑

j=1

τj,l−j .

رسيم: مͬ (٢۴.٣) فرمول از زير تعميم به ما نتيجه يك عنوان به حال

p∑
i=0

ϵiFi(y0 + ϵy1 + · · ·+ ϵpyp)

≈ F0(y0) +

p∑
i=1

ϵi

[
Fi(y0) +

i∑
j=1

j∑
|σ|=1

1

σ!
F

(σ)
i−j(y0)

∑
|ν|=j

y(ν)

]
. (٢۵.٣)
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دلخواه p با O(ϵp) مرتبه از تقريبͬ گروه يك ساختن يعنͬ هدفمان به دوباره است. شده استفاده و (٢١.٣) نمادهای از بالا فرمول در

زير كوچك نهايت بͬ مولد برای گرديم. برمͬ

X = [ξ0(z) + ϵξ1(z) + · · ·+ ϵpξp(z)]
∂

∂z
.

تبديلات از تقريبͬ گروه

z̄ ≈ f0(z, a) + ϵf1(z, a) + · · ·+ ϵpfp(z, a). (٢۶.٣)

شوند مͬ تعيين زير لͬ تقريبͬ معادله با
d

da
(f0 + ϵf1 + · · ·+ ϵpfp) ≈

p∑
i=0

ϵiξi(f0 + ϵf1 + · · ·+ ϵpfp). (٢٧.٣)

رسيم مͬ زير معادلات دستͽاه به ما ϵ در هم به شبيه های توان در ضرايب ،وبرابری (٢۵.٣) مطابق معادله اين راست طرف تبديل با

كنيم. مͬ استفاده (٢١.٣) نمادهای از نيز اينجا است ذكر به لازم

df0
da

= ξ0(f0), (٢٨.٣)

dfi
da

= ξi(f0) +

i∑
j=1

j∑
|σ|=1

1

σ!
ξ
(σ)
i−j(f0)

∑
|ν|=j

f(ν), i = 1, · · · , p. (٢٩.٣)

آغازی شروط با را (٢٩.٣) و (٢٨.٣) دستͽاه تقريبͬ گروه يافتن برای توان مͬ پس است. (٢٧.٣) تقريبͬ معادله با ارز هم دستͽاه اين

كرد. حل زير

f0|a=0 = z, fi|a=0 = 0, i = 1, · · · , p. (٣٠.٣)

نويسيم. مͬ (٢٩.٣)را و (٢٨.٣) دستͽاه از اول معادله چند ما مطلب بهتر شدن روشن برای

df0
da

= ξ0(f0),

df1
da

=

N∑
k=1

∂ξ0(f0)

∂zk
fk1 + ξ1(f0) (٣١.٣)

df2
da

=
N∑

k=1

∂ξ0(f0)

∂zk
fk2 +

1

2

N∑
k=1

N∑
l=1

∂2ξ0(f0)

∂zk∂zl
fk1 f

l
1 +

N∑
k=1

∂ξ1(f0)

∂zk
fk1 + ξ2(f0).

بنويسيم. زير عملͽر برای را (٢٩.٣) و (٢٨.٣) سيستم بياييد .١٣.١.٣ مثال

X = (1 + ϵx2)
∂

∂x
+ ϵxy

∂

∂y
.

برای ξl = 0 و ξ1 = (x2, xy) ، ξ0 = (1, 0)، k = 0, 1, · · · , p ، fk = (f1k , f
2
k ) ، z = (x, y) و N = 2 اينجا در كه

داريم: (٣١.٣) از است. l ≥ 2

df10
da

= 1,
df20
da

= 0,

df11
da

= (f10 )
2,

df21
da

= f10 f
2
0

df12
da

= 2f10 f
1
1 ,

df22
da

= f20 f
1
1 + f10 f

2
1 .
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فقط l ≥ 2 همه برای ξl = 0 و است ثابت ξ0 چون يعنͬ شود. مͬ (٢٩.٣)ساده معادله ξ بردار خاص شͺل خاطر به i ≥ 2 برای

نوشت: توان مͬ واقع در شوند،و مͬ ظاهر (٢٩.٣) راست طرف در j = i− 1 با جملات
dfi
da

=

i−1∑
|σ|=1

1

σ!
ξ
(σ)
1 (f0)

∑
|ν|=i−1

f(ν).

σ = (2, 0) و σ = (1, 0) فقط ξ21 = xy و ξ11 = x2 ،چون ξ1 برای اينبار كرد. تر مختصر هم باز را معادلات اين توان مͬ البته

در پس است. مساوی (1, 1) و (0, 1) و (1, 0) با σ فقط مولفه دومين در شوندو مͬ استفاده بحث مورد معادلات مولفه اولين در

داريم: را زير سيستم ما نتيجه

df1i
da

= 2f10 f
1
i−1 +

∑
i1+i2=i−1

f1i1f
1
i2 ,

df2i
da

= f20 f
1
i−1 + f10 f

2
i−1 +

∑
i1+i2=i−1

f1i1f
2
i2 .

در كنيم. محاسبه را شود مͬ توليد X = (1 + ϵx)( ∂
∂x ) مولد با كه ϵ

p مرتبه از تبديلات تقريبͬ گروه خواهيم مͬ .١۴.١.٣ مثال

گيرد: مͬ را زير شͺل (٢٩.٣) و (٢٨.٣) سيستم حالت اين

df0
da

= 1,
dfi
da

= fi−1, i = 1, · · · , p,

N = 1, ξ0 = 1, ξ1 = x, ξl = 0 ∀l ≥ 2,

z = (x), fk = (f1k ), k = 0, · · · , p.

داريم: (٣٠.٣) آغازی شروط تحت

fi = x
ai

i!
+

ai+1

(i+ 1)!
, i = 0, · · · , p.

است: اينͽونه متناظر تقريبͬ گروه

x̄ ≈
p∑

i=0

ai

l!
(x+

a

i+ 1
)ϵi. (٣٢.٣)

داريم: و....پس f1 روی از f2 و شود مͬ تعيين f0 روی از f1 چون واقع در

∫
df1 =

∫
(a+ x)da,

f1 = ax+
a2

2!
=⇒ f2 =

a2

2
x+

a3

3!
, · · · .

تقریبͬ تقارنهای ٢.٣

دیفرانسیل معادلات اینجا دیͽر عبارت به دهیم. مͬ تعمیم تقریبͬ تقارنهای به را اول فصل از ͷکوچ نهایت بͬ روش ما بخش این در

پذیرند. مͬ تقارن عنوان به را ϵ ͷکوچ پارامتر با تقریبͬ گروه ͷی
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تقریبͬ تقارنهای تعریف ١.٢.٣

باشد پارامتری ͷی تقریبͬ تبدیل گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.٣ تعریف

z̄i = f(z.a.ϵ) ≡ f i0(z, a) + ϵf i1(z, a), i = 1, · · · , N. (٣٣.٣)

تقریبͬ معادله ͷی

F (z, ϵ) ≡ F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0. (٣۴.٣)

اگر پذیرد مͬ را G دیͽر عبارت به یا و شود مͬ نامیده تقريبͬ ناوردای G به نسبت

z = (x, u, u(1), · · · , u(k)) اگر کند. مͬ صدق (٣۴.٣) معادله در z = (z1, · · · , zN ) Fکه (z̄, ϵ) ≈ F (f(z, a, ϵ), ϵ) = O(ϵ)

است. دیفرانسیل معادلات از تقریبͬ تقارن گروه ͷی G و شود مͬ نامیده k مرتبه از تقریبͬ معادله ͷی سپس(٣.٣۴)

پایدار تقارنهای و مشخصه معادلات ٢.٢.٣

دهد. مͬ دیفرانسیل معادله ͷی تقریبͬ تقارنهای تعیین برای ͷمح ͷزيری قضيه

بامولد (٣٣.٣) تقریبͬ تبدیلات گروه تحت (٣۴.٣) معادله .٢.٢.٣ قضیه

X = X0 + ϵX1 ≡ ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi
. (٣۵.٣)

اگر وفقط اگر است ناوردا

[XF (z, ϵ)]

∣∣∣∣
F≈0

= O(ϵ).

یا

[X0F0(z) + ϵ(X1F0(z) +X0F1(z))](32.3) = O(ϵ). (٣۶.٣)

نسبت دقت اول مرتبه در كرديم معرفͬ اول فصل در كه مشخصه معادله (٣۵.٣)در و (٣۴.٣) جايͽذاری با (٣۶.٣) معادله اثبات.

پذيرفته تقريبͬ عملͽر ،يا كوچك نهايت بͬ تقريبͬ تقارن كند مͬ صدق (٣۶.٣) معادله در كه (٣۵.٣) عملͽر آيد. مͬ دست ϵبه به

شود. مͬ ناميده تقريبͬ تقارنهای برای مشخصه معادله (٣۶.٣) معادله نتيجه در و شود مͬ ناميده (٣۴.٣) معادله توسط شده

بياوريم. را آن اثبات و كنيم بيان تری كامل شͺل به را قضيه همين خواهيم مͬ

در و باشد تحليلͬ تواما z, ϵ های متغير در n < N ،F (z, ϵ) = (F 1(z, ϵ), · · · , Fn(z, ϵ)) تابع كه كنيد فرض .٣.٢.٣ قضیه

كند: صدق زير شرط

rankF ′(z, 0)|F (z,0)=0 = n. (٣٧.٣)

تقريبͬ معادله اينͺه برای i = 1, · · · , N و ν = 1, · · · , n برای F ′(z, ϵ) =∥ ∂F ν(z,ϵ)
∂zi ∥ كه

F (z, ϵ) = O(ϵp). (٣٨.٣)

زير تبديلات از تقريبͬ گروه تحت

z̄ = f(z, a, ϵ) +O(ϵp).



۵٠ معادلات تقريبͬ های تقارن و تقريبͬ تبديلات گروه .٣ فصل

مولد با

X = ξ(z, ϵ)
∂

∂z
, ξ =

∂f

∂a

∣∣∣∣
a=0

+O(ϵ). (٣٩.٣)

كه است وكافͬ لازم باشد ناوردا

XF (z, ϵ)|(38.3) = O(ϵ). (۴٠.٣)

باشد: برقرار (٣٨.٣) تقريبͬ معادله ناوردايͬ برای F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 شرط كنيد فرض كنيم. مͬ اثبات را لزوم ابتدا اثبات.

F (f(z, a, ϵ), ϵ)|(38.3) = O(ϵp).

كرديم: معرفͬ اول فصل در كه تعيين معادله از استفاده با

X = X0 + ϵX1 = ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi

(ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi
)(F0(z) + ϵF1(z))

∣∣∣∣
F0(z)+ϵF1(z)≈0

ξi0(z)
∂

∂zi
F0(z) + ϵξi0(z)

∂

∂zi
F1(z) + ϵξi1(z)

∂

∂zi
F0(z)

∣∣∣∣
F (z,ϵ)≈0

= 0.

شرط در كه باشد برقرار F (z, ϵ) تابع برای (۴٠.٣) كه كنيد فرض كنيم مͬ اثبات را برگشت حال دهد. مͬ نتيجه را (۴٠.٣) اين و

كنيم معرفͬ را جديدی متغيرهای اين برای كنيم. اثبات را (٣٨.٣) تقريبͬ معادله ناوردايͬ بياييد است صادق (٣٧.٣)

انتخاب zNبا , · · · , z1 جای به yN = HN−n(z, ϵ), · · · , yn+1 = H1(z, ϵ), yn = Fn(z, ϵ), · · · , y1 = F 1(z, ϵ)

كوچك كافͯ اندازه به ϵ (برای هستند تابعͬ مستقل HN−n, · · · ,H1, Fn, · · · , F 1 توابع چنانچه HN−n(z, ϵ), · · ·H1(z, ϵ)

گيرند: مͬ را زير شͺل ترتيب به (۴٠.٣) شرط و (٣٩.٣) و (٣٨.٣) اصلͬ تقريبͬ معادله جديد های متغير )در

yν = θνp(y, ϵ), ν + 1, · · · , n,

X = ηi(y, ϵ)
∂

∂yi
, ηi ≈ ξj(x, ϵ)

∂yi(x, ϵ)

∂xj
,

ην(θ1p, · · · , θnp , yn+1, · · · , yN ) = O(ϵ), ν = 1, · · · , n.

شوند. مͬ تعيين كوشͬ تقريبͬ مساله با y های متغير قضيه .با θνp = O(ϵp) كه

dȳν

da
≈ ην(ȳ1, · · · , ȳn, ȳn+1, · · · , ȳN , ϵ), ȳν |a=0θ

ν
p(y, ϵ),

dȳk

da
≈ηk(ȳ1, · · · , ȳn, ȳn+1, · · · , ȳN , ϵ), ȳk|a=0 = yk, k = n+ 1, · · · , N.

شͺل و است يͺتا مساله اين حل قضيه مطابق شود. مͬ نوشته نخست زيردستͽاه برای آغازی شرط كه

برای F ν(z̄, ϵ) = O(ϵp) به ما اوليه های متغير به بازگشت با دارد را ȳ = (θ1p, · · · , θnp , yn+1, · · · , yN )

شود. مͬ اثبات قضيه و F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 تقريبͬ معادله يعنͬ اين ν = 1, · · · , n
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گيريم مͬ نظر در را تبديلات از تقريبͬ گروه ما p = 1 و z = (x, y) و N = 2 كنيد فرض .۴.٢.٣ مثال

x̄ ≈ x+ a+ (x2a+ xa2 +
a3

3
)ϵ,

ȳ ≈ y + (xya+ y
a2

2
)ϵ. (۴١.٣)

كوچك نهايت بͬ مولد با

X = (1 + ϵx2)(
∂

∂x
) + ϵxy(

∂

∂y
). (۴٢.٣)

است. ناوردا (۴٢.٣) تبديلات به نسبت زير تقريبͬ معادله دهيم نشان خواهيم مͬ

F (x, y, ϵ) ≡ y2+ϵ − ϵx2 − 1 = O(ϵ). (۴٣.٣)

كنيم: مͬ بازنويسͬ دقت درجه همان با را (۴٣.٣) معادله ابتدا اينͺار برای كنيم. مͬ بررسͬ را (۴٣.٣) ناوردايͬ نخست ما

F̄ (x, y, ϵ) ≡ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 ≈ 0.

داريم (۴١.٣) تبديل از بعد

F̄ (x̄, ȳ, ϵ) = ȳ2 + ϵ(x̄2 − ȳ2 ln ȳ)− 1 ≈ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1

+ ϵ(2xa+ a2)(y2 − 1)

= F̄ (x, y, ϵ) + ϵ(2xa+ a2)[F̄ (x, y, ϵ) + ϵ(x2 − y2 ln y)]

= [1 + ϵ(2ax+ a2)]F̄ (x, y, ϵ) +O(ϵ).

صدق (٣٧.٣) ناوردايͬ شرط در تابع اين F̄ (x̄, ȳ, ϵ)|(43.3) ≈ كندكه:0 مͬ بيان F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 تساوی لزوم ضمن در كه

كه داريم ما شود بررسͬ (۴٢.٣) عملͽر برای (۴٠.٣) محك كمك با تواند مͬ ناوردايͬ پس كند مͬ

XF = (2 + ϵ)ϵxy2+ϵ − 2ϵx(1 + ϵx2)

= 2ϵx(y2+ϵ − 1) +O(ϵ) = 2ϵx(F + ϵx2) +O(ϵ)

= 2ϵxF + 2ϵ2x3 +O(ϵ)

= 2ϵxF +O(ϵ).

است. ناوردا گروه به نسبت F معادله دهد مͬ نشان اين و XF = 0 پس F = 0 چون

شود نوشته زير صورت به تواند مͬ (٣۶.٣) مشخصه معادله .۵.٢.٣ ملاحظه

X0F0(z) = λ(z)F0(z), (۴۴.٣)

X1F0(z) +X0F1(z) = λ(z)F1(z). (۴۵.٣)

های حل تمام برای بايد اخير معادله شود. مͬ جايͽذاری (۴۵.٣) معادله در وسپس شود مͬ تعيين (۴۴.٣) معادله با λ(z) كه



۵٢ معادلات تقريبͬ های تقارن و تقريبͬ تبديلات گروه .٣ فصل

باشد. برقرار F0(z) = 0

آوريم. مͬ دست به را زير دقيق،گزاره تقارنهای مشخصه معادله با (۴۴.٣) معادله مقايسه با

عملͽر ،سپس X0 ̸= 0 كه بپذيرد را X = X0 + ϵX1 مولد با تقريبͬ گروه (٣۴.٣) معادله اگر .۶.٢.٣ قضیه

X0 = ξi0(z)
∂

∂zi
. (۴۶.٣)

است. زير معادله از كامل تقارن

F0(z) = 0. (۴٧.٣)

X = ϵX0 آنͽاه باشد، (۴٧.٣) معادله از كامل تقارن يك X0 اگر كه است واضح (۴۵.٣) (۴۴.٣)و معادله از .٧.٢.٣ ملاحظه

(٣۴.٣)است. معادله از تقريبͬ تقارن يك

تحت شوند. مͬ ناميده اختلال معادله آشفته)ويك (غير اختلال غير معادله يك ترتيب به (٣۴.٣) و (۴٧.٣) معادله .٨.٢.٣ تعریف

X = متناظر تقريبͬ تقارن مولد شود. مͬ ناميده (۴٧.٣) اختلال غير ازمعادله پايدار تقارن يك X0 عملͽر ۶.٢.٣ قضيه شرايط

با (۴٧.٣) معادله از X0 كوچك نهايت بͬ تقارن از تحول يك واقع در F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0 اختلال معادله برای X0 + ϵX1

تقارنهای (٣۴.٣) اختلال معادله كه گوييم مͬ باشد پايدار (۴٧.٣) معادله از جبر لͬ های تقارن بيشتر اگر و باشد. مͬ ϵF1(z) اختلال

برد. مͬ ارث به را اختلال غير معادله

تقريبͬ� های تقارن محاسبه ٣.٢.٣

يͺديͽر راستای در روش دو اين كه است ذكر شايان البته كنيم. مͬ اشاره معادلات های تقارن يافتن برای روش دو مابه قسمت اين در

ساخت پردازيم. مͬ نخست روش به ادامه در كنيم. مͬ Hاستفاده ͬͺكم تابع يك از ما دوم روش در كه است اين تفاوت تنها هستند.

يابد. مͬ كاهش زير معادله حل به است ناوردا آن تحت F (z, ϵ) ≈ 0 معادله كه تقريبͬ گروه

XF (z, ϵ)

∣∣∣∣
F≈0

≈ 0. (۴٨.٣)

كه است لازم O(ϵ) با معادله اين حل برای هستند. ξk(z, ϵ) صورت ،به X = ξ( ∂
∂z ) كوچك نهايت بͬ عملͽر مختصاتͬ توابع كه

: دهيم نشان زير صورت به را ξk, F, z

z ≈ y0 + ϵy1+ · · ·+ ϵpyp, F (z, ϵ) ≈
p∑

i=0

ϵiFi(z),

ξk(z, ϵ) ≈
p∑

i=0

ϵiξki (z). (۴٩.٣)

داريم: اصلͬ جملات كردن متمايز و XF در آنها جايͽذاری با

XF = ξk
∂F

∂zk

=

[ p∑
i=0

ϵiξki (y0 + ϵy1 + · · ·+ ϵpyp)

]
.

[
p∑

j=0

ϵj
∂

∂zk
Fj(y0 + ϵy1 + · · ·+ ϵpyp)

]
.
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زير ونمادهای (٢۵.٣) از استفاده با

Ak
i = ξki (y0) +

i∑
j=1

j∑
|σ|=1

1

σ!
(ξki−j)(σ)(y0)

∑
|ν|=j

y(ν), (۵٠.٣)

Bj,k =
∂Fj(y0)

∂zk
+

j∑
i=1

i∑
|ω|=1

1

ω!

(
∂Fj−i

∂zk

)(ω)

(y0)
∑
|µ|=i

y(µ). (۵١.٣)

داريم: ما

XF =

[
ξk0 (y0) +

p∑
i=1

ϵiAk
i

]
.

[
∂F0(y0)

∂zk
+

p∑
j=1

ϵjBj,k

]
.

كه، كند مͬ بيان ضمنͬ طور به كه

XF =ξk0 (y0)
∂F0(y0)

∂zk
+ ϵ

[
ξk0 (y0)B1,k +Ak

1

∂F0(y0)

∂zk

]
+

p∑
s=2

ϵs

[
ξk0 (y0)Bs,k +Ak

s

∂F0(y0)

∂Zk
+
∑

i+j=s

Ak
iBj,k

]
. (۵٢.٣)

رسيم: مͬ مشخصه معادله از زير شͺل به ما (٢۵.٣) و (۵٢.٣)- (۴٨.٣) تركيب با

ξk0 (y0)
∂Fo(y0)

∂zk
= 0, ξk0 (y0)B1,k +Ak

1

∂F0(y0)

∂zk
= 0,

ξk0 (y0)Bl,k +Ak
l

∂F0(y0)

∂zk
+
∑
i+j=l

Ak
iBj,k = 0, l = 2, · · · , p. (۵٣.٣)

كنند مͬ صدق زير دستͽاه ودر ماند مͬ برقرار y0, · · · , yp همه مجموعه روی ها معادله اين

F0(y0) = 0, Fi(y0) +
i∑

j=1

j∑
|σ|=1

1

σ!
F

(σ)
i−j(y0)

∑
|ν|=j

y(ν), i = 1, · · · , p. (۵۴.٣)

و(٣.۵۴) (۵٣.٣) كامل معادلات دستͽاه حل به (۴٨.٣) تقريبͬ معادله حل مساله واقع در است. (٣٨.٣) تقريبͬ معادله ارز هم كه

كنيم. مͬ معرفͬ نماد يك اختصار برای اينجا نوسيم. مͬ p = 1 برای را مشخصه مامعادلات يابد. مͬ كاهش

yl1
∂

∂zl

(
ξk0 (y0)

∂F0(y0)

∂zk

)
≡

N∑
l=1

N∑
k=1

yl1
∂

∂zl

(
ξk0 (z)

∂F0(z)

∂zk

)∣∣∣∣∣
z=y0

.

شوند: مͬ اينͽونه حالت دراين (۵۴.٣) (۵٣.٣)و معادلات پس

ξk0 (y0)
∂F0(y0)

∂zk
= 0, (۵۵.٣)

ξk1 (y0)
∂F0(y0)

∂zk
+ ξk0 (y0)

∂F1(y0)

∂zk
+ yl1

∂

∂zl

(
ξk0 (y0)

∂F0(y0)

∂zk

)
= 0. (۵۶.٣)

زير شروط با البته

F0(y0) = 0, F1(y0) + yl1
∂F0(y0)

∂zl
= 0. (۵٧.٣)
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بͽيريد نظر در را (۴٣.٣) تقريبͬ معادله .٩.٢.٣ مثال

F (x, y, ϵ) ≡ y2+ϵ − ϵx2 − 1 = O(ϵ).

داريم قبل مثال از استفاده با

F0(x, y) = y2 − 1, F1(x, y) = y2 ln y − x2.

زير شͺل به تواند مͬ (۵۶.٣) و (۵۵.٣) مشخصه معادلات y1 =
x2
0

2 , y0 = 1 كه كند مͬ بيان (۵٧.٣) معادلات ،y > 0 چون

شود: نوشته

ξ20(x0, y0) = 0,
∂ξ20(x0, y0)

∂x
= 0, (۵٨.٣)

y0ξ
2
1(x0, y0)− x0ξ

1
0(x0, y0) +

x20
2

∂ξ20(x0, y0)

∂y
= 0. (۵٩.٣)

عملͽر هر y1 =
x2
0

2 جايͽذارای ،و x1 به نسبت تفͺيك از بعد

X = [ξ10(x, y) + ϵξ11(x, y)]
∂

∂x
+ [ξ20(x, y) + ϵξ21(x, y)]

∂

∂y
.

آن به نسبت (۴٣.٣) معادله كه تقريبͬ گروه يك x0 از دلخواه مقدار و y0 = 1 هستند،با صادق (۵٩.٣) در كه های مختصات با

مثال برای (O(ϵ) مرتبه (از دهد. مͬ است ناوردا

X1 = x
∂

∂x
+ 2(y − 1)

∂

∂y
, X2 = xy

∂

∂x
+ (y2 − 1)

∂

∂y
.

هستند صادق ها شرط در چون هستند قبيل اين از هايͬ عملͽر

X1 برای ξ20(x0, y0) = 2(y0 − 1) = 2(1− 1) = 0,

∂ξ20(x0, y0)

∂x
= 0.

y0ξ
2
1(x0, y0)− x0ξ

1
0(x0, y0) +

x20
2

∂ξ20(x0, y0)

∂y
= 0,

⇒ 0− x0x0 +
x20
2
.2 = 0.

X2 برای ξ20(x0, y0) = (y20 − 1) = (1− 1) = 0,

∂ξ20(x0, y0)

∂x
= 0.

y0ξ
2
1(x0, y0)− x0ξ

1
0(x0, y0) +

x20
2

∂ξ20(x0, y0)

∂y
= 0,

⇒ 0− x0x0y0 +
x20
2
.2y0 = 0.

معادله در
∑

i⩾0 y
k
i ϵ

i شͺل به را zk بايد سپس نشوند، ظاهر F (z, ϵ) ≈ 0 معادله در zk های متغير برخͬ اگر .١٠.٢.٣ ملاحظه

نوشت. مشخصه

پردازيم. مͬ ديفرانسيل معادله يك تقريبͬ های تقارن يافتن دوم روش بيان به ابتدا ديͽر مثال چند بيان از قبل

پارامتر با ديفرانسيل معادلات از (٣۵.٣) تقريبͬ های تقارن محاسبه برای كوچك نهايت بͬ روش يك ۶.٢.٣ قضيه .١١.٢.٣ ملاحظه
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دارد. نياز را زير (گام) مرحله سه روش اين سازی پياده كند. مͬ كوچك،تعيين

زير مشخصه معادله حل ،با F0(z) = 0 اختلال غير معادلات از X0 دقيق های تقارن محاسبه � گام: اولين
X0F0(z)

∣∣∣∣
F0(z)=0

= 0. (۶٠.٣)

صورت به X0, F1(z) بودن معلوم با ،و (۴۵.٣) و (۴۴.٣) و (٣۴.٣) معادلات خاصيت با H ͬͺكم تابع تعيين گام: دومين
زير

H =
1

ϵ

[
X0(F0(z) + ϵF1(z))

∣∣
F0(z)+ϵF1(z)=0

]
. (۶١.٣)

زیر صورت به مشخصه معادله حل با X1 های عملͽر محاسبه گام:� سومين
X1F0(z)

∣∣∣∣
F0(z)=0

+H = 0. (۶٢.٣)

تقريبͬ های تقارن از های مثال ۴.٢.٣

كنيم محاسبه را موج خطͬ غير معادله تقريبͬ های تقارن بياييد .١٢.٢.٣ مثال

utt − (u2ux)x + ϵut = 0. (۶٣.٣)

نویسيم: مͬ زير صورت در را تقريبͬ گروه مولدهای

X = X0 + ϵX1 ≡ (τ0 + ϵτ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + ϵξ1)

∂

∂x
+ (η0 + ϵη1)

∂

∂u
. (۶۴.٣)

هستند. t, x, u از ای ناشناخته توابع τν , ξν , ην(ν = 0, 1) كه

اختلال غير معادله از X0 دقيق تقارنهای برای (۶٠.٣) مشخصه معادله حل با اول: گام
utt − (u2ux)x = 0. (۶۵.٣)

آوريم: مͬ دست به ما

τ0 = C1 + C3t, ξ0 = C2 + (C3 + C4)x, η0 = C4u. (۶۶.٣)

نتيجه در هستند. دلخواه ثوابت C1, · · ·C4 كه

X0 = (C1 + C3t)
∂

∂t
+ (C2 + C3x+ C4x)

∂

∂x
+ C4u

∂

∂u
. (۶٧.٣)

پذيرد مͬ را زير های پايه با بعدی چهار جبر لͬ (۶۵.٣) معادله ديͽر عبارت به

X0
1 =

∂

∂t
, X0

2 =
∂

∂x
, X0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
, X0

4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
. (۶٨.٣)

دست به را زير معين تابع كنيم جايͽذاری (۶١.٣) معادله در را X0 مولد از (۶٧.٣) عبارت اگر دوم: گام
آوريم. مͬ

H = C3ut.

شود. مͬ نوشته زير صورت به ، (۶٢.٣) تعيين معادله حل سوم: گام
X1(utt − u2uxx − 2uu2x)

∣∣∣∣
(65.3)

+ C3ut = 0. (۶٩.٣)
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با دارند. وجود (۶٣.٣) معادله در كه u های مشتق به X1 = τ1
∂
∂t + ξ1

∂
∂x + η1

∂
∂u عملͽر امتداد دهنده نشان بالا فرمول كه

با شود. مͬ ux, ut, uxx, utx های متغير با ای جمله چند يك صورت به (۶٩.٣) معادله چپ درطرف utt = (u2ux)x جايͽذاری

اينͺه به رسيم مͬ ضرايب،ما قراردادن صفر مساوی

τ1 = τ1(t), ξ1 = ξ1(x), 3τ ′′1 = C3, ξ′′1 = 0, η1 = [ξ′1(x)− τ ′1(t)]u.

نتيجه در

τ1 = A1 +A3t+
1

6
C3t

2,

ξ1 = A2 + (A3 +A4)x,

η1 = (A4 −
1

3
C3t)u. (٧٠.٣)

آوريم مͬ دست به (۶٣.٣) معادله برای را زير تقريبͬ های تقارن ما (۶۴.٣) در (٧٠.٣) و جايͽذاری(٣.۶۶) با

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
+
ϵ

6
(t2

∂

∂t
− 2tu

∂

∂u
)

X4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
, X5 = ϵX1, X6 = ϵX2, X7 = ϵX4, X8 = ϵX3. (٧١.٣)

تواند X8مͬ عملͽر دقت، اول مرتبه در X8البته = ϵ(t ∂
∂t +x

∂
∂x ) دهد مͬ نتيجه (٧٠.٣) معادله كه كنيد توجه .١٣.٢.٣ ملاحظه

عملͽر كه دهد مͬ ،نشان شده محاسبه دقت اول مرتبه در ،كه لͬ كروشه از زير جدول شود. نوشته (٧١.٣) در شده داده شͺل به

برای اينجا ما كند مͬ توليد پارامتری ٨ تقريبͬ تبديل گروه يك نتيجه در و كند مͬ توليد L8 تقریبͬ بعدی ٨ جبر لͯ يك (٧١.٣) های

است. قطر بالای عناصر قرینه قطر پایین عناصر نويسيم. مͬ را قطر بالای عناصر فقط راحتͬ

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X1 0 0 X1 +
1
3 (X8 −X7) 0 0 0 0 X5

X2 0 X2 X2 0 0 X6 X6

X3 0 0 −X5 −X6 0 0
X4 0 0 −X6 0 0
X5 0 0 0 0
X6 0 0 0
X7 0 0
X8 0

تقريبͬ های كروشه :١.٣ جدول

و لͬ جبر ساختن ٧.٢.٣برای نͺته مطابق هستند،ولͬ بديهͬ X8, X7, X6, X5 های تقارن اگرچه كه دهد مͬ نشان بالا جدول

لازمند. نيز پارامتری چند تبديل های گروه ساختن برای نتيجه در

اختلال معادله نتيجه در هستند پايدار (۶۵.٣) معادله از (۶٨.٣) تقارنهای همه كه دهد مͬ نشان معادلات(٧١.٣) .١۴.٢.٣ ملاحظه

برد. مͬ ارث به را (۶۵.٣) اختلال غير معادله تقارنهای (۶٣.٣)

بͽيريد نظر در را زير معادله .١۵.٢.٣ مثال

utt − (u−4ux)x + ϵut = 0. (٧٢.٣)
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اختلال غير معادله اول: گام
utt − (u−4ux)x = 0. (٧٣.٣)

پذيرد. مͬ را زير های عملͽر L5 بعدی ۵ جبر لͬ

X0 = (C1 + C3t+ C2t
2)
∂

∂t
+ (C2 + C3x+ C4x)

∂

∂x
+ (

−1

2
C4 + C5t)u

∂

∂u
.

است اينͽونه جبر لͬ از پايه يك

X0
1 =

∂

∂t
, X0

2 =
∂

∂x
, X0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
,

X0
4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
, X5 = t2

∂

∂t
+ tu

∂

∂u
. (٧۴.٣)

كند مͬ فراهم را زير معين تابع (۶١.٣) معادله دوم: گام
H = C3ut + 2C5tut + C5u.

(٧٢.٣) اختلال معادله از تقريبͬ تقارنهای قبل مثال مانند . C3 = C5 = 0 كه دهد مͬ نتيجه (۶٢.٣) مشخصه معادله سوم: گام
آوريم. مͬ دست به را

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = ϵ(t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
), X4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
,

X5 = ϵX1, X6 = ϵX2, X7 = ϵX4, X8 = ϵ(t2
∂

∂t
+ tu

∂

∂u
). (٧۵.٣)

های عملͽر يعنͬ نيستند پايدار (٧٣.٣) معادله از (٧۴.٣) تقارنهای همه كه دهد مͬ نشان (٧۵.٣) معادلات

X0
3 = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
, X0

5 = t2
∂

∂t
+ tu

∂

∂u
.

برد. نمͬ ارث رابه (٧٣.٣) اختلال غير معادله تقارنهای (٧٢.٣) اختلال معادله درنتيجه پايدارند. غير (٧٣.٣) معادله از

معادله دقيق تقارنهای يعنͬ دارد. دقيق تقارن سه فقط ϵ ̸= 0 دلخواه پارامتر با (٧٢.٣) و (۶٣.٣) معادلات .١۶.٢.٣ ملاحظه

های عملͽر (۶٣.٣)

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X4 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
.

های عملͽر معادله(٧٢.٣) از دقيق تقارنهای و (٧١.٣) از

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
.

هستند. (٧۵.٣) معادله از

��utt + ϵut = (φ(u)ux)x صورت به معادلات تقريبͬ تقارنهای ۵.٢.٣

آنجه در يافت. كوچك نهايت بͬ های مولد دادن امتداد های تͺنيك از استفاده با توان مͬ را ديفرانسيل معادلات از تقريبͬ تقارنهای

كنيم. مͬ بندی طبقه را دوم مرتبه معادلات تقارنهای چنين با مطابق و گيريم مͬ نظر در را (p = 1) اول مرتبه تقارنهای ما آيد، مͬ

utt + ϵut = (φ(u)ux)x, φ ̸= const. (٧۶.٣)
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است: زير صورت به تقريبͬ تقارن يك كوچك نهايت بͬ مولد كه دانيم هستند.مͬ ϵ كوچك پارامتر يك شامل معادلات اين البته

X = (ξ10 + ϵξ11)
∂

∂t
+ (ξ20 + ϵξ21)

∂

∂x
+ (η0 + ϵη1)

∂

∂u
. (٧٧.٣)

طوريͺه به كند مͬ صدق (۵۶.٣) و (۵۵.٣) مشخصه معادله در و دارد ͬͽبست t, x, u به (٧٧.٣) عملͽر از η, ξ مختصاتͬ توابع كه

z = (t, x, u, , ut, ux, utt, utx, uxx), F0 = utt − (φ(u)ux)x, F1 = ut.

كافͬ z = y0 + ϵy1 تجزيه برای پس شوند، نمͬ ظاهر (٧۶.٣) در صريح شͺل به t, x های متغير چون ١٠.٢.٣ نͺته به توجه با

بنويسيم: است

u = u0 + ϵu1, ux = (u0)x + ϵ(u1)x.

است زير عملͽر برای مشخصه معادله (۵۵.٣) معادله

X0 = ξ10
∂

∂t
+ ξ20

∂

∂x
+ η0

∂

∂u
. (٧٨.٣)

شود مͬ پذيرفته زير معادله توسط كه

utt = (φ(u)ux)x, φ ̸= const. (٧٩.٣)

كامل تقارنهای مطابق (٧٩.٣) معادلات بندی طبقه تقريبͬ تقارنهای با مطابق ، (٧۶.٣) معادلات بندی طبقه در گام اولين نتيجه، در

طبقه يك هستند. (٧٨.٣) عملͽر مختصاتͬ توابع كه η0, ξ20 , ξ10 مقادير و F0 با است (۵۶.٣) مشخصه معادله حل گام دومين است.

است. آمده زير جدول در دقيق) ای نقطه تقارنهای (مطابق (٧٩.٣) معادلات از گروهͬ بندی

φ(u) ξ10 ξ20 η0

دلخواه تابع C1t+ C2 C1x+ C3 0

1 kuσ C1t+ C2 C3x+ C4
2
σ (C3 − C1)u

2 ku−
4
3 C1t+ C2 C3x

2 + C4x+ C5 − 3
2 (2C3x+ C4 − C1)u

3 ku−4 C1t
2 + C2t+ C3 C4x+ C5 (C1t+

C2−C4

2 )u
4 k expu C1t+ C2 C3x+ C4 2(C3 − C1)u

(٧٩.٣) معادلات بندی طبقه :٢.٣ جدول

هستند. ثابت C1, · · · , C5 و دلخواه پارامتر يك σ و k = ±1 كه

جايͽذاری با گيريم. مͬ نظر در دلخواه های حالت φ(u) برای رويم. مͬ تقريبͬ تقارنهای ساختن از گام دومين سراغ به حال ما

η1 = 0, ξ21 = k1x+k3, ξ
1
1 = k1t+k2, C1 = 0 اينͺه به رسيم مͬ ما (۵۶.٣) در ξ20 = C1x+C3 و ξ10 = C1t+C2 مقادير

و ϵ( ∂
∂t ) های عملͽر پذيرد. مͬ را ϵX ونيز X عملͽر هر (٧۶.٣) معادله كه كنيم مͬ مشاهده حال ما هستند. ki = const كه

صفر مساوی توانند مͬ (۵۶.٣) مشخصه معادله حل در k2, k3 ثوابت چنانچه شوند. حذف توانند مͬ و هستند ضروری غير ϵ( ∂
∂x )

k1, C3, C2 به متناظر تقريبͬ تقارن های عملͽر اساسͬ حل سه (٧۶.٣) معادله φ(u) دلخواه تابع يك برای پس شوند. داده قرار

. است آمده بعدی جدول در نتيجه دارد. وجود

برای آنها های عملͽر و اند. شده داده دقيق تقارنهای برای شده پذيرفته جبرهای های پايه قبل جدول در كه باشيد داشته خاطر به

برای آيد. مͬ دست به ϵ2 مرتبه از جملات حذف و ϵ در ها مولد ضرب با متناظر جبر برای پايه يك شوند، مͬ داده تقريبͬ تقارنهای

١ جبر لͬ يك و دقيق تقارنهای از بعدی ۴ جبر يك (٧۶.٣) و پذيرد مͬ بعدی ۵ جبر يك (٧٩.٣) معادله φ(u) = ku−
4
3 برای مثال
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φ(u) )٧٩.٣( های عملͽر دقيق تقارنهای تقريبͬ تقارنهای

دلخواه تابع X0
1 = ∂

∂t , X0
2 = ∂

∂x Y1 = X0
1 X1 = X0

1 , X2 = X0
2

X0
3 = t ∂

∂t + x ∂
∂x Y2 = X0

2 X3 = ϵX0
3

1 kuσ X0
4 = σx ∂

∂x + 2u ∂
∂u Y = x04 X̃ = X0

3 + ϵ
σ+4 (

σ
2 t

2 ∂
∂t − 2tu ∂

∂u )

X4 = X0
4

2 ku−
4
3 X0

4 = 2x ∂
∂x − 3u ∂

∂u Y3 = X0
4 X̃ = X0

3 − ϵ
4 (t

2 ∂
∂t + 3tu ∂

∂u )
X0

5 = x2 ∂
∂x − 3xu ∂

∂u Y4 = x05 X4 = X0
4 , X5 = ϵX0

5

3 ku−4 X0
4 = 2x ∂

∂x − u ∂
∂u Y3 = X0

4 , X4 = X0
4 ,

X0
5 = t2 ∂

∂t − tu ∂
∂u Y4 = x05 X5 = ϵX0

5

4 k expu X0
4 = x ∂

∂x + 2 ∂
∂u Y3 = X0

4 X̃3 = X0
3 + ϵ( t

2

2
∂
∂t − t ∂

∂u ),
X4 = X0

4

تقريبͬ و دقيق تقارنهای مقايسه جدول :٣.٣ جدول

پذيرد: مͬ زير پايه با تقريبͬ تقارنهای از بعدر

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = (t− 1

4
ϵt2)

∂

∂t
+ x

∂

∂x
− 3

4
ϵ,

X4 = 2x
∂

∂x
− 3u

∂

∂u
, X5 = x2

∂

∂x
3xu

∂

∂u
, X6 = ϵX1, X7 = ϵX2,

X8 = ϵ(t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
), X9 = ϵX4, X10 = ϵX5.

ut = h(u) = ut + ϵH صورت به معادلات تقريبͬ تقارنهای ٣.٣

تا آوريم مͬ آنها های عملͽر و بͺلاند لͬ تبديلات از جامع تعريف يك اينجا داريم،در نياز ٢ بͺلاند لͬ تبديلات به ادامه در چون

باشيم. كرده نياز بͬ ديͽر كتاب يك مطالعه از را خواننده

بͺلاند لͬ های عملͽر ١.٣.٣

تعميم هستند. كلاسيك برخوردی تبديلات از بالاتر مرتبه تعميم واقع در بͺلاند لͬ تبديلات هندسͯ لحاظ از

شود. مͬ ناميده بͺلاند لͬ عملͽر برخوردی، و ای نقطه تبديلات از كوچك نهايت بͬ ی ها مولد

های متغير از متناهͬ تعداد هر به وابسته ديفرانسيلͬ توابع ξi, ηα ∈ A كنيد فرض .١.٣.٣ تعریف

Lie-Backlund٢
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ديفرانسيلͬ عملͽر يك باشند x, u, u(1), u(2), · · ·

X = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
+ ζαi

∂

∂uαi
+ ζαi1i2

∂

∂uαi1i2
+ · · · . (٨٠.٣)

داریم كه

ζαi = Di(η
α − ξjuαj ) + ξiuαij , (٨١.٣)

ζαi1i2 = Di1Di2(η
α − ξjuαj ) + ξiuαji1i2 , · · · . (٨٢.٣)

شود: مͬ مختصر زير صورت به اغلب (٨٢.٣) بͺلاند لͬ عملͽر شود. مͬ ناميده بͺلاند لͬ عملͽر يك

X = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂uα
+ · · · . (٨٣.٣)

شود. مͬ داده امتداد (٨٢.٣)-(٨٠.٣) فرمول با كه

كوتاه كند مͬ عمل ديفرانسيلͬ تابع هر روی وقتͬ است،ولͬ متناهͬ جمع يك واقع در (٨٠.٣) عملͽر

است. تعريف خوش A فضای روی بͺلاند لͬ های عملͽر عمل نتيجه در شود. مͬ

بͽيريد نظر در را بͺلاند لͬ عملͽر دو

X(ν) = ξiν
∂

∂xi
+ ηαν

∂

∂uα
+ · · · ν = 1, 2.

شود: مͬ تعريف زير فرمول با آنها كروشه

[X1, X2] = X1X2 −X2X1.

شود: مͬ تعريف زير صورت به بͺلاند لͬ عملͽرهای با [X1, X2] كروشه .٢.٣.٣ قضیه

[X1, X2] = (X1(ξ
i
2)−X2(ξ

i
1))

∂

∂xi
+ (X1(η

α
2 )−X2(η

α
1 ))

∂

∂uα
+ · · · . (٨۴.٣)

شود. مͬ داده و(٨٢.٣) معادلات(٨٠.٣) به توجه با كه هستند ∂
∂uα ,

∂
∂xi ضرايب امتداد نشده نوشته كه جملاتͬ كه

دهد. مͬ تشͺيل (٨۴.٣) كروشه به نسبت نامتناهͬ بعد با جبر لͬ يك بͺلاند لͬ های عملͽر همه مجموعه ٢.٣.٣ قضيه با مطابق

شود. مͬ داده نشان LB با شود،و مͬ ناميده بͺلاند لͬ جبر كه

شود: مͬ داده نشان زير های ويژگͬ با بͺلاند لͬ جبر

علاوه به است. بͺلاند لͬ عملͽر است،يك آمده دوم فصل در كه (٣٠.٢) عملͽر، ديͽر عبارت به Di ∈ LB .I

ξi∗ ∈ A هر برای X∗ = ξi∗Di ∈ LB. (٨۵.٣)

هر برای است،يعنͬ LB از آل ايده يك L∗ پس است. (٨۵.٣) شͺل به بͺلاند لͬ های عملͽر همه مجموعه L∗ كنيد فرض .II

حقيقت: در [X,X∗] ∈ L∗ ، X ∈ LB

[X,X∗] = (X(ξi∗)−X∗(ξ
i))Di ∈ L∗.

X ∈ LB عملͽر هر ويژه به .X1−X2 ∈ L∗ X1)اگر ∼ X2 (يعنͬ شوند مͬ گفته ارز هم عملͽر دو ، II ويژگͬ طبق بر .III

كه X ∼ X̃ يعنͬ است i = 1, · · · , n ؛ ξi = 0 با (٨٠.٣) عملͽر يك با ارز هم

X̃ = X − ξiDi = (ηα − ξiuαi )
∂

∂uα
+ · · · . (٨۶.٣)
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ناميده بͺلاند لͬ متعارف های عملͽر ηα ∂
∂uα + · · · , ηα ∈ A صورت به هايͬ عملͽر .٣.٣.٣ تعریف

شود مͬ

كنيم فرمولͬ زير صورت به را III ويژگͬ توانيم مͬ ما تعريف اين از استفاده با

است. بͺلاند لͬ متعارفͬ عملͽر يك ارز هم X ∈ LB عملͽر هر .۴.٣.٣ قضیه

با ها x محور امتداد در انتقال تبديلات گروه مولد دهيم. نشان ux با را u1 و n = m = 1 كنيم فرض بياييد .۵.٣.٣ مثال

شود: مͬ نوشته زير صورت به بͺلاند لͬ متعارفͬ صورت

X =
∂

∂x
∼ X̃ = −ux

∂

∂u
+ · · · .

لͬ متعارفͬ صورت و اتساع همͽن غير مولد K,C = const و باشند مستقل های متغيير x, y كنيد فرض .۶.٣.٣ مثال

شود: مͬ نوشته زير صورت به بͺلاند

X = x
∂

∂x
+Ky

∂

∂y
+ Cu

∂

∂u
∼ X̃ = (Cu− xux −Kyuy)

∂

∂u
+ · · · .

نوشته زير صورت به آن متعارفͬ صورت و ای گاليله های حركت مولد باشند مستقل x, t های متغيير كنيد فرض .٧.٣.٣ مثال

شود: مͬ

X = t
∂

∂x
+

∂

∂u
∼ X̃ = (1− tux)

∂

∂u
+ · · · .

كند. مͬ توصيف را لͬ برخوردی تبديلات گروه و لͬ ای نقطه تبديلات گروه به ارز هم بͺلاند لͬ های عملͽر همه زير قضيه .Iv

است ارز هم پارامتری يك برخورد تبديل يك از كوچك نهايت بͬ عملͽر با (٨٠.٣) عملͽر سپس .m = 1 كنيد فرض .٨.٣.٣ قضیه

باشند: زير صورت به آن مختصاتͬ توابع اگر فقط و اگر

ξi = ξi1(x, u, u(1)) + ξi∗, η = η1(x, u, u(1)) + ξi∗ui.

ͬͽبست x, u, u(1) به طوريͺه به هستند اول مرتبه دلخواه ديفرانسيلͬ توابع ξi1, ξi2, η1 و دلخواه ديفرانسيلͬ تابع يك ξi∗ ∈ A كه

دارند.

رويم. مͬ اصلͬ مطلب سراغ به بͺلاند لͬ های عملͽر و تبديلات به راجع كوتاه مقدمه اين از بعد

صورت به تͺامل معادلات طبقه ما

ut = h(u)u1 + ϵH, H ∈ A. (٨٧.٣)

گيريم. مͬ نظر در را است Burgers−Korteweg − devries و Korteweg − devries معادلات شامل ويژه به كه

برد مͬ ارث به را Hopf معادله تقارنهای همه دقت درجه هر با تقريباً (٨٧.٣) معادله .٩.٣.٣ قضیه

ut = h(u)u1. (٨٨.٣)

مرتبه هر از تقريبͬ تقارن يك به شود مͬ پذيرفته (٨٨.٣) معادله توسط X0كه = f0( ∂
∂u )+ · · · متعارفͬ بͺلاند لͬ عملͽر هر يعنͬ

شوند مͬ تعيين اينͽونه X = f( ∂
∂u ) + · · · متعارفͬ عملͽر مختصاتͬ توابع كه شود. مͬ منجر (٨٧.٣) برای دلخواه

f =

p∑
i=0

ϵif i f i ∈ A. (٨٩.٣)
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شͺل معادلات اين حالت اين در كه آيند، مͬ دست به (۵٣.٣) تعيين معادله از (٨٧.٣) معادله از (٨٩.٣) تقريبͬ تقارنهای اثبات.

گيرند: مͬ را زير

f0t − h(u)f0x +
∑
α≥0

[Dα(hu1)− hu1+α]f
0
α − h′(u)u1f

0 = 0, (٩٠.٣)

f it − h(u)f ix +
∑
α≥0

[Dα(hu1)− hu1+α]f
i
α − h′(u)u1f

i

=
∑
α≥0

[Dα(f i−1Hα − f i−1
α Dα(H)], i = 1, · · · , p. (٩١.٣)

دلخواه حل يك f0 كنيد فرض است. (٨٨.٣) با شده پذيرفته تبديلات از دقيق گروه برای مشخصه معادله يك f0 در (٩٠.٣) معادله

n ≥ 1 مرتبه از پذير ديفرانسيل تابع يك H كنيد فرض و باشد. است، K0 ≥ 0 مرتبه از پذير ديفرانسيل تابع يك كه (٩٠.٣) از

طوريͺه: به باشد

f0 = f0(t, x, u, · · · , uk0), H = H(t, x, u, · · · , un).

يك (٩١.٣) سپس است. k1 = n + k0 − 1 مرتبه از و پذير ديفرانسيل كه گرديم، مͬ (٩١.٣) معادله از f1 حل يك دنبال به ما

باشد. مͬ پذير حل نتيجه ودر است، t, x, u, u1, · · · , uk1آرگمان K − 1 + 3 از f1 تابع از خطͬ اول مرتبه جزئͬ مشتق معادله

صورت به توان مͬ را f2 كه فهميد توان مͬ i = 1 با معادله(٩١.٣) راست طرف در f1(t, x, u, .u1, · · ·uk1) حل هر جايͽذاری با

شͺل به f i, i = 3, · · · , p ضرايب باقيمانده است. پذير حل f2 متناظر معادله و يافت k2 = n+ k1 − 1 مرتبه از پذير ديفرانسيل

شود. مͬ اثبات قضيه و آيد مͬ دست به بازگشتͬ

شود: مͬ تعيين زير كوچك نهايت بͬ عملͽر با كه (٨٨.٣) از ای نقطه تقارن هر ويژه گيريم،به مͬ نتيجه ٩.٣.٣ قضيه از

Y = θ(t, x, u)
∂

∂t
+ [φ(x+ tu, u)− tψ(x+ tu, u)− uθ(t, x, u)]

∂

∂x

+ ψ(x+ tu, u)
∂

∂u
.

مختصاتͬ توابع با متناظر متعارفͬ بͺلاند لͬ های عملͽر با و θو φ,ψ دلخواه مختصاتͬ توابع با

f0 = [φ(x+ tu, u)− tψ(x+ tu, u)]u1 − ψ(x+ tu, u).

Burgers−Korteweg − devries معادله مثال برای شود. مͬ پذيرفته (٨٧.٣) معادله توسط تقريبͬ طور به

ut = uu1 + ϵ(au3 + bu2). (٩٢.٣)



۶٣ معادلات تقريبͬ های تقارن و تقريبͬ تبديلات گروه .٣ فصل

پذيرد: مͬ را زير عملͽر O(ϵ2) مرتبه تا

fu = φ(u)u1 + ϵ(aφ′u3 + 2aφ′′u1u2 +
1

2
aφ′′′u31 + bφ′u2 + bφ′′u21)

+ ϵ2(
3

5
a2φ′′u5 +

5

4
abφ′′u4 +

1

10
abφ′′u2u3

u1
− 1

20
φ′′u

3
2

u21
+

2

3
b2φ′′u3

+
9

5
a2φ′′′u1u4 + 3a2φ′′′u2u3 +

7

2
abφ′′′u1u3 +

23

10
abφ′′′u22

+
5

3
b2φ′′′u1u2 +

23

10
a2α(4)u21u3 +

31

10
a2φ(4)u1u

2
2 +

15

4
abφ(4)u21u2

+
1

2
b2φ(4)u31 +

8

5
a2φ(5)u31u2 +

1

2
abφ(5)u41 +

1

8
a2φ(6)u51) +O(ϵ2). (٩٣.٣)

Korteweg − devries دوم مرتبه معادله تقريبͬ تقارن به ما (٩٣.٣) در b = 0 و a = 1 جايͽذاری با

رسيم مͬ

ut = uu1 + ϵu3. (٩۴.٣)

كه است 2k + 1 مرتبه از پذير ديفرانسيل تابع يك ، (٨٩.٣) تقريبͬ تقارنهای از fk ضرايب حالت اين در كه شويم مͬ آور ياد ما

تقريبͬ تقارن ،سپس باشد ای جمله چند φ(u) اگر كه كند مͬ بيان ضمنͬ طور به اين باشد. مͬ k ≤ مرتبه از φ های مشتق شامل

معادله از دقيق تقارنهای وبه ϵ = 1 دهيم قرار توانيم مͬ ما سپس شود؛ مͬ دقيق بͺلاند لͬ تقارن يك

ut = u3 + uu1. (٩۵.٣)

(٩٣.٣) برای fu = u2u1 + 4u1u2 + 2uu3 +
6
5u5 اينͺه به ما φ = u2 و p = 2 برای مثال برای برسيم.

رسيم. مͬ



۴ فصل

تقريبͬ تقارنهای كابرد

است بدیهͬ دهیم. ارائه تقریبͬ های تقارن برای کاربردی داريم قصد فصل اين در نامه، پایان سوم فصل در شده گفته مطالب به نظر با

با مطالب فصل این در بهتر درک برای است. ϵ مانند ͷکوچ پارامتر ͷی شامل که است معادلاتͬ جواب یافتن در ها تقارن این کاربرد

گیری انتͽرال بار چند با ، معادله اصلͬ شͺل کردن تر ساده و متعارفͬ متغیرهای معرفͬ با داریم سعͬ و شوند مͬ بیان مهم مثال چند

از بنده استنباط بلͺه نیست تقریبͬ تقارن کاربرد همه آید مͬ آنچه است ذکر به لازم بیابیم. را آن جواب و کرده، حل قابل را معادله

است. شده انجام نامه پایان این در که است تحقیقͬ مختصر

تقريبͬ تقارنهای از بااستفاده گيری انتͽرال ١.۴

بحث تقريبͬ تقارنهای با كوچك پارامتر يك با ديفرانسيل معادلات از گيری انتͽرال گروهͬ های روش به راجع هايͬ مثال از استفاده با

كنيم. مͬ

دوم مرتبه معادله .١.١.۴ مثال

y′′ − x− ϵy2 = 0. (١.۴)

انتͽرال لͬ روش با تواند نمͬ نتيجه در و ندارد دقيقͬ ای نقطه تقارن هيچ شود، گرفته نظر در ثابت ضريب يك عنوان به ϵ ̸= 0 اگر

يك عنوان به ϵ اگر است تقريبͬ تقارنهای دارای معادله اين ولͬ شود. گرفته انتͽرال تواند نمͬ نيز گير انتͽرال عامل با و شود. گرفته

شود مͬ گرفته نظر در كوچك پارامتر

X1 =
∂

∂y
+
ϵ

3

[
2x3

∂

∂x
+ (3yx2 +

11

20
x5)

∂

∂y

]
,

X2 = x
∂

∂y
+
ϵ

6

[
x4

∂

∂x
+ (2yx3 +

7

30
x6)

∂

∂y

]
. (٢.۴)

برای توانند مͬ و كنند مͬ توليد ٢-بعدی تقريبͬ آبلͬ جبر لͬ يك آنها نتيجه در است. [X1, X2] ≈ 0 ، (٢.۴) های عملͽر براكت

نتيجه را زير متعارفͬ های متغير X1(u) ≈ 0 و X1(t) ≈ 1 معادلات شوند. استفاده (١.۴) معادله از هم سر پشت گيری انتͽرال

دهد. مͬ

t = y − ϵ(
1

2
x2y2 +

11

60
yx5), u = x− ϵ

2

3
yx3. (٣.۴)

۶۴



۶۵ تقريبͬ تقارنهای كابرد .۴ فصل

جديد های متغير با (١.۴) معادله بازنویسͯ با و X1 ≈ ∂
∂t داريم بنابراين (٢.۴) از X1 برای

u′′ + uu′3 + ϵ[3u2u′ +
1

6
(u2u′)2 − 11

60
u6p2) = 0.

داريم: استاندارد جايͽذاری و گيری انتͽرال با كه

p′ + up2 + ϵ(3u2 +
1

6
u4p− 11

60
u6p2) = 0. (۴.۴)

شود مͬ نوشته زير صورت به دوم عملͽر ترتيب اين به و

X2 = p2
∂

∂p
+ ϵ[

1

2
u4

∂

∂u
+ (2u3p− 13

15
u5p2)]

∂

∂p
.

شود مͬ تبديل زير كوچك نهايت بͬ تبديل به و

X2 =
∂

∂ν
.

شوند: مͬ تعريف زير صورت به ν وابسته متغير و z جديد مستقل متغير بالا مقدمه با

z = u+ ϵ
u4

2p
, ν = −1

p
+ ϵ(

u3

p2
− 13

15

u5

p
). (۵.۴)

شود: مͬ نوشته زير صورت به (۴.۴) معادله (۵.۴) های متغير اين با

ν′ + z +
11

60
ϵz6 = 0.

كه: دهد مͬ نتيجه و

ν = −11

60
z2 − 11

420
ϵz7 + C.

آيد. مͬ دست به p(u) تابع ،z حذف و (۵.۴) معادلات در ν برای عبارت اين جايͽذاری ∫با
du

p(u)
= t+ C.

آيد. مͬ دست به (١.۴) معادله از تقريبͬ جواب (٣.۴) از استفاده وبا معادلات در جايͽذاری با ادامه در

پايدار تقارنهای از استفاده با گيری انتͽرال ٢.۴

vanderpol معادله

y′′ + y = ϵ(y′ − y′3), ϵ = const. (۶.۴)

مولد با انتقال يعنͬ دارد دقيق ای نقطه تقارن يك شود،فقط گرفته نظر در ثابت يك عنوان به ϵ اگر

X =
∂

∂x
.

اختلال غير معادله از ای نقطه تقارن ٨ همه ϵ كوچك پارامتر يك با (۶.۴) معادله كه داد نشان توان مͬ ديͽر طرف از

y′′ + y = 0. (٧.۴)

(تعريف است. اختلال غير و اختلال معادلات به مربوط تقريبͬ تبديل يك وجود برای لازم شرط تقارنها همه پايداری برد. مͬ ارث به را

ويژگͬ كنيم. استفاده دقت اول مرتبه معادله با vanderpol معادله از گيری انتͽرال برای شرايط اين از خواهيم مͬ ببينيد�). را ٨.٢.٣



۶۶ تقريبͬ تقارنهای كابرد .۴ فصل

پذيرد: مͬ را زير مولد و است همͽن كه است اين (۶.۴) اختلال غير معادله مشخصه

X0 = y
∂

∂y
. (٨.۴)

زير صورت به نيز آن مولد پذيرد. مͬ تقريبͬ تقارن يك ولͬ نيست (۶.۴)همͽن اختلال معادله اگرچه كه دهد مͬ نشان محاسبات

دهد: مͬ شͺل تغيير

X = y − ϵ

4
[y2y′ + 3xy(y2 + y′2)]

∂

∂y
. (٩.۴)

نويسيم: مͬ زير شͺل به ترتيب به را آن وتقارن را (٧.۴) معادله ما

z′′ + z = 0, (١٠.۴)

X0 = z
∂

∂z
. (١١.۴)

تقريبͬ های تبديل ساختن با ما (١٠.۴)هستيم. صورت به (۶.۴) معادله برای y = z + ϵf شͺل به تقريبͬ تبديل يك دنبال به حال

مربوط (۶.۴) و (١٠.۴) معادلات به اينͺه شرط به را ها تبديل سپس كنيم. مͬ شروع (٩.۴) عملͽر به (١١.۴) عملͽر نͽاشت با ،

ما است. y′ اول مرتبه مشتق به وابسته بͺلاند لͬ عملͽر يك (٩.۴) تقريبͬ تقارن كه باشيد داشته توجه كنيم. مͬ جايͽذاری باشند،

كرد. خواهيم جستجو زير صورت به را تقريبͬ های تبديل

y = z + ϵf(x, z, z′). (١٢.۴)

شود: مͬ نوشته زير صورت به (١٢.۴) با شده داده y متغير برحسب (١١.۴) عمملͽر

X̄0 = X0(y)
∂

∂y
.

داريم: پس

X0(y) =

[
z
∂

∂z
+ z′ +

∂

∂z′

]
(z + ϵf(x, z, z′)) = z + ϵ

[
z
∂f

∂z
+ z′

∂f

∂z′

]
.

داريم: نتيجه باشد،در ͬͺي (٩.۴) عملͽر با بايد x̄0 چون

z + ϵ

[
z
∂f

∂z
+ z′

∂f

∂z′

]
= y − ϵ

4
[y2y′ + 3xy(y2 + y′2)].

كه: رسيم مͬ نتيجه اين به ،ما ϵ مرتبه های جمله تا y = z كه اين به توجه و معادله اين راست طرف در (١٢.۴) عبارت جايͽذاری با

z + ϵ

[
z
∂f

∂z
+ z′

∂f

∂z′

]
= z + ϵ{f − 1

4
[z2z′ + 3xz(z2 + z′2)]}.

طوريͺه به

z
∂f

∂z
+ z′

∂f

∂z′
= f − 1

4
[z2z′ + 3xz(z2 + z′2)]. (١٣.۴)

مشخصه دستͽاه از نخست معادله كنيم. حل را (١٣.۴) همͽن غير اول مرتبه خطͬ جزئͬ ديفرانسيل معادله بياييد
dz

z
=
dz′

z′
=

df

f − 1
4 [z

2z′ + 3xz(z2 + z′2)]
.

آوريم: مͬ دست به f برای را زير خطͬ اول مرتبه معمولͬ ديفرانسيل معادله ما ،z′ = λz جايͽذاری با
df

dz
=

1

z
f − 1

4
[λz2 + 3x(1 + λ2)z2].



۶٧ تقريبͬ تقارنهای كابرد .۴ فصل

دهد مͬ نتيجه گيری انتͽرال

f = −1

8
[k(x)z + λz3 + 3xz(1 + λ2)z2].

آوريم: مͬ دست به ما λz = z′ جايͽذاری با است. x از دلخواه تابع يك k(x) انتͽرال ثابت كه

f = −1

8
[k(x)z + z2z′ + 3xz(z2 + z′2)].

كند: مͬ نͽاشت (٩.۴) به را (١١.۴) عملͽر كه (١٢.۴) رسيم مͬ زير تبديل به سرانجام

y = z − ϵ

8
[k(x)z + z2z′ + 3xz(z2 + z′2)]. (١۴.۴)

شود: مͬ داده اينͽونه تقريب اول مرتبه در (١١.۴) تبديل وارون ،ϵ تامرتبه y = z چون

z = y +
ϵ

8
[k(x)y + y2y′ + 3xy(y2 + y′2)]. (١۵.۴)

(١٠.۴) معادله در را (١۵.۴) كند. مͬ نͽاشت (۶.۴) معادله به را (١٠.۴) معادله (١۴.۴) طوريͺه به كنيم مͬ تعيين را k(x) حال

از اين بنابر ϵ مرتبه تا باز البته y′′ = −y كه دهد مͬ نتيجه z′′ = −z معادله ، ϵ مرتبه جملات تا y = z چون كنيم مͬ جايͽذاری

داريم (١۵.۴)

z′ = y′ +
ϵ

8
[k(x)y′ + k′(x)y + 2y3 + 5yy′2 + 3x(y2y′ + y′3)],

z′′ = y′′ +
ϵ

8
[2k′(x)y′ + k′′(x)y − k(x)y − y2y′ + 8y′3 − 3xy(y2 + y′2)].

درنتيجه

z′′ + z = y′′ + y +
ϵ

8
[8y′3 + 2k′(x)y′ + k′′(x)y].

(١٠.۴) معادله تبديل نͽاشت به ما بنابراين آوريم. مͬ دست به را (۶.۴) معادله k(x)ما = −4x دهيم قرار اگر كه دهد مͬ نشان اين

ايم. رسيده (۶.۴) معادله به

y = z +
ϵ

8
[4xz − z2z′ − 3xz(z2 + z′2)]. (١۶.۴)

رسيم. مͬ (۶.۴) vanderpol معادله از تقريبͬ حل به ما (١۶.۴) معادله در z = A cos t+B sin t كلͬ حل جايͽذاری با

y = Acosx+Bsinx+
ϵ

8
[(4− 3(A2 +B2))x(A cosx+B sinx)

+ (A sinx−B cosx)(A cosx+B sinx)2]. (١٧.۴)

Z2 = sinx و z1 = cosx ای پايه های حل مجموعه Bبه = 1 ، A = 0 دهيم قرار سپس Bو = 0 ، A = 1 دهيم قرار اگر اينجا

آوريم: مͬ دست به را (۶.۴) معادله از ويژه تقريبͬ های حل اين بنابر رسيم. مͬ z′′ + z = 0 خطͬ معادله از

y1 = cosx+
ϵ

8
[x cosx+ sinx cos2 x],

y2 = sinx+
ϵ

8
[x sinx− cosx sin2 x].



۶٨ تقريبͬ تقارنهای كابرد .۴ فصل

تقريبͬ ناوردای های حل ٣.۴

بͽيريد: نظر در دوباره را سوم فصل از زير معادله .١.٣.۴ مثال

utt − (u2ux)x + ϵut = 0. (١٨.۴)

، X3 با X = X3 −X4 تقريبͬ تقارن روی شده بنا تقريبͬ ناوردای های حل كردن پيدا و (٧١.٣) شده شناخته تقريبͬ باتقارنهای

داريم: (٧١.٣) از X4

X = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
+
ϵ

6

(
t2
∂

∂t
− 2tu

∂

∂u

)
. (١٩.۴)

شود. مͬ نوشته زير صورت به (١٩.۴) عملͽر برای تقريبͬ ناوردای

J(t, x, u, ϵ) = J0(t, x, u) + ϵJ ′(t, x, u) +O(ϵ).

كنيم استفاده (١٩.۴) عملͽر برای زير نماد از اگر شوند. مͬ X(J) = O(ϵ) معادله با كه

X = X0 + ϵX1.

كه

X0 = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
, X1 =

1

6

(
t2
∂

∂t
− 2tu

∂

∂u

)
.

نوشت: خواهيم زير صورت به تقريبͬ ناورداهای برای را مشخصه معادله ما

X0(J0) + ϵ[X0(J1) +X1(J0)] = 0.

نتيجه در

X0(J0) = 0, X0(J1) +X1(J0) = 0.

يا

t
∂J0

∂t
− u

∂J0

∂u
= 0, (٢٠.۴)

t
∂J1

∂t
− u

∂J1

∂u
= −1

6

(
t2
∂J0

∂t
− 2tu

∂J0

∂u

)
.

كرد. خواهيم پيدا (١٩.۴) عملͽر برای را زير تابعͬ مستقل ناوردای دو ما (٢٠.۴) معادلات حل با

J1 = J0
1 (t, x, u) + ϵJ1

1 (t, x, u),

J2 = J0
2 (t, x, u) + ϵJ1

2 (t, x, u). (٢١.۴)

معادله اگر ديͽر عبارت ،به J2 = ψ(J1) اگر شوند مͬ گفته تابعͬ وابسته (٢١.۴) توابع كه كنيم مͬ يادآوری .٢.٣.۴ ملاحظه

J0
2 (t, x, u) + ϵJ1

2 (t, x, u) = ψ(J0
1 (t, x, u) + ϵJ1

1 (t, x, u)) +O(ϵ).

و J0
1 (t, x, u) توابع اگر كه است واضح شوند. مͬ گفته تابعͬ مستقل (٢١.۴) توابع باشد نداشته وجود ψ تابع چنانچه اگر

هستند اينͽونه نيز (٢١.۴) توابع باشند، تابعͬ مستقل J0
2 (t, x, u)
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در معادله دومين در J0
1 = x جايͽذاری با J0

1 = x, J0
2 = tu يعنͬ دارد تابعͬ مستقل حل دو مختصراً (٢٠.۴) در اول معادله

آوريم. مͬ دست به (٢١.۴) در ناوردا يك J1
1 = 0 حل ترين ساده گرفتن نظر در با و (٢٠.۴)

J1 = x. (٢٢.۴)

(٢٠.۴) معادله دومين در را (٢٠.۴) در نخست معادله از J0 = tu حل ما حال كند. نمͬ گير در را u وابسته متغير آن كه كنيد توجه

آوريم: مͬ دست به را زير همͽن غير خطͬ معادله و كنيم مͬ جايͽزين

t
∂J1

2

∂t
− u

∂J1
2

∂u
=

1

6
t2u.

مشخصه دستͽاه از نخست معادله
dt

t
= −du

u
= 6

dJ1
2

t2u
.

معادله دومين بنابراين دهد. مͬ نتيجه را tu = λ = const نخست جواب
dt

t
= 6

dJ1
2

t2u
.

دهد مͬ نتيجه و شود مͬ نوشته λdt = 6dJ1
2 صورت ،به λ با tu جايͽذاری با مشخصه دستͽاه از

J1
2 =

1

6
tλ+ C =

1

6
t2u+ C.

آوريم مͬ دست به (٢١.۴) در را ناوردا معادله دومين و ،C = 0 دهيم مͬ قرار

J2 = tu+
ϵ

6
t2u. (٢٣.۴)

طوريͺه به J2 = φ(J1) جايͽذاری با هستند. تابعͬ مستقل (٢٣.۴) و (٢٢.۴) ناورداهای ٢.٣.۴ نͺته به توجه با

(1 +
ϵ

6
t)tu = φ(x).

دقت اول مرتبه در tu برای حل و

tu = (1 +
ϵ

6
t)−1φ(u) = (1− ϵ

6
t)φ(x) +O(ϵ).

آوريم: مͬ دست به تقريبͬ ناوردای های حل برای را زير شͺل ما

u = (
1

t
− ϵ

6
)φ(x). (٢۴.۴)

گيريم: مͬ نتيجه (٢۴.۴) از گيری ديفرانسيل با كنيم. مͬ جايͽذاری (١٨.۴) معادله رادر (٢۴.۴) ما

ut = − 1

t2
φ, utt =

2

t3
φ, ux = (

1

t
− ϵ

6
)φ′.

علاوه به

u2ux = (
1

t
− ϵ

6
)3φ2φ′ = (

1

t3
− ϵ

2t2
)φ2φ′ +O(ϵ).

آوريم: مͬ دست به تقريبمان در درنتيجه و

(u2ux)x = (
1

t3
− ϵ

2t2
)(φ2φ′)′.

پس:

utt − (u2ux)x + ϵut =
1

t3
(1− ϵ

2
t)[2φ− (φ2φ′)′].
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دهد: مͬ نتيجه (١٨.۴) معادله اين بنابر

(φ2φ′)′ = 2φ. (٢۵.۴)

بͽيريم انتͽرال (٢۵.۴) معادله از بياييد حال

φ2φ′′ + 2φφ′2 = 2φ.

يا

φφ′′ + 2φ′2 = 2.

داريم: ما φ′′ = pp′ چون φ′ = p(φ) استاندارد جايͽذاری يابدبا مͬ كاهش اول مرتبه معادله يك به اخير معادله

φpp′ + 2p2 = 2.

يا

φ
dp2

dφ
+ 4p2 = 4.

معادله ،ν = 1 +Cφ−4 آوريم مͬ دست به و گيريم مͬ انتͽرال φ dν
dφ + 4ν = 4 خطͬ معادله ،از p2 = ν دهيم مͬ نشان ما حال

گيريم: مͬ نيجه p = ±
√
ν

p = ±
√
1 + Cφ−4.

بنابراين
dφ

dx
= ±

√
1 + Cφ−4.

دهد: مͬ نتيجه را زير صورت به (٢۵.۴) معادله كلͬ حل گيری انتͽرال ∫و
φ2dφ√
φ4 + C

= C ± x. (٢۶.۴)

مثال برای آوريم. مͬ دست به را (١٨.۴) معادله ناوردای حل ما آيد. مͬ دست به (٢۶.۴) حل با (٢۴.۴)كه در φ(x) جايͽذاری با

است: اينͽونه (٢۴.۴) ناوردای حل و داريم را φ(x) = ±x شͺل ما C = 0 دادن قرار با

u = ±(
x

t
− ϵ

x

6
).



Abstract

In this article,a new theory named approximate symmetry is introduced.this theory is developed on
approximate group analysis of differential equations with a small parameter.

Methods of mathematical of classical group analysis enable one to distinguish among all equation
of mathematical physics the equations that are remarkable with respect to their symmetry proper-
ties.Ofcourse any small perturbation of an equation disturbs the group admitted.Therefore,it became
necessary to work out group analysis methods that are stable under small perturbations of the differen-
tial equations.In this article we develop such a method that is based on the concepts of an approximate
group of transformations and approximate symmetries.

An approximate Lie theorem is proved that enables one to construct approximate symmetries that
are stable under small perturbations of differential equations.

Keywords: Approximate symmetry,Differential equation,Frame, Generator,Group action,Invariant,Infinitesimal
Transformation,Lie equation,Lie algebra, symmetry , symmetry group
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نمایه

١ لͬ، گروه آنالیز
٣٠ تقارن، گروه تعریف اولین

٢ ،ͷکوچ نهایت بͬ
١ تابع،

٢٩ دیفرانسیلͬ، تابع
۶ ناوردا، تابع

٣۴ تقریبͬ، تبدیل
۴ تصویری، تبدیلات
٣۴ تقریبͬ، تساوی

٣١ تقارن، گروه سوم تعریف
۴٩ تقریبͬ، تقارن
۵٢ پایدار، تقارن

٣۴ تقریبͬ،
١٣ لͬ، جبر

۶٠ بͺلاند، لͬ جبر
۵۶ تقریبͬ، لͬ جبر

١٣ مشخصه، معادله جواب
۶۵ تقریبͬ، جواب
٢٠ تͺین، جواب
۶٧ تقریبͬ، حل
٢٧ ناوردا، حل

۶٩ ،۶٨ تقریبͬ، ناوردای حل
٣١ دیفرانسیل، معادلات دستͽاه
٣١ تقارن، گروه تعریف دومین

٣٠ کلͬ، دیفرانسیل
١٧ لͬ، گیری انتͽرال روش

٨ رویه،
٣٠ یافته، توسعه رویه

١٣ جبر، زیر
١۴ گیری، انتͽرال عامل

١۴ لͬ، گیری انتͽرال عامل
۵٩ بͺلاند، لͬ عملͽر

۶١ بͺلاند، لͬ متعارفͬ های عملͽر

٢٩ ،A فضای
١ لͬ،

۵٩ لاند، ͷب لͬ
۶۴ تقریبͬ، جبرآبلͬ لͬ

٨ مستقل، متغیر
۵ متعارفͬ، های متغیر

۵٠ تابعͬ، مستقل
٢٩ مشتق،
٣ معادله،

۶۵ ،vanderpol معادله
۵٢ اختلال، معادله

٣۶ لͬ، تقریبͬ معادله
٨ دیفرانسیل، معادله

۵٢ اختلال، غیر معادله

۵۵ موج، خطͬ غیر معادله
١١ مشخصه، معادله

۴٩ تقریبͬ، های تقارن برای مشخصه معادله
٨ ناوردا، معادله
۶٣ ،kdvمعادله

٣١ پذیر، حل موضعا
٢ گروه، مولد

٣۵ تقریبͬ، گروه مولد
٧ ناوردا،

۶٨ تقریبͬ، ناوردای
۴ نمایͬ، نͽاشت

۴٠ تقریبͬ، نمایͬ نͽاشت

١٣ کروشه،
۶٠ بͺلاند، لͬ های عملͽر کروشه

١ گروه،
٣۴ تقریبͬ، تبدیل گروه

٨ تقارن، گروه
١ لͬ، گروه

٨ شده، پذیرفته گروه
١ پارامتری، ͷی گروه
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