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تشͺر و تقدیر

خود تواناییهای حد در بتوانم تا آمد فراهم برایم دانش و علم تحصیل فرصت که گویم مͬ سپاس را بزرگ خداوند
شوم. بهرمند معرفت سرچشمه این از

جناب دانشمندم و مهربان گرانقدر، استاد از را خانواده�ام و خود پایان بͬ سپاس که دانم مͬ لازم خود بر
با ارشد کارشناسͬ دوره طͬ در همچنین و تحصیلͬ مقطع این در که دارم اعلام تومانیان مͽردیچ پرفسور آقای
طͬ را آن بتوانم تا نهاد رویم پیش را هموار و هدفمند درست، مسیری راهͽشا و دلسوزانه صحیح، های راهنمایͬ
آنها معلمͬ افتخار بنده که کسانͬ و آیندگان اختیار در را ناچیزم اندوختۀ خداوند یاری به امͺان صورت در و کرده

دهم. قرار داشت خواهم را
ابراز خواه نجفͬ مهدی دکتر آقای جناب عالم و بزرگوار استاد خدمت را خود ویژۀ قدردانͬ و سپاس همچنین
و دادند قرار من روی پیش در را دانش و علم از جدیدی مسیر خود روز به و مفید های راهنمایͬ با که میدارم

اند. بوده اینجانب سوالات پاسخͽوی فراوان دقت و صبر با همواره
تشͺر صمیمانه اند داشته عهده بر را رساله مشاوره زحمت که علائیان مهدی دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از

نمایم. مͬ
زحمت که عزتͬ رضا دکتر آقای جناب و فروغ احمدرضا دکتر حجازی، رضا سید دکتر آقایان گرامͬ اساتید از
دارم. را تشͺر کمال سودمندشان نظرات از و داشته را سپاسͽزاری نهایت گرفتند عهده بر را رساله این داوری

هیچ از مسیر این در که مهربانم همسر مخصوصآ عزیزم، خانواده به را خود ارادت و احترام نهایت پایان در
دارم. مͬ ابراز بوده، من همراه و یار همواره و نͺرده دریغ فداکاری

شیروانͬ وحید
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چͺیده

گروههای انواع یافتن منظور به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای را لͬ تقارن روش رساله، این در

الحاقͬ نمایش یافتن با دهیم. مͬ قرار مطالعه مورد عمومͬ جوابهای و دقیق جوابهای ناوردا، جوابهای تقارنͬ،

به یافت، خواهیم را ناوردا جوابهای از بندی طبقه آنها، متناظر لͬ جبرهای روی آمده بدست تقارنهای گروه از

معادلات بقا قوانین یافتن مختلف روشهای آورد. بدست آن از توان مͬ را جوابهایͬ چنین بقیه که منظور این

در گردد. مͬ ارائه بقا قوانین محاسبه برای بهینه روشͬ نهایت در و گرفت خواهند قرار بررسͬ مورد دیفرانسیل

کرد. خواهیم مطالعه جدید بقا قوانین یافتن برای را بقا قوانین و تقارنها بین ارتباط پایان

بقا. قوانین ناوردا، جوابهای لͬ، تقارن لͬ، تبدیلات گروههای دیفرانسیل، معادلات کلیدی: کلمات
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مقدمه

شده تولید ناورداهای و تقارنͬ گروههای توسط را دیفرانسیل معادلات حل لͬ سوفوس نوزدهم قرن اواخر در

حل برای جبری های گروه از گالوا که بود گرفته شͺل آنجا از کار این ایده داد، قرار بررسͬ مورد آنها توسط

آن بر را لͬ است دیفرانسیل معادلات از انتͽرالͽیری بر مبتنͬ که روش این بود. کرده استفاده جبری معادلات

لͬ گروههای مفهوم اساس بر دیفرانسیل معادلات نظریۀ گسترش صرف را خود انͽیز اعجاب توان تا داشت

و مهندسͬ ،ͷفیزی در دارند کاربردی و محض ریاضیات در که کاربردهایͬ بر علاوه گروهها این زیرا کند.

ناورداها، نظریۀ دیفرانسیل، هندسۀ جبری، توپولوژی چون شاخه�هایͬ شوند. مͬ گرفته کار به نیز پایه علوم سایر

با شدت به ... و نسبیت کوانتوم، و ͷکلاسی ͷانیͺم کنترل، نظریۀ عددی، آنالیز خاص، توابع انشعاب، نظریۀ

است جالب باشد داشته اشراف علوم این از ͬͺی به که کس هر و دارند سروکار آن کاربردهای و لͬ گروههای

که است ذکر شایان البته است. دیفرانسیل معادلات رشته�ها این در لͬ گروههای کاربرد اصلͬ منبع که بداند که

تحت اوقات گاهͬ بلͺه شوند، نمͬ برده کار به ریاضیات در خود محض دیدگاه با مواقع بیشتر در لͬ گروههای

ریاضͬ ویژگیهای از بسیاری که شوند مͬ ظاهر دیفرانسیل معادلات از ͬͺدینامی دستͽاه ͷی تقارنͬ گروه عنوان

کنند. مͬ تحلیل را دستͽاه رفتار مستقیم غیر یا مستقیم طور به ... و نیم-سادگͬ حلپذیری، مثل آن

عمل این مواقع بیشتر در که است مفروض ͬͺفیزی حالت فضای روی آن عمل بر لͬ گروههای کاربرد بنیاد

بار نخستین دیفرانسیل معادلات در لͬ گروههای کاربرد باشد. مͬ گروه همانͬ عضو حول موضعاً و غیرخطͬ

معنا دیفرانسیل هندسۀ در خود امروزی ͷسب به را آن بار اولین کارتان الͬ و شد بنیانͽذاری نوتر و لͬ توسط

همچون افرادی طوریͺه به شد انجام لͬ گروههای کاربرد تعمیم در گسترده�ای تلاشهای بعد به آن از بخشید.

نهاد. بنا شوروی جماهیر اتحاد در زمینه این در مدرسه�ای اووزیاناکوف

مͬ کنیم، صحبت دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی تقارن گروه مورد در اجمالͬ طور به باشیم خواسته اگر

تقارنها لͬ دیدگاه از کنند. مͬ تبدیل هم به را دستͽاه جوابهای که هستند تبدیلاتͬ شامل گروهها این که گفت توان

جوابهای روی و کرده عمل دستͽاه وابستۀ و مستقل متغیرهای شامل فضای روی که هستند هندسͬ تبدیلاتͬ

دو به حیث ͷی از توان مͬ را گروهها این کند. مͬ عمل کرده، اعمال آنها گراف روی که تبدیلاتͬ با دستͽاه

تقارنͬ گروههای و است.) رساله این مطالعۀ مورد موضوع (که پیوسته تبدیلات شامل تقارنͬ گروههای دستۀ

خلال در محاسبات شدن صریح دوم دستۀ به اول دستۀ مزیت بزرگترین اما کرد. بندی رده تبدیلاتگسسته شامل

محاسبه ابزار اما باشد، پیچیده بسیار مواقع برخͬ در است ممͺن اگرچه محاسبات روند که معنا بدین است، کار
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گسسته گروههای اهمیت از چیزی مسئله این وجود این با است. انتͽرال و دیفرانسیل حساب ͷکلاسی ابزارهای

است. متفاوتͬ ͷکلاسی غیر آنالیزی روشهای نیازمند آنها با کار بلͺه کاهد١، نمͬ دیفرانسیل معادلات در

توان مͬ که دهد نشان توانست وی که است آن دیفرانسیل معادلات زمینۀ در لͬ اکتشافات مهمترین از ͬͺی

تحت دستͽاه آن ͷکوچ بینهایت ناوردایͬ بوسیلۀ را ͬͺدینامی دستͽاه ͷی بر حاکم پیچیدۀ غیرخطͬ شرایط

است. برخوردار سزایͬ به اهمیت از ͷفیزی در که کرد مبدل خطͬ شرایطͬ به موضعاً تقارنش گروه مولدهای

دارای پیوسته گروههای با کار زیرا گشت زمینه این در بسیاری افزارهای نرم و کامپیوتر کارگیری به منجر امر این

کند. مͬ پیروی الͽوریتمͬ روندی از که است محاسباتͬ

طبقه�بندی به توان مͬ آن جملۀ از که دارد بسیاری مزیتهای دیفرانسیل معادلات یͷدستͽاه تقارن گروه داشتن

درنظر یͷدسته در را جوابͬ دو هر استکه اینͽونه رده�بندی این کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات دستͽاه جوابهای

گروهها این از که استفاده�هایͬ دیͽر از باشند. هم به تبدیل قابل تقارن گروه مولدهای از برخͬ بوسیلۀ که گیریم مͬ

کرد. طبقه�بندی دلخواه تابعͬ یا پارامتر براساس توان مͬ را دیفرانسیل معادلات که است آن شود مͬ

کاهش با تا کند مͬ ͷکم ما به تقارنͬ گروه باشیم، درگیر معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی با اگر

جواب باشد اول مرتبه نظر مورد معادلۀ حالتیͺه در و آوریم بدست انتͽرالͽیری بار ͷی با را جواب معادله، مرتبه

یعنͬ نیست، برقرار جزئͬ دیفرانسیل معادلات مورد در چیزی چنین متأسفانه اما آمد. خواهد بدست نیز عمومͬ

دستͽاه حالتیͺه در (مͽر آورد بدست تقارنها گروه داشتن با لزوماً توان نمͬ را معادلاتͬ چنین عمومͬ جواب

از برخͬ تحت که آیند مͬ بدست جوابها از برخͬ تنها شرایط این در باشد). خطͬ دستͽاه ͷی به تبدیل قابل

ناوردای جوابهای به پرداخت، خواهیم آن به سوم فصل در که جوابها این هستند. ناوردا تقارن گروه زیرگروههای

هستند. اصلͬ دستͽاه به نسبت کمتری مستقل متغیر تعداد شامل که مشهورند گروهͬ

داد ارائه را مهمͬ قضیۀ دو ١٩١٨ سال در نوتر است. ͷفیزی در بقاء قوانین تقارن گروه کاربردهای دیͽر از

در او داد. مͬ نشان را اویلر-لاگرانژ معادلات ویژگیهای با تغییرات انتͽرال ͷی تقارن گروههای بین ارتباط که

معادلات برای بقاء قوانین تولید به منجر پارامتری ͷی تغییرات تقارن گروههای چͽونه که داد نشان اول قضیۀ

در است زمان به نسبت انتقال تقارن تحت ناوردایͬ مسئلۀ ͷی انرژی بقاء قوانین مثلا́ شوند. مͬ اویلر-لاگرانژ

چهارم فصل در است. دوران و انتقال تبدیلات تحت ناوردایͬ مسئلۀ ͷی زاویه�ای و خطͬ گشتاور بقاء حالیͺه

شود. مͬ استفاده تقارنها هندسͬ ویژگیهای از نوتر قضیۀ در چͽونه که دید توان مͬ [٧٠] مرجع

تناظر این است. بقاء قوانین و تقارن گروههای میان ͷی به ͷی تناظر ͷی کردن برقرار نوتر کارهای دیͽر از

کرده�ایم. اشاره آن به مختصری دوم فصل در که گردید یافته تعمیم تقارنهای نام به تقارنها از نوعͬ ارائه به منجر

ͬͽبست وابسته و مستقل متغیرهای به آنͺه بر علاوه که است آن در هندسͬ تقارنهای با تقارنها این اصلͬ تفاوت

از چه که تغییراتͬ مسئله ͷی پارامتری ͷی گروه هر شوند. مͬ ظاهر نیز وابسته متغیرهای مشتقات آنها در دارند

معͺوس طور به و گردد بقاء قوانین تولید به منجر تواند مͬ بͽیرد نشأت یافته تعمیم تقارنهای یا هندسͬ تقارنهای

نیاز برحسب تقارنها از دیͽری انواع کرد. نظیر تقارنها این تغییراتͬ مسئله ͷی به توان مͬ را بقائͬ قانون هر

D.A. Hejhal, Monodromy groups and linearly polymorphic functions, Acta Math، 135 (1975), 1-55.١
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کاربرد بسیار ͷانیͺم و ͷفیزی در که کرد اشاره برخوردی تقارنهای به شود مͬ آنها مهمترین از که شدند ساخته

هرکدام که دارند، وجود نیز ... و ͷکلاسی غیر تقارنهای آینه�ای، تقارنهای ضعیف، تقارن مانند تقارنهایͬ دارد،

باشد. مندان علاقه برای مناسبͬ تحقیقاتͬ زمینه تواند مͬ

جرم، قبیل، از ͬͺفیزی کمیتهای آنها باشند. مͬ زیادی فواید دارای بقاء قوانین دیفرانسیل معادلات مطالعه در

تحقیق برای آنها دهند. مͬ توضیح را حرکت ثابتهای و ͬͺتریͺال بار همچنین ای، زاویه تͺانه تͺانه، انرژی،

و پایداری آنالیز برای همچنین هستند، مهم جوابها یͺتایͬ و وجود اثبات برای و خطͬ نͽاشتهای پذیری، انتͽرال

مهمͬ نقش و دارند عددی روشهای توسعه در اساسͬ نقش آنها بعلاوه، شوند. مͬ استفاده جوابها عمومͬ رفتار

دارند. برعهده پتانسیلͬ متغیرهای و موضعͬ غیر وابسته دستͽاههای یافتن شروع نقطه در

زیادی دلایل کند. مͬ بیان را شار توسط کمیت ͷی تاثیر ͬͽونͽچ که است، ریاضͬ معادله ͷی بقاء قانون

ͷی در ͬͺفیزی کمیتهای از ͷکدامی اینͺه، اول دارد. وجود PDE دستͽاه ͷی شارهای و چͽالͬ محاسبه برای

مانند ها، PDE کیفͬ خواص مطالعه در بقاء قوانین ماند. مͬ ثابت است، شده بیان PDE ͷکم به که دستͽاه

بیانͽر بقاء قانون توجهͬ قابل تعداد وجود .[١٢] هستند مفید کاهشͬ عملͽرهای و داشتن همیلتونͬ ساختار

برای باشد. مͬ PDE عددی جوابهای مطالعه هنͽام دیͽر، دلیل .[٣۶] باشد مͬ دستͽاه کامل پذیری انتͽرل

.[٣۴] هستند ثابت شده حفاظت مقادیر آیا کرد بررسͬ توان مͬ مثال،

مستقیم، روش تابعͬ، ضرایب روش نوتر، قضیه قبیل از دارد وجود بقاء قوانین یافتن برای مختلفͬ روشهای

،[٢۵] ،[٢٢] ،[٢١] مراجع به توانند مͬ علاقمندان که ... ها PDE و لͬ-بͺلاند تقارن های مولد بین رابطه

کنند. رجوع [٧٠] ،[۴٠]

و تعاریف بیان به دوم فصل . پرداخت خواهیم لͬ گروههای از مطالبͬ آوری یاد به ابتدا رساله این در

نحو همچنین بعد، های فصل در نیاز مورد دیفرانسیل، معادلات تقارنهای انواع معرفͬ و لͬ تبدیلات های قضیه

نحوه سوم، فصل در دارد. اختصاص اند نͽرفته قرار بررسͬ مورد کنون تا که هایͬ PDE برای آنها محاسبه

بندی طبقه ادامه در شد. خواهد بیان مستقیم جایͽذاری روش و ناوردا فرم روش دو از ناوردا جوابهای ساختن

مشتقات با دیفرانسیل معادله چندین برای بهینه دستͽاههای ͷکم به ناوردا جوابهای لͬ زیرجبرهای و جبرها

آمد. خواهد بدست مطالعه مورد معادلات برای توجهͬ قابل دقیق جوابهای همچنین شد، خواهد انجام جزئͬ

ͷکم به مستقیم روش ازجمله شد، خواهد معرفͬ بقاء قوانین یافتن برای مختلف روش چندین چهارم فصل در

قرار بررسͬ مورد روشها این محدودیتهای ادامه در کرد. خواهد ایفا رساله دراین را مهمͬ نقش که تابعͬ ضرایب

حقیقت در و آمده بدست روش دو ترکیب از الͽوریتم این که شد خواهد ارائه الͽوریتمͬ نهایت در و گیرد مͬ

هایͬ PDE برای آنرا جدید الͽوریتم کارایͬ بیان برای باشد. مͬ بقاء قوانین یافتن در مستقیم روش سازی بهینه

چͽالͬ و شارها با بقاء قوانین که شد خواهد مشاهده و کنیم، مͬ اجرا اند نͽرفته قرار بررسͬ مورد کنون تا که

PDE ای نقطه تقارنهای با را بقاء قوانین تابعͬ ضرایب بین ارتباط پایان در آیند. مͬ بدست صریح طور به های

آورد. بدست قبلͬ بقاء قوانین از جدید بقاء قوانین توان مͬ آن ͷکم به که دهیم مͬ قرار مطالعه مورد ها
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١ فصل

یادآوری

و لͬ گروههای بنیادی مباحث مرور به فصل این در کنند مͬ ایفا رساله در لͬ گروههای که مهمͬ نقش به توجه با

تعاریف و مقدمات به ادامه در پرداخت. خواهیم شوند مͬ گرفته کار به آینده فصلهای در که قضایایͬ و تعاریف

مطالعه برای شد. خواهد استفاده نامه پایان دوم قسمت در مفاهیم این از که شد خواهد اشاره بقا قوانین به مربوط

نمایند. مراجعه [٧٠] و [۵۴] ،[١٧] ،[٨۶] مراجع به توانند مͬ علاقمندان بیشتر،

تبدیلات و لͬ گروههای ١.١

وارون و دونͽاشتضرب و بوده گروه جبری ساختار دارای طوریͺه به Gاست چون هموار منیفلدی لͬ، یͷگروه

ضابطه�های با که i و m ساز

m : G×G→ G, i : G→ G

m(g, h) = g · h, i(g) = g−1

ͬͺتوپولوژی گروه را G آنͽاه باشند پیوسته i mو و ͬͺتوپولوژی منیفلد ͷی G اگر باشند. هموار مͬ�شوند تعریف

مͬ�نامند.

تعریفند. قابل لͬ گروههای زیر منیفلدها، زیر همانند

است لͬ یͷزیرگروه H باشد. آن مجموعۀ زیر ͷی H ⊆ G و لͬ گروه ͷی G کنید فرض تعریف. ١.١.١
H برای شده تعریف i,mاشتͽن دو بعلاوه باشد. G منیفلد زیر ͷی خود H و بوده G گروه زیر ͷی H هرگاه،

باشند. هموار نیز

G لͬ زیرگروه ͷی H آنͽاه باشد G بستۀ زیرگروه ͷی H و لͬ گروه ͷی G گاه هر کارتان. قضیه ٢.١.١
.[۵۴] است
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مͬ�باشد لͬ یͷگروه مͬ�کند Mعمل مانند هموار منیفلد ͷی روی Gکه مثل تبدیل یͷگروه تعریف. ٣.١.١
است (ii) و (i) ویژگیهای دارای که (g, p) 7−→ g · p ضابطۀ با ϕ : G ×M → M نͽاشت که شرط این با

باشد. هموار

(g · h) · p = g · (h · p) (i

e · p = p (ii

نمود. تعریف را راست سمت از عمل میتوان شͺل همین به مͬ�کند. Mعمل روی چپ Gاز گویند حالت این در

نͽاشت g تبدیل هر ازای به گویند. یͷتبدیل را g آنͽاه باشد g ∈ G Mو روی تبدیل گروه ͷی G هرگاه

کنید فرض . ϕg = g مͬ�دهیم قرار اختصار به کرد. نویسͬ باز ϕg : M → M صورت به مͬ�توان را ϕ تبدیل

یعنͬ G تبدیل گروه تحت pتبدیلات تمام مجموعه صورت این در باشد p ∈M

G · p = {g · p : g ∈ G}

هستند. منیفلد زیر ͬͽهم مداراها مͬ�نامند. G تبدیل تحت p مدار را

صورت به p ∈M ازای به را مͬ�کنند عمل همانͬ عضو صورت به که G اعضای از دسته آن

Gp = {g : g.p = p} ,

مͬ�گویند. p ساز پایدار گروه زیر آن به که مͬ�باشد G گروه زیر ͷی Gp مͬ�دهند. نمایش

موضعاً بطور و Gp؛ = {e} ،p ∈ M هر ازای به هرگاه مͬ�کند، Mعمل روی آزاد طور به Gتبدیلات گروه

شوند. بدیهͬ g ̸= e عضو هر ͬͽهمسای ͷی در ͷایزوتروپی گروههای زیر اگر مͬ�کند، عمل آزاد

GM = {e} گاه هر مͬ�گویند. G فراگیر پایدارساز گروه زیر را GM آنͽاه GM =
∩

p∈M Gp دهید قرار

عمل موثر موضعاً بطور G گویند باشد، گسسته GM ساختار اگر و مͬ�کند عمل موثر بطور G گویند آنͽاه باشد،

مͬ�کند.

نامند مͬ منظم نیم را G عمل نهایت، در مͬ�نامند. متعدی را عمل کند تولید مدار ͷی تنها G عمل گاه هر

ͷکوچ دلخواه به ͬͽهمسای ͷی دارای p ∈ M نقطه هر اگر نامند منظم و باشند بعد هم G مدارات کلیه هرگاه

باشد. همبند p مدار با آن اشتراک طوریͺه به باشد

زیر ضابطۀ با که بͽیرید نظر در را Rn روی GL(n) تبدیلات گروه عمل گروه، عمل از نمونه�ای عنوان به

مͬ�شود تعریف

GL(n)× Rn → Rn

(A, a) 7→ Aa .

همچنین باشد، نمͬ متعدی فوق عمل دیͽریRn−{0}بنابراین و {0} مبداء ͬͺی کند، مͬ تولید مدار دو عمل این

بالا عمل در مذکور ویژگیهای باز بͽیریم نظر در را SL(n) گروه GL(n) جای به اگر اما نیست. هم آزاد عمل
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زیرا بود خواهد آزاد و متعدی عمل آنͽاه کنند عمل Rn − {0} روی شده یاد تبدیل گروه دو هرگاه است. برقرار

است. Rn − {0} خود شده تولید مدار تنها

−G تابع ͷی مͬ�کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات گروه ͷی G کنید فرض تعریف. ۴.١.١
به شود مͬ تعریف U ⊂ M باز مجموعه زیر روی که است I : M → R مانند حقیقͬ تابعͬ موضعͬ، ناوردای

همانͬ. عضو از Vx ⊂ G ͬͽهمسای در g ∈ Vx تبدیل هر برای و x ∈ U هر برای ،I(g · x) = I(x) که قسمͬ

نامند. مͬ سراسری ناوردای را I آنͽاه ،g · x ∈ U طوریͺه به g ∈ G و x ∈ U هر برای I(g · x) = I(x) اگر

معادلند: زیر شرایط .I :M → R کنید فرض گزاره. ۵.١.١

است. ناوردا −G تابع ͷی I (i

است. ثابت G مدار هر روی I (ii

باشند. Mمͬ از ناوردا −G های مجموعه زیر ،I از {I(x) = c} تراز های مجموعه (iii

□ .[٧١] اثبات.

را M روی v برداری میدان باشد. M منیفلد روی تبدیلات گروه ͷی G کنید فرض تعریف. ۶.١.١
شود. تعریف g.x که x ∈M و g ∈ G هر ازای به g∗(vx) = vg·x هرگاه گویند G−ناوردا

برداری میدانهای تمام مجموعۀ کند عمل (راست) چپ از خودش روی G کنید فرض تعریف. ٧.١.١
ایزومورف هم با راست و چپ جبرلͬ مͬ�شود ثابت . گویند G (راست) چپ جبرلͬ را (راست) چپ ناوردای

جبرلͬ جبرلͬ، از منظورمان رساله طول تمام در مͬ�دهیم. نمایش g با را G گروه�لͬ جبرلͬ جا همه در هستند.

است. چپ

یͷایزومورفیسم i∗ یعنͬ ساز نͽاشتوارون اینصورتپیشبرنده در باشد لͬ Gیͷگروه اگر گزاره. ٨.١.١
مͬ�کند. برقرار راست لͬ جبر و چپ لͬ جبر بین

و خودش روی Gچپ و راست عمل ضابطه ترتیب به Lg و Rg کنیم فرض اثبات.

i : G→ G ,

مͬ�کنیم ثابت باشد G ساز وارون نͽاشت

i∗ : gR → gL ,
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آنͽاه باشد h ∈ G هرگاه هستند.) Gچپ و راست لͬ جبرهای دهندۀ نمایش gL و gR) است. ایزومورفیسم

(Rg ◦ i)h = Rg(i(h))

= Rg(h
−1)

= h−1g

= (g−1h)−1

= (i ◦ Lg−1)h.

صورت این در باشد f ∈ C∞(G) و v ∈ gl کنیم فرض حال

Rg∗(i∗vh)f = (Rg∗ ◦ i∗)(vh)f

= (Rg ◦ i)∗(vh)f

= (i ◦ Lg−1)∗(vh)f

= (i∗ ◦ Lg−1∗)(vh)f

= i∗(Lg−1∗vh)f

= i∗(vhg−1)f

= vf(i(g−1h))

= vf(h−1g)

= vh−1gf.

□

عمل s−بعدی مدارهای Mبا m−بعدی منیفلد روی منظم نیم طور به G لͬ گروه فرضکنید قضیه. ٩.١.١
این با x از U ͬͽهمسای روی I1, · · · , Im−s تابعͬ مستقل موضعͬ ناوردای m − s ،x ∈ M هر برای کند.

ناورداهای از تابعͬ صورت به توان مͬ را U روی تعریفشده I موضعͬ ناوردای هر که، شوند تعریفمͬ ͬͽویژی

U روی سراسری طور به را Iνها آنͽاه کند، عمل منظم طور به G اگر نوشت. I = H(I1, · · · , Im−s) اساسͬ

اگر تنها و اگر دارند قرار G از مدار ͷی در y, z ∈ U نقطه دو منظم حالت در همچنین کرد. انتخاب توان مͬ

. ν = 1, · · · ,m− s ،Iν(y) = Iν(x) باشند یͺسان مقدار دارای ناورداها تمام

ͷنزدی y = ψ(x) موضعͬ مختصات توان مͬ ،([٧٠] از ١.۴٣ (قضیه فربنیوس قضیه از استفاده با اثبات.

طوری را شوند مͬ تولید G از ͷکوچ بینهایت مولدهای توسط که g برداری میدانهای از دستͽاهͬ برای x

y1 = جدید های مختصات بنابراین باشند. {y1 = c1, . . . , y
m−s = cm−s} برشهای G مدارهای که، یافت
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مͬ ثابت برش هر روی که شد، خواهند G برای موضعͬ ناورداهای خودشان I1(x), . . . , y
m−s = Im−s(x)

y1, . . . , ym−s همان فقط که باشد، ثابت برشها این روی باید G برای موضعͬ ناوردای هر بعلاوه، باشند.

ͷی با فقط مدار هر که کرد انتخاب طوری را تخت مختصات توان مͬ کند، عمل منظم طور به G اگر هستند.

□ دهند. مͬ تشͺیل را سراسری ناورداهای y1, . . . , ym−s حالت این در باشد. داشته اشتراک برش

.g ≃ TeGصورت این در باشد لͬ گروه ͷی G هرگاه قضیه. ١٠.١.١
□ .[۵۴] اثبات.

یافت. را آن جبرلͬ مͬ�توان گروه همانͬ عضو در لͬ گروه مماسهر فضای یافتن با که مͬ�کند بیان فوق قضیه

استفاده با لͬ جبرهای محاسبۀ مͬ�پردازیم. جبرلͬ چند ارائه به تنها محاسبه بدون اینجا این در مثال. ١١.١.١
دارد. نیاز منیفلد هندسه از اطلاعاتͬ به و نیست پیچیده�ای چندان کار مماسͬ فضاهای یافتن از

دیͽر عبارت به مͬ�باشد n× n مربعͬ ماتریسهای مجموعه GL(n,R) عام خطͬ لͬ گروه جبرلͬ الف)

TInGL(n,R) =M(n× n,R) .

یعنͬ مͬ�باشد صفر اثر با n× n ماتریسهای مجموعه SL(n,R)خاص خطͬ لͬ گروه جبرلͬ ب)

TISL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) : trA = 0} . (١.١)

مͬ�باشد. R حقیقͬ اعداد S1 دایره جبرلͬ پ)

است. Rn خود Rn اقلیدسͬ فضای جبرلͬ ت)

نͽاشت را exp : g → Gاشتͽن صورت این در مͬ�گیریم نظر در را g جبرلͬ Gبا لͬ گروه تعریف. ١٢.١.١

بین دیفئومورفیسم ͷی exp آنͽاه باشند e ∈ G ͬͽهمسای ͷی V و 0 ∈ g ͬͽهمسای ͷی U هرگاه گویند. نمایͬ

مͬ�کند. برقرار V و U

v1, · · ·vk ∈ g هر برای صورت این در باشد g جبرلͬ با همبند لͬ گروه ͷی G کنیم فرض قضیه. ١٣.١.١
که معنا بدین مͬ�باشد نمایͬ نͽاشتهای ضرب صورت به بیان قابل g مثل G عضو هر

g = exp(v1) ◦ · · · ◦ exp(vk) .

عضو هر با متناظر نمایͬ نͽاشتهای محاسبۀ با مͬ�توان جبرلͬ ͷی اعضای داشتن با که است آن فوق قضیه تعبیر

است. آمده [۴١] در قضیه این اثبات آورد. بدست را گروه تبدیل ضابطه هم در آنها ضرب و

٩



مولد v ∈ g هر ازای به آنͽاه مͬ�کند عمل M روی که باشد g لͬ گروه ͷی G هرگاه تعریف. ١۴.١.١
مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به p ∈M نقطه در v با متناظر v̂ ͷکوچ بینهایت

v̂p = ϕ∗p(ve) . (٢.١)

.g 7→ g · p طوریͺه به مͬ�شود تعریف ϕp : G→M صورت به ϕاشتͽن

. مͬ�کنیم تعریف زیر ضابطۀ با را RP1 روی SL(2) گروه عمل مثال. ١۵.١.١

p 7−→ ap+ b

cp+ d
p ∈ RP1

 a b

c d

 ∈ SL(2) (٣.١)

. مͬ�شود تولید زیر ماتریسهای با جبر این بنابراین است صفر اثر با 2× 2 ماتریسهای SL(2) جبرلͬ

A1 =

 0 1

0 0

 , A2 =

 1 0

0 −1

 , A3 =

 0 0

1 0

 , (۴.١)

آنͽاه باشند A3 و A2 و A1 ماتریسهای از ͷی هر با متناظر ͷکوچ بینهایت مولدهای v3 و v2 و v1 اگر بنابراین

v̂1 = ∂p , v̂2 = 2p∂p , v̂3 = −p2∂p . (۵.١)

اتوکشͬ قضیۀ از خاص حالتͬ زیر قضیۀ در است.) ∂
∂x همان ∂x مثل عبارتͬ از منظور جاها سایر و مثال این (در

حجم با تا کند مͬ ͷکم و کرده ساده�تر را قضایا از برخͬ اثبات آینده در که آوریم مͬ را برداری میدانهای در

دید. منیفلد هندسۀ کتابهای بیشتر در توان مͬ را قضیه این اثبات شویم. روبرو محاسبات از کمتری

g کند، مͬ عمل M n−بعدی منیفلد روی که باشد لͬ گروه ͷیG کنیم فرض اتوکشͬ. قضیه ١۶.١.١
دستͽاه ͷی آنͽاه باشد. صفر غیر x0 ∈M نقطۀ در طوریͺه به باشد آن از ͷکوچ بینهایت مولد ͷی v و جبرلͬ

.v = ∂/∂y1 مختصات این در طوریͺه به است موجود x0 در y = (y1, ..., yn) مانند مختصات

□ .[٧١] اثبات.

ͷکوچ بینهایت ناوردایͬ ١.١.١

گروه عمل تحت I :M → R حقیقͬ تابع کند. Mعمل روی که باشد همبند تبدیلات گروه ͷی G فرضکنیم

v ∈ g و p ∈M هر برای اگر تنها و اگر است ناورد G

١٠



vp(I) = 0 . (۶.١)

I آنͺه برای باشد ͷکوچ بینهایت مولد ͷی v =

n∑
i=1

ξi(x)∂/∂xi و پارامتری ͷی تابع ͷی u = I(x) گاه هر

بنابراین و v(I) = 0 باید باشد Gتحت ناوردا ͷی
n∑

i=1

ξi(x)
∂u

∂xi
= 0.

مͬ�کنیم: حل را زیر دستͽاه I یافتن برای حال

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
. (٧.١)

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به متغیره سه فضای روی را SO(2) گروه عمل مثال. ١٧.١.١

(x, y, z) 7−→

(
x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,

sin t+ z cos t

cos t− z sin t

)
(٨.١)

فرم به عمل این از حاصل ͷکوچ بینهایت مولد

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (1 + z2)

∂

∂z
, (٩.١)

دستͽاه حل با مͬ�باشد.
dx

−y
=
dy

x
=

dz

1 + z2
,

مͬ�آید. بدست ω =
xz − y

yz + x
و r =

√
x2 + y2 صورت به ناوردا تابع دو

دهͬ امتداد ٢.١.١

مشتق pk =
(
p+k−1

k

)
تعداد دارای f(x) = f(x1, ..., xp) ضابطۀ با f : X → R مانند هموار حقیقͬ تابع ͷی

متغیرهای از اندیسچندگانه ͷی J = (j1, ..., jk) اگر باشد. متغیرهایشمͬ به نسبت k−ام مرتبۀ از متمایز جزئͬ

مرتبه شود. مͬ داده نمایش ∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj1 · · · ∂xjk
صورت, به J به نسبت f تابع جزئͬ مشتق باشد f تایع

است. شده گرفته مشتق تابع از بار چند که دارد آن بر دلالت دهند مͬ نشان #J ≡ k با که را J گانۀ چند اندیس

فضای باشد. u = f(x) = (f1(x), ..., f q(x)) ضابطۀ با مقداری q متغیرۀ p تابع ͷی f : X → U فرضکنید

Ui طوریͺه به دهند مͬ نشان U (n) := U × U1 × · · · × Un ، با را n−ام مرتبۀ تا تابع این جزئͬ مشتقات تمام
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را U (n) در نقطه هر پس این از باشند. مͬ i−ام مرتبۀ از جزئͬ مشتقات فضای نمایندۀ i = 1, ..., n ازای به ها

و باشد مͬ α = 1, ..., q, uαJ شͺل به متمایز متغیر qp(n) دارای u(n) بنابراین دهیم، مͬ نشان u(n) صورت به

است. 0 ≤ k ≤ p و 1 ≤ jk ≤ p شرایط با گانه چند اندیس ͷی J = (j1, ..., jk)

فضای U (n) به مستقل متغیرهای فضای کردن اضافه با

Jn = X × U (n), (١٠.١)

داده نشان jnf یا Jnf نمادهای با و گویند u = f(x) تابع n−ام جتمرتبۀ فضای آن به که شد خواهد حاصل

.p+ qp(n) با است برابر n−ام مرتبۀ جت فضای بعد که است واضح شود. مͬ

کلاف ͷی جز نیست چیزی ساختار این و دارد هندسͬ ساختار ͷی Jn که دید توان مͬ ای ساده بررسͬ با

تابع تیلور بسط دادن نشان برای لازم فضای دقیقاً فضا این است. qp(n) آن تارهای بعد Xکه منیفلد روی برداری

است. f

یافتن برای باشد. وابسته متغیر ͷی و مستقل متغیر دو با تابع ͷی u = f(x, y) کنید فرض مثال. ١٨.١.١
داریم: بنابراین بنویسیم. دوم مرتبه تا را تابع جزئͬ مشتقات که کافیست J2

J2 =
{
(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)

}
≃ R8.

n−ام مرتبۀ تا تابع امتداد مستقلش متغیرهای منهای تابع ͷی n−ام مرتبۀ جت فضای به تعریف. ١٩.١.١
دهیم. مͬ نشان u(n) = f (n)(x) با را آن و نامیم مͬ

با: است برابر (١٨.١.١) مثال در f تابع دوم مرتبۀ امتداد بنابراین

f (2)(x, y) = (f ; fx, fy; fxx, fxy, fyy).

١٢



٢ فصل

دیفرانسیل معادلات هندسه

ای نقطه تبدیلات ١.٢

کنید فرض تعریف. ١.١.٢

R(x, u) := ∆ν(x, u, u
(n)) = 0, ν = 1, . . . , l,

u = (u1, ..., uq) وابسته متغیر q و x = (x1, ..., xp) مستقل متغیر p با دیفرانسیل معادله l شامل دستͽاهͬ

برای کامل فضای را u و x وابسته و مستقل های متغیر از متشͺل E = X ×U ≃ Rp+q اقلیدسͬ فضای باشد.

آن در که باشد مͬ u = f(x) فرم به تابعͬ دستͽاهͬ چنین جواب نامند. ∆مͬ = 0 دیفرانسیل معادلات دستͽاه

uα = fα(x1, ..., xp), α = 1, ..., q,

است. x = (x1, ..., xp) مستقل متغیرهای از هموار تابعͬ

دهند مͬ نمایش زیر نماد با را r مرتبه از u تابع جزئͬ مشتقات

∂ru = {uαj1...jk | α = 1, . . . , q; j1, . . . , jk = 1, . . . , p}

= { ∂ruα(x)

∂xj1 · · · ∂xjk
| α = 1, . . . , q; j1, . . . , jk = 1, . . . , p}.

خاص، حالت در کند. مͬ عمل (x, u) بعدی p+ q فضای روی که است ͬͺی به ͷی تبدیل ای، نقطه تبدیل ͷی

١٣



است: زیر فرم به ای نقطه تبدیل

x∗ = f(x, u),

u∗ = g(x, u). (١.٢)

قابل کند مͬ عمل (x, u, ∂u, . . . , ∂ru) فضای روی که ͷی به ͷی تبدیلͬ به طبیعͬ، طور به ای نقطه تبدیل

(١.٢) تبدیل یافته توسیع است). پذیر دیفرانسیل (١.٢) تبدیل فرضکرد توان مͬ لزوم صورت (در است توسیع

شود مͬ بیان زیر روابط توسط r مرتبه از

(x∗)i = f i(x, u),

(u∗)α = gα(x, u),

(u∗)αi = hαi (x, u, ∂u), (٢.٢)
...

(u∗)αi1...ir = hαi1...ir(x, u, ∂u, . . . , ∂
ru).

.(u∗)αi = ∂(u∗)α/∂(x∗)i و i, i1, . . . , ir = 1, . . . , p, α = 1, . . . , q که

ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه ͷی ،(١.٢) ای نقطه تبدیل که بͽیرید نظر در را حالتͬ اکنون

باشد زیر بصورت

(x∗)i = f i(x, u, ε) = xi + εξi(x, u) +O(ε2), i = 1, . . . , p

(u∗)α = gα(x, u, ε) = uα + εηα(x, u) +O(ε2), α = 1, . . . , q (٣.٢)

ͷکوچ نهایت بͬ مولد با

V = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηα(x, u)

∂

∂uα
=

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
. (۴.٢)

کند مͬ عمل (x, u, ∂u), . . . , (x, u, ∂u, . . . , ∂ru) فضای روی که ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه
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شود مͬ تولید زیر صورت به

(u∗)αi = uαi + εη
(1)α
i (x, u, ∂u) +O(ε2),

... (۵.٢)

(u∗)αi1···ir = uαi1···ir + εη
(r)α
i1···ir(x, u, ∂u, . . . , ∂

ru) +O(ε2),

از عبارتند η(r)α و η(1)α آن در که

η
(1)α
i = Diη

α − (Diξ
j)uαj ,

η
(r)α
i1···ir = Dirη

(r−1)α
i1···ir−1

− (Dirξ
j)uαi1···ir−1j . (۶.٢)

.k = 2, 3, . . . با j = 1, . . . , r برای i, ij = 1, . . . , p و α = 1, . . . , q

از است عبارت V ͷکوچ نهایت بͬ مولد k−ام مرتبه امتداد

V (k) = xi(x, u)
∂

∂xi
+ ηα(x, u)

∂

∂uα
+ η

(1)α
i (x, u, ∂u)

∂

∂uαi

+ · · ·+ η
(k)α
i1···ik(x, u, ∂u, . . . , ∂

ku)
∂

∂uαi1···ik
(٧.٢)

= V +

q∑
α=1

∑
I=i1···ik

ηαI (x, u
(k))

∂

∂uαI

شود مͬ بیان زیر رابطه طبق (۴.٢) ͷکوچ نهایت بͬ مولد از Q مشخصه تابع تعریف. ٢.١.٢

Q = ξiui − η. (٨.٢)

نوشت توان مͬ فوق تعریف بنابه

ξj =
∂Q

∂uj
,

η = ui
∂Q

∂ui
−Q,

η
(1)
j = − ∂Q

∂xj
− uj

∂Q

∂u
,
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ای نقطه تقارنهای ٢.٢

آن ژاکوبین ماتریس هرگاه است ماکسیمال رتبۀ از ∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستͽاه تعریف. ١.٢.٢

J∆(x,u(n)) =
(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qp(n))

,

باشد. m رتبۀ از

تنها و اگر دارد مͬ نͽه ناوردا را ∆ = 0 دستͽاه ای، نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه تعریف. ٢.٢.٢
دستͽاه جوابهای از ای خانواده یعنͬ، دارد، نͽه ناوردا را دستͽاه جوابهای منیفلد نیز تبدیلات امتداد k-امین اگر

تقارنهای را تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه حالت این در بنͽارد. دستͽاه دیͽر جوابهای از ای خانواده به را

نامند. مͬ ∆ = 0 دستͽاه ای نقطه

ͷی در شده تعریف ماکسیمال رتبۀ از دیفرانسیل معادلات از دستͽاه ͷی ∆ = 0 کنیم فرض قضیه. ٣.٢.٢
مولد ͷی v و کرده عمل O روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه G اگر باشد. O مانند E از باز مجموعۀ زیر

اگر: پذیرد مͬ تقارن گروه ͷی عنوان به را G ،∆ = 0 آنͽاه باشد، آن ͷکوچ بینهایت

v(n)(∆) = 0, هرگاه ∆ = 0. (٩.٢)

□ .[٧١] اثبات.

تحت دیفرانسیل معادلات از دستͽاه ͷی ناوردایͬ و تقارن گروههای بین ارتباط نحوۀ (٣.٢.٢) قضیۀ

دارد. مͬ بیان را ͷکوچ بینهایت مولدهای

n ∈ N هر برای اینصورن در باشند. O ⊂ E روی برداری میدان دو w و v کنید فرض قضیه. ۴.٢.٢
برقرارند. زیر ویژگیهای

i) (αv + βw)(n) = αv(n) + βw(n), α, β ∈ R,

ii) [v,w](n) = [v(n),w(n)].

O ⊂ E روی تعریفشده ماکسیمال رتبۀ از تعریف معادلات دستͽاه ͷی∆ = 0 فرضکنید نتیجه. ۵.٢.٢
سازد. مͬ O روی برداری میدانهای از لͬ جبر ͷی دستͽاه این ͷکوچ بینهایت تقارنهای تمام مجموعۀ باشد.

روی تبدیلات از موضعͬ لͬ گروه ͷی سیستم این تقارنهای گروه باشد، متناهͬ بعد با لͬ جبر این اگر آن بر علاوه

است. O

روش این دهد. مͬ دست به دیفرانسیل معادلات تقارنهای یافتن برای مؤثر کاملا́ روش ͷی (٣.٢.٢) قضیه

شده تعریف معادله نظیر کامل فضای روی که برداری میدان از ϕα(x,u) و ξi(x,u) ضرایب گرفتن نظر در با
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uαJ ضرایب دادن قرار صفر با متحد و معادلات دستͽاه روی v(n) اثر با سپس شود. مͬ آغاز ها ϕJα یافتن با

با که رسیم مͬ مشخصه معادلات دستͽاه به که PDE خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی به طرف دو در

مͬ محاسبه روش این با که تقارنهایͬ آیند. مͬ دست به ها ϕα و ها ξi ضرایب سازگاری) صورت (در آن حل

کاربردی بسیار و گرفته بر در را تقارنها از وسیعͬ دستۀ که مشهورند لͬ یا هندسͬ نقطه�ای، تقارنهای به شوند

که هستند نقطه�ای تبدیلات همان آیند مͬ بدست (٣.٢.٢) قضیۀ از استفاده با که تقارنها این نظیر تبدیل هستند.

اهمیت حسب بر که موجودند نیز دیͽری متنوع تقارنهای اما دهند. مͬ حرکت هم با را وابسته و مستقل متغیرهای

ͷی تقارنهای یافتن روش متنوعͬ مثالهای با ادامه در شد. خواهد اشاره آنها از تعدادی به فصل این آخر بخش در

کنیم. مͬ بررسͬ را معادلات) (دستͽاه دیفرانسیل معادلۀ

سرعت با مایع ͷی که هستند سطوحͬ مرزی های لایه سیالات ͷانیͺم و ͷفیزی در [٣۵] مثال. ۶.٢.٢
تحت که هستند زمین ͷنزدی جو های لایه زمین اتمسفر در مثال عنوان به کند. مͬ تراوش آن درون به ابتدایͬ

هستند آنهایͬ مرزی های لایه پیما فضا ͷی برای یا گیرند، مͬ قرار رطوبت یا گرم هوای جریانات روزانۀ تأثیر

دهد. مͬ رخ چسبناک غیر مایع ͷی جریان در مرزی های لایه وجود هستند. جریان در پیما فضا بال ͷنزدی که

فلزات دهͬ شͺل و کردن سرد پلیمری، مواد دادن شͺل در مثلا́ دارد، کاربرد نیز صنعت در مرزی های لایه پدیدۀ

کرد. استفاده تئوری این از توان و...مͬ سازی شیشه صنعت در گداخته،

توسط متخلخل سطح ͷی مرزی های لایه درون به ناپذیر تراکم نیوتنͬ مایع ͷی جریان سیالات ͷانیͺم در

شود. مͬ توصیف زیر معادلات دستͽاه



∂ū

∂x
+
∂v̄

∂y
= 0,

ū
∂ū

∂x
+ v̄

∂ū

∂y
= −1

ρ

∂p̄

∂x
+ ν
(∂2ū
∂x2

+
∂2v̄

∂y2

)
− ∂u′v′

∂y
− ∂u′2

∂x
,

ū
∂v̄

∂x
+ v̄

∂v̄

∂y
= −1

ρ

∂p̄

∂y
+ ν
(∂2v̄
∂x2

+
∂2v̄

∂y2

)
− ∂u′v′

∂x
− ∂v′2

∂y
,

(١٠.٢)

و u′ و سرعت میانͽین های مؤلفه v̄ و ū نقطه، ͷی در مایع جنبشͬ چسبندگͬ ν فشار، p̄ چͽالͬ، ρ طوریͺه به

مقیاسها آنالیز از گیری بهره با .v = v̄ + v′ و u = ū+ u′ طوریͺه به هستند مایع نوسان و تغییرات سرعت v′

دستͽاه به توان مͬ را (١٠.٢) دستͽاه ([٢۴] معادلات کردن ساده برای ریاضͬ در قدرتمند (ابزاری ͷفیزی در



∂ū

∂x
+
∂v̄

∂y
= 0,

ū
∂ū

∂x
+ v̄

∂v̄

∂y
= −1

ρ

∂p̄

∂x
+ ν

∂2ū

∂y2
− ∂u′v′

∂y
,

∂p̄

∂y
= 0.

(١١.٢)

داد. کاهش

١٧



زیر شͺل به و ͷفیزی در تانسوریست که نامیده رینولد تنش قطع را (١١.٢) دستͽاه در ¯u′v′ جملۀ

Rij ≡ ρu′v′, (١٢.٢)

شͺل به (١٢.٢) تانسور نیوتنͬ مایعات معادلاتناویر-استوکسبرای از استفاده با شود. مͬ نوشته

Rij ≡ µ
∂ūi
∂xj

,

برابر (١١.٢) دستͽاه در دوم معادلۀ جملۀ آخرین بنابراین باشد، مͬ مایع چسبندگͬ ضریب µ که شود، مͬ نوشته

است. µ∂ū/∂y با

است لازم پس است E ≃ R2 × R3 کامل فضای با دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی (١١.٢) دستͽاه چون

شͺل: به برداری میدان ͷی تقارنها یافتن برای

v = ξ1(x, y, ū, v̄, p̄)
∂

∂x
+ ξ2(x, y, ū, v̄, p̄)

∂

∂y
+ ϕ1(x, y, ū, v̄, p̄)

∂

∂ū

+ϕ2(x, y, ū, v̄, p̄)
∂

∂v̄
+ ϕ3(x, y, ū, v̄, p̄)

∂

∂p̄
,

شود. مͬ داده امتداد دوم مرتبه تا زیر فرمول با فوق برداری میدان پس است دو مرتبه دستͽاه چون شود. انتخاب

v(2) = v + ϕx1∂ūx + ϕy1∂ūy + ϕx2∂v̄x + ϕy2∂v̄y + ϕx3∂p̄x + ϕy3∂p̄y + ϕxx1 ∂ūxx

+ϕxx2 ∂v̄xx + ϕxx3 ∂p̄xx + ϕxy1 ∂ūxy + ϕxy2 ∂v̄xy + ϕxy3 ∂p̄xy

صورت به تقارن مشخصه سه دارای (١١.٢) دستͽاه اینͺه به توجه با حال

Q1 = ϕ1 − ξ1ūx − ξ2ūy,

Q2 = ϕ2 − ξ1v̄x − ξ2v̄y,

Q3 = ϕ3 − ξ1p̄x − ξ2p̄y,

١٨



آوریم. مͬ بدست زیر روابط از استفاده با را امتداد ضرایب است

ϕx1 = DxQ1 + ξ1ūxx + ξ2ūxy, ϕx2 = DxQ2 + ξ1v̄xx + ξ2v̄xy,

ϕx3 = DxQ3 + ξ1p̄xx + ξ2p̄xy, ϕy1 = DyQ1 + ξ1ūxy + ξ2ūyy,

ϕy2 = DyQ2 + ξ1v̄xy + ξ2v̄yy, ϕy3 = DyQ3 + ξ1p̄xy + ξ2p̄yy,

ϕxx1 = D2
xQ1 + ξ1ūxxx + ξ2ūxxy, ϕxx2 = D2

xQ2 + ξ1v̄xxx + ξ2v̄xxy,

ϕxx3 = D2
xQ3 + ξ1p̄xxx + ξ2p̄xxy, ϕyy1 = D2

yQ1 + ξ1ūxyy + ξ2ūyyy,

ϕyy2 = D2
yQ2 + ξ1v̄xyy + ξ2v̄yyy, ϕyy3 = D2

yQ3 + ξ1p̄xyy + ξ2p̄yyy,

ϕxy1 = DxDyQ1 + ξ1ūxxy + ξ2ūxyy, ϕxy2 = DxDyQ2 + ξ1v̄xxy + ξ2v̄xyy,

ϕxy3 = DxDyQ3 + ξ1p̄xxy + ξ2p̄xyy.

تعیین معادلات دستͽاه به (١١.٢) معادلات دستͽاه روی به آن اثر و v(2) در ضرایب این جایͽذاری با اکنون

رسیم. مͬ زیر کننده

ξ1y = 0, ξ1ū = 0, ξ1v̄ = 0, ξ1xx = 0, ξ2x = 0,

ξ2ū = 0 ξ2v̄ = 0, ξ2p̄ = 0, ξ2yy = 0, ϕ1x = 0,

ϕ1y = 0, ϕ1ū = 0, ϕ1v̄ = 0, ϕ1p̄ = 2, ξ1x = 4ξ2y ,

ξ2y = −ϕ3, ϕ2 = ū(ξ1x − 2ξ2y).

از: عبارتند v ضرایب فوق دستͽاه حل با

ξ1 = c1 + c4x, ξ2 =, c2 + c5y,

ϕ1 = c4ū− 2c5ū, ϕ2 = −c5v̄,

ϕ3 = c3 + 2c4p̄− 4c5p̄.

پذیرد. مͬ زیر مولدهای با تقارنها از پنج-بعدی لͬ جبر ͷی (١١.٢) دستͽاه بنابراین

v1 = ∂x, v2 = ∂y, v3 = ∂p̄,

v4 = x∂x + ū∂ū + 2p̄∂p̄, v5 = y∂y − 2ū∂ū − v̄∂v̄ − p̄∂p̄.

کند. مͬ اثبات را فوق تقارنهای ساختن جبرلͬ زیر لͬ جدول

١٩



[vi,vj ] v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 0 0 v1 0
v2 0 0 0 v3 v2

v3 0 0 0 v3 −4v3

v4 −v1 0 −2v3 0 0
v5 v3 −v2 4v3 0 0

از: عبارتست که پرداخت خواهیم (H-R) ١ هیروتا-رمانͬ معادله بررسͬ به مثال این در مثال. ٧.٢.٢

ut − ux2t + aux(1− ut) = 0, (١٣.٢)

نظر در را (x1 = x, x2 = t, u1 = u) روی ͷکوچ نهایت بͬ تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه منظور این برای

بͽیرید

x̃ = x+ sξ(x, t, u) +O(s2),

t̃ = t+ sη(x, t, u) +O(s2), (١۴.٢)

ũ = u+ sφ(x, t, u) +O(s2),

مͬ وابسته و مستقل متغیرهای برای ͷکوچ نهایت بͬ تبدیلات ξ1 = ξ, ξ2 = η, φ1 = φ و گروه پارامتر s

بͽیرید نظر در زیر فرم به را آنها با متناظر برداری میدان باشند.

v = ξ(x, t, u)∂x + η(x, t, u)∂t + φ(x, t, u)∂u. (١۵.٢)

داد امتداد سه مرتبه تا را فوق میدان باید باشد مͬ سه مرتبه از معادله چون

v(3) = v + φx ∂ux + φt ∂ut + φx2
∂ux2

+ φxt ∂uxt + φt2 ∂ut2

+φx3
∂ux3

+ φx2t ∂ux2t
+ φxt2 ∂uxt2

+ φt3 ∂ut3
. (١۶.٢)

Hirota-Ramani١

٢٠



داریم قبل مثال مشابه

φx = Dx(φ− ξ ux − η ut) + ξ ux2 + η uxt,

φt = Dt(φ− ξ ux − η ut) + ξ uxt + η ut2 ,

... (١٧.٢)

φt3 = D3
t (φ− ξ ux − η ut) + ξ uxt3 + η ut4 ,

اگر وتنها اگر است (H-R) معادله از پارامتری ͷی تقارن گروه v برداری میدان ،(٣.٢.٢) قضیه بنابه

 v(3)[ut − ux2t + aux(1− ut)] = 0,

ut − ux2t + aux(1− ut) = 0.
(١٨.٢)

معادل طور به یا

 (1− aux)φ
t + a(1− ut)φ

x − φx2t = 0,

ut − ux2t + aux(1− ut) = 0.
(١٩.٢)

شد خواهد حاصل زیر مشخصه معادلات دستͽاه فوق رابطه در φx2t و φx ،φt جایͽذاری با

ξt = 0, ξu = 0, ξx = −φu,

ηx = 0, ηu = 0, ηt = 3φu,

φt = 2φu, φuu = 0, φx = −2/aφu,

از: عبارتند برداری میدان ضرایب فوق دستͽاه حل با

ξ =
−x
3
c1 + c3, η = c1t+ c2, φ = (

2t

3
+
u

3
− 2x

3a
)c1 + c4.

تقارنها از بعدی چهار g لͬ جبر (H-R) معادله بنابراین هستند. دلخواه ثابتهای c4 و c3 ،c2 ،c1 ضرایب آن در که

پذیرد مͬ زیر مولدهای با

v1 = ∂x, v2 = ∂t,

v3 =
1

a
∂u, v4 = 3t∂t − x∂x + (2t+ u− 2x

a
)∂u. (٢٠.٢)

٢١



است. شده بیان زیر جدول در vi برداری میدانهای بین جابجایͬ روابط

[vi,vj ] v1 v2 v3 v4

v1 0 0 0 −v1 − 2v3

v2 0 0 0 3v2 + 2av3

v3 0 0 0 v3

v4 v1 + 2v3 −3v2 − 2av3 -v3 0

اینصورت در i = 1, · · · , 4 برای g(1) = ⟨vi, [vi,vj ]⟩ = [g, g] فرض با زیرا است، پذیر حل g لͬ جبر

داریم

g(1) = ⟨v1, · · ·v4⟩, g(2) = [g(1), g(1)] = ⟨−v1 − 2v3, 3v2 + 2av3,v3⟩

باشد. مͬ g جبرلͬ پذیری حل بیانͽر که دارد وجود g(1) ⊃ g(2) ⊃ صورت0 به آلها ایده از زنجیری بنابراین

دستͽاه باید i = 1, · · · , 4 برای vi ͷکوچ نهایت بͬ مولدهای توسط که تبدیلاتͬ گروه آوردن بدست برای

نمود حل را زیر اول مرتبه دیفرانسیل معادلات

dx̃(s)

ds
= ξi(x̃(s), t̃(s), ũ(s)), x̃(0) = x,

dt̃(s)

ds
= ηi(x̃(s), t̃(s), ũ(s)), t̃(0) = t, i = 1, · · · , 4

dũ(s)

ds
= φi(x̃(s), t̃(s), ũ(s)), ũ(0) = u.

یͷپارامتری گروههای ،exp(svi)(x, t, u) = (x̃, t̃, ũ) یعنͬ (H-R) معادله تقارنهای روی بر نͽاشتنمایͬ اثر با

شوند مͬ حاصل زیر صورت به vi توسط شده تولید Gi

G1 : (t, x, u) 7−→ (x+ s, t, u),

G2 : (t, x, u) 7−→ (x, t+ s, u), (٢١.٢)

G3 : (t, x, u) 7−→ (x, t, u+ s/a),

G4 : (t, x, u) 7−→ (xe−s, te3s, te3s +
x

a
e−s + (u− t− x

a
)es).

٢٢



باشند مͬ معادله جواب نیز زیر توابع آنͽاه باشد (H-R) معادله جواب u = f(x, t)ͷی اگر نتیجه. ٨.٢.٢

G1(s) · f(x, t) = f(x− s, t),

G2(s) · f(x, t) = f(x, t− s), (٢٢.٢)

G3(s) · f(x, t) = f(x, t) + s/a,

G4(s) · f(x, t) = esf(xes, te−3s) +
x

a
(1− e2s) + t(1− e−2s).

عبارتست که پرداخت خواهیم (K-S) چیخف٢ کدریاشف-سینل معادله بررسͬ به مثال این در مثال. ٩.٢.٢
از:

ut + auux + bux3 + cux4 + dux5 = eux2 . (٢٣.٢)

شده معرفͬ چیخف سینل و کدریاشف توسط اخیراً معادله این باشند. مͬ مثبت های ثابت a, b, c, d, e آن در که

امواج فرایند روی بر تحقیقاتͬ نتیجه حقیقت در معادله این است. کاواهارا٣ مشهور معادله کلͬ حالت که است

مثالهای همانند است. برخوردار زمینه این در ای ویژه اهمیت از که است ͷوالاستيͺويس تیوبهای در خطͬ غیر

نهایت بͬ تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه منظور این برای نمایید. استفاده تقارنها یافتن برای را لͬ الͽوریتم قبل

بͽیرید نظر در را (x1 = x, x2 = t, u1 = u) روی ͷکوچ

x̃ = x+ sξ(x, t, u) +O(s2),

t̃ = t+ sη(x, t, u) +O(s2), (٢۴.٢)

ũ = u+ sφ(x, t, u) +O(s2),

مͬ وابسته و مستقل متغیرهای برای ͷکوچ نهایت بͬ تبدیلات ξ1 = ξ, ξ2 = η, φ1 = φ و گروه پارامتر s

بͽیرید نظر در زیر فرم به را آنها با متناظر برداری میدان باشند.

v = ξ(x, t, u)∂x + η(x, t, u)∂t + φ(x, t, u)∂u. (٢۵.٢)

Kudryashov-Sinelshchikov٢

Kawahara٣

٢٣



داد امتداد پنج مرتبه تا را فوق میدان باید باشد مͬ پنج مرتبه از معادله چون

v(5) = v + φx ∂ux + φt ∂ut + φx2
∂ux2

+ φxt ∂uxt + · · ·

· · ·+ φt2 ∂ut2
+ φxt4 ∂uxt4

+ φt5 ∂ut5
. (٢۶.٢)

یعنͬ (K-S) معادله خود مد به معادله روی بر برداری میدان یافته امتداد اثر با

 v(5)
(
ut + auux + bux3 + cux4 + dux5 − eux2

)
= 0,

ut + auux + bux3 + cux4 + dux5 − eux2 = 0.

داریم

 auxφ+ auφx + φt − eφx2
+ bφx3

+ cφx4
+ dφx5

= 0,

ut + auux + bux3 + cux4 + dux5 − eux2 = 0.

آیند مͬ بدست زیر روابط از Q = φ− ξ ux − η ut مشخصه به توجه با آن، در امتداد ضرایب که

φx = DxQ+ ξuxx + ηuxt, φt = DtQ+ ξuxt + ηutt,

φx2
= D2

xQ+ ξux3 + ηux2t, φx3
= D3

xQ+ ξux4 + ηux3t,

φx4
= D4

xQ+ ξux5 + ηux4t, φx5
= D5

xQ+ ξux6 + ηux6t,

آید مͬ بدست زیر صورت به مشخصه معادلات دستͽاه امتداد، ضرایب جایͽذاری با

ξt = φ, ξu = 0, ξx = 0,

ηx = 0, ηu = 0, ηt = 0,

φt = 0, φu = 0, φx = 0,

شوند مͬ حاصل برداری میدان ضرایب مشخصه، معادلات دستͽاه حل با

ξ = c2at+ c3, η = c1, φ = c2.

٢۴



بعدی سه g لͬ جبر (K-S) معادله بنابراین هستند. دلخواه ثابتهای c3 و c2 ،c1 ضرایب آن در که ضرایب آن در که

پذیرد مͬ را زیر مولدهای با تقارنها از

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = t∂x + (
1

a
)∂u.

است. شده بیان زیر جدول در vi برداری میدانهای بین جابجایͬ روابط

[vi,vj ] v1 v2 v3

v1 0 0 0
v2 0 0 v1

v3 0 −v1 0

شوند مͬ حاصل زیر صورت به vi توسط شده تولید Gi پارامتری ͷی گروههای

G1 : (t, x, u) 7−→ (x+ s, t, u),

G2 : (t, x, u) 7−→ (x, t+ s, u),

G3 : (t, x, u) 7−→ (x+ ts, t, u+ s/a).

باشند مͬ معادله جواب نیز زیر توابع آنͽاه باشد (K-S) معادله جواب u = f(x, t) اگر نتیجه. ١٠.٢.٢

G1(s) · f(x, t) = f(x− s, t),

G2(s) · f(x, t) = f(x, t− s),

G3(s) · f(x, t) = f(x− ts, t) + s/a.

، کاماسا-هلم۴ معادله باشد مͬ توجه مورد سیالات ͷانیͺم مباحث در که معادلاتͬ از ͬͺی مثال. ١١.٢.٢
است (C-H)

ut − ux2t + 3uux = 2uxux2 + uux3 ,

u(x, t) معادله این در آمده. بدست سطحͬ آب امواج مطالعه هنͽام هلم، و کاماسا توسط ١٩٩٣ سال در که

مدلهای تا شد سبب معادله این روی بر بیشتر مطالعات باشد. مͬ x جهت در t زمان در سیاله سرعت بیانͽر

مثال این در که ۶(hC-H) بالاتر مرتبه معادله و ۵(gC-H) عمومͬ معادله جمله از آید بدست معادله از مختلفͬ

Camassa-Holm۴

generalized Chamassa-Holm ۵

higher order Camassa-Holm ۶

٢۵



از: عبارتست که بͽیرید نظر در را (hC-H) معادله ابتدا گیرند. مͬ قرار بررسͬ مورد

Bk(u, u) := A−1
k Ck(u)− uux,

Ak(u) :=

k∑
j=0

(−1)j∂2xju,

Ck(u) := −uAk(∂xu) +Ak(u∂xu)− 2∂xuAk(u).

کاماسا- و ٧ برگر اینویسید معادلات به ترتیب به فوق معادله k = 1 و k = 0 که حالتͬ در است. نامنفͬ عدد k

است. آمده بدست ١٠ کارلسن و کوکلیتد٩ هلدن،٨ توسط ٢٠٠٩ سال در معادله این فرمول شود. مͬ تبدیل هلم

صورت این در k = 2 کنید فرض

∆ := ut − ux2t + ux4t + 3uux − 2uxux2 − uux3 + 2uxux4 + uux5 = 0.

باشد مͬ قبل مثال همانند آنها با متناظر برداری میدان و ͷکوچ نهایت بͬ تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه

درنتیجه باشد مͬ پنج معادله مرتبه زیرا گیرد، صورت پنج مرتبه تا باید نیز میدان امتداد همچنین

v(5)
(
ut − ux2t + ux4t + 3uux − 2uxux2 − uux3 + 2uxux4 + uux5

)∣∣∣∣
∆=0

= 0

با است معادل که

(3ux − ux3 + ux5)φ+ φt + (3u− 2ux2 + 2ux4)φx − 2uxφ
x2

−uφx3 − φx2t + 2uxφ
x4

+ uφx5
+ φx4t

∣∣∣∣
∆=0

= 0,

شد خواهد حاصل زیر مشخصه معادلات دستͽاه فوق، رابطه در امتداد ضرایب جایͽذاری با

ξt = 0, ξu = 0, ξx = 0,

ηx = 0, ηu = 0, ηt = −1

u
φ,

φt = 0, φu =
1

u
φ, φx = 0,

inviscid Burgers ٧

Holden ٨

Coclite٩

Karlsen١٠

٢۶



از: عبارتند برداری میدان ضرایب فوق دستͽاه حل با

ξ = c3, η = c1t+ c2, φ = −c1u.

با تقارنها از بعدی سه g لͬ جبر (hC-H) معادله بنابراین هستند. دلخواه ثابتهای c3 و c2 ،c1 ضرایب آن در که

پذیرد مͬ زیر مولدهای

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = t∂t − u∂u.

است. شده بیان زیر جدول در vi برداری میدانهای بین جابجایͬ روابط

[vi,vj ] v1 v2 v3

v1 0 0 0
v2 0 0 v2

v3 0 −v2 0

داریم اینصورت در i = 1, 2, 3 برای g(1) = ⟨vi, [vi,vj ]⟩ = [g, g]فرض با زیرا است، پذیر حل g لͬ جبر

g(1) = ⟨v1,v2,v3⟩, g(2) = [g(1), g(1)] = ⟨v2⟩

باشد. مͬ g جبرلͬ پذیری حل بیانͽر که دارد وجود g(1) ⊃ g(2) ⊃ صورت0 به آلها ایده از زنجیری بنابراین

شوند مͬ حاصل زیر صورت به vi توسط شده تولید Gi پارامتری ͷی گروههای

G1 : (t, x, u) 7−→ (x+ s, t, u),

G2 : (t, x, u) 7−→ (x, t+ s, u),

G3 : (t, x, u) 7−→ (x, est, e−su).

باشند مͬ معادله جواب نیز زیر توابع آنͽاه باشد (hC-H) معادله جواب u = f(x, t) اگر نتیجه. ١٢.٢.٢

G1(s) · f(x, t) = f(x− s, t),

G2(s) · f(x, t) = f(x, t− s),

G3(s) · f(x, t) = f(x, te−s)e−s.

٢٧



باشد مͬ زیر فرمول دارای (gC-H) معادله

ut − ux2t + 3uux − 2uxux2 − uux3 + k(ux − ux3) = 0.

فرم به تقارنهایͬ دارای ،k ̸= 0 آن در که

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = t∂t + kt∂x − u∂u.

که دارد وجود g(1) ⊃ g(2) ⊃ 0 صورت به آلها ایده از زنجیری زیرا، هند مͬ پذیر حل لͬ جبر تشͺیل که است

آن در

g(1) = ⟨v1,v2,v3⟩, g(2) = [g(1), g(1)] = ⟨kv1 + v2⟩

است. شده بیان زیر جدول در vi برداری میدانهای بین جابجایͬ روابط

[vi,vj ] v1 v2 v3

v1 0 0 0
v2 0 0 kv1 + v2

v3 0 −kv1 − v2 0

شوند مͬ حاصل زیر صورت به vi توسط شده تولید Gi پارامتری ͷی گروههای

G1 : (t, x, u) 7−→ (x+ s, t, u),

G2 : (t, x, u) 7−→ (x, t+ s, u),

G3 : (t, x, u) 7−→ (kt(es − 1) + x, est, e−su).

باشند مͬ معادله جواب نیز زیر توابع آنͽاه باشد (hC-H) معادله جواب u = f(x, t) اگر نتیجه. ١٣.٢.٢

G1(s) · f(x, t) = f(x− s, t),

G2(s) · f(x, t) = f(x, t− s),

G3(s) · f(x, t) = f(x+ kt(e−s − 1), te−s)es.

٢٨



که فشرده الاستیͺهای در کوتاه امواج انحرافات بیان برای است مدلͬ دسته-ویتهام١١ معادله مثال. ١۴.٢.٢
از است عبارت

uxt = 2uuxx + u2x,

را آن دوم مرتبه امتداد و بͽیرید نظر در قبل مثالهای همانند را v برداری میدان معادله، این تقارنهای یافتن برای

دهید اثر معادله بر

 v(2)
(
uxt − 2uuxx − u2x

)
= 0,

uxt = 2uuxx + u2x.
(٢٧.٢)

از عبارتند آن از حاصل مشخصه معادلات

ξt = −2φ+ 2uφu, ξu = 0, ξx = φu + ηt, φtu = 0,

ηx = 0, ηu = 0, ηtt = −2φx, φuu = 0,

φtx = 0, φxu = 0, φxx = 0,

باشد مͬ f(t) پذیر مشتق تابع و c1, · · · , c5 دلخواه و ثابت ضرایب با زیر جواب دارای فوق دستͽاه

ξ = (c1t+ c2 + c4)x− 2f(t) + c5, η =
1

2
c1t

2 + c2t+ c3,

φ = −1

2
c1x+ c4u+ f ′(t).

از عبارتند ویتهام معادله تقارنهای بنابراین

v1 = ∂x, v2 = ∂t,

v3 = x∂x + t∂t, v4 = x∂x + u∂u,

v5 = tx∂x +
t2

2
∂t −

1

2
x∂u, v6 = f ′(t)∂u − 2f(t)∂x.

Whitham-type١١
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بود خواهند زیر صورت به vi توسط شده تولید Gi پارامتری ͷی گروههای

G1 : (t, x, u) 7−→ (x+ s, t, u),

G2 : (t, x, u) 7−→ (x, t+ s, u),

G3 : (t, x, u) 7−→ (esx, est, u),

G4 : (t, x, u) 7−→ (esx, t, esu),

G5 : (t, x, u) 7−→ (
4x

(ts− 2)2
,

2t

2− ts
,
xs+ tus− 2u

ts− 2
),

G6 : (x, t, u) 7−→ (x− 2f(t)s, t, f ′(t)s+ u).

باشند مͬ معادله جواب نیز زیر توابع آنͽاه باشد ویتهام معادله جواب u = h(x, t) اگر نتیجه. ١۵.٢.٢

G1(s) · h(x, t) = h(x− s, t),

G2(s) · h(x, t) = h(x, t− s),

G3(s) · h(x, t) = h(xe−s, te−s),

G4(s) · h(x, t) = esh(xe−s, t),

G5(s) · h(x, t) =
h( 4x

(ts+2)2
, 2t
ts+2)ts+ 2h( 4x

(ts+2)2
, 2t
ts+2)− xs

ts+ 2
,

G6(s) · h(x, t) = h(x+ 2f(t)s, t) + f ′(t)s.

برخوردی تبدیلات ٣.٢

باشیم. داشته u(x) وابسته متغیر ͷی و x = (x1, ..., xp) مستقل متغیر n که بͽیرید نظر در را حالتͬ

فرم به است تبدیلͬ برخوردی تبدیل تعریف. ١.٣.٢

(x∗)i = f i(x, u, ∂u),

u∗ = g(x, u, ∂u), (٢٨.٢)

u∗i = hi(x, u, ∂u),

یعنͬ است، برخوردی شرط حافظ و است ͷی به ͷی (x, u, ∂u) فضای در که ،i = 1, . . . , p

٣٠



du∗ = u∗i d(x
∗)i. (٢٩.٢)

تبدیل اینصورت غیر در باشند، داشته ͬͽوابست u اول مرتبه مشتقات به نسبت g و f i توابع که آنست بر فرض

است. ای نقطه تبدیل ͷی برخوردی

برای hi ،g ،f i توابع اگر تنها و اگر کنند، مͬ تعریف برخوردی تبدیل ͷی ،(٢٨.٢) روابط قضیه. ٢.٣.٢
کنند صدق زیر روابط در i = 1, . . . , p

∂g

∂ui
= hj

∂f j

∂ui
,

∂g

∂xi
+ ui

∂g

∂u
= hj(

∂f j

∂xi
+ ui

∂f j

∂u
). (٣٠.٢)

□ .[۵۵] اثبات.

باشد زیر بصورت برخوردی تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه (٢٨.٢) برخوردی تبدیل کنید فرض حال

(x∗)i = xi + εξi(x, u, ∂u) +O(ε2),

u∗ = u+ εη(x, u, ∂u) +O(ε2), (٣١.٢)

u∗i = ui + εη
(1)
i (x, u, ∂u) +O(ε2),

ͷکوچ نهایت بͬ مولد با ،i = 1, . . . , p برای

V = ξi(x, u, ∂u)
∂

∂xi
+ η(x, u, ∂u)

∂

∂u
+ η

(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
. (٣٢.٢)

اگر تنها و اگر کنند مͬ تعریف برخوردی تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه (٣١.٢) روابط قضیه. ٣.٣.٢
کنند صدق زیر رابطه در η و ξi توابع

∂η

∂ui
− uj

∂ξj

∂ui
= 0, i = 1, . . . , p. (٣٣.٢)

داریم (٣١.٢) رابطه از اثبات.

η
(1)
j =

∂η

∂xj
+ uj

∂η

∂u
+ uij

∂η

∂ui
− [

∂ξk

∂xj
+ uj

∂ξk

∂u
+ uij

∂ξk

∂ui
]uk, j = 1, . . . , p.

٣١



برای ∂η(1)

∂uik
= 0 اگر تنها و اگر کنند مͬ تعریف برخوردی تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه (٣١.٢) روابط

شد. خواهد منجر قضیه اثبات به این و i, j, k = 1, . . . , p

بالاتر مرتبه تبدیلات ۴.٢

PDE معادلات تحلیل برای مناسب که Q مشخصۀ با هستند تبدیلاتͬ برخوردی تبدیلات که گردید ملاحضه

همین به ندارند. را بالاتر مرتبه معادلات در کنͺاش و واکاوی توانایͬ تبدیلاتͬ چنین اما باشند، مͬ اول مرتبه

موازات به بپردازد. نقیصه این رفع به تبدیلاتͬ ارائۀ با تا کرد سعͬ و پرداخت موضوع این به لͬ بار اولین جهت

شͺل به دیفرانسیلͬ فرمهای که هستند تبدیلات کدام که کرد مطرح اینͽونه را پرسشͬ بͺلاند١٢ لͬ،

du = uidx
i, dui = uijdx

j , (٣۴.٢)

و صفحه در خمها تبدیلات از خاص نوعͬ به که یافت تبدیلاتͬ در را سؤال این پاسخ او دارند؟ مͬ نͽه ناوردا را

که موجودند بالاتر مراتب از تبدیلاتͬ که داد توضیح لͬ ١٨٧۴ سال در اما هستند. سه-بعدی فضای در ها رویه

در شده اصلاح و تر عمیق صورت به را خود نتایج تا شد بͺلاند مشوق لͬ کشف این و هستند فوق شرایط واجد

ضابطۀ با را تبدیلاتͬ بͺلاند دهد. ارائه ١٨٧۶ سال

x̄i = ξi(x, u(k)), ūα = ψα(x, u(k)), (٣۵.٢)

E k−ام مرتبه جت فضای به u = (u1, ..., uq) و x = (x1, ..., xp) مستقل متغیرهای با E کامل فضای از

u(k) آن در که تبدیلات اینͽونه به دارند. مͬ نͽه ناوردا را (٣۴.٢) فرمهای تبدیلاتͬ چنین داد نشان و کرد معرفͬ

به Jk(E) توی به ͷی به ͷی تبدیلیست که گوییم مͬ بالاتر مرتبه تبدیلات باشد مͬ u جزئͬ مشتقات نشاندهندۀ

برخوردی. نه و باشد نقطه�ای نه آنͺه شرط

بͽیرید نظر در را نقطه�ای تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه

x̄i = f i(x, u; ε) = eεvxi, i = 1, ..., p,

ūα = gα(x, u; ε) = eεvuα, α = 1, ..., q, (٣۶.٢)

ͷکوچ بینهایت مولد با

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
,

A.V. Backlund١٢

٣٢



برای نیستند. ناوردا (٣۶.٢) تبدیلات تحت که بͽیرید نظر در را {uα = Θα(x)} های رویه از ای خانواده حال

معادلات با (x̄, ū) نقطۀ به را Θ رویۀ روی (x, u) نقطۀ تبدیلات این ε مقادیر از برخͬ

x̄i = f i(x,Θ(x); ε), i = 1, ..., p,

ūα = gα(x,Θ(x); ε), α = 1, ..., q. (٣٧.٢)

جایͽذاری با (٣٧.٢) روابط از توان مͬ را x ،ε این برای کند. مͬ تبدیل

x = f(x̄, ū;−ε),

آنͽاه کرد. حذف

ū = g
(
f(x̄, ū;−ε),Θ(f(x̄, ū;−ε)); ε

)
= g
(
e−εvx̄,Θ(e−εv); ε

)
, (٣٨.٢)

آن در که

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα

=

p∑
i=1

ξi(x̄, ū)
∂

∂x̄i
+

q∑
α=1

ηα(x̄, ū)
∂

∂ūα
.

داریم: (٣٨.٢) در (x̄, ū,−ε) جای به (x, u, ε) جایͽذاری با

u = g
(
eεvx,Θ(eεvx);−ε

)
= g
(
f(x, u; ε),Θ(f(x, u; ε));−ε

)
. (٣٩.٢)

در باشد. ناوردا (٣۶.٢) تبدیلات تحت {uα = Θα(x)} های رویه خانوادۀ کنید فرض قضیه. ١.۴.٢
تصویر {uα = Θα(x; ε)} پارامتری ͷی های رویه خانوادۀ به را ها رویه از خانواده این (٣٩.٢) تبدیل اینصورت

کند. مͬ

تصویر نحوۀ است لازم بالاتر مراتب پارامتری ͷتبدیلاتی به برخوردی یا پارامتری ͷی گروههای تعمیم برای

مرتبه جت فضای یا کامل فضای روی عمل جای به u = u(x) توابع فضای روی گروه عمل دیدگاه از را ها رویه

ͷی های رویه خانوادۀ به {uα = Θα(x)} های رویه خانوادۀ تبدیل باید کاری چنین برای کنیم. بررسͬ اول

٣٣



تبدیلات تحت {uα = Θα(x; ε)} پارامتری

x̄ = x,

ū = η(x; ε) = (eεṽu)
∣∣∣
u=Θ(x)

,

کرد. توصیف

زیر شͺل به توان مͬ را (٣.٢) و (٣٧.٢) تبدیلات آنͽاه باشد فوق تبدیل نظیر ͷکوچ بینهایت مولد ṽ اگر

کرد. بازنویسͬ

x̄i = xi + εξi(x,Θ(x)) +O(ε2), i = 1, ..., p

ūα = uα + εηα(x,Θ(x)) +O(ε2), α = 1, ..., q. (۴٠.٢)

(۴٠.٢)داریم: اول معادله از کرد. حذف (۴٠.٢) دوم معادله از را x باید ηα(x; ε) یافتن برای

xi = x̄i − εξi(x̄,Θ(x̄)) +O(ε2), i = 1, ..., p, (۴١.٢)

شود. مͬ محاسبه ηα تابع ε = 0 حول آن بسط و (۴٠.٢) در (۴١.٢) باجایͽذاری حال

ηα(x̄; ε) = Θα(x̄) + ε
[
ηα(x̄,Θ(x̄))− ∂Θα(x̄)

∂x̄i
ξi(x̄,Θ(x̄))

]
+O(ε2). (۴٢.٢)

تبدیلات تحت را {uα = Θα(x)} های رویه خانوادۀ تبدیل تصویر (۴٢.٢) در x̄ جای به x جایͽذاری با حال

تبدیل تحت {uα = Θα(x; ε)} های رویه خانوادۀ دیͽر بیان به آوریم. مͬ بدست (۴٠.٢) پارامتری ͷی

ūα = η(x; ε)

= Θα(x) + ε
[
ηα(x; Θ(x))− ∂Θα(x)

∂xi
ξi(x,Θ(x))

]
+O(ε2),

ناوردا آنها مستقل متغیرهای تبدیل این تحت که بͽیرید نظر در را هایͬ رویه از دسته آن حال شوند. مͬ تصویر

که معنا این به مانند مͬ باقͬ

x̄i = xi, i = 1, ..., p,

ūα = uα + ε
[
ηα(x, u)− uαi ξ

i(x, u)
]
+O(ε2), (۴٣.٢)

٣۴



شͺل به فوق تبدیل نظیر ͷکوچ بینهایت مولد بنابراین

ṽ =

q∑
α=1

[
ηα(x, u)−

p∑
i=1

uαi ξ(x, u)
] ∂

∂uα
, (۴۴.٢)

نامند. مͬ v ͷکوچ بینهایت مولد (تͺاملͬ) مشخصه شͺل را ͷکوچ بینهایت مولد این شود. مͬ نوشته

آنͽاه باشد، انتقال پارامتری ͷی گروه تبدیل گروه و E = R2 اگر مثال. ٢.۴.٢

x̄ = x+ ε, ū = u,

داریم حالت این در لذا

v =
∂

∂x
, ṽ = −ux

∂

∂u
.

باشد، تجانس تبدیل حالتیͺه در اما

x̄ = eεx, ū = e2εu,

بود. خواهد زیر صورت به تبدیل ͷکوچ بینهایت مولد

v = x
∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, ṽ = (2u− xux)

∂

∂u
.

موضعͬ تبدیلات ۵.٢

تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروههای مفهوم از تعمیمͬ که شد خواهد معرفͬ را تبدیلات از دیͽر نوعͬ ادامه در

بینهایت مولد با بالاتر مرتبه از پارامتری ͷی تبدیلات از موضعͬ تبدیلͬ به ṽ ͷکوچ بینهایت مولد با نقطه�ای

شͺل به ͷکوچ

ṽ =

q∑
α=1

η̃α(x, u, u(n))
∂

∂uα
, (۴۵.٢)

باشد. مͬ 1 ≤ n مرتبه حداکثر تا uمشتقات به وابسته آن های لفه مؤ که ای گونه به است
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صورت به توان مͬ را (۴۵.٢) مولد نظیر تبدیل

x̄i = xi, i = 1, ..., n,

ūα = uα + εη̃α(x, u(k)) +O(ε2), α = 1, ..., q, (۴۶.٢)

داد امتداد (۴۵.٢) ͷکوچ بینهایت مولد باید (۴۶.٢) تبدیل در بالاتر مراتب جملات محاسبۀ برای داد. نمایش

و ،α = 1, ..., q ،i, ij = 1, ..., p ،k = 2, 3, ... ازای به بنابراین کرد. بررسͬ uمشتقات بر را آن عمل بتوان تا

η̃
(1)
i = Diη̃

α,

η̃
(k)α
i1···ik = Dik η̃

(k−1)α
i1···ik−1

, (۴٧.٢)

شود. مͬ تعریف زیر برداری میدان با (۴۵.٢) ͷکوچ بینهایت مولد بینهایت مرتبه امتداد

ṽ(∞) = η̃α
∂

∂uα
+ η̃

(1)α
i

∂

∂uαi
+ · · ·+ η̃

(k)α
i1···ik

∂

∂uαi1···ik
+ · · · , (۴٨.٢)

پس

شͺل به پارامتری ͷی تبدیلات از بالاتر مرتبه موضعͬ یͷتبدیل تعریف. ١.۵.٢

x̄i = xi, i = 1, ..., p,

ūα = eεṽ
(∞)
uα = uα +

∞∑
j=1

εj

j!
(ṽ(∞))(j−1)η̃α, α = 1, ..., q, (۴٩.٢)

شود. مͬ نوشته

شود. مͬ اشاره آن به ذیل در که است اصلͬ ویژگͬ دو دارای بالاتر مرتبه از پارامتری ͷی تبدیل هر

تنها و اگر است پارامتری ͷی موضعͬ تبدیلات از لͬ گروه ͷی ارز هم پارامتری ͷی موضعͬ تبدیل هر (١

شͺل η̃αبه هر اگر

η̃α = ηα(x, u)− uαi ξ
i(x, u),

باشد. خطͬ uαiها اول مرتبه مشتقات به نسبت تنها η̃α هر یعنͬ شود، نوشته

تنها و اگر است پارامتری ͷی برخوردی تبدیلات از لͬ گروه ͷی ارز هم پارامتری ͷی موضعͬ تبدیل هر (٢
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صورت به بتوان را η̃α و بوده q = 1 اگر

η̃α = η̃α(x, u(1)),

باشد. u اول مرتبه مشتقات از خطͬ غیر یا خطͬ ترکیب صورت به η̃αها یعنͬ نوشت،

ͷکوچ بینهایت مولد با پارامتری ͷی موضعͬ تبدیل ͷی قضیه. ٢.۵.٢

v = Q(x, u, u(1))
∂

∂u
,

ͷکوچ بینهایت مولد با پارامتری ͷی لͬ گروههای از برخوردی تبدیل ͷی ارز هم

v =

p∑
i=1

ξi(x, u(1))
∂

∂xi
+ η(x, u(1))

∂

∂u
+

p∑
i=1

η
(1)
i (x, u(1))

∂

∂ui
,

کنند. مͬ صدق زیر عبارات در مولد این ضرایب که قسمͬ به باشد، مͬ

ξi(x, u(1)) =
∂Q

∂ui
,

η(x, u(1)) = ui
∂Q

∂ui
−Q, i = 1, ..., p,

η
(1)
i (x, u(1)) = −∂Q

∂ui
− ui

∂Q

∂u
.

□ .[١٧] اثبات.

ͷکوچ بینهایت مولد با پارامتری ͷی موضعͬ تبدیل هر که است آن قضیه این مستقیم نتیجۀ

η(x, u(1))
∂

∂u
,

که باشد مͬ پارامتری ͷی لͬ گروههای از برخوردی تبدیل ͷی ͷکوچ بینهایت مولد با ارز هم یͺتا طور به

است. آن مشخصۀ η(x, u, u(1))

تبدیل ͷی نه بالاتر مراتب پارامتری ͷی موضعͬ تبدیلات که است آن کرد توجه آن به باید که مهمͬ نͺته

تبدیل تبدیلاتͬ چنین به پارامتری. ͷی لͬ گروههای از برخوردی تبدیل ͷی نه و هستند پارامتری ͷی موضعͬ

گویند. مͬ نوتر یͷتبدیل یا لͬ-بͺلاند
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تبدیل v = uxx∂/∂u+ · · · عملͽر p = q = 1 ازای به مثال. ٣.۵.٢

x̄ = x, ū = u+
∞∑
j=1

εj

j!
u2j ,

است. بالاتر مرتبه تبدیل ͷی که کند مͬ تولید را

ͷکوچ بینهایت مولد مثال. ۴.۵.٢

ṽ =
(1
2
u2ux + 2uxuxx + uuxxx +

3

5
uxxxxx

) ∂
∂u
,

است. ut + uux + uxxx = 0 ،KdV معادلۀ برای بالاتر مرتبه تبدیل ͷی

بالاتر مرتبه تقارنهای و برخوردی تقارنهای ۶.٢

امتداد اگر تنها و اگر دارد مͬ نͽه ناوردا را ∆ = 0 جزئͬ معادلات دستͽاه (۴٩.٢) پارامتری ͷی موضعͬ تبدیل

برداری میدان یعنͬ تبدیل ͷکوچ بینهایت مولد n−ام مرتبه

v(n) = η̃α
∂

∂uαi
+ η̃

(1)α
i

∂

∂uαi
+ · · ·+ η̃

(k)α
i1···in

∂

∂uαi1···in
, (۵٠.٢)

به را جوابها رویه از خانواده هر یعنͬ دارد. نͽه ناوردا آن n−ام مرتبه جت فضای در را معادله جوابهای منیفلد

بنͽارد. جوابها رویه از دیͽری خانواده

معادلات دستͽاه (۵٠.٢) آن n−ام مرتبه امتداد که (۴٩.٢) تبدیل ͷکوچ بینهایت مولد هر تعریف. ١.۶.٢
است. دستͽاه برای بالاتر مرتبه تقارن یا برخوردی یͷتقارن دارد نͽه ناوردا را ∆ = 0

بینهایت ناوردایͬ قضیه مشابه و داده ارائه را تقارنهایͬ چنین محاسبه الͽوریتم آید مͬ ادامه در که ای قضیه

است. دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی نقطه�ای تقارنهای یافتن برای ͷکوچ

برای k ≥ 0 مرتبه از ͷکوچ بینهایت مولد ͷی v =
∑q

α=1 η̃
α(x, u, u(k))∂/∂u

α هرگاه قضیه. ٢.۶.٢
به را v ،∆ = معادلات0 دستͽاه آنͽاه باشد، آن n−ام مرتبه امتداد v(n) و (۴٩.٢) پارامتری ͷی موضعͬ تبدیل

.v(n)(∆) = 0 اگر تنها و اگر پذیرد مͬ بالاتر مرتبه یا برخوردی نقطه�ای، تقارن ͷی عنوان

خاصͬ حالت بالاتر مرتبه و برخوردی نقطه�ای، تقارنهای که شوند مͬ معرفͬ تقارنها از دیͽر نوعͬ ادامه در

شود. مͬ یاد یافته تعمیم تقارنهای عنوان به آنها از و هستند آنها از
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صورت به یافته تعمیم برداری یͷمیدان تعریف. ٣.۶.٢

v =

p∑
i=1

ξ(x, u(n))
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ηα(x, u(n))
∂

∂uα
, (۵١.٢)

باشند. مͬ هموار توابع ηα و ξi توابع که قسمͬ به شود مͬ بیان

است. E ≃ R× R فضای روی یافته تعمیم برداری میدان ͷی v = xux∂x + uxx∂u مثال عنوان به

شͺل به برداری میدان ͷی (۵١.٢) برداری میدان n−ام مرتبه امتداد تعریف. ۴.۶.٢

v(n) =

p∑
i=1

ξi(x, u(n))
∂

∂xi
+

q∑
α=0

∑
♯J≤n

ηαJ (x, u
(n))

∂

∂uαJ
,

و بوده چندگانه اندیس ͷی J طوریͺه به است

ηαJ = DJ

(
ηα −

p∑
i=1

ξiuαi

)
+

p∑
i=1

ξiuαJ,i. (۵٢.٢)

با: است برابر فوق مثال در برداری میدان اول مرتبه امتداد فرمول این از استفاده با

v(1) = xux
∂

∂x
+ uxx

∂

∂u
+
[
uxxx − (xuxx + ux)u

] ∂

∂ux
.

مͬ محاسبه Dx(uxx − xu2x) = xuxuxx = Dx(uxx)−Dx(xux)ux طریق از فوق امتداد در ∂/∂ux ضریب

شود.

را یافته تعمیم برداری میدان ͷی بینهایت مرتبه امتداد توان مͬ قبل قسمت در بالاتر مراتب تبدیلات همانند

آنͽاه: باشد یافته تعمیم برداری میدان ͷی v اگر که صورت این به کرد. تعریف

v(∞) =

p∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

q∑
α=0

∑
J

ηαJ
∂

∂uαJ
, (۵٣.٢)

n−ام مرتبه دیفرانسیلͬ تابع ͷی F (x, u(n)) اگر که کرد توجه باید اما شود. مͬ بیان (۵٢.٢) فرمول با ηαJ و

متناهͬ مرتبه تا مشتقات به تنها F اگر ویژه به است. دیفرانسیلͬ تابع ͷی مجدداً v(∞)(F ) = v(n)(F ) باشد،

هندسͬ تعبیر ͷی گفته این از کافیست. v(∞)(F ) محاسبۀ برای (۵٣.٢) جملات از متناهͬ تعداد باشد وابسته u

مͬ را یافته تعمیم برداری میدان هر که است این آن و کرد استخراج توان مͬ یافته تعمیم برداری میدانهای برای

ناوردایͬ قضیۀ داد. قرار نظر مد دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی برای ͷکوچ بینهایت تقارن ͷی عنوان به توان

است. برقرار نیز اینجا ͷکوچ بینهایت
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معادلات دستͽاه برای یافته تعمیم ͷکوچ بینهایت تقارن ͷی v یافته تعمیم برداری میدان قضیه. ۵.۶.٢

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, ...,m,

اگر تنها و اگر است،

v(∞)(∆ν) = 0. (۵۴.٢)

سمت آنͽاه باشد، وابسته k−ام مرتبه مشتقات به v یافته تعمیم برداری میدان ضرایب اگر قضیه این به توجه با

جوابها کلیۀ روی (۵۴.٢) رابطۀ آنͺه برای شود. مͬ وابسته +n)−ام k) مرتبه مشتقات به (۵٣.٢) فرمول راست

دهیم. قرار s = 0, 1, ... برای ∆(s) آن s−ام مرتبه امتداد و ∆ روی شرایطͬ است لازم کند اثر

و دستͽاه خود که معنا این به هستند تباهیده غیر کلا́ دیفرانسیل معادلات دستͽاههای کلیۀ فراگیر: فرض

حلپذیرند. موضعاً و ماکسیمال رتبۀ از دو هر آنها امتداد

آن از پیش اما است. دیفرانسیل معادلات نقطه�ای تقارنهای محاسبۀ مشابه اصل در یافته تعمیم تقارنهای محاسبۀ

کنیم. مͬ معرفͬ را برداری میدانهای از خاص نوعͬ

هموار توابع از q−تایͬ ͷی Q(x, u(n)) = (Q1(x, u
(n)), ..., Qq(x, u

(n))) کنید فرض تعریف. ۶.۶.٢
یافته تعمیم برداری میدان باشند. دیفرانسیلͬ

vQ =

q∑
α=1

Qα(x, u
(n))

∂

∂uα
, (۵۵.٢)

با تͺاملͬ برداری میدان ͷی که دید توان مͬ بنابراین نامند. مͬ آن مشخصۀ را Q و تͺاملͬ برداری یͷمیدان را

شود. مͬ ساخته یافته تعمیم برداری میدان در ∂xi ضرایب دادن قرار صفر

شود. مͬ بیان زیر فرمول با (۵۵.٢) برداری میدان بینهایت مرتبه امتداد

vQ =
∑
α,J

DJDα
∂

∂uαJ
.

صورت به را یافته تعمیم برداری میدان ͷی مشخصۀ گاه هر

Qα = ηα −
p∑

i=1

ξiuαi , α = 1, ..., q, (۵۶.٢)

در مطلب این آورد. بدست تͺاملͬ نمایش ͷی توان مͬ یافته�ای تعمیم برداری میدان چنین برای آنͽاه کنید بیان

است. شده آورده زیر لم
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اگر تنها و اگر ∆است = 0 دیفرانسیل معادلات دستͽاه تقارن ͷی یافته تعمیم برداری میدان ͷی لم. ٧.۶.٢
باشد. آن تͺاملͬ نمایش vQ

تقارنهاست سایر محاسبۀ شبیه حدودی روشتا این گردیم. مͬ باز یافته تعمیم تقارنهای محاسبۀ نحوۀ به حال

مجهول توابع کاهشتعداد به امر این زیرا کرد تبدیل آن تͺاملͬ حالت به را موردنظر تقارن باید ابتدا که شرط این با

آوریم. مͬ مثال چند روش این تبیین برای ادامه در کند. مͬ ͷکم q به p+ q از

کنید فرض ابتدا است. ut = uux خطͬ غیر موج معادلۀ یافته تعمیم تقارنهای یافتن هدف مثال. ٨.۶.٢
نسبت u مشتقات از ͷهری ازای به باشد. تͺاملͬ شͺل به آن یافته تعمیم تقارن ͷی vQ = Q(x, t, u(n))∂u

،utt جای به ،uuxx + u2x ،uxt جای به روند این با داد. قرار معادله از را uux یعنͬ آن مقدار توان مͬ t به

Q = Q(x, t, u, ux, uxx, ...) مشخصۀ به یͺتا طور به معادله تقارن هر پس دهیم. مͬ قرار و... u2uxx +2uu2x

کنیم. مͬ اعمال معادله بر را ناوردایͬ شرط حال شود. مͬ نظیر

v(∞)(ut − uux) = 0 ⇒ DtQ = uDxQ+ uxQ. (۵٧.٢)

مͬ را (۵٧.٢) رابطۀ لذا نیازمندیم. Q = Q(x, t, u, ux, uxx) مشخصۀ به دوم مرتبه تقارنهای محاسبۀ برای اما

کرد. ساده زیر صورت به توان

∂Q

∂t
− u

∂Q

∂x
+ u2x

∂Q

∂ux
+ 3uxuxx

∂Q

∂uxx
= uxQ.

آید. مͬ بدست Q تابع معادله این حل با

Q = uxf
(
x+ tu, u, t+

1

ux
,
uxx
u3x

)
.

صورت به باید معادله مشخصه (۵۶.٢) فرمول مطابق

Q = η(x, t, u)− uxξ
1(x, t, u)− uuxξ

2(x, t, u),

که باشد

v = ξ1∂x + ξ2∂t + η∂u,
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η چون تابعͬ ازای به است. آن ͷکوچ بینهایت مولد

Q = u− xη(x+ tu, u) + (tux + 1)η(x+ tu, u),

η = −tη − ξ1 − uξ2,

فرم ،ξ1 + uξ2 = 0 که خاصͬ حالت در گرفت. نظر در ξ2 و ξ1 برای بیشماری مقادیر توان مͬ اینصورت در

برداری میدان با ارز هم معادله هندسͬ تقارن هر پس شود. مͬ صفر Q زیرا است، بدیهͬ v تͺاملͬ

v = −(η + tη)
∂

∂x
+ η

∂

∂u
,

مستقل مستقل، متغیرهای بر آن نظیر عمل که کنید تحدید تقارنهایͬ به را مسئله اگر حال است. ξ2 = 0 ازای به

زیر ͷکوچ بینهایت مولدهای به تبدیلات این نظیر گروه زیر تصویرپذیر)، (تبدیلات باشد وابسته متغیرهای از

شوند. مͬ تولید

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = x∂x + t∂t,

v4 = a∂x + u∂u, v5 = t∂x − ∂u, v6 = x∂t + u2∂u,

v7 = xt∂x + t2∂t − (x+ tu)∂u, v8 = x2∂x + xt∂t + (x+ tu)u∂u.

مولد شوند. مͬ محاسبه ut = uxx + u2x برگر معادلۀ یافته تعمیم تقارنهای مثال این در مثال. ٩.۶.٢
در Q = Q(x, t, u, ux, uxx, Qxxx) مشخصۀ تابع همراه به را v = Q(x, t, u(n))∂u تͺاملͬ ͷکوچ بینهایت

داشت: خواهیم ناوردایͬ شرایط اعمال با قبل مثال مطابق بͽیرید. نظر

DtQ = D2
xQ+ 2uxDxQ. (۵٨.٢)

نسبت Q دهید.) قرار معادله از را آن مقدار t به نسبت u مشتق جای (به (۵٨.٢) در لازم ضرایب جایͽذاری با

شͺل به آفین ترکیب دارای uxxx به

Q = α(t)uxxx +Q′(x, t, u, ux, uxx),

آید، مͬ بدست زیر معادلۀ (۵٨.٢) در Q جایͽذاری با است.

6αuxxuxxx + αtuxxx = Q′
uxxuxx

u2xxx + 2Q′
uxuxx

uxxuxxx

+2Q′
uuxx

uxuxxx + 2Q′
xuxx

uxxx,
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آفین ترکیب دارای uxx به نسبت Q′ که شود مͬ حاصل نتیجه این آن حل با

Q′ = 3αuxuxx +
(1
2
αtx+ β(t)

)
uxx +Q′′(x, t, u, ux),

صورت به (۵٨.٢) در u2xx ضریب اما است.

6αux + αtx+ 2β = Q′′
uxux

,

بنابراین است،

Q = α(uxxx + 2uxuxx + u3x) +
(1
2
αtx+ β

)
(uxx + u2x)

+A(x, t, u)ux + B(x, t, u).

عبارت همچنین

(
3αtux +

1

2
αttx+ βt

)
uxx = (2Auux + 3αtux + 2Ax)uxx,

و است u از مستقل A که آید برمͬ گفته این از است. uxx شامل که ایست جمله تنها

A =
1

8
αttx

2 +
1

2
βtx+ γ(t).

که دهد مͬ نشان محاسبات ادامۀ

B(x, t, u) = ρ(x, t)e−u + σ(x, t).

،ux ضریب محاسبۀ با

1

8
αtttx

2 +
1

2
βttx+ γt = 2σx +

1

4
αtt,

آید. مͬ بدست σ تابع ضابطۀ

σ(x, t) =
1

48
αtttx

3 +
1

8
βttx

2 +
(1
2
γt −

1

8
αtt

)
x+ δ(t).
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عبارت است uمشتقات از مستقل که (۵٨.٢) در که ای جمله تنها نهایت در

ρte
−u + σt = ρxxe

−u + σxx,

در δ و γ, β, α توابع و است ρt = ρxx گرمای انتقال معادلۀ از جواب ͷی ρ تابع که دید توان مͬ پس است.

کنند. مͬ صدق زیر معادلات دستͽاه

αtttt = βttt = 0, γtt =
1

2
αttt, δt =

1

4
βtt.

جوابهای به منتج دستͽاه این حل

α(t) = c9t
3 + c8t

2 + c7t+ c6, β(t) = c5t
2 + c4t+ c3,

γ(t) =
3

2
c9t

2 + c2t+ c1, δ(t) = 1
2c5t+ c0,

دارایمشخصه برگر معادلۀ سوم مرتبه یافته تعمیم تقارنهای لذا هستند. دلخواهͬ ثابتهای c9, ..., c0 طوریͺه به شده

صورت به هایͬ

Q0 = 1,

Q1 = ux,

Q2 = tux +
1

2
x,

Q3 = uxx + u2x,

Q4 = t(uxx + u2x) +
1

2
xux,

Q5 = t2(uxx + u2x) + txux

(1
2
t+

1

4
x2
)
,

Q6 = uxxx + 3uxuxx + u3x,

Q7 = t(uxxx + 3uxuxx + u3x) +
1

2
x(uxx + u2x),

Q8 = t2(uxxx + 3uxuxx + u3x) + tx(uxx + u2x) +
(1
2
t+

1

4
x2
)
ux,

Q9 = t3(uxxx + 3uxuxx + u3x) +
3

2
t2x(uxx + u2x) +

(3
2
t2 +

3

4
tx2
)
ux +

(3
4
tx+

1

8
x3
)
,

بعدی بینهایت مشخصۀ ͷی همراه به

Qρ = ρ(x, t)e−u,
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مͬ تولید را معادله نقطه�ای تقارنهای Qρ همراه به Q5, ..., Q0 های مشخصه که دید توان مͬ راحتͬ به است.

ارز هم Q4 مثلا́ کنند.

Q̃4 = tux +
1

2
xux,

ͷکوچ بینهایت مولد نظیر مشخصۀ که بوده

v4 = −1

2
x
∂

∂x
− t

∂

∂t
,

است.
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٣ فصل

تقارنها تحت ناوردا دقیق جوابهای

متون در متنوعͬ طور به ١٩۵٠ سال تا جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی گروهͬ ناوردای جوابهای مفهوم

آن به مقاله این در لͬ کرد. بیان امروزی معنای به را آن ،[۵٧] مقالاتش، از ͬͺدری لͬ اینͺه تا شد ارائه مختلف

نشان وی مقاله این در هستند. ناوردا برخوردی تبدیلات تحت که پرداخت گروهͬ ناوردای جوابهای از دسته

با هستند ناورد یͷ-پارامتری گروه ͷی تحت که مستقل متغیر دو با جزئͬ دیفرانسیل معادلات جوابهای که داد

کاربردی را خود اکتشافات بتواند آنͺه از پیش لͬ متأسفانه اما است. امͺانپذیر معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل

حالتهای ،[۶٢] میچال، و ،[۶۶] مورگان، ا. جͬ. ا. لͬ مرگ از پس چندی بست. فرو جهان از چشم سازد

نیز ،[٧۵] اووزیاناکوف، آنها دنبال به دادند. گسترش را یͷ-پارامتری تقارن گروه مورد در لͬ نتایج از خاصͬ

مثال زیادی تعداد تلاشها این از پیش اما آورد. بدست لͬ یافته�های از گاهͬ آ بدون را یافته�تری تعمیم نتایج

از خاصͬ حالتهای ͬͽهم آنͺه از غافل بود شده ارائه گروهͬ ناوردای جوابهای مورد در مختلف نوشته�های در

است. بوده فوق ریاضیدانان کشفیات

دستͽاه ͷی گروهͬ ناوردای جوابهای یافتن برای کاهش روشهای در کاوش به اووزیاناکوف که هنͽامͬ

آمریͺا متحدۀ ایالات و اروپا سابق، شوروی جماهیر اتحاد در بسیاری متخصصین پرداخت، دیفرانسیل معادلات

دیفرانسیل معادلات دستͽاه دقیق جوابهای رفتار توضیح در وسیعͬ بسیار تأثیرات جوابها این بودند. آن پیͽیر نیز

،[١۴] بارنبلت، چون افرادی گشت. باره این در بسیاری کاربردی متون تألیف به منجر مهم این دارند. جزئͬ

جوابهای مورد در جامعͬ تحلیلهای ،[٢] کوداما، و ابلوویتز کرد. بیان را معادلاتهذلولوی از بسیاری کاربردهای

از خاص دسته�ای و KdV معادله مانند انتͽرالپذیر کامل طور به معادلات بین ارتباط دادند. ارائه KdV معادله

اولین گروهͬ ناوردای مفهوم از استفاده با است معروف پینل˼وِ نوع معادلات به که معمولͬ دیفرانسیل معادلات

مقالات از دیͽر ͬͺی در نفر سه این گشت. ارائه ،[٣] سͽار، و رمنͬ ابلوویتز، نامهای به ریاضیدان سه توسط بار

کردند. بیان معادلات انتͽرالپذیری برای خوبͬ ͷمح ،[١] خود،

زیرجبرهای طبقه�بندی گردد. بازمͬ لͬ پژوهشهای به آنها لͬ جبرهای روی لͬ گروههای الحاقͬ نمایش مفهوم

فصل این در که را روشͬ و است اووزیاناکوف تلاشهای مدیون جبرها الحاقͬ نمایش از استفاده با جبرلͬ ͷی لͬ
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،[٨٨] ویزنر، چون دیͽری افراد است. [٧۴] کتاب از نامبرده ایدۀ از برگرفته کامل طور به کردیم اشاره آن به

معادله تقارن گروههای طبقه�بندی آنها معروفترین از که دادند انجام طبقه�بندی این در تلاشهایͬ ،[۶۵] میلر، و

شد. انجام ویزنر توسط که گرماست

این و داد تعمیم را گروهͬ ناوردای جوابهای مفهوم ،[٧۶] تألیفاتش، از دیͽر ͬͺی و [٧۴] در اووزیاناکوف

گراف که است آن گروهͬ ناوردای جوابهای با جوابها این تفاوت نامید. جزئͬ ناوردای جوابهای را جوابها از دسته

بعد با زیرمنیفلد ͷی به را جوابها اینͽونه گراف نیست. ناوردا کامل طور به مفروض تبدیلات گروه تحت آنها

مدارات بعد r و مستقل متغیرهای تعداد p اگر کنند. مͬ تحدید نظر مورد دستͽاه کامل فضای منیفلد از کمتر

جوابهای مفهوم از جدیدتری تعمیمهای است. کمتر p + r از اکید طور به زیرمنیفلد این بعد باشد، گروه عمل

تحت آن از و کردند ارائه امیس،[۴]، و ،[١٩] کول، و بلومن که روشͬ به مͬ�توان که دارند وجود گروهͬ ناوردای

کرد. اشاره مͬ�شود برده نام گروهͬ ناوردای جوابهای در ͷکلاسی غیر روش عنوان

خواهد داده نشان خاص حالت در پرداخت. خواهیم ها PDE برای تقارنͬ روشهای بررسͬ به فصل، این در

در ساخت. خواهند را PDE دستͽاه ͷی از خاصͬ جوابهای ͷسیستماتی طور به تقارنͬ روشهای چͽونه که شد

را جوابها از ای خانواده تقارنها یافت. توان مͬ را PDE دستͽاه ͷی تقارنهای چͽونه که شد داده نشان ٢ فصل

شوند مͬ نͽاشته خودشان به که دارند وجود هم جوابهایͬ بین این در نͽارند، مͬ جوابها از دیͽر ای خانواده به

نامند. مͬ ناوردا جوابهای را جوابهایͬ چنین هستند. ناوردا PDE دستͽاه تقارنهای عمل به نسبت یعنͬ،

بندی طبقه روش آن پͬ در سپس پردازیم، مͬ گروهͬ ناوردای جوابهای محاسبۀ نحوۀ به ابتدا فصل این در

دید. خواهیم را معادلات دستͽاه ͷی کاهش روش درنهایت و جوابها این

گروهͬ ناوردای جوابهای ساختن ١.٣

x = مستقل متغیر p با را R(x, u) := ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستͽاه

بͽیرید. نظر در زیر صورت به n مرتبه از u = (u1, ..., uq) وابسته متغیر q و (x1, ..., xp)

∆ν(x, u, u
(n)) = 0, ν = 1, . . . , l,

ͷکوچ نهایت بͬ مولد با ای نقطه تقارن دارای که

V =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
. (١.٣)
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ͷکوچ نهایت بͬ مولد تͺاملͬ فرم معادل، طور به یا،

Ṽ =

q∑
α=1

[
ηα(x, u)−

p∑
i=1

uαi ξ(x, u)
] ∂

∂uα
,

.ξ(x, u) ̸= که0 کنید فرض و ξ(x, u) = (ξ1(x, u), . . . , ξp(x, u)) دهید قرار

،PDE دستͽاه از ناوردا جواب ،α = 1, . . . , q ،uα = Θα(x) های مولفه با ،u = Θ(x) تعریف. ١.١.٣
اگر تنها و اگر است ای نقطه تقارن از حاصل ∆ν(x, u, u

(n)) = 0

.α = 1, . . . , q هر برای باشد ای نقطه تقارن نسبت ناوردا منیفلد ͷی uα = Θα(x) (i)

باشد. ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 از جوابͬ u = Θ(x) (ii)

از حاصل ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 ،PDE دستͽاه از ناوردا جواب u = Θ(x) که شود مͬ نتیجه تعریف از

کند صدق زیر شرایط در u = Θ(x) اگر تنها و اگر است ای نقطه تقارن

(i)

V (uα −Θα(x))|u=Θ(x) = 0, α = 1, . . . , q

ηα(x,Θ(x))− ξi(x,Θ(x))
∂Θα(x)

∂xi
, α = 1, . . . , q (٢.٣)

Ṽ uα|u=Θ(x) = 0, α = 1, . . . , q.

(ii)

∆ν(x, u, ∂u, . . . , ∂
(n)u) = 0, ;u = Θ(x) ν = 1, . . . , l

∆ν(x,Θ(x), ∂Θ(x), . . . , ∂(n)Θ(x)) = 0, ν = 1, . . . , l. (٣.٣)

.j = q, . . . , n با ij = 1, . . . , p ،∂(j)Θα(x)/(∂xi1 . . . ∂xij ) از است عبارت ∂(j)Θ(x) ،(٣.٣) در

در (٢.٣) و (٣.٣) معادلات Vهستند. ای نقطه تقارن به نسبت ناوردایͬ های رویه (٢.٣) در معادلات جوابهای

باشند. مͬ ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 ،PDE دستͽاه از خاصͬ جوابهای یافتن برای روشͬ بیانͽر حقیقت

و (٣.٣) مشخصه معادلات از خطͬ دستͽاه حل برای V مولد با PDE دستͽاه ای نقطه تقارن داشتن با

یافت. را u = Θ(x) ناوردای جوابهای و کرد عمل توان مͬ روش دو به (٢.٣)
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ناوردا فرم روش ١.١.٣

زیر صورت به که u = Θ(x) برای مشخصه معادلات به توجه با ،(٢.٣) رویه ناوردایͬ شرایط ابتدا روش این در

شوند مͬ حل باشند، مͬ

dx1

ξ1(x, u)
= · · · = dxp

ξp(x, u)
=

du1

η1(x, u)
= · · · = duq

ηq(x, u)
. (۴.٣)

دستͽاه حل از حاصل تابعͬ مستقل ثابتهای p+q−1 ،v1(x, u), . . . , vq(x, u) و y1(x, u), . . . , yp−1(x, u) اگر

جوابعمومͬ آنͽاه باشند، ∂(v1, . . . , vq)/∂(u1, . . . , uq) ̸= 0 ژاکوبین با (۴.۴)ODE، از معادلاتمشخصه

شود مͬ بیان زیر ناوردایͬ شͺل به ضمنͬ صورت به (٢.٣) معادلات از u = Θ(x)

vλ(x, u) = Hλ(y1(x, u), . . . , yp−1(x, u)), (۵.٣)

و y1(x, u), . . . , yp−1(x, u) که باشید داشته توجه .λ = 1, . . . , q و است دلخواه پذیر دیفرانسیل تابع Hλ که

با ای تبدیلاتنقطه از یͷپارامتری لͬ گروه به نسبت تابعͬ مستقل ناورداهای p+q−1 ،v1(x, u), . . . , vq(x, u)

هستند. V مولد با ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه برای ͷکانونی مختصات بنابراین باشند، مͬ V مولد

R(x, u) دستͽاه اگر است. صادق V zp = 1 در که باشد ͷکانونی مختصات pامین + q ،yp(x, u) دهید قرار

و y = (y1, . . . , yp) مستقل متغیرهای با ،S(y, v) دستͽاه به متناظرش پذیر معͺوس ای نقطه تبدیل توسط

انتقال ای نقطه تقارن دارای ،S(y, v) شده تبدیل دستͽاه آنͽاه شود، تبدیل v = (v1, . . . , vq) وابسته متتغیرهای

از عبارتست که است

(y∗)i = yi, i = 1, . . . , p− 1

(y∗)p = yp + ε,

(v∗)λ = vλ, λ = 1, . . . , q.

دارای دستͽاه این درنتیجه و شود نمͬ ظاهر S(y, v) شده تبدیل PDE دستͽاه در صریح طور به yp متغیر بنابراین

به کند مͬ تعریف را u = Θ(x) توابع ضمنͬ، طور به خود، نوبه به که است (۵.٣) فرم به خصوصͬ جوابهایͬ

است ناوردایͬ جوابهای دارای R(x, u) دستͽاه یعنͬ، باشند، مͬ R(x, u) دستͽاه از ناوردا جوابهای آنها طوریͺه

حل با ناوردا جوابهای این خاص، حالت در آیند. مͬ بدست (۵.٣) ناوردای فرم اساس بر ضمنͬ طور به که

v1, . . . , vq وابسته متتغیر q و y1, . . . , yp−1 مستقل متغیر p− 1 با دیفرانسیل معادلات از یافته کاهش دستͽاه

R(x, u) دستͽاه در (۵.٣) ناوردا فرم جایͽذاری با دیفرانسیل معادلات از یافته کاهش دستͽاه شوند. مͬ حاصل

توجه نشود. منجر تͺین معادله با دیفرانسیل معادلات دستͽاه به حالت این که برآنست فرض آید. مͬ بدست

دو دارای R(x, u) وقتͬ حالت این در .yi = yi(x) ،i = 1, . . . , p − 1 برای آنͽاه ∂ξ/∂u = 0 اگر که کنید
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.yi = y1 مستقل متغیر با شد خواهد ODE دستͽاه ͷی یافته کاهش دستͽاه ،p = 2 یعنͬ، است، مستقل متغیر

مستقیم جایͽذاری روش ٢.١.٣

عمومͬ جواب نتوان یعنͬ، کرد، حل را (٢.٣) ناوردا رویه شرط معادلات نتوان که است ضروری وقتͬ شیوه این

.ξp(x, u) ̸= 0 که فرضکرد توان مͬ مسئله کلیت از کاستن بدون یافت. (۴.٣) مشخصه ODE دستͽاه برای

نوشت زیر شͺل به توان مͬ را (٢.٣) PDE دستͽاه اینصورت در

∂uλ

∂xp
=
ηλ(x, u)

ξp(x, u)
−

p−1∑
i=1

ξi(x, u)

ξp(x, u)

∂uλ

∂xi
, λ = 1, . . . , q. (۶.٣)

را xp مستقل متغیر به نسبت u مشتقات شامل ای جمله هر که شود مͬ نتیجه آن دیفرانسیل و (۶.٣) بنابه

داد. نمایش x1, . . . , xp−1 مستقل متغیرهای به نسبت u مشتقات همانند u و x از جملاتͬ حسب بر توان مͬ

ظاهر دستͽاه در که xp به نسبت جزئͬ مشتق هر برای آن مشتقات و (۶.٣) مستقیم جایͽذاری از بعد بنابراین

،u1, . . . , uq وابسته متغیر q شامل دیفرانسیل معادلات از یافته کاهش دستͽاه ͷی مستقیم طور به است، شده

شود. مͬ حاصل xp پارامتر و x1, . . . , xp−1 به نسبت u1, . . . , uq مشتقات ،x1, . . . , xp−1 مستقل −pمتغیر 1

u = Θ(x) ناوردای جواب تولید سبب یافته، کاهش معادلات دستͽاه از u = Φ(x1, . . . , xp−1;xp) جواب

شود. مͬ دستͽاه R(x, u) برای

گروه ͷی با PDE معادله ͷی uxxx + uux + ut = 0 ضابطۀ با ایست معادله KdV معادله مثال. ٢.١.٣
شوند: مͬ تولید زیر مولدهای با آن نظیر جبرلͬ که است چهار-بعدی تقارن

v1 = ∂x, مͺان انتقال

v2 = ∂t, زمان انتقال

v3 = t∂x + ∂u, گالیله�ای حرکت

v4 = x∂x + 3t∂t − 2u∂u. تجانس

و y = x − ct که دهد مͬ نشان محاسبه دهیم. کاهش جبرلͬ انتقال مولدهای به نسبت را معادله خواهیم مͬ

در موجود مشتقات زنجیره�ای مشتق قاعدۀ از استفاده با هستند. معادله انتقال تبدیلات نظیر ناوردای دو v = u

نویسیم. مͬ v و y برحسب را معادله

ut = uyyt = vyyt = −cvy, ux = uyyx = vy,

uxxx = vyyyyx = vyy.
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ODE معادله KdV معادله در مشتقات این جایͽذاری با

vyyy + vvy − cvy = 0, (٧.٣)

اول مرتبۀ معادله پͬ در پͬ انتͽرالͽیری بار دو با که شود مͬ حاصل

3v2y + v3 − 3cv2 − 6k1v + k2 = 0, (٨.٣)

زیرا است. داده رخ معادله این در رفت مͬ انتظار لͬ-بیانچͬ قضیۀ از که آنچه شود مͬ ملاحظه آید. مͬ بدست

که بوده سه مرتبۀ معادله ͷی (٧.٣) معادله و بوده حلپذیر است ارز هم (٧.٣) معادله با که معادله تقارنهای جبر

عمومͬ جواب باشد. مͬ (٨.٣) معادله همان که است 4− 3 = 1 مرتبۀ معادله ͷی به کاهش قابل انتͽرالͽیری با

و u → 0 اگر است. u = P(x − ct + δ) بیضوی تابع شود مͬ حاصل (٨.٣) معادله حل با که KdV معادله

جواب و شده صفر دو هر k2 و k1 (٨.٣) معادله در آنͽاه |x| → ∞

v = 3csech2
(1
2

√
cy + δ

)
,

جواب جواب، این در y جای به x− ct جایͽذاری با است. موج انتشار سرعت c پارامتر آن در که آید مͬ بدست

u(x, t) = 3csech2
[1
2

√
c(x− ct) + δ

]
,

نمونه فوق جوابهای آمد. خواهد بدست u = −12/(x + δ)2 تͺین جواب c = 0 ازای به که شود مͬ حاصل

اما شود. مͬ یاد سیار موج جوابهای عنوان به آن از که هستند KdV معادله برای گروهͬ ناوردای جوابهای از ای

گروهͬ ناوردای جوابهای خواهیم مͬ ادامه در شوند، نمͬ محدود جوابها از نوع این به گروهͬ ناوردای جوابهای

این تابعͬ مستقل ناورداهای v = tu− x و y = t ،t > 0 ازای به آوریم. بدست را گالیله�ای حرکت تبدیل نظیر

از: عبارتند جدید مشتقات و بوده تبدیل

ut = (yvy − v − x)y−2, ux = y−1, uxxx = 0.

معادله KdV معادله در مشتقات این جایͽذاری با حال

vy = 0,
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گروهͬ ناوردای جواب به منجر آن حل که آمده بدست

u =
x+ δ

t
,

t > 0 ازای به اما گردد. مͬ گالیله�ای حرکت تبدیل برای

y = t−1/3x, v = t2/3u,

از: عبارتند ناورداها این گرفتن نظر در با جدید مشتقات و باشند مͬ تجانس تبدیل نظیر مستقل ناوردای دو

ut = −1

3
t−5/3(yvy + 2v), ux = t−1vy, uxxx = t−5/3vyyy.

است: زیر ODE تبدیل این تحت یافته کاهش معادله بنابراین

vyyy + vvy −
1

3
yvy −

2

3
v = 0.

فوق معادله v = dw/dy − 1/6w3 تبدیل تحت اما نیست ممͺن موجود روشهای با سوم مرتبۀ معادله این حل

معادله به

wyyy −
1

6
w2wy −

1

3
ywy −

1

3
w = 0,

معادله به انتͽرالͽیری بار ͷی با که شده تبدیل

wyy −
1

18
w3 − 1

3
yw − k = 0,

سازد. مͬ را تجانس تبدیل نظیر گروهͬ ناوردای جواب آن حل و است حل قابل که یابد مͬ کاهش

بهینه دستͽاه ٢.٣

مستقل p−متغیر با دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷیG تقارنهای گروه از s−پارامتری زیرگروه ͷیH فرضکنیم

دستۀ ͷی از H گروه زیر نظیر گروهͬ ناوردای جوابهای که دید توان مͬ حالت این در ،p > s طوریͺه به باشد

که پردازیم مͬ جوابهایͬ چنین بندی طبقه روش از خاص نوعͬ به بخش این در گیرد. مͬ قرار جوابها از خاصͬ

آورد. بدست جوابها از خاص دستۀ این از توان مͬ را دیͽر جواب نوع هر و شود مͬ یاد بهینه دستͽاه به آن از

در نظر مورد معادلات دستͽاه جوابهای از ͷهری طوریͺه به است g ∈ Gتبدیلات از دسته آن یافتن اصلͬ هدف
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بͽیرد. قرار تبدیلات این مدارات از ͬͺی

زیرگروه ͷی H و ∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستͽاه برای تقارن گروه ͷی G کنید فرض گزاره. ١.٢.٣
تابع آنͽاه باشد G گروه از تبدیلͬ g ∈ G و ∆ برای H−ناوردا جواب ͷی u = Θ(x) اگر باشد. آن s−پارامتری

H مزدوج زیرگروه ͷی H̄ = gHg−1 طوریͺه به است دستͽاه H−ناوردای جواب ͷی ū = Θ̄(x) = g ·Θ(x)

است. g تبدیل با متناظر

مسئلۀ به گروهͬ ناوردای جوابهای بندی طبقه مسئلۀ که شود مͬ استنباط نͺته این بلافاصله فوق گزارۀ از

از برخͬ به باید ابتدا بنابراین گردد. مͬ تبدیل گیری مزدوج عمل تحت G تقارنͬ گروه زیرگروههای بندی طبقه

کرد. اشاره h 7→ ghg−1 مزدوج نͽاشت ویژگیهای مهمترین

الحاقͬ نمایش ٣.٣

Kg(h) = ghg−1 ضابطۀ Kgبا : G→ G مزدوج نͽاشت g ∈ G هر ازای به باشد. لͬ گروه ͷی G فرضکنید

مزدوجͬ نͽاشتهای کلیۀ که دید توان مͬ سادگͬ به کند. مͬ تعریف G روی دیفئومورفیسم ͷی h ∈ G هر برای

مشتق نͽاشت پذیرد. مͬ لͬ گروه ساختار توابع ترکیب عمل تحت خود شوند مͬ تعریف لͬ گروه ͷی روی که

به G جبرلͬ روی خطͬ نͽاشت ͷی و برداری میدانهای حافظ Kg∗h : ThG → TKghG یعنͬ مزدوج نͽاشت

شͺل

Adg(v) = Kg∗(v), v ∈ g, (٩.٣)

است: g Gروی خطͬ فراگیر عمل بیانͽر نمایش این که دید توان مͬ گویند. مͬ الحاقͬ نمایش آن با که سازد مͬ

G× g → g

Ad(gg′) = Adg ◦Adg′, Ad(e) = Id.

H = {exp(εv)|ε ∈ R} یͷ-پارامتری زیرگروه مولد v اگر که دید توان مͬ [٧٠] در (١.٢٢) لم از استفاده با

با را بالاتر مراتب زیرگروههای توان مͬ لذا است. Kg(H) = gHg−1 مزدوج زیرگروه مولد Adg(v) باشد،

آورد. بدست آن قبلͬ مرتبۀ زیرگروه از استفاده

جبرلͬ از h̄ و h زیرجبرهای با G لͬ گروه همبند s−پارامتری زیرگروه دو H̄ و H کنید فرض گزاره. ١.٣.٣
زیرجبر ͷی h̄ = Adg(h) اگر تنها و اگر است G مزدوج زیرگروه ͷی H̄ = gHg−1 صورت این در باشند. g

باشد. g از مزدوج

ساخته آن جبرلͬ ͷکوچ بینهایت مولدهای توسط معمولا˟ آن، نظیر جبرلͬ روی لͬ، گروه ͷی الحاقͬ نمایش

به توان مͬ را adv آنͽاه باشد، {exp(εv)|ε ∈ R} یͷ-پارامتری زیرگروه مولد v اگر مثال عنوان به شود. مͬ
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الحاقͬ نمایش یͷ-پارامتری گروه مولد عنوان

adv(w) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

Ad(exp(εv))w, w ∈ g, (١٠.٣)

داد. قرار نظر مد

که کنند مͬ ایجاب دو هر (١٠.٣) و (٩.٣) باشد، G گروه نظیر جبرلͬ g ≃ TeG هرگاه

ad(v)(w) = lim
ε→0

1

ε

[
K∗ exp(εv)(we)−we

]
= lim

ε→0

1

ε

[
exp∗(εv)(wexp(−εv))−we

]
.

لذا باشد مͬ v به نسبت w لͬ مشتق تعریف همان دوم حد که یابیم مͬ در ε جای به −ε جایͽزینͬ با حال

ad(v)(w) = [w,v] = −[v,w].

ͷی w اگر است. راست ناوردای برداری میدان ͷی w که رود مͬ کار به وقتͬ ad نͽاشت برای فوق نمایش

که است بدیهͬ باشد چپ ناوردای برداری میدان

ad(v)(w) = [v,w].

w ∈ g در ad(v) الحاقͬ بردار v ∈ g هر برای باشد. g جبرلͬ با لͬ گروه ͷی G کنید فرض گزاره. ٢.٣.٣
با: است برابر

ad(v)(w) = [w,v]. (١١.٣)

زیرا بود. خواهد آسانتر (١١.٣) محاسبۀ باشد g ⊆ gl(n) جبرلͬ با GL(n) از لͬ زیرگروه ͷی G که حالتͬ در

شود: مͬ ساخته زیر مزدوجͽیری با الحاقͬ نͽاشت باشد KA(B) = ABA−1 ،A,B ∈ G هر ازای به اگر

Ad(A)(X) = AXA−1, A ∈ G, X ∈ g.

داریم ε به نسبت A از مشتقͽیری با Y ∈ g ازای به ،A = eεY دهید قرار

ad(Y )(X) = [Y,X],

است. gl(n) روی لͬ کروشۀ فوق تساوی راست سمت
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مشتقͽیری با خاص لͬ گروه ͷی جبرلͬ الحاقͬ نمایش که است آن است شده داده شرح بالا در که روندی

داشتن با که معنا این به است، برقرار هم روند این عͺس شود. مͬ حاصل آن روی تعریفشده مزدوج نͽاشت از

انتͽرالͽیری فرآیند این که بسازیم را Ad(G) الحاقͬ نمایش توانیم مͬ ،gͷکوچ بینهایت مولدهای الحاقͬ عمل

معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه از

dw

dε
= ad(v)(w), w(0) = w0, (١٢.٣)

جواب با

w(ε) = Ad(exp(εv))w0,

لͬ سری محاسبۀ یا و

Ad(exp(εv))w0 =

∞∑
n=0

εn

n!
(ad(v))n(w0) (١٣.٣)

= w0 − ε[v,w0] +
ε2

2
[v, [v,w0]] + · · · ,

است.

یابیم. مͬ را KdV معادله بینهایتکوچͷجبرلͬ مولدهای تقارنهای الحاقͬ نمایش مثال این در مثال. ٣.٣.٣
نمونه عنوان به

Ad(exp(εv1))(v2) = v2 − ε[v1,v2] +
1

2
ε2[v1, [v1,v2]] + · · · = v2,

یا و

Ad(exp(εv2))(v4) = v4 − ε[v2,v4] +
1

2
ε2[v2, [v2,v4]] + · · · = v4 − 3εv2.

بسیار اطلاعات که کنیم مͬ اشاره ͹کیلین فرم نام به الحاقͬ نͽاشت از آمده بر مهم بسیار مفهوم به ادامه در

کند. مͬ ارائه لͬ گروه ͷی جبرلͬ ساختار و ویژگیها دربارۀ مهمͬ

متقارن دوخطͬ نͽاشت باشد. g جبرلͬ با لͬ گروه ͷی G کنیم فرض

Φ : g× g → R,
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،v,w ∈ g Aو مانند اتومورفیسم هر ازای به هرگاه گوییم مͬ ناوردا g روی درونͬ های اتومورفیسم گروه تحت را

Φ(A(v), A(w)) = Φ(v,w). (١۴.٣)

در ε به نسبت آن از مشتقͽیری با ،A = A(ε) دهیم قرار فوق تساوی چپ سمت در A اتومورفیسم ازای به اگر

ناوردایͬ شرط ε = 0 نقطۀ

Φ([v,w],u) + Φ(v, [u,w]) = 0, (١۵.٣)

است. (١۴.٣) تساوی معادل که آید مͬ بدست

اثر مفهوم با که است خاصͬ خطͬ دو نͽاشت ساختن گروهها، ساختاری نظریۀ در مهم مفاهیم از ͬͺی

ساخته نͽاشت این ماتریس اثر بوسیلۀ A : g → g خطͬ نͽاشت اثر شود. مͬ ساخته خطͬ نͽاشت ͷی ماتریس

با: است برابر دهیم مͬ نشان tr با که را آن اثر آنͽاه باشد، نͽاشت این ماتریس (Aij) اگر که بدیهیست شود. مͬ

trA =
∑
i

Aii.

متقارن خطͬ دو فرم تعریف. ۴.٣.٣

K : g× g → g,

K(v,w) = tr(ad(v) ◦ ad(w)),

کند. مͬ صدق (١۵.٣) ناوردایͬ شرط در فرم این نامیم. مͬ g کیلین͹جبرلͬ فرم را

ad([v,u]) ◦ ad(w) + ad(v) ◦ ad([w,u]) = (ad(v) ◦ ad(w)) ◦ ad(u)

− ad(u) ◦ (ad(v) ◦ ad(w)).

لͬ زیرجبرهای و زیرگروهها بندی طبقه ۴.٣

دیفرانسیل معادلات گروهͬ تحلیل در اساسͬ و مهم مسئلۀ ͷی متناهͬ بعد با لͬ زیرجبرهای بندی طبقه مسئلۀ

یͷاتومورفیسم تحتعمل زیرا آمد، بدستخواهد g جبرلͬ روی درونͬ های اتومورفیسم داشتن با مهم این است.

توان مͬ را لͬ زیرجبرهای بندی طبقه مسئلۀ بنابراین و شود مͬ خودشتصویر بعد هم زیرجبر ͷی به زیرجبرلͬ هر

کرد. بررسͬ اتومورفیسمها این بندی طبقه حد در
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ͷی هرگاه گویند ارز هم را زیرجبر دو این باشند. g جبرلͬ از زیرجبر دو h̄ و h کنید فرض تعریف. ١.۴.٣
.A(h) = h̄ که شود یافت طوری g روی A مانند درونͬ اتومورفیسم

زیرجبرهایش خاصاز دستۀ چند به توان مͬ را g مانند متناهͬ بعد با یͷجبرلͬ که کند ایجابمͬ تعریف این

کرد. بندی طبقه

مجموعه s−پارامتری زیرگروههای از بهینه دستͽاه ͷی باشد. لͬ گروه ͷی G کنید فرض تعریف. ٢.۴.٣
گروه از دیͽر زیرگروه هر که معنا این به است. مزدوج نͽاشت تحت s−پارامتری زیرگروههای از ارز هم ای

s−پارامتری زیرجبرهای از مجموعه ͷی مشابه طور به بود. خواهد فوق مجموعۀ اعضای از ͬͺی با مزدوج G

تحت فوق بهینۀ دستͽاه عناصر از ͬͺی تنها ارز هم g s−پارامتری زیرجبر هر هرگاه سازند مͬ بهینه سیستم ͷی

دستͽاه چنین .h̄ = Adg(h) ،g ∈ Gͷی ازای به آنͽاه باشند g زیرجبر دو h̄ و h اگر یعنͬ باشد. Ad نͽاشت

برای را Oi وجود صورت در توان مͬ باشد n−بعدی جبر ͷی g اگر بنابراین دهیم. مͬ نشان Os با را ای بهینه

یافت. i = 1, ..., n− 1

اینصورت در باشند. آن ساختاری ثابتهای ها Cα
βγ و بوده gبعدی−n حبرلͬ از پایه ͷی {vα}nα=1 فرضکنیم

g از s−بعدی زیرجبر ͷی برای ای پایه g در Xi =
∑

α aiαvα(i = 1, ..., s < n) مانند دیͽر برداری میدان هر

رابطۀ و بوده s با برابر A = (aiα) یعنͬ آن تبدیل ماتریس رتبۀ اگر تنها و اگر کند مͬ تولید h مانند

[Xi, Xj ] =
∑
α

Cα
βγaiβajγ =

∑
α

C̃k
ijakα, (i, j = 1, ...s; α = 1, ..., n), (١۶.٣)

دستͽاه ͷی حل به بندی طبقه مسئلۀ نتیجه در هستند. h زیرجبر ساختاری ثابتهای C̃k
ij که قسمͬ به باشد برقرار

یابد. مͬ کاهش C̃k
ij و aiα مشخص غیر ضرایب با جبری معادلات

جبری محاسبات بالاتر ابعاد در اما بود خواهد میسر ای ساده جبری محاسبات با Os یافتن ،s ≤ 3 ازای به

اشاره آنها ساختن نحوه به خلاصه طور به قسمت این در که گیرند، مͬ خود به تری پیچیده صورت حدودی تا

جبرلͬ برای Os محاسبۀ کنید. مراجعه [٣۵] به زمینه این در مثالهایͬ مشاهده و تر دقیق مطالعه برای و کنیم مͬ

Z مانند آن از عضوی هر باشد g مرکز c اگر زیرا بیابیم. را جبر مرکز ابتدا که است آن مستلزم g چون مفروضͬ

g از ایده�آلͬ g جبر مرکزی عناصر پس .[Z,X] = 0 ،X ∈ g هر ازای به یعنͬ ناورداست الحاقͬ نͽاشت تحت

مسئلۀ باشد c بدیهͬ غیر مرکز دارای g جبرلͬ اگر لذا مانند. مͬ ثابت الحاقͬ اتومورفیسمهای تحت که سازند مͬ

دسته آن به مربوط شد خواهد اشاره آن به زیر در که الͽوریتمͬ کنیم. مͬ بررسͬ g/c برای را ها زیرجبر بندی طبقه

است. مرکز فاقد لͬ حبرهای از

متغیر n به g درونͬ اتومورفیسمهای اینصورت در باشد. {v}nα=1 پایۀ با n−بعدی جبرلͬ ͷی g کنیم فرض

فرمول توسط و داشته ͬͽبست

A(ε1, ..., εn) = A1(ε1) ◦ · · · ◦An(εn), (١٧.٣)
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O1 ساختن برای باشد. مͬ نظیر اتمومورفیسم Ai و یͷ-پارامتری زیرگروههای پارامتر ها εi که آید مͬ بدست

نͽاشت بوسیلۀ که کنیم. مͬ انتخاب X ′ = AX تصویر با X =
∑n

α=1 xαvα مانند صفر غیر بردار ͷی ابتدا

معادلات در X ′ بردار های مؤلفه آنͽاه باشد Aنمایش نظیر ماتریس (Aαβ) اگر است. آمده بدست (١٧.٣)

x′α =

n∑
σ=1

Aασxσ,

های مؤلفه طوریͺه به است εn, ..., ε1 پارامترهای برای مناسبͬ مقادیر انتخاب بعدی گام کند. مͬ صدق

مͬ انتخاب که رده�ای که دلیل این به کند. اختیار را خود ممͺن حالت ترین ساده X ′ بردار از (x′1, ..., x′n)

است ممͺن که آنجا تا باید کار این برای باشد. داشته را خود صورت ترین ساده دارد تعلق آن به X و گردد

سازد. مͬ را O1 رده�های از ͬͺی آید مͬ بدست که برداری نهایت در و کنیم صفر را X ′ بردار مؤلفه�های

X = کنیم فرض شود. مͬ انتخاب O1 رده�های از آنها از ͬͺی که داریم بردار دو به نیاز O2 ساختن برای

باشد. {vα}nα=1 پایۀ در g از دلخواه بردار ͷی Y =
∑n

α=1 yαvα و بوده O1 اعضای از ͬͺی
∑n

α=1 xαvα

دستͽاه به و کرده بازنویسͬ بردار دو این برای را (١۶.٣) معادلات دستͽاه

Cα
βγx

βyγ = λyα + µxα, (α = 1, ..., r), (١٨.٣)

جبر ͷی یافتن به منجر (١٨.٣) دستͽاه جوابهای یافتن رسیم. مͬ است µ و λ ،yα مجهول n + 2 شامل که

عضوی ،Y و X از مناسبͬ مقادیر انتخاب با لزوم صورت در است. X بردار شامل که شود مͬ دو-بعدی

(λ, µ) = انتخاب با را مسئله پذیرد. مͬ انجام مناسبͬ µ و λ انتخاب با مضارب این آید. مͬ بدست O2 از

توان مͬ Y 7→ Y +X تبدیل با آنͽاه باشد (λ, µ) = (1, 1) اگر گیریم. مͬ نظر در (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)

µ حالتیͺه در نمͬ�آید. بدست جدیدی بردار هیچ باشد (λ, µ) = (0, 1) حالتیͺه در اما داد. قرار صفر برابر را µ

ماتریسͬ های درایه با ad(X) خطͬ تبدیل برای ویژه مقدار مسئلۀ شͺل (١٨.٣) معادلات دستͽاه است، صفر

لذا باشد. مͬ ad(X)(Y ) = λY صورت به بیان قابل و گیرد مͬ خود به (Cα
βγx

β)

det(λIg − ad(X)) = λn − τ1(X)λn−1 + τ2(X)λn−2 − · · ·+ (−1)ℓτn−ℓ(X)λℓ, (١٩.٣)

مستقل جواب چند یا ͷی چندجمله�ای های�این ریشه از ͷهری با متناظر .ℓ ≥ 0 و τn−ℓ(X) ̸= 0 طوریͺه به

نظیر جواب ͷی از بیش یا ͷی همچنان باشد ℓ > 0 حالتیͺه (در آید. مͬ بدست (١٨.٣) دستͽاه برای خطͬ

از ͷهیچی به X لذا نیست موجود صفری غیر حقیقͬ ریشۀ هیچ باشد ℓ = 1 اگر آید. مͬ بدست λ = 0 ریشۀ

͹کیلین Xچندجمله�ای ∈ g هر ازای به (١٩.٣) ای جمله چند نیست.) متعلق µ = 0 شرط با دو-بعدی جبرهای

مͬ رخ زمانͬ چندجمله�ای این در ℓ عددی مقدار حداکثر شود. مͬ نامیده g جبرلͬ برای مشخصه چندجمله�ای یا

ازای به O2 یافتن از پس نامیم. مͬ g جبرلͬ رتبۀ را ℓ عدد حالت این در که شود تعریف g تمام روی X که دهد
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برای که آنچه همانند خود شͺل ترین ساده به را آنها موجود اتومورفیسمهای بوسیلۀ که است لازم O1 عضو هر

کنیم. ساده شد داده شرح O1

برداری و ⟨X1, X2⟩ مانند O2 از دو-بعدی زیرجبر ͷی کار این برای ضروریست. O2 داشتن O3 یافتن برای

جبرلͬ ͷی ⟨X1, X2, Y ⟩ تایͬ سه که قسمͬ به گیریم مͬ درنظر را جبرلͬ از Y =
∑n

α=1 y
αvα چون دلخواه

شͺل به بردار سه این برای را (١۶.٣) دستͽاه اگر مجدداً حال بسازند. سه-بعدی

Cα
βγx1βy

γ = λ1y
α + µ1x1α + ν1x2α,

Cα
βγx2βy

α = λ2y
α + µ2x1α + ν2x2α,

خطͬ ترکیبͬ دستͽاه این از جواب هر باشد. مͬ νi و µi, λi, yα مجهول n + 6 دارای که کنیم مͬ بازنویسͬ

فوق روش آیا که است آن مهم نͺتۀ اما دهد. مͬ بدست g از سه-بعدی زیرجبرلͬ ͷی و بوده ⟨X1, X2⟩ از

جبرلͬ در موجود سه-بعدی زیرجبرهای کلیۀ آیا بهتر بیان به کند؟ مشخصمͬ را سه-بعدی لͬ زیرجبرهای کلیۀ

فاقد که است موجود سه-بعدی حقیقͬ جبرلͬ ͷی آیا کلͬ طور به شوند؟ مͬ شامل را دو-بعدی زیرجبرهای

ساختار با ⟨v1,v2,v3⟩ جبرلͬ است. مثبت سؤال این جواب باشد؟ دو-بعدی زیرجبر

[v1,v2] = v3, [v2,v3] = v1, [v3,v1] = v2,

مشخصمͬ را جبرهایͬ چنین وضعیت زیر لم است. so(3) همان جبرلͬ این است. سؤال این پاسخ برای مثالͬ

کند.

SO(3) دورانهای گروه جبرلͬ با یͺریخت دو-بعدی زیرجبر فاقد سه-بعدی حقیقͬ جبرلͬ هر لم. ٣.۴.٣
است.

□ .[٧۴] اثبات.

این که کرد توجه باید اما داد. ادامه قبلͬ الͽوریتم شͺل به s = 4, 5, ... ازای به توان مͬ را ها Os یافتن روند

ندهد. بدست را ها زیرجبر تمامͬ است ممͺن روش

ناوردا جوابهای بهینه دستͽاه و بندی طبقه ۵.٣

کنیم. مͬ آغاز تعریف ͷی با ابتدا

معادلات دستͽاه ͷی برای s−پارامتری گروهͬ ناوردای جوابهای از بهینه دستͽاه ͷی تعریف. ١.۵.٣
کند. صدق زیر شرایط در که است u = f(x)صورت به جوابهای از ای مجموعه دیفرانسیل

ناورداست. دستͽاه تقارنهای s−پارامتری گروه عناصر از ͬͺی تحت حداقل مجموعه این جواب هر (١
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g مانند تقارنͬ آنͽاه باشد، s−پارامتری تقارنهای گروه تحت ناوردا جوابهای از دیͽر ͬͺی u = f̄(x) اگر (٢

.f = g · f̄ که است موجود دستͽاه برای

ͷی {Oα} هرگاه باشد. ∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستͽاه تقارنهای گروه G کنید فرض گزاره. ٢.۵.٣

بهینه دستͽاه ͷی Oα−ناوردا جوابهای از ای مجموعه آنͽاه باشد، G s−پارامتری زیرگروههای از بهینه دستͽاه

سازد. مͬ ∆ = 0 برای گروهͬ ناوردای جوابهای از

مثال این در آمد. بدست KdV معادله برای گروهͬ ناوردای جواب تعدادی (٢.١.٣) مثال در مثال. ٣.۵.٣
نشان محاسبه آوریم. مͬ بدست را معادله برای یͷ-بعدی بهینۀ دستͽاه نظیر گروهͬ ناوردای جوابهای از ͬͺی

جایͽذاری با بنابراین است. x− ct ناوردای تابع با O1 اعضای از ͬͺی v2 + cv2 که دهد مͬ

f̄(x, t) = f(x− ct) + c,

معادله به KdV معادله در

f ′′′ + ff ′ = 0,

جواب به منجر آن حل که رسیم مͬ

u = 3csech2
(1
2

√
cx+ δ

)
− c,

است. KdV معادله برای O1 نظیر گروهͬ ناوردای جواب ͷی که شود مͬ

در که جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات بهینه دستͽاههای یافتن و ناوردا جوابهای بررسͬ به ادامه در

پرداخت. خواهیم گردید محاسبه آنهای تقارنهای و گرفتند قرار مطالعه مورد قبل فصل

هیروتا-رمانͬ معادله ۶.٣

باشد مͬ زیر صورت به تقارنهایͬ دارای معادله این که شد مشاهده (٧.٢.٢) مثال در

v1 = ∂x, v2 = ∂t,

v3 =
1

a
∂u, v4 = 3t∂t − x∂x + (2t+ u− 2x

a
)∂u.

از است عبارت آنها الحاقͬ نمایش جدول فوق، تقارنهای جابجایͬ روابط جدول و لͬ سری تعریف بنابه
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Ad v1 v2 v3 v4

v1 v1 v2 v3 v4 + ε(v1 + 2v3)
v2 v1 v2 v3 v4 − ε(3v2 + 2av3)
v3 v1 v2 v3 v4 − εv3

v4 v1 − ε(v1 + 2v3) v2 + ε(3v2 + 2av3) v3 + εv3 v4

از: است عبارت هیروتا-رمانͬ معادله از بعدی ͷی لͬ جبرهای از بهینه دستͽاه گزاره. ١.۶.٣

1) v4, 2) αv1 + βv2 + v3,

3) αv1 + v2, 4) v1.

،v 7→ Ad(exp(εvi)v) ضابطه Fبا s
i : g → g نͽاشتخطͬ و باشد معادله تقارنهای جبرلͬ g فرضکنید اثبات.

از عبارتند {v1, · · · ,v4} پایه اساس بر F ε
i نͽاشت Mاز ε

i ماتریسهای شود. تعریف .i = 1, · · · , 4 برای

M ε
1 =



1 0 0 −ε

0 1 0 0

0 0 1 −2ε

0 0 0 1


, M ε

2 =



1 0 0 0

0 1 0 3ε

0 0 1 2aε

0 0 0 1


,

M ε
3 =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 ε

0 0 0 1


, M ε

4 =



eε 0 0 0

0 e−3 ε 0 0

eε − e−ε ae−ε
(
e−2 ε − 1

)
e−ε 0

0 0 0 1


.

با است، ai ضرایب کردن ساده هدف باشد. g در صفر مخالف برداری میدان V =
∑4

i=1 aivi کنید فرض

باشد. پذیر امͺان عمل این که زمانͬ تا ،V در ماتریسها این ضرب

اینصورت در ،a4 = 1 فرضکرد توان مͬ شود، وارد خللͬ اثبات به اینͺه بدون ،a4 ̸= 0 فرضکنید ابتدا در

حالت نهایتVبه در کرد، صفر را v2 و v3 ،v1 میدانهای ضرایب توان مͬ ،V در ترتیب Mبه ε
2 Mو ε

1 ضرب با

یابد. مͬ کاهش (1)

فرض با کرد. صفر فوق ماتریسهای ضرب با را v2 و v1 ضرایب توان نمͬ آنͽاه ،a3 ̸= 0 و a4 = 0 اگر

بود. خواهد (2) فرم به V حالت این در ،a3 = 1

فرض با نتیجه در نمود صفر توان نمͬ را v1 ضریب نیز حالت این در ،a2 ̸= 0 و a4 = a3 = 0 دهید قرار

بود. خواهد (3) فرم به V ،a2 = 1

a4 = a3 = که است حالتͬ شوند مͬ تولید معادله تقارنهای توسط که باقیمانده بعدی ͷی جبرهای زیر تنها
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□ شود. مͬ نتیجه حالت(4) آنͽاه ،a1 = فرض1 با a1 ̸= 0 اگر .a2 = 0

متفاوتͬ خطͬ ترکیبات توان مͬ قسمت این در گیرد. مͬ قرار مطالعه مورد معادله ناوردای جوابهای ادامه در

کمͷگرفت. ناوردا جوابهای ساختن برای بهینه ازدستͽاه توان مͬ همینطور و گرفت نظر در را معادله تقارنهای از

است زیر صورت به آن مشخصه معادله بͽیرید. نظر در را v2 + v3 = ∂t +
1
a∂u ترکیب ابتدا

dx

0
=
dt

1
=
a du

1
.

و yاساس بر آن مشتقهای و u آوردن بدست با شوند. مͬ حاصل v = u− t
a و y = x ناورداهای آن، حل با که

داریم v

u = v(y) +
t

a
, ux = vy, ux2 = vyy, ux2t = 0, ut =

1

a
.

ODE معادله ، هیروتا-رمانͬ معادله در فوق روابط جایͽذاری با

(a− 1)vy + 1/a = 0,

داریم و است صادق نیز اصلͬ معادله در جواب این است. v = −y
a(a−1) + cجواب دارای که شد، خواهد نتیجه

u =
x

a(1− a)
+
t

a
+ c.

شده بیان زیر جدول دو در که شود مͬ حاصل زیر نتایج آنها خطͬ ترکیبهای و تقارنها بقیه برای روند این تͺرار با

است

operators y v u
v1 t u v(y)
v2 x u v(y)
v4 xt1/3 (u− 2x/a− t)t−1/3 v(y)t1/3 + 2x/a+ t

v1 + av3 t u− x v(y) + x
v2 + v3 x u− t/a v(y) + t/a
v1 + v2 x− t u v(y)/a

۶٢



operators
v1 vy = 0
v2 avy = 0
v4 t−2/3v + (t1/3x+ av + axt1/3vy)vy + vyy + xt1/3vyyy = 3

v1 + av3 (1− a)vy + a = 0
v2 + v3 (a− 1)vy + 1/a = 0
v1 + v2 −vy + vyyy + avy(1 + vy) = 0

چیخف -سینل کدریاشف معادله ٧.٣

فرم به تقارنهایͬ دارای معادله این که شد مشاهده قبل فصل در

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = t∂x + (
1

a
)∂u.

از است عبارت تقارنها این الحاقͬ نمایش جدول است.

Ad(exp(εvi))vj v1 v2 v3

v1 v1 v2 v3

v2 v1 v2 v3 − εv1

v3 v1 v2 + εv1 v3

از است عبارت چیخف -سینل کدریاشف معادله از بعدی ͷی لͬ جبرهای از بهینه دستͽاه گزاره. ١.٧.٣

1) v2, 2) v3 + αv2.

g در صفر غیر برداری میدان V = a1v1 + a2v2 + a3v3 و باشد معادله تقارنهای جبرلͬ g کنید فرض اثبات.

میدان نتیجه در نمود صفر را v1 ضریب توان مͬ V بر Ad(exp(a1v2)) اثر با ،a3 = 1 کنید فرض ابتدا باشد.

ضریب توان مͬ ،α علامت به توجه با شد. خواهد V = Ad(exp(a1v2))V = αv2 + v3 فرم به V برداری

ارز هم a3 ̸= 0 با V توسط شده تولید بعدی ͷی زیرجبر هر دیͽر عبارت به گرفت. نظر در 0 یا −1 یا 1 را v2

اثر با قبل حالت مانند ،a2 = 1 کرد فرض توان مͬ ،a2 ̸= 0 و a3 = 0 کنید فرض حال شد. خواهد αv2 + v3

با V توسط شده تولید بعدی ͷی زیرجبر هر بنابراین نمود. صفر را v1 ضریب توان مͬ V بر Ad(exp(a1v2))

□ بود. خواهد v2 ارز هم a2 ̸= 0 و a3 = 0

میͽیریم. درنظر را معادله تقارنهای از مختلفͬ خطͬ ترکیبهای ابتدا معادله ناوردای جوابهای مطالعه برای

۶٣



v3 = t ∂x +
1
a
∂u (1

مشخصه معادله دارای ترکیب این

dt

0
=
dx

t
=
a du

1

بنابراین آیند، مͬ بدست y = t, v = u− x
a t ناورداهای مشخصه، معادله حل با باشد. مͬ

از عبارتند آن مشتقات و u = f(x, y, v) = v + x
a t

ux =
1

a t
, ux2 = ux3 = ux4 = ux5 = 0, ut = vy −

1

a t2
x.

شود مͬ نتیجه زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله ، K-S معادله در آن مشتقهای و u جایͽذاری با

vy +
1

y
v = 0,

دقیق جواب بنابراین ،v = c1
y فرم به جوابͬ دارای فوق معادله

u(x, t) =
x+ a c1
a t

.

آید. مͬ بدست K-S معادله برای

v2 + c0 v1 = c0 ∂x + ∂t (2

عبارت آنها توسط یافته کاهش معادله که شوند مͬ حاصل v = u و y = x − c0 t ناورداهای حالت، این در

از: است

−c0 vy + a v vy + b vy3 + c vy4 + d vy5 − e vy2 = 0.

هستند زیر صورت به a = 1 برای معادله این متناوب جوابهاب از ای خانواده

v = a0 +Asn4{my, k}+B sn{my, k} d

dχ
sn{my, k}.

است. ژاکوبͬ بیضوی تابع بیانͽر sn{my, k} که
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v3 + βv2 = t ∂x + β∂t +
1
a
∂u (3

از است عبارت آنها توسط یافته کاهش معادله و v = u− t
aβ و y = x− t2

2β از عبارتند ترکیب این ناورداهای

1

aβ
− t

β
vy + a v vy + b vy3 + c vy4 + d vy5 − e vy2 = 0.

v2 = ∂t (4

شوند مͬ زیر معادله به اصلͬ معادله کاهش باعث v = u و y = x ناورداهای اینصورت در

a v vy + b vy3 + c vy4 + d vy5 − e vy2 = 0.

v1 = ∂x (5

به اصلͬ معادله از یافته کاهش معمولͬ دیفرانسیل معادله v = u و y = t ناورداهای با ،v1 برداری میدان برای

باشد. مͬ اصلͬ معادله برای u(x, t) = cteجواب دارای که vy = صورت0

دسته-ویتهام معادله ٨.٣

بدستخواهد دسته-ویتهام معادله برای ای ملاحضه قابل دقیقͬ جوابهاب ناوردا فرم کمͷروش به بخش این در

است زیر صورت به تقارنهایͬ دارای معادله این شد، مشاهده (١۴.٢.٢) مثال در که همانطور آمد.

v1 = ∂x, v2 = ∂t,

v3 = x∂x + t∂t, v4 = x∂x + u∂u,

v5 = tx∂x +
t2

2
∂t −

1

2
x∂u, v6 = f ′(t)∂u − 2f(t)∂x.

جوابهای تمام در شد. خواهد گرفته نظر در ناوردا دقیق جوابهای یافتن برای را تقارنها از مختلفͬ ترکیبهای ادامه در

هستند. دلخواه ثابتهای c2 و c1 آمده بدست

αv1 + v2 (1

دارای نماید، مͬ مشخص را موج سرعت که است ثابتͬ α آن در که αv1 + v2 = α∂x + ∂t خطͬ ترکیب

است زیر ناورداهای

ζ = x− α t, ϕ = u,
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دیفرانسیل معادله ویتهام، معادله در آن مشتقهای و u جایͽذاری با .u(x, t) = ϕ(x − α t) = ϕ(ζ) بنابراین

معمولͬ

(2ϕ+ α)ϕ′′ + ϕ′
2
= 0,

از است عبارت معادله این جواب .ϕ′ = dϕ
dζ آن در که شد، خواهد حاصل

ϕ(ζ) =
1

2
(3c1ζ + 3c2)

2
3 − 1

2
,

است زیر صورت به ویتهام معادله برای ناوردا دقیق جواب بنابراین

u(x, t) =
1

2
(3c1(x− α t) + 3c2)

2
3 − 1

2
.

tv2 + v4 (2

مشخصه معادله دارای tv2 + v4 = x∂x + t∂t + u∂u خطͬ ترکیب

dx

x
=
dt

t
=
du

u
.

ناورداها توسط یافته کاهش معادله باشد. مͬ u = xϕ(ζ) و ζ = x/t ناورداهای معادلات این جواب که است،

از است عبارت

(2ϕ+ ζ/t)ϕ′′ + ϕ′
2
= 0,

است زیر صورت به اصلͬ معادله برای فوق معادله توسط شده تولید جواب

u(x, t) =
−xc22 +

(
(x/t− c1) c2

2t
)2/3

2c22t
.

v2 (3

آنها ͷکم به یافته کاهش معادله که شوند مͬ حاصل u = ϕ(ζ) و ζ = x ناورداهای v2 = ∂t مولد برای

از عبارتست

2ϕϕ′′ + ϕ′
2
= 0,
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است زیر فرم به اصلͬ معادله جواب نتیجه در و آن جواب که

u = ϕ = (3/2 (c1 x+ c2))
2/3 .

v3 (4

باشد. مͬ u = ϕ(ζ) و ζ = x/t جوابهای با dx
x = dt

t = du
0 مشخصه معادله دارای v3 = x∂x + t∂t مولد

از است عبارت حالت این در یافته کاهش معمولͬ دیفرانسیل معادله

(2v + ζ)ϕ′′ + (1 + ϕ′)ϕ′ = 0,

از عبارتست فوق معادله ͷکم به اصلͬ معادله برای شده تولید جواب

u(x, t) =

√
xc1 + 2utc1

t
−
c1 ln

(√
xc1 + 2utc1 ± c1

)
t

− (
3x

2t
+ c2).

v4 (5

مشخصه معادله دارای v4 = x∂x + u∂u تقارن

dx

x
=
dt

0
=
du

u
,

از است عبارت حالت این در یافته کاهش معمولͬ دیفرانسیل معادله باشد. مͬ u = xϕ(ζ) و ζ = t جوابهای با

ϕ′ = 2xϕϕ′ + ϕ2,

از عبارتست فوق معادله ͷکم به اصلͬ معادله برای شده تولید جواب

t+ x/u+ 2x ln (x/u) + c1 = 0.

v3 − v4 (6

مشخصه معادله از حاصل ی ناورداها v3 − v4 = t∂t − u∂u خطͬ ترکیب برای

dx

0
=
dt

t
=
du

u
,
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صورت به یافته کاهش معادله .u = 1/t ϕ(ζ) و ζ = x از عبارتند

2ϕϕ′′ + ϕ′
2
+ ϕ′ = 0,

از است عبارت اصلͬ معادله برای آن توسط شده تولید جواب که باشد مͬ

x+ 2
√
c1tu− c1 ln

(
c1 +

√
c1tu

)
+ c1 ln

(
c1 −

√
c1tu

)
+ tu+ c1 ln (c1 − tu)− c1 = 0.
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۴ فصل

دیفرانسیل معادلات بقاء قوانین

شود. مͬ صفر PDE دستͽاه جوابهای تمام روی که است دیورژانس فرم به نمایشͬ PDE دستͽاه ͷی بقاء قانون

از دهد، مͬ نتیجه را PDE دستͽاه از موضعͬ بقاء قانون که بدیهͬ غیر دیورژانس نمایش هر کلͬ، حالت در

متغیرهای مشتقات متناهͬ تعداد به همچنین وابسته و مستقل متغیرهای به وابسته فاکتورها)، ) موضعͬ ضرایب

مشتقات و وابسته و مستقل متغیرهای به وابسته دیورژانس، نمایش هر که شود مͬ ثابت آیند. مͬ بدست وابسته،

وابسته متغیرهای به مربوط اویلر عملͽرهای اگر برعͺس، شود. مͬ پوچ اویلر عملͽرهای توسط وابسته، متغیرهای

نمایش آن آنͽاه سازد، پوچ را نمایش وابسته، متغیرهای مشتقات و مستقل متغیرهای شامل نمایشͬ در شده ظاهر

ای مجموعه اگر تنها و اگر است بقاء قانون دارای PDE دستͽاه هر بنابراین بود. خواهد دیورژانس نمایش ͷی

به مربوط اویلر عملͽرهای توسط دستͽاه، در PDE هر با آنها خطͬ ترکیب که باشد موجود موضعͬ ضرایب از

شود. پوچ وابسته متغیر هر

مͬ منتهͬ موضعͬ ضرایب از ای مجموعه یافتن مسئله به ،PDE دستͽاه بقاء قوانین یافتن مسئله بنابراین

مجموعه هر برای بعلاوه، شود. مͬ پوچ اویلر عملͽرهای توسط دستͽاه PDE هر با آنها خطͬ ترکیب که شود

چͽالͬ و شار آوردن بدست برای انتͽرالͬ فرمول ͷی شود مͬ بقاء قانون تولید باعث که موضعͬ ضرایب از ای

موضعͬ ضرایب مشخصشدن از بعد مستقیم محاسبه از آنها اغلب .[۵] ،[٧] ،[۶] دارد وجود بقاء قانون های

.[٩٠] کنند مͬ یاد بقاء قوانین محاسبه برای مستقیم روش عنوان به آن از معمولا˟ که آیند مͬ بدست

هر آنͽاه بپذیرد، را تغییراتͬ اصل ͷی دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی اگر که داد نشان نوتر ١٩١٨ سال در

داد خواهد نتیجه را بقاء قانون ͷی دارد نͽه پایا را تابعͬ عمل که ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه

نوتر قضیه باسل-هاگن ١٩٢١ سال در نمود. ارائه بقاء قوانین شار برای فرمولͬ نوتر خاص، حالت در .[۶٩]

از لͬ گروههای توسط چͽونه بقائͬ قوانین چنین تمام که داد نشان بویر ١٩۶٧ سال در .[١۵] دادند توسیع را

.[٢۵] شوند مͬ حاصل پیچشͬ فرم به ای نقطه تبدلات

جرم، قبیل، از ͬͺفیزی کمیتهای آنها باشند. مͬ زیادی فواید دارای بقاء قوانین دیفرانسیل معادلات مطالعه در

انتͽرال تحقیق برای آنها دهند. مͬ توضیح را ثابتهایحرکت و ͬͺتریͺال بار همچنین ای، زاویه تͺانه تͺانه، انرژی،
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و پایداری آنالیز برای همچنین آنها هستند. مهم جوابها یͺتایͬ و وجود اثبات برای و خطͬ نͽاشتهای پذیری،

مهمͬ نقش و دارند عددی روشهای توسعه در اساسͬ نقش آنها بعلاوه، شوند. مͬ استفاده جوابها عمومͬ رفتار

دارند. برعهده پتانسیلͬ متغیرهای و موضعͬ غیر وابسته دستͽاههای یافتن شروع نقطه در

موضعͬ بقاء قوانین ١.۴

x = مستقل متغیر p با را R(x, u) := ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستͽاه

بͽیرید. نظر در زیر صورت به n مرتبه از u = (u1, ..., uq) وابسته متغیر q و (x1, ..., xp)

∆ν(x, u, u
(n)) = 0, ν = 1, . . . , l, (١.۴)

دیورژانس فرم به نمایشͬ R(x, u) ،PDE دستͽاه برای موضعͬ بقاء قانون تعریف. ١.١.۴

DiΦ
i[u] = D1Φ

1[u] + · · ·+DnΦ
n[u] = 0 (٢.۴)

Φi[u] = Φi(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) ،(٢.۴) رابطه در است. برقرار PDE دستͽاه جوابهای همه برای که است

شده ظاهر Φi[u] نمایش در که (r) مشتق مرتبه بزرگترین و و نامند بقاء قانون شارهای را ،i = 1, · · · , n برای

گویند. بقاء قانون مرتبه را است

خواهد زیر فرم به (٢.۴) بقاء قانون آنͽاه باشد، t ,R(xزمان u) مستقل متغییرهای از ͬͺی اگر تبصره. ٢.١.۴
شد

DtΨ[u] +D1Φ
1[u] + · · ·+Dn−1Φ

n−1[u] = 0 (٣.۴)

نامند. مͬ بقاء قانون چͽالͬ را Ψ[u] اینجا در

باشند آن شارهای Φi[u] =M i[u]+H i[u] اگر ,R(xاست u) دستͽاه از ،(٢.۴) بقاء قانون تعریف. ٣.١.۴
و شود صفر دستͽاه جوابهاب روی M i[u] طوریͺه به باشند u مشتقات و x, u از توابعͬ H i[u] و M i[u] که،

.DiH
i[u] ≡ 0

PDE دستͽاه مثال عنوان به

vx = u, vt = K(u)ux.
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باشد مͬ زیر صورت به اول مرتبه از بدیهͬ بقاء قانون دارای

Dt

(
u(u− vx)

)
+Dx

(
2(vt −K(u)ux)

)
= 0,

فرم به دوم مرتبه از بدیهͬ بقاء قانون دارای همچنین

Dt

(
uxx
)
−Dx

(
utx
)
= 0.

f(x) آن در که گرفت نظر در را div(curlf) = 0 توان مͬ بدیهͬ بقاء قانون از مهم مثال ͷی عنوان به است.

است. R3 در برداری تابعͬ

اگر نامند معادل را DiΨ
i[u] = 0 و DiΦ

i[u] = 0 بقاء قانون دو تعریف. ۴.١.۴

Di(Φ
i[u]−Ψi[u]) = 0,

بدیهͬ غیر بقاء قانون ͷی با معادل بقاء قوانین شامل بقاء قوانین از ارزی هم کلاس ͷی باشد. بدیهͬ بقاء قانون

است.

پرداخت. خواهیم PDE دستͽاه ͷی بقاء قوانین یافتن برای مختلف روشها انواع بررسͬ به ادامه در

بقاء قوانین برای تابعͬ نامعین ضرایب ٢.۴

ضرایب ,R(xبا u) معادلاتدستͽاه ترکیبخطͬ از بدیهͬ غیر بقاء قوانین ،R(x, u) دستͽاه برای حالتکلͬ، در

یافتن برای آیند. مͬ بدست دهند، مͬ نتیجه را بدیهͬ غیر دیورژانس نمایش که ها) مبین (فاکتورها، خاصͬ تابعͬ

توابع با اند، شده ظاهر تابعͬ ضرایب یا PDE دستͽاه در که آنها) مشتقات (و وابسته متغیرهای نمایشهایͬ، چنین

جوابهای تمام روی حاصل دیورژانسͬ نمایشهای عملͬ چنین با شوند. مͬ جایͽزین آنها) مشتقات (و دلخواهͬ

شوند. مͬ صفر R(x, u) ،PDE دستͽاه

برای {Λν [U ]}lν=1 = {Λν(x,U, ∂U, · · · , ∂rU)}lν=1 تابعͬ ضرایب از ای مجموعه خاص، حالت در

اتحاد اگر کنند مͬ تولید را دیورژانسͬ نمایش R(x, u) ،PDE دستͽاه

Λν [U ]∆ν [U ] ≡ DiΦ
i[U ] (۴.۴)

قانون دارای باشد، ناتͺین Λν [U ] اگر ،U(x) = u(x) جواب روی آنͽاه باشد، برقرار U(x) دلخواه توابع برای

٧١



است بقاء

Λν [u]∆ν [u] = DiΦ
i[u] = 0. (۵.۴)

مͬ محاسبه R(x, u) PDE دستͽاه از U(x) = u(x) جواب روی هرگاه است، تͺین Λν [U ] تابعͬ ضریب

ضرایب گرفتن نظر در با زیرا گیرند، مͬ قرار استفاده مورد ناتͺین تابعͬ ضرایب عمل در باشد. تͺین تابع شود

باشند. نمͬ دستͽاه برای بقاء قانون که رسید دیورژانسͬ نمایشهای به توان مͬ تͺین تابعͬ

تابعͬ ضرایب از ای مجموعه یافتن به R(x, u) ،PDE دستͽاه برای موضعͬ بقاء قوانین یافتن حالت، این در

کند. مͬ پیدا کاهش موضعͬ

شود مͬ تعریف زیر صورت به U j برای اویلر عملͽر تعریف. ١.٢.۴

EUj =
∂

∂U j
−Di

∂

∂U j
i

+ · · ·+ (−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂U j
i1···is

+ · · · (۶.۴)

.j = 1, · · · , q برای

در کند. مͬ پوچ را DiΦ
i[U ] = 0 دیورژانس نمایش هر اویلر عملͽر که دید توان مͬ مستقیم، محاسبه با

است برقرار دلخواه U(x) هر برای زیر اتحاد خاص حالت

EUj (DiΦ
i(x,U, ∂U, · · · , ∂rU)) ≡ 0, j = 1, · · · , q. (٧.۴)

شود مͬ پوچ اویلر عملͽر توسط که اسͺالری نمایش تنها خاص، حالت در است. برقرار نیز مطلب این عͺس

شود. مͬ منتج زیر قضیه به موضوع این است. دیورژانس نمایش

برقرار U(x) دلخواه تابع برای j = 1, · · · , q ،EUjF (x,U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ 0 معادلات قضیه. ٢.٢.۴
اگر وتنها اگر است

F (x,U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ DiΨ
i(x,U, ∂U, · · · , ∂s−1U),

باشد. برقرار i = 1, · · · q آن در که ،Ψi(x,U, ∂U, · · · , ∂s−1U) توابع برای

□ .[١٧] اثبات.

کند. مشخصمͬ را موضعͬ بقاء قوانین و موضعͬ تابعͬ ضرایب بین ارتباط زیر قضیه ،(٢.٢.۴) قضیه بنابه

بقاء قوانین {Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)}lν=1 ناتͺین موضعͬ تابعͬ ضرایب از ای مجموعه قضیه. ٣.٢.۴
اتحاد اگر وتنها اگر کند مͬ تولید را R(x, u) = ∆ν(x, u

(n)) دستͽاه
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EUj (Λν(x,U, ∂U, · · · , ∂rU)∆ν(x, u
(n))) ≡ 0, j = 1, · · · q, (٨.۴)

باشد. برقرار U(x) دلخواه تابع برای

قوانین تابعͬ ضرایب تمام یافتن برای خطͬ مشخصه معادلات از ای مجموعه (٨.۴) معادلات مجموعه از

توان مͬ است، برقرار U(x) دلخواه تابع هر برای (٨.۴) معادلات چون شود. مͬ نتیجه R(x, u) دستͽاه بقاء

خطͬ PDE دستͽاه بنابراین گرفت، نظر در xi به نسبت مستقلͬ متغیرهای عنوان به را آن مشتقهای تمام و U j

تابعͬ ضرایب از هایͬ مجموعه آن جوابهای که شود مͬ تبدیل مشخصه معادلاتخطͬ از خطͬ دستͽاه به (٨.۴)

بود. خواهند R(x, u) ،PDE دستͽاه برای موضعͬ

قضیه عͺس باشد، حل قابل پیشرو مشتقات اساس بر که PDE دستͽاه برای است مهم نͺته این به توجه

به بتوان را R(x, u) ،r مرتبه دستͽاه از PDE هر کنید فرض خاص، حالت در داشت. خواهد وجود (٣.٢.۴)

نوشت زیر شده حل فرم

Rν [u] = ujνiν,1···iν,s −Gν(x, u, ∂u, . . . , ∂ru) = 0, ν = 1, · · · l, (٩.۴)

ای مجموعه {ujνiν,1···iν,s} ، (٩.۴) در .ν = 1, · · · l تمام برای 1 ⩽ iν,1 · · · iν,s ⩽ p ،1 ⩽ jν ⩽ q ،s ⩽ k که

آنها به مربوط مشتقات و آنها از کدام هیچ که ویژگͬ این با است s مرتبه از خطͬ مستقل پیشرو مشتقات l شامل

به مربوط مشتقات و پیشرو مشتقات تمام مسئله کلیت از کاستن بدون بنابراین اند. نشده ظاهر {Gν [u]}lν=1 در

شود. مͬ نتیجه مطلب این از زیر قضیه کرد. حذف بقاء قوانین از Φi[U ] شارهای در توان مͬ را آنها

بیان (٩.۴) شده حل فرم به که R(x, u) دستͽاه DiΦاز
i[U ] = 0 موضعͬ بقاء قانون هر برای قضیه. ۴.٢.۴

نوشت زیر مشخصه فرم به را آنها توان مͬ که دارد وجود معادلͬ موضعͬ بقاء قوانین شده،

DiΦ̃
i[U ] = Λ̃ν [U ](U jν

iν,1···iν,s −Gν [U ]) (١٠.۴)

نیستند. U jν
iν,1···iν,s جملات شامل که شارهایͬ و {Λ̃ν [U ]}lν=1 ناتͺین موضعͬ ضرایب مجموعه از جملاتͬ با

□ .[١٧] اثبات.

تابعͬ، ضرایب از شده حاصل بقاء قوانین تمام اساسͬ طور به که اینست در (۴.٢.۴) قضیه اصلͬ اهمیت

کند. مͬ مشخص ارزی هم حد تا شده، بیان شده حل فرم به که را R(x, u) دستͽاه

٧٣



بقاء قوانین ساختن برای مستقیم روش ٣.۴

مستقیم روش آن به که دهند مͬ ارائه بقاء قوانین یافتن برای ͬͺسیتماتی روش ،(۴.٢.۴) و (٣.٢.۴) های قضیه

کرد: بیان زیر صورت به را آن الͽوریتم توان مͬ و گویند مͬ

بیابید. را {Λν(x, U, ∂U , · · · , ∂rU )}lν=1 تابعͬ ضرایب مجموعه R(x, u) دستͽاه برای (١

کنید. حل تابعͬ ضرایب تمام یافتن منظور به U(x) دلخواه تابع برای را (٨.۴) مشخصه معادلات (٢

صدق زیر رابطه در که، کنید پیدا را Φi[u] = Φi(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) تابعͬ ضرایب با متناظر شارهای (٣

کنند مͬ

Λν(x,U, ∂U, · · · , ∂rU)∆ν(x, u
(n)) ≡ DiΦ

i(x,U, ∂U, · · · , ∂rU). (١١.۴)

نتیجه u(x) جوابهای تمام برای DiΦ
i(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) ≡ 0 بقاء قانون ͷی تابعͬ ضریب و شار هر (۴

دهد. مͬ

مشتقهای به نسبت شده حالتحل در ,R(xرا u) دستͽاه است بهتر (٨.۴) معادلاتمشخصه حل برای عمل، در

تضمین (۴.٢.۴) قضیه شود مͬ نوشته شده صورتحل ,R(xبه u) دستͽاه وقتͬ حالتخاص، در نوشت. پیشرو

(که تͺین تابعͬ ضرایب شده، حل دستͽاه حالت در بعلاوه، آیند. بدست موضعͬ بقاء قوانین تمام که، کند مͬ

درنتیجه، و شد خواهند حذف دهند) مͬ نتیجه را بدیهͬ بقاء قوانین (که بدیهͬ و کنند) نمͬ تولید بقاء قانون

تابعͬ ضرایب از پیچیده حالتهای در یا ،(١١.۴) معادله طرفین مقایسه با مستقیم صورت به توان مͬ را شارهای

ما که شد خواهد پیچده بسیار موارد برخͬ در نیز گیری انتͽرال البته کرد. پیدا گیری انتͽرال با PDE دستͽاه یا

شد. خواهد اشاره آن به فصل ادامه در که کرد خواهیم استفاده هوموتوپͬ عملͽر از مشͺل این رفع برای

ͬͺکوشͬ-کوالس فرم ١.٣.۴

تنها بدیهͬ غیر شارهای و بدیهͬ غیر موضعͬ تابعͬ ضرایب های مجموعه بین ͷی به ͷی تناظر کلͬ، حالت در

است. برقرار پذیرند مͬ ͬͺکوشͬ-کوالس فرم که PDE دستͽاههای برای

نسبت دستͽاه اگر است، xj مستقل متغیر به نسبت ͬͺکوشͬ-کوالس فرم ,R(xبه u) دستͽاه تعریف. ١.٣.۴
یعنͬ باشد، حل قابل xj مستقل متغیر به نسبت وابسته متغیر هر مشتق مرتبه بیشترین به

∂sν

∂(xj)sν
uν = Gν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru), 1 ≤ sν ≤ r, ν = 1, . . . , q, (١٢.۴)

کمتری مرتبه دارای است شده ظاهر (١٢.۴) از PDE هر راست سمت در که xj به نسبت مشتقهای همه آن در که

است. چپ سمت مشتقهای از
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قوانین تمام اینصورت در بپذیرد. را (١٢.۴) ͬͺکوشͬ-کوالس فرم PDE دستͽاه کنید فرض قضیه. ٢.٣.۴
از ارزی هم کلاسهای بین ͬͺی به ͷی تناظر بعلاوه شود. مͬ نتیجه تابعͬ ضرایب از بدیهͬ غیر موضعͬ بقاء

دارد. وجود xj به نسبت uν مشتقهای از مستقل تابعͬ ضرایب های مجموعه و بقاء قوانین

□ .[٧] اثبات.

برای پیشرو مشتقهای به نسبت PDE دستͽاه ͷی از ͬͺکوشͬ-کوالس فرم که نمود توجه نͺته این به باید

ͬͺکوشͬ-کوالس فرم PDE دستͽاه ͷی بنابراین است. شده حل دستͽاه از خاصͬ حالت وابسته متغیرهای تمام

باشد. برابر دستͽاه PDEهای تعداد با آن وابسته متغیرهای تعداد اگر پذیرد مͬ

کنیم. مͬ بررسͬ را زیر مثال بقاء قوانین مستقیم روش بهتر درک برای

شود مͬ تعریف زیر صورت به (u1 = u, u2 = v) غیرخطͬ تلͽراف دستͽاه مثال. ٣.٣.۴

R1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

R2[u, v] = ut − vx = 0. (١٣.۴)

به موضعͬ تابعͬ ضرایب باید است. ut و vt پیشرو مشتقهای با اول، مرتبه ͬͺکوشͬ-کوالس فرم به دستͽاه این

فرم

Λ1 = ξ(x, t, U, V ), Λ2 = ϕ(x, t, U, V ) (١۴.۴)

از عبارتند اویلر عملͽر جملات بیابیم. (١٣.۴) PDE دستͽاه برای را

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
, EV =

∂

∂V
−Dx

∂

∂Vx
−Dt

∂

∂Vt

شد خواهند زیر صورت به (١۴.۴) تابعͬ ضرایب برای (٨.۴) مشخصه معادلات

EU [ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vx)] ≡ 0,

(١۵.۴)

EV [ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vx)] ≡ 0,

خطͬ PDE دستͽاه به Ut, Vt, Ux, Vx به نسبت (٨.۴) معادلات هستند. دلخواه توابع V (x, t) و U(x, t) که
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شوند. مͬ تجزیه زیر

ϕV − ξU = 0, ϕU − (U2 + 1)ξV = 0,

ϕx − ξt − UξV = 0, (U2 + 1)ξx − ϕt − UξU − ξ = 0, (١۶.۴)

باشد مͬ صفر مرتبه از موضعͬ تابعͬ ضرایب از مجموعه پنج (١۶.۴) مشخصه دستͽاه جوابهای

(ξ1, ϕ1) = (0, 1), (ξ2, ϕ2) = (t, x− 1

2
t2),

(ξ3, ϕ3) = (1,−t), (ξ4, ϕ4) = (ex+
1
2
U2+V , Uex+

1
2
U2+V ),

(ξ5, ϕ5) = (ex+
1
2
U2−V ,−Uex+

1
2
U2−V ). (١٧.۴)

کند مͬ تولید زیر مشخصه با صفر مرتبه از بدیهͬ غیر بقاء قانون ͷی (ξ, ϕ) هر

DtΨ(x, t, U, V ) +DxΦ(x, t, U, V ) ≡ ξ(x, t, U, V )R1[U, V ] + ϕ(x, t, U, V )R2[U, V ].

شوند مͬ حاصل زیر روابط فوق، رابطه طرفین در مشابه مشتق جملات دادن قرار مساوی با

ΨU = EUΨ = ϕ, ΨV = EV Ψ = ξ,

ΦU = ξ
∂R1

∂Ux
+ ϕ

∂R2

∂Ux
, ΦV = ξ

∂R1

∂Vx
+ ϕ

∂R2

∂Vx
= −ϕ,

Ψt +Φx = −Uξ. (١٨.۴)

مرتبه خطͬ مستقل بقاء قانون پنج تابعͬ، ضرایب از ای مجموعه هر برای (١٨.۴) معادلات از گیری انتͽرال با

شود مͬ حاصل زیر صورت به (١٣.۴) PDE دستͽاه برای صفر

Dtu+Dx[−v] = 0,

Dt[(x− 1

2
t2)u+ tv] +Dx[(−x+

1

2
t2)v − t(

1

3
u3 + u)] = 0,

Dt[v − tu] +Dx[(tv − (
1

3
u3 + u)] = 0, (١٩.۴)

Dt[e
x+ 1

2
u2+v] +Dx[−uex+

1
2
u2+v] = 0,

Dt[e
x+ 1

2
u2−v] +Dx[ue

x+ 1
2
u2−v] = 0,

نمایید. مراجعه [٢١] به بیشتر جزئیات برای
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نوتر قضیه ۴.۴

دستͽاههای برای موضعͬ بقاء قوانین یافتن برای نوتر) (قضیه خود مشهور الͽوریتم [۶٩] نوتر ١٩١٨ سال در

تغییر اصل دیفرانسیل معادلات دستͽاه که وقتͬ نمود. ارائه را پذیرند مͬ را تغییر اصل که دیفرانسیلͬ معادلات

معادلات آنرا که دهد مͬ نتیجه را دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی تغییر اصل های اکسترمم آنͽاه پذیرد، مͬ را

آنͽاه باشد، موجود تغییر اصل از ای نقطه تقارن ͷی اگر که داد نشان نوتر حالت، این در نامند. مͬ اویلر-لاگرانژ

لاگرانژین و ای نقطه تقارن از هایͬ ͷکوچ نهایت بͬ شامل صریح فرمولͬ توسط موضعͬ بقاء قانون شارهای

آیند. مͬ بدست تغییر اصل از لاگرانژین) (چͽالͬ

اویلر-لاگرانژ معادلات ١.۴.۴

مشتقهای و U = (U1(x), . . . , Um(x)) دلخواه تابع m و x = (x1, . . . , xn) مستقل متغیر n با J [u] ͷتابع

بͽیرید نظر در را اند شده تعریف Ω دامنه روی که ،k مرتبه تا آنها

J [U ] =

∫
Ω
L[U ]dx =

∫
Ω
L(x, U, ∂U, . . . , ∂kU)dx. (٢٠.۴)

نهایت بͬ تغییر نامند. مͬ تغییر اصل را J [U ]ͷتابع و لاگرانژین را L[U ] = L(x,U, ∂U, . . . , ∂kU) تابع

مرتبه از آن مشتقات و خودش که است تابعͬ هر v(x) که U(x) → U(x) + εv(x)صورت به را U از ͷکوچ

شد خواهد زیر صورت به L[U ] لاگرانژین در متناظر تغییر شوند. مͬ صفر Ω دامنه از ∂Ω مرز روی بر k − 1

δL = L(x,U + εv, ∂U + ε∂v, . . . , ∂kU + ε∂kv)− L(x,U, ∂U, . . . , ∂kU)

= ε
(∂L[U ]

∂Uσ
vσ +

∂L[U ]

∂Uσ
j

vσj + . . .+
∂L[U ]

∂Uσ
j1···jk

vσj1···jk

)
+O(ε2) (٢١.۴)

که داد نشان توان مͬ جز، به جز گیری انتͽرال با

δL = ε(vσEUσ(L[U ]) +DiW
i[U, v]) +O(ε2), (٢٢.۴)

و است Uσ به نسبت اویلر عملͽر EUσ که

W i[U, v] = vσ
(∂L[U ]

∂Uσ
i

+ . . .+ (−1)k−1Dj1 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσ
ij1···jk−1

)
+ vσj1

(∂L[U ]

∂Uσ
ij1

+ . . .+ (−1)k−2Dj2 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσ
ij1j2···jk−1

)
+ · · ·+ vσj1···jk−1

∂L[U ]

∂Uσ
ij1j2···jk−1

. (٢٣.۴)
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است زیر صورت به J [U ] در متناظر تغییر دیورژانس، قضیه و (٢٢.۴) نمایش بنابه

δJ = J [U + εv]− J [U ]

=

∫
Ω
δLdx

= ε

∫
Ω

(
vσEUσ(L[U ]) +DlW

l[U, v]
)
dx+O(ε2) (٢۴.۴)

= ε
(∫

Ω
vσEUσ(L[U ])dx+

∫
∂Ω
W l[U, v]nldS

)
+O(ε2)

هستند. یͺه سوی برون نرمال بردار n = (n1, · · · , nn) با Ω دامنه از ∂Ω مرز روی سطح انتͽرال بیانͽر
∫
∂Ω که

بنابراین و شود صفر باید δJ از O(ε) جمله آنͽاه باشد، J [U ] اکسترمم U = u(x) اگر بنابراین،

∫
Ω
vσEuσ(L[U ])dx = 0 (٢۵.۴)

در باید u(x) آنͽاه باشد، J [U ] اکسترمم U = u(x) اگر بنابراین، .Ω دامنه روی شده تعریف دلخواه v(x) برای

کند صدق زیر PDE دستͽاه

Euσ(L[U ]) =
∂L[U ]

∂uσ
+ . . .+ (−1)kDj1 · · ·Djk

∂L[u]

∂uσj1···jk
= 0, σ = 1 . . . ,m. (٢۶.۴)

معادلات این در J [U ] تغییر اصل Uاز = u(x) اکسترمم که نامند مͬ اویلر-لاگرانژ معادلات را معادلات(٢۶.۴)

شود. مͬ اثبات زیر قضیه بنابراین است. صادق

تغییر اصل اکسترمم U(x) = u(x) هموار تابع اگر قضیه. ١.۴.۴

J [U ] =

∫
Ω
L[U ]dx,

کند. مͬ صدق (٢۶.۴) اویلر-لاگرانژ معادلات در u(x) آنͽاه باشد، L[U ] = L(x,U, ∂U, . . . , ∂kU) با

نوتر قضیه از نوتر الͽوریتم ٢.۴.۴

تغییر اصل که است لازم الͽوریتم، این در پرداخت. خواهیم نوتر قضیه از نوتر الͽوریتم بیان به بخش این در

ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه تحت (٢٠.۴) J [U ]

x̃i = xi + εξi(x, U) +O(ε2), i = 1, . . . , n

Ũα = Uα + εηα(x,U) +O(ε2), α = 1, . . . ,m (٢٧.۴)
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ͷکوچ نهایت بͬ مولد با

V = ξi(x,Uu)
∂

∂xi
+ ηα(x,U)

∂

∂Uα
=

n∑
i=1

ξi(x,U)
∂

∂xi
+

m∑
α=1

ηα(x,U)
∂

∂Uα
. (٢٨.۴)

اگر تنها و اگر است برقرار ناوردایͬ باشد. پایا

∫
Ω̃
L[Ũ ]dx̃ =

∫
Ω
L[U ]dx,

از: عبارتست (٢٧.۴) تبدیل ژاکوبین است. (٢٧.۴) ای نقطه تبدیل تحت Ω تصویر Ω̃ که

ȷ = det(Dix̃
j) = 1 + εDiξ

i(x,U) +O(ε2) (٢٩.۴)

با L[Ũ ] = eεV
(k)
L[U ] بنابراین است، تبدیلات از لͬ گروه (٢٧.۴) چون بعلاوه، .dx̃ = dxȷ اینصورت در

پارامتری ͷی لͬ گروه نوتر، الͽوریتم در درنتیجه، . (٢٨.۴)ͷنهایتکوچ بͬ مولد k−ام مرتبه توسیع از جملاتͬ

رابطه اگر وتنها اگر است J [U ] برای ای نقطه تقارن (٢٧.۴) ای نقطه تبدیلات از

∫
Ω
(ȷeεV

(k) − 1)L[U ]dx = ε

∫
Ω

(
L[U ]Diξ

i(x, U) + V (k)L[U ]
)
dx+O(ε2) (٣٠.۴)

(٣٠.۴) O(ε)در جمله آنͽاه باشد، (٢٧.۴) ای نقطه تقارن دارای J [U ] اگر بنابراین، باشد. برقرار U(x) هر برای

است برقرار زیر اتحاد درنتیجه و شد خواهد صفر

L[U ]Diξ
i(x, U) + V (k)L[U ] ≡ 0. (٣١.۴)

از ای خانواده با (٢٧.۴) ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه که شد داده نشان دوم، فصل از ۴ بخش در

است معادل زیر فرم به موضعͬ تبدیلات

x̃i = xi, i = 1, . . . , n

Ũα = Uα + ε[ηα(x,U)− Uα
i ξ

i(x,U)] +O(ε2), α = 1, . . . ,m (٣٢.۴)

بیان (۴۴.٢) و (۴٣.٢) روابط توسط که Ṽ (k) یعنͬ متناظرش k−ام مرتبه امتدادیافته ͷکوچ نهایت بͬ مولد با

.U جای به u با شدند،
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های مولفه دارای U(x) → U(x) + εv(x)ͷکوچ نهایت بͬ تغییر ، (٣٢.۴) تبدیل تحت

vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x,U)− Uα
i ξ

i(x,U),

که شود مͬ نتیجه ، (٣٢.۴) از گروهͬ خواص بنابه بعلاوه، باشند. مͬ (٣٢.۴) تبدیل از جملاتͬ با

δL = εṼ (k)L[U ] +O(ε2), (٣٣.۴)

بنابراین

∫
Ω
δLdx = ε

∫
Ω
Ṽ (k)L[U ]dx+O(ε2). (٣۴.۴)

داریم ،vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x,U)− Uα
i ξ

i(x,U) با (٢۴.۴) و (٣۴.۴) روابط مقایسه از بعد

Ṽ (k)L[U ] ≡ η̃α[U ]EUα(L[U ]) +DiW
i[U, η̃α[U ]], (٣۵.۴)

شود. مͬ بیان (٢٣.۴) رابطه Wتوسط i[U, η̃α[U ]]

تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه از ͷکوچ نهایت بͬ مولد k−ام مرتبه امتداد V (k) کنید فرض لم. ٢.۴.۴
معادل پارامتری ͷی تبدیلات ای خانواده از ͷکوچ نهایت بͬ مولد k−ام مرتبه امتداد Ṽ (k) و (٢٧.۴) ای نقطه

است برقرار زیر اتحاد آنͽاه باشد، دلخواهͬ تابع F (U) = F (x,U, ∂U, . . . , ∂kU) اگر باشد. (٣٢.۴) آن

V (k)F [U ] + F [U ]Diξ
i(x,U) ≡ Ṽ (k)F [U ] +Di

(
F [U ]ξi(x,U)

)
. (٣۶.۴)

□ .[١٧] اثبات.

شود. مͬ نتیجه زیر قضیه آمد، بالا در آنچه بنابه

دستͽاه یعنͬ، باشد، شده نتیجه تغییر اصل از ، (١.۴)R(x, u) دستͽاه فرضکنید نوتر) (قضیه قضیه. ٣.۴.۴
U(x) = u(x) اکسترمم u(x) جوابهای که باشد (٢٣.۴) اویلر-لاگرانژ معادلات از ای مجموعه مفروض، PDE

(٢٧.۴) ای تبدیلاتنقطه از یͷپارامتری لͬ گروه فرضکنید L[Uباشد. ] لاگرانژین با (٢٠.۴) J [U ] تغییر اصل

تعریف (٢٣.۴) رابطه توسط v(x) U(x)و دلخواه توابع Wبرای l[U, u] فرضکنید باشد. J [U ] از ای نقطه تقارن

دراینصورت باشد. شده

رابطه (1)

η̃α[U ]EUα(L[U ]) ≡ −Di

(
ξi(x,U)L[U ] +W i[U, η̃[U ]]

)
(٣٧.۴)
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اویلر-لاگرانژ دستͽاه از تابعͬ ضرایب از ای مجموعه {η̃α[U ]}mα=1 یعنͬ، است، برقرار U(x) دلخواه تابع برای

است. (٢٣.۴)

موضعͬ بقاء قانون (2)

Di

(
ξi(x, u)L[u] +W i[u, η̃[u]]

)
= 0, (٣٨.۴)

است. برقرار (٢٣.۴) لاگرانژ اویلر دستͽاه از u = Θ(x)جواب هر برای

رابطه شود، مͬ نتیجه (٣١.۴) اتحاد از دراینصورت .F [U ] = L[U ] دهید قرار (٣۶.۴) اتحاد در اثبات.

Ṽ (k)L[U ] +Di

(
L[U ]ξi(x, U)

)
≡ 0. (٣٩.۴)

قرار را مساویش (٣۶.۴) رابطه از Ṽ (k)L[U ] جای به (٣٩.۴) رابطه در است. برقرار U(x) دلخواه توابع برای

باشد، (٢٣.۴) اویلر-لاگرانژ دستͽاه جواب U(x) = u(x) اگر شود. مͬ حاصل (٣٧.۴) رابطه آنͽاه دهید،

□ آید. مͬ بدست (٣٨.۴) بقاء قانون و شود مͬ صفر (٣٧.۴) رابطه چپ سمت آنͽاه

نوتر قضیه تعمیم ٣.۴.۴

حالت در داد. تعمیم بالاتر مرتبه تبدیلات از حاصل بقاء قوانین یافتن برای را نوتر قضیه بویر، ١٩۶٧ سال در

L[U ] یعنͬ آن لاگرانژین اگر است پایا پارامتری ͷی بالاتر مرتبه تبدیل به نسبت (٢٠.۴) J [U ] تغییر اصل خاص،

باشد. ناوردا تبدیلاتͬ چنین به نسبت دیورژانس حد تا

کنید فرض تعریف. ۴.۴.۴

Ṽ =

m∑
α=1

η̃α(x,U, U (s))
∂

∂uα
, (۴٠.۴)

و (۴٧.٢) روابط توسط که باشد، Ṽ (∞) امتداد با (۴۶.٢) بالاتر مرتبه موضعͬ تبدیلات ͷکوچ نهایت بͬ مولد

J [U ] از موضعͬ تقارن تبدیل این .η̃α[U ] = η̃α(x,U, U (s)) کنید فرض شد. تعریف دوم فصل در (۴٨.٢)

اگر وتنها اگر است

Ṽ (∞)L[U ] ≡ DiA
i[U ], (۴١.۴)

.i = 1 . . . , n ،Ai[U ] = Ai(x,U, ∂U, . . . , ∂rU) توابع از ای مجموعه برای

تقارن است، J [U ] از موضعͬ تقارن که Ṽ ͷکوچ نهایت بͬ مولد با موضعͬ(٢.۴۶) تبدیل تعریف. ۵.۴.۴
نامند. مͬ J [U ] برای تغییراتͬ
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باشد، شده نتیجه تغییر اصل از ،(١.۴) ،PDE دستͽاه کنید فرض نوتر) قضیه (تعمیم قضیه. ۶.۴.۴
اکسترمم u(x) جوابهای که (٢٣.۴)باشد اویلر-لاگرانژ معادلات از ای مجموعه مفروض، PDE دستͽاه یعنͬ،

تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه فرضکنید باشد. L[U ] لاگرانژین با (٢٠.۴) J [U ] تغییر اصل U(x) = u(x)

توابع برای W l[U, u] کنید فرض باشد. J [U ] از تغییراتͬ تقارن (۴٠.۴) ͷکوچ نهایت بͬ مولد با موضعͬ

دراینصورت باشد. شده تعریف (٢٣.۴) رابطه توسط v(x) و U(x) دلخواه

رابطه (1)

η̃α[U ]EUα

(
L[U ]

)
≡ Di

(
Ai[U ]−W i[U, η̃[U ]]

)
(۴٢.۴)

اویلر-لاگرانژ دستͽاه از تابعͬ ضرایب از ای مجموعه {η̃α[U ]}mα=1 یعنͬ، است، برقرار U(x) دلخواه تابع برای

است. (٢٣.۴)

موضعͬ بقاء قانون (2)

Di

(
W i[U, η̃[u]]−Ai[u]

)
= 0, (۴٣.۴)

است. برقرار اویلر-لاگرانژ(۴.٢٣) دستͽاه از u = Θ(x)جواب هر برای

ͷکوچ نهایت بͬ تغییر که شود مͬ نتیجه ،(۴٠.۴) مولد با موضعͬ تبدیل برای اثبات.

مͬ زیر صورت به (٣٣.۴) معادله ، بنابراین است. ṽα(x) = η̃α[U ] های مولفه دارای U(x) → U(x)+ εv(x)

شود

δL = εṼ (∞)L[U ] +O(ε2), (۴۴.۴)

داریم (٢٢.۴) از اما

δL = ε
(
η̃α[U ]EUα

(
L[U ]

)
+Di

(
W i[U, η̃[U ]]

))
+O(ε2), (۴۵.۴)

بنابراین

Ṽ (∞)L[U ] = η̃α[U ]EUα

(
L[U ]

)
+Di

(
W i[U, η̃[U ]]

)
(۴۶.۴)

معادلات بنابراین است، J [U ] تغییراتͬ (۴٠.۴)تقارن موضعͬ تبدیل چون است. برقرار U(x) دلخواه توابع برای

اگر شود. مͬ نتیجه (۴٢.۴) اتحاد ،(۴١.۴) از (۴۶.۴) در Ṽ (∞)L[U ] جایͽزینͬ با است. برقرار (۴١.۴)

و شود مͬ صفر (۴٢.۴) رابطه چپ سمت آنͽاه باشد، (٢٣.۴) اویلر-لاگرانژ دستͽاه جواب U(x) = u(x)

٨٢



□ آید. مͬ بدست (۴٣.۴) بقاء قانون

نوتر قضیه تعمیم از مذکور بقاء قانون آنͽاه باشد، شده حاصل نوتر قضیه از بقاء قانون اگر قضیه. ٧.۴.۴
آید. مͬ بدست نیز بویر) (الͽوریتم

در باشد. داده نتیجه را بقاء قانون (٢٧.۴) ای نقطه تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه کنید فرض اثبات.

درنتیجه، است. برقرار (٣٩.۴) اتحاد اینصورت

Ṽ (k)L[U ] = Ṽ∞L[U ] = DiA
i[U ], (۴٧.۴)

تبدیلات از پارامتری ͷی لͬ گروه برای است شرایطͬ تنها (۴٧.۴) معادله اما .Ai[U ] = Di(L[U ]ξi(x,U)) که

□ آید. مͬ بدست نوتر قضیه تعمیم برای یͺسانͬ بقاء قانون بنابراین، است. J [U ] از تغییراتͬ تقارن که ای نقطه

نوتر قضیه های محدودیت ۴.۴.۴

وجود R(x, u) دستͽاه موضعͬ قوانین یافتن منظور به نوتر قضیه از استفاده برای مختلفͬ ذاتͬ های محدودیت

دستͽاه لاگرانژین روش این از استفاده برای طرفͬ از شود. مͬ مربوط تغییراتͬ های دستͽاه به آنها اولین دارد.

اطلاع برای باشند یͺسان وابسته متغییرهای تعداد با باید دستͽاه های PDE تعداد درنتیجه باشد، الحاق خود باید

لاگرانژین برای صریحͬ فرمول باید بعلاوه نمایید. مراجعه [٧٠] و [١٧] مراجع به توانید مͬ بیشتر جزئیات از

دهد. مͬ نتیجه را تغییراتͬ دستͽاه آن اویلر-لاگرانژ معادلات که یافت L[U ]

برای اینͺه، اول دارد. وجود تغییرات PDE دستͽاه از تغییراتͬ تقارنهای محاسبه در مشͺلاتͬ همچنین

یافت. نظر مورد مرتبه تا را وابسته متغیرهای مشتقات به وابسته موضعͬ تقارنهای باید مفروض، PDE دستͽاه

لاگرانژین دستͽاه، تقارنهای یͷاز کدام که نمود بررسͬ L[Uباید ] برایلاگرانژین فرمولصریح یافتن از بعد دوم،

است. تغییراتͬ تقارن تقارن، کدام یعنͬ دارند، مͬ نͽه پایا دیورژانس حد تا را L[U ]

دستͽاه (برخوردی) ای نقطه تبدیلات عمل تحت زیرا است، مختصات به وابسته نوتر روش سرانجام،

نباشد. تغییراتͬ اصل دارای که شود تبدیل دستͽاهͬ به است ممͺن است تغییراتͬ اصل دارای که معادلاتͬ

مستقیم طور به توان مͬ را روش این باشد. مͬ فوق مسائل تمام از فارغ بقاء قوانین یافتن برای مستقیم روش

لاگرانژین از اطلاعاتͬ داشتن برای لزومͬ بعلاوه نباشد. یا باشد تغییراتͬ دستͽاه برد، کار PDEبه دستͽاه هر برای

ندارد. یا دارد وجود که نیست،

(برخوردی) ای نقطه تبدیلات که دهد مͬ نتیجه این باشد. مͬ مختصات انتخاب از مستقل مستقیم روش

نͽارند. مͬ بقاء قوانین به را بقاء قوانین

در درصورتیͺه برقرارند، U(x) مانند دلخواهͬ تابع هر برای (٨.۴) مشخصه معادلات مستقیم روش در

هستند. تابعͬ ضرایب مشخصه معادلات از ای مجموعه زیر ها تقارن مشخصه معادلات تغییراتͬ، های دستͽاه

نیستند. موضعͬ های تقارن مشخصه معادلات حل سختͬ به تابعͬ ضرایب مشخصه معادلات حل طرفͬ از
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با را مستقیم روش توان مͬ باشد آمده بدست آن لاگرانژین و باشد تغییراتͬ اصل دارای ،PDE دستͽاه اگر

بقاء قوانین به مربوط تابعͬ ضرایب مستقیم روش از استفاده با ابتدا، که ترتیب این به نمود، ترکیب نوتر روش

فرم تغییراتͬ تقارن هر برای دوم، مرحله در کرد. محاسبه را کدام هر تغییراتͬ های تقارن سپس و یافت را موضعͬ

در (٢٣.۴) فرمول از استفاده با سوم، مرحله در آورد. بدست بویر الͽوریتم توسط را کدام هر با متناظر دیورژانس

و شار یافتن همان که مستقیم روش ضعف ترکیب این با البته یافت. را بقاء قوانین (۴٣.۴) بویر فرمول با ارتباط

برای باقیست. همچنان کار سختͬ روش این با ولͬ شد خواهد برطرف است تابعͬ ضریب هر با متناظر چͽالͬ

به توانید مͬ محاسبات بیشتر جزئیات مشاهده برای پردازیم مͬ زیر مثال بررسͬ به شده بیان مفاهیم بهتر درک

نمایید. مراجعه [٢٢]

است زیر فرم به کلین-گردن١ موج معادله مثال. ٨.۴.۴

R[u] = utx + g(u) = 0, (۴٨.۴)

باشد مͬ زیر صورت به تغییرات اصل دارای معادله این .g(u) عمومͬ غیرخطͬ کنش برهم جمله با

J [U ] =

∫
L[U ]dtdx (۴٩.۴)

لاگرانژین با

L[U ] = −1

2
UtUx + h(U), h′(U) = g(U). (۵٠.۴)

باشند مͬ تجانس و x و t در انتقال کلین-گردن معادله ای نقطه تقارنهای عمومͬ، g(u) برای

V1 = ut
∂

∂u
, V2 = ux

∂

∂u
, V3 = (tut − xux)

∂

∂u
. (۵١.۴)

روی فوق های تقارن یافته امتداد عمل هستند. J [U ] تغییر اصل برای تغییراتͬ های تقارن فوق، تقارن سه هر

دهد مͬ نتیجه را زیر های دیورژانس (۵٠.۴)نمایش لاگرانژین

Ṽ∞
1 L[U ] = −Dt(

1

2
UtUx + h(U)),

Ṽ∞
2 L[U ] = −Dx(

1

2
UtUx + h(U)), (۵٢.۴)

Ṽ∞
3 L[U ] = −Dt(

1

2
tUtUx + th(U)) +Dx(

1

2
xUtUx + xh(U)). (۵٣.۴)

Klein-Gordon ١

٨۴



دهند مͬ نتیجه را زیر تابعͬ ضرایب (۵١.۴) های تقارن بویر الͽوریتم بنابه

Λ1[U ] = η̃1[U ] = Ut, Λ2[U ] = η̃2[U ] = Ux, Λ3[U ] = η̃3[U ] = tUt − xux. (۵۴.۴)

استفاده با ولͬ یافت را بقاء قوانین شارهای گیری، انتͽرال با توان مͬ تابعͬ ضرایب سادگͬ به توجه با مثال این در

کنیم. مͬ حساب را شارها نوتر قضیه از

لاگرانژین از استفاده با ،i = 1, 2 برای را (٢٣.۴) W i[U, v] مقادیر ابتدا ، x1 = t, x2 = x دهید قرار

کنیم مͬ محاسبه را (۵٠.۴)

W 1[U, v] = −1

2
vUx, W 2[U, v] = −1

2
vUt. (۵۵.۴)

شود مͬ حاصل (۵٢.۴) از بقاء، قانون سه دراینصورت

(
A1

1, A
2
1

)
=
(
− 1

2
UtUx − h(U), 0

)
,(

A1
2, A

2
2

)
=
(
0,−1

2
UtUx − h(U)

)
, (۵۶.۴)(

A1
3, A

2
3

)
=
(
− 1

2
UtUx − th(U),

1

2
xUtUx + h(U)

)
.

زیر صورت به (۵١.۴) تغییراتͬ های تقارن با متناظر (۴٨.۴) معادله بقاء قانون سه ،(۴٣.۴) به توجه با بنابراین،

باشند مͬ

Dt

(
h[u]

)
−Dx

(1
2
U2
t

)
= 0,

Dt

(1
2
U2
x

)
−Dx

(
h[u]

)
= 0, (۵٧.۴)

Dt

(1
2
xU2

x + th[u]
)
−Dx

(1
2
tu2t + xh[u]

)
= 0.

مستقیم روش سازی بهینه ۵.۴

بود، موضعͬ بقاء قوانین های چͽالͬ و شارها محاسبه در مستقیم روش عمده ضعف شد مشاهده که همانطور

آنها مشتقات و وابسته متغیرهای براساس ای جمله چند دو بدنبال مستقیم صورت به باید یا روش این در که چرا

انتͽرال شامل معمولا˟ که [٧٠] خاصͬ فرمولهای با اینͺه یا باشند صادق دیورژانسͬ نمایش در که پرداختیم مͬ

شامل PDE دستͽاه که پیچده موارد در درصورتیͺه رسیدیم، مͬ خود هدف به باشند مͬ متعدد جملات از گیری

نوتر قضیه و مستقیم روش دو ترکیب با باشد. نمͬ پذیر امͺان سادگͬ به گیری انتͽرال است بالا مراتب مشتقات

نوتر روش و ندارد وجود امͺان این همیشه شد ذکر قبلͬ بخش در که همانطور ولͬ شود مͬ برطرف مشͺل این

٨۵



است. دارا را خود ویژه محدودیتهای

با که خلاصه، طور به البته پرداخت، خواهیم بقاء قوانین یافتن برای دیͽری روش معرفͬ به بخش این در

چͽالͬ و شارها به سریعتر و کرد برطرف زیادی حد تا را مستقیم روش ضعف توان مͬ مستقیم روش با آن ترکیب

یافت. دست بقاء قوانین های

هرمان-پل روش الͽوریتم ١.۵.۴

روشهایͬ براساس که کردند، ارائه بقاء قوانین یافتن برای را روشͬ [٧٩] ،[٧٨] پل٣ و هرمان٢ ٢٠١٠ سال در

متمتیͺا افزار نرم از خود محاسبات انجام برای است. استوار دیفرانسیل هندسه و جبرخطͬ تغییرات، حساب از

و (ZK) کازنتسو-زاخارف۴ معادله دو بقاء قوانین محاسبه به خود، الͽوریتم بیان برای و نمودند استفاده

تعمیم بعدی چند فضاهای برای را خود روش سپس پرداختند. خود روش با (KP) پتیاشویلͬ-کادوموتسو۵

دادند.

پردازیم. مͬ موضعͬ بقاء قوانین یافتن برای هرمان-پل الͽوریتم بیان به خلاصه، طور به اکنون

تͺاملͬ متغیر عنوان به را t اگر یعنͬ، باشد تͺاملͬ صورت به باید نظر مورد PDE روش این در اول: مرحله

شود. بیان وابسته متغیر مشتقات دیͽر براساس باید t به نسبت u وابسته متغیر مشتق بͽیریم نظر در

به نسبت که، بͽیرید نظر در جملاتͬ از نامعین) ضرایب (با خطͬ ترکیب صورت به را ها چͽالͬ دوم: مرحله

باشند. ناوردا PDE تجانس های تقارن

نمایش کرد. حذف مسئله از را ut جملات تمام توان مͬ است تͺاملͬ فرم به معادله چون حال سوم: مرحله

صفر مقدارش دقیق عبارت بر اویلر عملͽر اثر که مطلب این و اویلر عملͽر از پس باشد، دقیق باید مانده باقͬ

شده گرفته درنظر چͽالͬ آن حل با و شود. حاصل نامعین ضرایب از خطͬ دستͽاه به تا نموده استفاده است،

شود. مͬ مشخص

خواهد ذکر ادامه در آن (تعریف هوموتوپͬ عملͽر از استفاده با چͽالͬ شدن مشخص از بعد چهارم: مرحله

شوند. مͬ محاسبه ها چͽالͬ با متناظر شارهای شد)،

شوند. مͬ محاسبه شارها و چͽالͬ با متناظر بقاء قوانین پنجم: مرحله

فرم به باید معادله که است این آنها بارزترین باشد. مͬ دارا را خود خاص های محدودیت نیز روش این

تقارن دارای باید شده گرفته نظر در چͽال طرفͬ از ندارد. وجود امͺان این موارد برخͬ در که شود، نوشته تͺاملͬ

نباشند. موجود هایͬ تقارن چنین است ممͺن که باشد تجانسͬ های

محاسبه در مستقیم روش ضعف تا است، مستقیم روش با هرمان-پل روش ترکیب ما هدف بخش این در

به آن از قبل آوریم. بدست موضعͬ بقاء قوانین محاسبه برای تری بهینه روش و شود برطرف شارها و چͽالͬ

Hereman ٢

Poole ٣

Zakharov-Kuznetsov۴

Kadomtsev-Petviashvili ۵
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پرداخت. خواهیم مختلف ابعاد در هوموتوپͬ عملͽر تعریف

مولفه دو با است برداری عملͽر بعدی، دو هوموتوپͬ عملͽر تعریف. ١.۵.۴

(
H(x)

u(x,t)f,H
(t)
u(x,t)f

)
, (۵٨.۴)

آن در که

H(x)
u(x,t)f =

∫ 1

0

( q∑
j=1

I(x)
uj f

)
[λu]

dλ

λ
, H(t)

u(x,t)f =

∫ 1

0

( q∑
j=1

I(t)
uj f
)
[λu]

dλ

λ
. (۵٩.۴)

از عبارتست I(x)
uj
(x,t)

f انتͽرال زیر تابع

I(x)
uj f =

Mj
1∑

k1=1

Mj
2∑

k2=0

( k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2
) ∂f

∂uj
xk1 tk2

, (۶٠.۴)

است زیر صورت به ترکیبͬ ضریب و باشند مͬ t و xنسبت u در f مشتقات مرتبه ترتیب به ،M j
2 ،M

j
1

B(x) = B(i1, i2, k1, k2) =

i1 + i2

i1

k1 + k2 − i1 − i2 − 1

k1 − i1 − 1


k1 + k2

k1

 . (۶١.۴)

شود مͬ تعریف زیر صورت به I(t)
uj
(x,t)

f مشابه طور به

I(t)
uj f =

Mj
1∑

k1=0

Mj
2∑

k2=1

( k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1
) ∂f

∂uj
xk1 tk2

, (۶٢.۴)

از عبارتست B(t)(i2, i1, k2, k1) آن در که

B(x) = B(i2, i1, k2, k1) =

i1 + i2

i2

k1 + k2 − i1 − i2 − 1

k2 − i2 − 1


k1 + k2

k2

 . (۶٣.۴)
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مولفه سه با است برداری عملͽر بعدی، سه هوموتوپͬ عملͽر تعریف. ٢.۵.۴

(
H(x)

u(x,t,z)f,H
(t)
u(x,t,z)f,H

(z)
u(x,t,z)f

)
, (۶۴.۴)

است زیر فرم به x مولفه آن در که است

H(x)
u(x,t,z)f =

∫ 1

0

( q∑
j=1

I(x)
uj f

)
[λu]

dλ

λ
. (۶۵.۴)

از عبارتست I(x)
uj
(x,t)

f انتͽرال زیر تابع شوند. مͬ تعریف مشابه طور به z و t های مولفه و

I(x)
uj f =

Mj
1∑

k1=1

Mj
2∑

k2=0

Mj
3∑

k3=0

(
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

k3∑
i3=0

B(x)uj
xi1 ti2zi3

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2(−Dz)
k3−i3

)
∂f

∂uj
xk1 tk2zk3

, (۶۶.۴)

است زیر صورت به ترکیبͬ ضریب و

B(x) =

i1 + i2 + i3

i1

i2 + i3

i2

k1 + k2 + k3 − i1 − i2 − i3 − 1

k1 − i1 − 1

k2 + k3 − i2 − i3

k2 − i2


k1 + k2 + k3

k1

k2 + k3

k2

 .(۶٧.۴)

شوند. مͬ B(z)تعریف و B(t) ،I(z)
uj
(x,t,z)

f ،I(t)
uj
(x,t,z)

f مشابه طور به

در دراینصورت، .F (x,uM−1(x)) برای f = DivF یعنͬ، باشد، دقیق تابعͬ f کنید فرض قضیه. ٣.۵.۴
داریم بعدی سه حالت در مشابه طور به .F = Div−1f =

(
H(x)

u(x,t)f,H
(t)
u(x,t)f

)
بعدی، دو حالت

.F = Div−1f =
(
H(x)

u(x,t,z)f,H
(t)
u(x,t,z)f,H

(z)
u(x,t,z)f

)
□ .[٨٠] اثبات.

شده بهینه مستقیم روش ٢.۵.۴

گرفتن درنظر اول مرحله شد. مͬ انجام مرحله چهار در مستقیم روش الͽوریتم شد، مشاهده قبلا́ که همانطور

از مرحله این در توان مͬ موضعͬ. بقاء قوانین نامعین تابعͬ ضرایب مجموعه یافتن برای نامعینͬ تابعͬ ضریب

این شود. مشخص حدودی تا مستقل های متغیر به نسبت وابسته، تابع مشتقات مرتبه تا نمود، استفاده ͬͺمح

٨٨



PDE دستͽاه انتͽرال فاکتورهای توان مͬ باشد، مͬ PDE دستͽاه برای انتͽرال فاکتور دستور از استفاده ͷمح

مͬ ظاهر انتͽرال فاکتورهای در که مشتقاتͬ مرتبه نمود. حساب ساده دستور ͷی با میپل افزار نرم ͷکم به را

تابعͬ ضرایب وقتͬ بنابراین است. یͺسان موارد اکثر در شود مͬ ظاهر تابعͬ ضرایب در که مشتقاتͬ مرتبه با شود

این بͽیریم. نظر در انتͽرال فاکتورهای مشتقات مرتبه تا را نظر مورد مشتقات مرتبه کافیست گیریم مͬ نظر در را

فاکتورهای بین دقیق ارتباط که باشد، علاقمند دانشجویان برای مناسب تحقیقاتͬ مسئله ͷی تواند مͬ خود مسئله

نمایند. بررسͬ را PDE دستͽاه بقاء قوانین نامعین تابعͬ ضرابب و انتͽرال

با مستقیم صورت به چͽالͬ و شارها که جایͬ است، مستقیم روش الͽوریتم سوم مرحله در بعدی تغییر

مشخصه معادلات موارد برخͬ در که چرا افتد. مͬ اتفاق شوند مͬ محاسبه (٨.۴.۴) مثال همانند (١١.۴) حل

عملͽر از استفاده با مرحله این در باشند. نمͬ حل قابل PDE های دستͽاه و معادلات بعضͬ برای (١١.۴)

باشد. مͬ اینͺار برای مفیدی ابزار که یابیم مͬ را چͽالͬ و شارها هوموتوپͬ

کنیم: مͬ نویسͬ باز زیر صورت به را مستقیم روش الͽوریتم شد، بیان که تغییراتͬ با

ضرایب در شده ظاهر مشتقات مرتبه شدن مشخص برای را R(x, u) PDE دستͽاه انتͽرال فاکتورهای (١

نمایید. محاسبه میپل افزار نرم ͷکم به تابعͬ

بیابید. را {Λν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru)}lν=1 تابعͬ ضرایب مجموعه R(x, u) دستͽاه برای (٢

کنید. حل تابعͬ ضرایب تمام یافتن منظور به u(x) دلخواه تابع برای را (٨.۴) مشخصه معادلات (٣

Φi[u]استفاده = Φi(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) تابعͬ ضرایب با متناظر شارهای یافتن برای هوموتوپͬ عملͽر از (۴

نمایید.

نتیجه u(x) جوابهای تمام برای DiΦ
i(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) ≡ 0 بقاء قانون ͷی تابعͬ ضریب و شار هر (۵

دهد. مͬ

مشتقات با دیفرانسیلͬ معادلات برای را روش این ادامه در مستقیم، روش شده بهینه الͽوریتم بررسͬ برای

دهیم. مͬ قرار مطالعه مورد جزئͬ

هیروتا-رمانͬ معادله بقاء قوانین ۶.۴

هیروتا-رمانͬ معادله برای

ut − ux2t + aux(1− ut) = 0,

٨٩



فرم به تابعͬ ضرایب کنید فرض منظور این برای کنیم. مͬ مشخص را تابعͬ ضرایب ابتدا

Λ = ξ(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt),

آیند مͬ بدست زیر رابطه از معادله این برای (٨.۴) مشخصه معادلات باشند.

Eu[ξ(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt)(ut − ux2t + aux(1− ut))] ≡ 0, (۶٨.۴)

از خطͬ دستͽاه ͷی به u سوم مرتبه مشتقات حسب بر (۶٨.۴) معادلات باشد. مͬ دلخواه تابعͬ u(x, t) که

از عبارتند که شوند مͬ تبدیل دیفرانسͬ معادلات

ξx = 0, ξu = 0, ξt =
−2utt (−ξ + uttξutt + uxxξuxx)

ut − 1
,

ξux = 0, ξuxt = 0, ξut =
−uttξutt − uxxξuxx + ξ

ut − 1
,

ξu2
xx

= 0, ξuxxutt = 0, ξu2
tt
= 0,

شود مͬ حاصل زیر جواب فوق دستͽاه حل با

ξ = c1 uxx +
1

2
c2(2 tutt + ut − 1) + c3utt, (۶٩.۴)

باشند مͬ زیر فرم به بقاء قوانین موضعͬ ضرایب بنابراین هستند. دلخواه ثابتهای c3 و c2 ،c1 آن در که

1) Λ1 = ξ1 = uxx, 2) Λ2 = ξ2 = utt,

3) Λ3 = ξ3 = tutt +
1

2
ut −

1

2
, (٧٠.۴)

مشخصه با DtΨ
i +DxΦ

i = صورت0 به بقاء قانون ͷی Λi = ξi تابعͬ ضرایب از کدام هر

DtΨ
i +DxΦ

i ≡ ξi

(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
, (٧١.۴)

بعدی دو هوموتوپͬ عملͽر از Λi ضرایب از هرکدام برای Ψ چͽالͬ و Φ شار محاسبه برای کنند. مͬ تولید

کنیم. مͬ استفاده
(
H(x)

u(x,t)f,H
(t)
u(x,t)f

)
(١.۵.۴)

٩٠



Λ1 = ξ1 با متناظر بقاء قانون

حالت این در دهیم. مͬ انجام را محاسبات Λ1 = ξ1 = uxx تابعͬ ضریب برای ابتدا

f = uxx

(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
, (٧٢.۴)

بنابراین

I(x)u f =
2∑

k1=1

1∑
k2=0

(
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

)
∂f

∂uxk1 tk2

= u
(
auxx − autuxx

)
+
(
u(−Dx) + ux

)(
ut − u− xxt+ aux − auxut

)
+
(2
3
u(−Dx)(−Dt) +

1

3
ut(−Dx) +

1

3
ux(−Dt) +

2

3
uxt

)(
uxx

)
(٧٣.۴)

= uxut −
2

3
uxux2t + aux

2 − aux
2ut − uuxt +

1

3
uux3t

+auuxuxt −
2

3
ux2uxt +

1

3
utux3 ,

داریم I(t)u f برای مشابه طور به

I(t)u f =

2∑
k1=0

1∑
k2=1

(
k1∑

i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

)
∂f

∂uxk1 tk2

= u
(
uxx − auxuxx

)
+

1

3

(
u(−Dx)

2 + ux(−Dx) + uxx

)(
− uxx

)
(٧۴.۴)

= uuxx − auuxuxx −
1

3
uxx

2 +
1

3
uxux3 −

1

3
uux4 ,

[0, 1] بازه روی λ به نسبت آنها از گیری انتͽرال و (٧۴.۴) و (٧٣.۴) روابط در u جای به λu جایͽذاری با حال

داریم

H(x)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
λuxut −

2

3
λuxuxxt + aλu2x − aλ2u2xut − λuuxt

+
1

3
λuux3t + aλ2uuxuxt −

2

3
λux2uxt +

1

3
λutux3

)
dλ

=
1

2
uxut −

1

3
uxux2t +

1

2
au2x −

1

3
au2xut −

1

2
uuxt +

1

6
uux3t

+
1

3
auuxtux −

1

3
uxxuxt +

1

6
utux3 ,

(٧۵.۴)

H(t)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
λuuxx − aλ2uuxuxx −

1

3
λu2x +

1

3
λuxux3 +

1

3
λuux4

)
dλ

= −1

3
auuxuxx +

1

2
uux2 −

1

6
u2xx −

1

6
uxux3 −

1

6
uux4 ,

٩١



Λ1 = ξ1 = uxx تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون Ψ1 = H(t)
u(x,t)f و Φ1 = H(x)

u(x,t)f انتخاب با

از عبارتست هیروتا-رمانͬ معادله برای

DtΨ
1 +DxΦ

1 ≡ ξ1

(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
= 0, (٧۶.۴)

داریم دیͽر عبارت به

Dt

(
− 1

3auuxuxx +
1
2uux2 − 1

6u
2
xx − 1

6uxux3 − 1
6uux4

)
+Dx

(
1
2uxut −

1
3uxux2t

+1
2au

2
x − 1

3au
2
xut − 1

2uuxt +
1
6uux3t +

1
3auuxtux −

1
3uxxuxt +

1
6utux3

)
= 0.

(٧٧.۴)

Λ2 = ξ2 با متناظر بقاء قانون

حالت این در کنیم. مͬ محاسبه را Λ2 = ξ2 = utt تابعͬ ضریب با متناظر بقاء قانون حال

f = utt

(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
, (٧٨.۴)

بنابراین

I(x)u f =
2∑

k1=1

2∑
k2=0

( k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2
) ∂f

∂uxk1 tk2

= u
(
autt − aututt

)
+
(2
3
u(−Dx)(−Dt) +

1

3
ut(−Dx) +

1

3
ux(−Dt) +

2

3
uxt

)(
utt

)
= auutt − auututt −

2

3
uuxt3 +

1

3
utuxt2 +

1

3
uxut3 −

2

3
uxtutt, (٧٩.۴)

داریم I(t)u f برای مشابه طور به

I(t)u f =

2∑
k1=0

2∑
k2=1

( k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1
) ∂f

∂uxk1 tk2

= u
(
utt − auxutt

)
+
(
u(−Dt) + ut

)(
ut − ux2t + aux − auxut

)
=

1

3

(
u(−Dx)

2 + ux(−Dx) + uxx
)(

− utt

)
= ut2 − utux2t + auxut − auxut2 +

2

3
uux2t2

−auuxt + auuxtut +
1

3
uxuxt2 −

1

3
ux2ut2 . (٨٠.۴)

٩٢



داریم [0, 1] بازه روی λ به نسبت آنها از گیری انتͽرال و I(t)u f و I(x)u f در u جای به λu جایͽذاری با حال

H(x)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
aλuutt − aλ2uututt −

2

3
λuuxt3 +

1

3
λutuxt2 +

1

3
λuxut3 −

2

3
λuxtutt

)
dλ

=
a

2
uutt −

a

3
ututt −

1

3
uuxt3 +

1

6
utuxt2 +

1

6
uxut3 −

1

3
uxtutt

و

H(t)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
ut2 − λutux2t + aλuxut − aλuxut2 +

2

3
λuux2t2

−aλuuxt + aλ2uuxtut +
1

3
λuxuxt2 −

1

3
λux2ut2

)
dλ

=
1

2
ut2 −

1

2
utux2t +

a

2
uxut −

a

3
uxut2 +

1

3
uux2t2

−a
2
uuxt +

a

3
uuxtut +

1

6
uxuxt2 −

1

6
ux2ut2 .

Λ2 = ξ2 = utt تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون Ψ2 = H(t)
u(x,t)f و Φ2 = H(x)

u(x,t)f انتخاب با

از: عبارتست هیروتا-رمانͬ معادله برای

DtΨ
2 +DxΦ

2 ≡ ξ2

(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
= 0, (٨١.۴)

داریم دیͽر عبارت به

Dt

(
1
2ut2 −

1
2utux2t +

a
2uxut −

a
3uxut2 +

1
3uux2t2 − a

2uuxt +
a
3uuxtut +

1
6uxuxt2 −

1
6ux2ut2

)
+Dx

(
a
2uutt −

a
3ututt −

1
3uuxt3 +

1
6utuxt2 +

1
6uxut3 −

1
3uxtutt

)
= 0.

Λ3 = ξ3 با متناظر بقاء قانون

به f حالت این در کنیم. مͬ محاسبه را Λ3 = ξ3 = tutt +
1
2ut −

1
2 تابعͬ ضریب با متناظر بقاء قانون حال

بود خواهد زیر صورت

f =
(
tutt +

1

2
ut −

1

2

)(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
, (٨٢.۴)

٩٣



یابیم مͬ را هوموتوپͬ عملͽر های مولفه دادیم انجام که محاسباتͬ مشابه

I(x)u f = −1

2
au + auut + atuut2 − atuutut2 −

1

2
auut

2 − uuxt2 −
2

3
tuuxt3

+
1

3
tutuxt2 −

1

6
utuxt +

1

2
uxut2 +

1

3
tuut3 +

1

3
uxt −

2

3
tuxtut2 , (٨٣.۴)

داریم I(t)u f برای

I(t)u f = −1

2
u+

1

3
uux2t +

2

3
tuux2t2 +

1

3
tuxuxt2 +

1

6
uxuxt

+
1

6
ux2 −

1

3
tux2ut2 −

1

6
ux2ut − atuuxt + atuutuxt + tut

2

−tutux2t + atutux − atuxut
2, (٨۴.۴)

بنابراین

H(x)
u(x,t)f = −1

2
au +

1

2
auut +

1

2
atuut2 −

1

3
atuuut2 −

1

6
auut

2

−1

2
uuxt2 −

1

3
tuuxt3 +

1

6
tutuxt2 −

1

12
utuxt +

1

4
uxut2

+
1

6
tuxut3 +

1

3
u1,2 −

1

3
tuxtut2 ,

(٨۵.۴)

H(t)
u(x,t)f = −1

2
+

1

6
ux2t +

1

3
tuux2t2 +

1

6
tuxuxt2 +

1

12
uxuxt

+
1

6
ux2 −

1

6
tux2ut2 −

1

12
ux2ut −

1

2
atuuxt +

1

3
atuutuxt

+
1

2
tut

2 − 1

2
tutux2t +

1

2
atutux −

1

3
atuxut

2,

معادله برای Λ3 = ξ3 تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون Ψ3 = H(t)
u(x,t)f و Φ3 = H(x)

u(x,t)f انتخاب با

از عبارتست هیروتا-رمانͬ

DtΨ
3 +DxΦ

3 ≡ ξ3

(
ut − ux2t + aux(1− ut)

)
= 0, (٨۶.۴)

٩۴



داریم دیͽر عبارت به

Dt

(
− 1

2
u+

1

6
uux2t +

1

3
tuux2t2 +

1

6
tuxuxt2 +

1

12
uxuxt

+
1

6
ux2 −

1

6
tux2ut2 −

1

12
ux2ut −

1

2
atuuxt +

1

3
atuutuxt

+
1

2
tut

2 − 1

2
tutux2t +

1

2
atutux −

1

3
atuxut

2
)

+Dx

(
− 1

2
au +

1

2
auut +

1

2
atuut2 −

1

3
atuuut2 −

1

6
auut

2

−1

2
uuxt2 −

1

3
tuuxt3 +

1

6
tutuxt2 −

1

12
utuxt + 1/4uxut2

+
1

6
tuxut3 +

1

3
u1,2 −

1

3
tuxtut2

)
= 0. (٨٧.۴)

فرونبرگ-ویتهام معادله بقاء قوانین ٧.۴

شد زیر معادله ویتهام و ۶ فرونبرگ توسط امواج شͺست کیفͬ بررسͬ و مطالعه نتیجه ،١٩۶٧ سال در

ut − uxxt + ux = uuxxx − uux + 3uxuxx, (٨٨.۴)

این برای یابیم. مͬ شده بهینه مستقیم روش برای دیͽر مثالͬ عنوان به را معادله این بقاء قوانین قسمت این در

(٨.۴) مشخصه معادلات باشند. Λ = ξ(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt) فرم به تابعͬ ضرایب کنید فرض منظور

آیند مͬ بدست زیر رابطه از معادله این برای

Eu

(
ξ(ut − uxxt + ux − uuxxx + uux − 3uxuxx)

)
≡ 0, (٨٩.۴)

از خطͬ دستͽاه ͷی به u سوم مرتبه مشتقات حسب بر (٨٩.۴) معادلات باشد. مͬ دلخواه تابعͬ u(x, t) که

از عبارتند که شوند مͬ تبدیل دیفرانسیل معادلات

ξtt = 0, ξu = (ux2 − 1)ξuxt + (uxt − uux2 + 2u)ξutt ,

ξtutt = 0, ξux = 2ξuxt + (ut − 2uux)ξutt ,

ξut = ξutt , ξuxx = u(ξuxt − uξutt),

ξuxtutt = 0, ξx =
ξt

uuxx − u+ u2x + uxt − 1
,

ξu2
xt

= 0, ξuxt =
ξt

uuxx − u+ u2x + uxt − 1
, ξu2

tt
= 0,

Fronberg۶

٩۵



از عبارتست فوق دستͽاه جواب

Λ = ξ = c1((uxx − 1)u+ uxt − 1 + u2x)t+ c3((uxx − 1)u+ u2x + uxt)

+
1

2
(2uxtu+ u2 + 2utt + 2utux)c2 + c1x+ c4, (٩٠.۴)

از عبارتند بقاء قوانین تابعͬ ضرایب بنابراین هستند. دلخواه های ثابت i = 1, · · · , 4 ،ci که

Λ1 = ξ1 = 1,

Λ2 = ξ2 = uuxx − u+ u2x + uxt,

Λ3 = ξ3 = uuxt +
1
2u

2 + utt + utux,

Λ4 = ξ4 = tuuxx − tu− t+ tu2x + tuxt + x.

(٩١.۴)

مشخصه با DtΨ
i +DxΦ

i = 0 فرم به موضعͬ بقاء قانون ͷی i = 1, · · · , 4 ،Λi = ξi ضرایب از هرکدام

DtΨ
i +DxΦ

i ≡ ξi

(
ut − uxxt + ux − uuxxx + uux − 3uxuxx

)
= 0, (٩٢.۴)

که باشد مͬ هوموتوپͬ عملͽر ͷکم به Φi و Ψi یافتن بعدی مرحله کنند. مͬ تولید معادله های جواب روی بر

کنیم. مͬ عمل قبل مثال مانند

Λ1 = ξ1 با متناظر بقاء قانون

حالت این در دهیم. مͬ انجام را محاسبات Λ1 = ξ1 = 1 تابعͬ ضریب برای ابتدا

f = ut − uxxt + ux − uuxxx + uux − 3uxuxx, (٩٣.۴)

بنابراین

I(x)u f =

3∑
k1=1

1∑
k2=0

( k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2
) ∂f

∂uxk1 tk2

= u+ u2 − 2u2x −
2

3
uxt − 2uux2 , (٩۴.۴)

٩۶



داریم I(t)u f برای مشابه طور به

I(t)u f =

3∑
k1=0

1∑
k2=1

( k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1
) ∂f

∂uxk1 tk2

= u− 1

3
uxx (٩۵.۴)

بازه روی λ به نسبت آنها از گیری انتͽرال و (٩۵.۴) و (٩۴.۴) روابط در u جای به λu جایͽذاری با حال

داریم [0, 1]

H(x)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
u+ λu2 − 2λu2x −

2

3
uxt − 2λuuxx

)
dλ

= u+
1

2
u2 − u2x −

2

3
uxt − uuxx

همچنین

H(t)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
u− 1

3
uxx

)
dλ

= u− 1

3
uxx,

Λ1 = ξ1 = 1 تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون Ψ1 = H(t)
u(x,t)f و Φ1 = H(x)

u(x,t)f انتخاب با

از: عبارتست معادله برای

Dx

(
u+ 1

2u
2 − u2x − 2

3uxt − uuxx
)
+Dt

(
u− 1

3uxx
)
= 0. (٩۶.۴)

Λ2 = ξ2 با متناظر بقاء قانون

است زیر صورت به f تابع Λ2 = ξ2 = uuxx − u+ u2x + uxt تابعͬ ضریب برای

f =
(
uxxu− u+ u2x + uxt

)(
ut − uxxt + ux − uuxxx + uux − 3uxuxx

)
, (٩٧.۴)

٩٧



بنابراین

I(x)u f =

3∑
k1=1

1∑
k2=0

( k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2
) ∂f

∂uxk1 tk2

= 3ux2u2 −
1

6
uxut + 3u2xu+

11

6
uxtu− 2u2x2u

2 + 2u2xu
2

−1

2
uxtu

2 − 1

2
uut2 −

1

6
u2ux3t −

1

6
uux2t2 +

1

2
u2t

−1

6
utux2t − u2 − u3 − 1

6
uuxux2t + 2uuxut − 4uu2xux2

−19

6
uuxtux2 −

1

3
uutux3 −

1

6
utuxux2 − 2uxtu

2
x +

1

3
uxuxt2

−2

3
u2xt − 2u4x, (٩٨.۴)

داریم I(t)u f برای مشابه طور به

I(t)u f =

3∑
k1=0

1∑
k2=1

( k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1
) ∂f

∂uxk1 tk2

=
1

2
ux2u2 − u2 + uu2x +

1

2
uuxt +

1

2
uu1ux3

+
1

6
ux2u+

1

6
uu2x2 +

1

6
u2ux4 +

1

6
uux3t

+
1

2
uxut −

1

6
uxux2t +

1

6
u2x −

5

6
u2xux2 −

1

3
ux2uxt, (٩٩.۴)

بازه روی λ به نسبت آنها از گیری انتͽرال و (٩٩.۴) و (٩٨.۴) روابط در u جای به λu جایͽذاری با حال

داریم [0, 1]

٩٨



H(x)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(
3λ2ux2u2 −

1

6
λuxut + 3λ2u2xu+

11

6
λuxtu

−2λ3 u2x2u
2 + 2λ3 u2xu

2 − 1

2
λ2uxtu

2 − 1

2
λuut2 −

1

6
λ2u2ux3t

−1

6
λuux2t +

1

2
u2t −

1

6
λutux2t − λu2 − λ2u3 − 1

6
λ2uuxux2t

+2λ2uuxut − 4λ3uu2xux2 −
19

6
λ2uuxtux2 −

1

3
λ2uutux3

−1

6
λ2utuxux2 − 2λ2uxtu

2
x +

1

3
λuxuxt2 −

2

3
λu2xt − 2λ3u4x

)
dλ

= ux2u2 −
1

12
uxut + u2xu+

11

12
uxtu− 1

2
u2x2u

2 +
1

2
u2xu

2

−1

6
uxtu

2 − 1
1

4
uut2 −

1

18
u2ux3t −

1

12
uux2t2 +

1

4
u2t

− 1

12
utux2t −

1

2
u2 − 1

3
u3 − 1

18
uuxux2t +

2

3
uuxut − uu2xux2

−19

18
uuxtux2 −

1

9
uutux3 −

1

18
utuxux2 −

2

3
uxtu

2
x +

1

6
uxuxt2

−1

3
u2xt −

1

2
u4x,

همچنین

H(t)
u(x,t)f =

∫ 1

0

(1
2
λ2ux2u2 − λu2 + λ2uu2x +

1

2
λuuxt +

1

2
λ2uu1ux3

+
1

6
λux2u+

1

6
λ2uu2x2 +

1

6
λ2u2ux4 +

1

6
λuux3t

+
1

2
λuxut −

1

6
λuxux2t +

1

6
λu2x −

5

6
λ2u2xux2 −

1

3
λux2uxt

)
dλ

=
1

6
ux2u2 −

1

2
u2 +

1

3
uu2x + 1/4uuxt +

1

6
uu1ux3

+
1

12
ux2u+

1

18
uu2x2 +

1

18
u2ux4 +

1

12
uux3t

+
1

4
uxut −

1

12
uxux2t +

1

12
u2x −

5

18
u2xux2 −

1

6
ux2uxt,

از عبارتست Λ2 = ξ2 = uuxx − u+ u2x + uxt تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون

٩٩



Dx

(
− 1

18
uuxuxxt +

2

3
uuxut − uu2xuxx −

19

18
uuxtuxx −

1

9
uutuxxx

− 1

18
uxutuxx −

1

2
u2 − 1

3
u3 − 1

3
u2xt −

2

3
uxtu

2
x +

1

6
uxuxtt

−1

2
u4x + uxxu

2 − 1

12
uxut + uu2x +

11

12
uuxt −

1

2
u2xxu

2 +
1

2
u2xu

2

−1

6
uxtu

2 − 1

4
uutt −

1

18
u2uxxxt −

1

12
uuxxtt +

1

4
u2t −

1

12
utuxxt

)
+Dt

(1
6
uxxu

2 − 1

2
u2 +

1

3
uu2x +

1

4
uuxt +

1

6
uuxuxxx +

1

12
uxxu

+
1

18
uu2xx +

1

18
u2uxxxx +

1

12
uuxxxt +

1

4
uxut −

1

12
uxuxxt

+
1

12
u2x −

5

18
u2xuxx −

1

6
uxxuxt

)
= 0.

Λ3 = ξ3 با متناظر بقاء قانون

داریم Λ3 = ξ3 = uuxt +
1
2u

2 + utt + utux تابعͬ ضریب برای

I(x)u f =

3∑
k1=1

2∑
k2=0

( k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2
) ∂f

∂uxk1 tk2

= −3uutuxux2 −
1

2
uxtu

2 + ut2u+
1

2
uxtu

3 − 2u3ux2

+
1

2
ut2u

2 + uu2t −
1

2
u3ux3t −

7

6
u2ux2t2 +

1

2
u3 +

1

2
u4

+2utuxu− 2uutux2t −
8

3
uut2ux2 −

7

2
uxtu

2ux2 −
3

2
utu

2ux3

+
3

2
utuxu

2 +
1

2
u2uxux2t + 2uu2xuxt + uuxuxt2 −

2

3
uxtut2 − 2uu2xt

−2

3
uuxt3 −

5

3
u2xut2 − 2utu

3
x +

1

3
uxut3 +

1

3
u2tux2 +

1

3
utuxt2 +

2

3
3uxutuxt,(١٠٠.۴)

داریم I(t)u f برای مشابه طور به

I(t)u f =
3∑

k1=0

2∑
k2=1

( k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1
) ∂f

∂uxk1 tk2

= −uxtu+ utux + ux
2u− 1

2
uxtu

2 +
1

2
u2xu

2

−ux2u2 −
1

2
ux2u3 +

3

2
u2u2x2 +

1

2
u3ux4 +

7

6
u2ux3t

+2uu2ux +
4

3
uuxux2t + uxu

2ux3 − 3uu2xux2 −
1

3
uu2ux3

+
5

3
uux2uxt − 3uxutux2 +

1

2
u3 +

2

3
uux2t2 +

2

3
u2xuxt

+
1

3
uxuxt2 −

1

3
ux2ut2 + u2t − utux2t,

١٠٠



داریم [0, 1] بازه روی λ به نسبت آنها از گیری انتͽرال و I(t)u f و I(x)u f در u جای به λu جایͽذاری با حال

H(x)
u(x,t)f = −1

6
uxtu

2 − 1

2
uxxu

3 +
1

8
uxtu

3 +
1

6
uttu

2 +
1

3
uut

2 − 1

8
u3uxxxt

− 7

18
u2uxxtt −

1

3
uxtutt −

2

3
uuxt

2 − 1

3
uuxttt −

5

9
ux

2utt −
1

2
utux

3

+
1

6
uxuttt +

1

9
ut

2uxx +
1

6
utuxtt +

1

2
uutt −

3

4
uutuxuxx +

1

6
u3 +

1

8
u4

+
1

3
uxuuxtt +

1

2
ux

2uuxt −
3

8
utu

2uxxx −
7

8
uxtu

2uxx +
1

8
uxu

2uxxt

+
3

8
utuxu

2 +
2

3
uu2ux −

8

9
uuttuxx +

2

9
utuxuxt −

2

3
uutuxxt,

و

H(t)
u(x,t)f = −1

2
uxtu +

1

2
utux +

1

3
ux

2u − 1

6
uxtu

2 +
1

8
ux

2u2 − 1

3
uxxu

2

−1

8
uxxu

3 +
3

8
u2uxx

2 +
1

8
u3uxxxx +

7

18
u2uxxxt +

2

3
uutux +

4

9
uuxuxxt

+
1

4
uxu

2uxxx −
3

4
uux

2uxx −
1

9
uutuxxx +

5

9
uuxxuxt − uxutuxx +

1

6
u3

+
1

3
uuxxtt +

2

9
u1

2uxt +
1

6
uxuxtt −

1

6
uxxutt +

1

2
ut

2 − 1

2
utuxxt,

برای Λ3 = ξ3 تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون Ψ3 = H(t)
u(x,t)f و Φ3 = H(x)

u(x,t)f انتخاب با

از: عبارتست معادله

DxΦ
3 +DtΨ

3 = 0. (١٠١.۴)

١٠١



Λ4 = ξ4 با متناظر بقاء قانون

و دهیم مͬ انجام قبل های حالت همانند را محاسبات Λ4 = ξ4 = tuuxx − tu − t + tu2x + tuxt + x برای

داریم دراینصورت

I(x)u f =

3∑
k1=1

1∑
k2=0

( k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

B(x)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2
) ∂f

∂uxk1 tk2

= −19

6
utuxtux2 + 2utuxut − 4utu2xux2 −

1

6
utuxux2t

−1

6
u2tuxux2 −

1

3
ux +

1

3
ut +

2

3
tuxt − tu+ 2 tu2x

+xu− 2 tu2 + xu2 − tu3 +
11

6
uux −

1

2
uut −

1

6
uux2t

−1

6
u2ux3 −

1

2
u2ux +

1

2
tu2t + 2 tux2u + 3 tux2u2

+
11

6
tuxtu + 3 tu2xu − 1

6
tuxut − 2 tu2x2u

2 − 1

2
tuxtu

2

+2 tu2xu
2 − 2uxux2 −

1

6
uu1ux2 −

1

2
utut2 −

1

6
tu2ux3t

−1

6
utux2t2 −

1

6
uttux2t − 2 tuxtu

2
x +

1

3
ux

3 − 2 tu4x

−2xu2x +
1

3
uxuxt +

1

3
uxtuxt2 −

2

3
tu2xt −

2

3
uxtx

−1

3
uuttux3

داریم نیز هوموتوپͬ عملͽر دوم مولفه انتͽرال زیر تابع برای

I(t)u f =
3∑

k1=0

1∑
k2=1

( k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

B(t)uxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1
) ∂f

∂uxk1 tk2

=
1

2
utuxux3 +

1

3
ux +

1

3
tux2 − tu+

1

6
tu2x

−tu2 + ux+
1

6
tux2u+

1

2
tux2u2 + utu2x

+
1

2
utuxt +

1

6
utu2x2 +

1

6
tu2ux4 +

1

6
utux3t

+
1

2
uxtut −

1

6
uxtux2t −

5

6
tu2xux2 −

1

3
ux2tuxt −

1

3
ux2x,

١٠٢



داریم [0, 1] بازه روی λ به نسبت آنها از گیری انتͽرال و I(t)u f و I(x)u f در u جای به λu جایͽذاری با حال

H(x)
u(x,t)f = −19

18
utuxtux2 +

2

3
utuxut − utu2xux2 −

1

18
utuxux2t

− 1

18
u2tuxux2 −

1

3
ux +

1

3
ut +

2

3
tuxt − tu

+tu2x + xu− tu2 +
1

2
xu2 − 1

3
tu3 +

11

12
uux

−1

4
uut −

1

12
uux2t −

1

18
u2ux3 −

1

6
u2ux

+
1

4
tu2t + tux2u + tux2u2 +

11

12
tuxtu + tu2xu

− 1

12
tuxut −

1

2
tu2x2u

2 − 1

6
tuxtu

2 +
1

2
tu2xu

2

−uxux2 −
1

18
uu1ux2 −

1

4
utut2 −

1

18
tu2ux3t

− 1

12
utux2t2 −

1

12
uttux2t −

2

3
tuxtu

2
x +

1

9
ux

3

−1

2
tu4x − xu2x +

1

6
uxuxt +

1

6
tuxuxt2 −

1

3
tu2xt

−2

3
uxtx− 1

9
uuttux3

(١٠٢.۴)

H(t)
u(x,t)f =

1

6
utuxux3 +

1

3
ux +

1

3
tux2 − tu+

1

12
tu2x

−1

2
tu2 + ux+

1

12
tux2u+

1

6
tux2u2 +

1

3
utu2x

+1/4utuxt +
1

18
utu2x2 +

1

18
tu2ux4 +

1

6
utux3t

+
1

2
uxtut −

1

12
tuxux2t −

5

18
tu2xux2 −

1

6
tux2uxt −

1

3
ux2x,

معادله برای Λ4 = ξ4 تابعͬ ضریب با متناظر موضعͬ بقاء قانون Ψ4 = H(t)
u(x,t)f و Φ4 = H(x)

u(x,t)f انتخاب با

از: عبارتست

DxΦ
4 +DtΨ

4 = 0. (١٠٣.۴)

دسته-ویتهام معادله بقاء قوانین ٨.۴

امواج اختلال بیان برای مدلͬ عنوان به ،[٨١] در که uxt = 2uuxx+u
2
x معادله بقاء قوانین مثال، آخرین عنوان به

ضرایب کنید فرض کنیم. مͬ محاسبه شده بهینه مستقیم روش از است شده معرفͬ بعدی ͷی ͷالاستی در کوتاه

مͬ بدست زیر رابطه از معادله این برای (٨.۴) مشخصه معادلات باشند. Λ = ξ(x, t, u, ux, ut) فرم به تابعͬ

١٠٣



آیند

Eu

(
ξ(uxxt − 2uuxx − u2x)

)
≡ 0, (١٠۴.۴)

از خطͬ دستͽاه ͷی به u دوم مرتبه مشتقات حسب بر (١٠۴.۴) معادلات باشد. مͬ دلخواه تابعͬ u(x, t) که

از عبارتند که شوند مͬ تبدیل دیفرانسیل معادلات

ξxx = 0, ξu = 0,

ξu2
t
= 0, ξuxut = 0,

ξxut = 0, ξtx = −2ξtutu
2
x,

ξxux = ξtut , ξt2ut
= −2ξtutux + 2ξx,

ξtux = −2ξuxux − 2utξut + 2ξ − u2xξu2
x
,

آیند مͬ بدست زیر تابعͬ ضرایب فوق دستͽاه حل با

ξ1 = ut,

ξ2 = xux + tut,

ξ3 = xtux +
1

2
t2ut +

1

2
x, (١٠۵.۴)

ξ4 =
1

2
(c+ 2ux) exp(ct),

ξ5 = (c− 2ux) exp(
c(tux + 1)

ux
)

مشخصه با DtΨ
i +DxΦ

i = 0 فرم به موضعͬ بقاء قانون ͷی i = 1, · · · , 4 ،Λi = ξi ضرایب از هرکدام

DtΨ
i +DxΦ

i ≡ ξi(uxxt − 2uuxx − u2x) = 0, (١٠۶.۴)

شد. خواهد اشاره آنها به ادامه در که کنند مͬ تولید معادله های جواب روی بر

١٠۴



ξ1 = ut با متناظر بقاء قانون

داریم حالت این در

Dt

(1
4
uuxt −

2

3
u2uxx −

1

3
uu2x +

1

4
uxut

)
+Dx

(
− 2

3
uutux −

1

4
uutt +

1

4
u2t +

2

3
u2uxt

)
= 0.

ξ2 = xux + tut با متناظر بقاء قانون

Dx

(1
4
xuuxt − xuux

2 − 2

3
tuutux −

1

4
uut −

1

4
tuutt +

1

4
xutux

+
1

4
tut

2 +
2

3
u2ux +

2

3
tu2uxt

)
+Dt

(1
4
tuuxt −

2

3
tu2uxx

−1

3
tuux

2 − 1

4
uux −

1

4
xuuxx +

1

4
xux

2 +
1

4
tuxut

)
= 0.

ξ3 = xtux +
1
2
t2ut +

1
2
x با متناظر بقاء قانون

Dt

(1
8
t2uuxt −

1

3
t2u2uxx −

1

6
t2uux

2 − 1

4
tuux −

1

4
u− 1

4
xtuuxx

+
1

4
xtux

2 +
1

8
t2uxut +

1

4
xux

)
+Dx

(1
4
xtuuxt − xtuux

2

−1

3
t2uutux −

3

4
xuux −

1

4
tuut −

1

8
t2uutt +

1

4
xtutux

+
1

8
t2ut

2 +
1

4
xut +

2

3
tu2ux +

1

2
u2 +

1

3
t2u2uxt

)
= 0.

ξ4 =
1
2
(c+ 2ux) exp(ct) با متناظر بقاء قانون

Dx

(
− 3

4
c exp(ct)uux +

1

4
exp(ct)uuxt − exp(ct)uu2x −

1

4
c2exp(ct)u

+
1

4
c exp(ct)ut +

1

4
exp(ct)utux

)
+Dt

(
− 1

4
exp(ct)uuxx

+
1

4
c exp(ct)ux +

1

4
exp(ct)u2x

)
= 0.

١٠۵



ξ5 = (c− 2ux) exp(
c(tux+1)

ux
) با متناظر بقاء قانون

Dt

(
exp(ct+

c

ux
)(−uuxxc− u3x + uuxxux)/2ux

)
+Dx

(
exp(ct+

c

ux
)(cuuxt − cuu2x − u2xut − uuxuxt + 4uu3x)/2ux

)
= 0.

بقاء قوانین و تقارنها بین ارتباط ٩.۴

یا ای نقطه (تبدیل پذیر معͺوس تبدیلͬ تحت R(x, u) ،PDE دستͽاه اگر که داد خواهیم نشان بخش، این در

S(x, u) بقاء قانون ͷی به R(x, u) از بقاء قانون هر آنͽاه، شود نͽاشته S(x, u) ،PDE دستͽاه به برخوردی)

قانون متناظر، بقاء قانون آنͽاه، ,R(xباشد u) دستͽاه از تقارنͬ پذیر، معͺوس تبدیل که وقتͬ شد. خواهد نͽاشته

.[٢٣] بود خواهد R(x, u) بقاء

متغیر m و x = (x1, ..., xn) مستقل متغیر n با را R(x, u) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستͽاه

بͽیرید. نظر در زیر صورت به k مرتبه از u = (u1, ..., um) وابسته

R[u] = Rν(x, u, ∂u, . . . , ∂ku) = 0, ν = 1, . . . , l, (١٠٧.۴)

دهید قرار

R[U ] = Rν(x,U, ∂U, . . . , ∂kU) = 0, ν = 1, . . . , l,

مͬ (١٠٧.۴) PDE دستͽاه حل عنوان به U(x) = u(x) با دلخواه تابع U(x) = (U1(x), . . . , Um(x)) که

باشد.

بͽیرید نظر در را زیر پذیر معͺوس ای نقطه تبدیل

xi = xi(z,W ), i = 1, . . . , n, (١٠٨.۴)

Uα = Uαg(z,W ), α = 1, . . . ,m,

.W (z) = (W 1(z), . . . ,Wm(Z)) و z = (z1, . . . , zm) ،U(x) = (U1(x), . . . , Um(x)) که

تابع به Rν [U ] تابع هر آن، یافته امتداد و (١٠٨.۴) ای نقطه تبدیل تحت

Sν [W ] = Sν(z,W, ∂W, . . . , ∂kW ),

١٠۶



خاص حالت در شود. مͬ نͽاشته

Sν [W ] = Rν [U ] (١٠٩.۴)

شوند. بیان (١٠٨.۴) در z,W, ∂W, . . . , ∂kW های مولفه اساس بر x,U, ∂U, . . . , ∂kU های مولفه که وقتͬ

PDE دستͽاه جواب W (z) = w(z) آنͽاه باشد، (١٠٧.۴) ،PDE دستͽاه حل عنوان به U(x) = u(x) اگر

بود خواهد شود مͬ بیان زیر بصورت که S(z, w)

Sν [w] = Sν(z, w, ∂w, . . . , ∂kw) = 0, ν = 1, . . . , l, (١١٠.۴)

.u = (w1, ..., wm) وابسته متغیر m و x = (z1, ..., zn) مستقل متغیر n با

ای نقطه تبدیل تحت باشد. (١٠٧.۴) ،PDE دستͽاه از بقاء قانون DiΦ
i[u] = 0 فرضکنید قضیه. ١.٩.۴

فرمول طوریͺه به دارند وجود {Ψi[W ]}ni=1 توابع ،(١٠٨.۴)

J [W ]DiΦ
i[U ] = D̃iΨ

i[W ] (١١١.۴)

دترمینان از ستون امین iذاریͽجای از که دترمینانͬ اساسجملات بر واضح طور Ψi[Wبه ] که وقتͬ است، برقرار

ژاکوبین

J [W ] =
D(x1, . . . , xn)

D(z1, . . . , zn)
(١١٢.۴)

از عبارتند که آیند مͬ بدست


Φ1[U ]

...

Φ(n)[U ]

 ستون با

Ψ1[u] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ1[ũ] D2x̃
1 · · · Dnx̃

1

Φ2[ũ] D2x̃
2 · · · Dnx̃

2

... ... ...

Φn[ũ] D2x̃
n · · · Dnx̃

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, · · · ,Ψn[u] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D1x̃
1 · · · Dn−1x̃

1 Φ1[ũ]

D1x̃
2 · · · Dn−1x̃

2 Φ2[ũ]

... ... ...

D1x̃
n · · · Dn−1x̃

n Φn[ũ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(١١٣.۴)

باشند. مͬ کلͬ مشتق عملͽر D̃i و Di

□ .[٢٣] اثبات.

چون باشد. (١٠٧.۴) ،PDE دستͽاه از تقارنͬ (١٠٨.۴) ای نقطه تبدیل که گیریم مͬ نظر در حالتͬ اکنون

Aν
τ [W ] مانند توابعͬ بنابراین دارد، مͬ نͽه پایا R(x, u) جوابهای منیفلد ،R(x, u) ،PDE دستͽاه از تقارن هر

١٠٧



شد خواهد زیر صورت به (١٠٩.۴) رابطه طوریͺه به دارند وجود

Rν [W ] = Sν [W ] = Aν
τ [W ]Rτ [W ] (١١۴.۴)

R(x, u) PDE دستͽاه از تقارنͬ (x, u) −→ (x̃(x, u), ũ(x, u)) ای نقطه تبدیل اگر نتیجه. ٢.٩.۴
R(x, u) دستͽاه DiΨاز

i[u] = 0 بقاء قانون R(x, u) دستͽاه DiΦاز
i[u] = 0 بقاء قانون آنͽاه باشد، (١٠٧.۴)

دهد مͬ نتیجه زیر شارهای با

Ψ1[u] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ1[ũ] D2x̃
1 · · · Dnx̃

1

Φ2[ũ] D2x̃
2 · · · Dnx̃

2

... ... ...

Φn[ũ] D2x̃
n · · · Dnx̃

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, · · · ,Ψn[u] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D1x̃
1 · · · Dn−1x̃

1 Φ1[ũ]

D1x̃
2 · · · Dn−1x̃

2 Φ2[ũ]

... ... ...

D1x̃
n · · · Dn−1x̃

n Φn[ũ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(١١۵.۴)

است. برقرار U(x) دلخواه تابع هر برای Sν [U ] = Aν
τ [U ]Rτ [U ] که شود مͬ نتیجه (١١۴.۴) از اثبات.

(١.٩.۴) قضیه بنابه درنتیجه است. ,R(xبرقرار u) دستͽاه از U(x) = u(x)جواب هر برای Sν [u] = 0 بنابراین

،x̃i با xi جایͽذاری از بعد شوند مͬ بیان (١١٣.۴) فرمول توسط که Ψi شارهای با DiΨ
i[u] = 0 بقاء قانون

□ آید. مͬ بدست uαi Wαبا
i و uα(x) Wα(z)با ،xi با zi آنͽاه و ũα با uα

دستͽاه از DiΦ
i[u] = 0 بقاء قانون روی R(x, u) دستͽاه تقارنͬ تبدیل عمل که دهد مͬ نشان فوق نتیجه

برای را فوق نتیجه و قضیه حال دهد. مͬ نتیجه را R(x, u) دستͽاه از DiΨ
i[u] = 0 جدید بقاء قانون R(x, u)

جدید تابعͬ ضرایب موجود، تابعͬ ضرایب از که تریتب این به کنیم. مͬ بازنویسͬ بقاء قانون تابعͬ ضرایب

بسازیم.

باشد. (١٠٧.۴) R(x, u) ،PDE دستͽاه از تقارنͬ ، (١٠٨.۴) ای نقطه تبدیل کنید فرض قضیه. ٣.٩.۴
آنͽاه باشد، Φi[u] شارهای با R(x, u) دستͽاه بقاء قانون تابعͬ ضرایب از ای مجموعه Λν [U ]lν=1 اگر

Λ̃τ [W ]Rτ [W ] = D̃iΨ
i[W ], (١١۶.۴)

که

Λ̃τ [W ] = J [W ]Aν
τ [W ]Λν [U(z,W )], τ = 1, . . . , l (١١٧.۴)

(١١٣.۴) رابطه Ψi[Wتوسط ] ،(١١۶.۴) در شود. مͬ بیان (١٠٨.۴) تبدیل توسط آن مشتقهای و U(z,W )

شوند. مͬ بیان (١١۴.۴) و (١١٢.۴) روابط توسط ترتیب به Aν
τ [W ] و J [W ] دترمینان ژاکوبین ،(١١٧.۴) در و

١٠٨



دلخواه توابع برای (١١۴.۴) معادله بنابراین است، R(x, u) دستͽاه تقارن (١٠٨.۴) تبدیل چون اثبات.

Φi[u] شارهای با R(x, u) دستͽاه بقاء قانون تابعͬ ضرایب مجموعه Λν [U ]lν=1 چون است. برقرار W (z)

است برقرار U(x) دلخواه تابع هر برای زیر رابطه بنابراین است،

Λν [U ]Rν [U ] ≡ DiΦ
i[U ], (١١٨.۴)

شود مͬ نتیجه زیر رابطه (١١٨.۴) در (١١۴.۴) رابطه جایͽذاری از

DiΦ
i[U ] = Λν [U ]Rν [U ] = Λν [U ]Aν

τ [W ]Rτ [W ]. (١١٩.۴)

داریم (١١١.۴) رابطه از استفاده و J [W ] در (١١٩.۴) رابطه ضرب از بعد

J [W ](DiΦ
i[U ]) = J [W ]Λν [U ]Rν [U ] = Λν [U ]Aν

τ [W ]Rτ [W ] = D̃iΨ
i[W ]. (١٢٠.۴)

بنابراین

Λ̃τ [W ]Rτ [W ] = D̃iΨ
i[W ], (١٢١.۴)

□ شود. مͬ بیان (١١٧.۴) رابطه توسط Λ̃τ که

مͬ بدست زیر نتیجه ،(١١۶.۴) در ،Uα
i Wαبا

i و Uα(x) Wα(z)با ،xi با zi مختصات جایͽذاری از بعد

آید.

باشد R(x, u) ،PDE دستͽاه بقاء قانون برای تابعͬ ضرایب از ای مجموعه Λν [U ]lν=1 اگر نتیجه. ۴.٩.۴
تابعͬ ضرایب Λ̃τ [U ]

l

ν=1 آنͽاه باشد، ناوردا (x, u) −→ (x̃(x, u), ũ(x, u)) تبدیل تحت R(x, u) دستͽاه و

.Λ̃τ [U ] = J [Ũ ]Aα
τ [Ũ ]Λα[U ] و باشد مͬ R(x, u) دستͽاه بقاء قانون برای جدید

PDE دستͽاه برای جدید بقاء قانون Λν [U ]lν=1 تابعͬ ضرایب از مجموعه کدام که دهد مͬ نشان زیر قضیه

کنند. مͬ تولید R(x, u)

(١٠٧.۴) R(x, u) ،PDE دستͽاه برای جدید بقاء قانون Λ̃τ [U ]
l

ν=1 تابعͬ ضرایب مجموعه قضیه. ۵.٩.۴
ضرایب به نسبت R(x, u) دستͽاه از U(x) = u(x) جوابهای تمام روی مجموعه این اگر وتنها اگر کند مͬ تولید

.c دلخواه ثابت هر برای Λ̃τ [U ] ̸= cΛτ [U ] یعنͬ، باشد، خطͬ مستقل Λν [U ]lν=1 تابعͬ

تاو جمله در تنها آنها شارهای اگر وتنها اگر هستند ارز هم R(x, u) ،PDE دستͽاه از بقاء قانون دو اثبات.

.(H ij [u] = −Hji[u] (که باشند متفاوت R(x, u) دستͽاه از U(x) = u(x) جوابهای تمام روی DjH
ij [u]

ضرایب از یͺسان مجموعه دارای R(x, u) ارز هم بقاء قوانین تمام ،ͬͺکوشͬ-کوالس حالت در R(x, u) برای

١٠٩



هستند ارز هم تابعͬ ضرایب از مجموعه دو بنابراین .[٨] باشند مͬ U(x) = u(x) جوابهای تمام روی تابعͬ

ارزی) هم حد (تا ͬͺی به ͷی تناظر بنابراین باشند. یͺسان R(x, u) از U(x) = u(x) جوابهای روی که وقتͬ

□ دارد. وجود بدیهͬ غیر ضرایب و بدیهͬ غیر بقاء قوانین بین

بقاء قوانین از جدید بقاء قوانین یافتن برای که، شود مͬ نتیجه چنین فوق نتایج و قضایا از خلاصه طور به

این شود. مͬ استفاده تابعͬ ضرایب روی دستͽاه های تقارن اثر از دستͽاه بر ای نقطه تبدیلات اثر جای به قبلͬ

مشروط البته دهد، مͬ نتیجه را جدید بقاء قانون ͷی کدام هر که شود، مͬ جدید تابعͬ ضرایب ایجاد باعث فرایند

شرط در و باشند خطͬ مستقل PDE دستͽاه جوابهای تمام روی قدیم ضرایب به نسبت جدید ضرایب اینͺه بر

نتایج به توان مͬ ای نقطه تقارنهای با تنها که آنست روش این مزیتهای از باشند. صادق (٨.۴) تابعͬ ضرایب

نیست. شدند مͬ استفاده نوتر روش در که تغییراتͬ تقارنهای از استفاده به لزومͬ و یافت دست جدیدی

تابعͬ ضرایب و کردیم استفاده دسته-ویتهام جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله روی بر ما روش این از

دارد. اختصاص آن به زیر مثال که آوردیم بدست جدیدی

صورت به تقارنهایͬ دارای دسته-ویتهام معادله شد، مشاهده (١۴.٢.٢) مثال در که همانطور مثال. ۶.٩.۴
است: زیر

V1 = ∂x, V2 = ∂t,

V3 = x∂x + t∂t, V4 = x∂x + u∂u,

V5 = tx∂x +
t2

2
∂t −

1

2
x∂u, V6 = f ′(t)∂u − 2f(t)∂x.

از عبارتند که معادله این تابعͬ ضرایب روی بر را فوق برداری میدانهای اثر حال

ξ1 = ut,

ξ2 = xux + tut,

ξ3 = xtux +
1

2
t2ut +

1

2
x, (١٢٢.۴)

ξ4 =
1

2
(c+ 2ux) exp(ct),

ξ5 = (c− 2ux) exp
(c(tux + 1)

ux

)
.

بنابراین کنیم. مͬ بیان زیر جدول در

ζ1 = ux, ζ2 = tux +
1

2
. (١٢٣.۴)

i = 1, . . . , 5 برای ξi به نسبت و صادقند (٨.۴) تابعͬ ضرایب شرط در زیرا باشند، مͬ جدید تابعͬ ضرایب

١١٠



Viξj ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5
V1 0 ux tux +

1
2 0 0

V2 0 ξ1 ξ2 cξ4 cξ5
V3 0 ξ2 x(tux +

1
2) + tξ2 ctξ4 ctξ5

V4 0 xux x(tux +
1
2) 0 0

V5 0 xtux +
t2

2 ut tx(tux +
1
2) +

t2

2 ξ2
ct2

2 ξ4
ct2

2 ξ5
V6 0 −2f(t)ux −2f(t)(tux +

1
2) 0 0

باشند. مͬ خطͬ مستقل

است زیر تقارنهای دارای که بͽیرید، نظر در را فرنبرگ-ویتهام معادله حال مثال. ٧.٩.۴

V1 = ∂x, V2 = ∂t, V3 = t∂x + ∂u. (١٢۴.۴)

است زیر فرم به تابعͬ ضرایب دارای معادله این شد مشاهد قبلا́ که همانطور

Λ1 = ξ1 = 1,

Λ2 = ξ2 = uuxx − u+ u2x + uxt,

Λ3 = ξ3 = uuxt +
1
2u

2 + utt + utux,

Λ4 = ξ4 = tuuxx − tu− t+ tu2x + tuxt + x.

(١٢۵.۴)

از: عبارتست تابعͬ ضرایب روی بر تقارنها اثر

Viξj ξ1 ξ2 ξ3 ξ4
V1 0 0 0 1
V2 0 0 0 ξ2
V3 0 uxx − 1 uxt + u tuxx

است. نشده حاصل جدیدی تابعͬ ضریب که شود مͬ نتیجه فوق جدول از

١١١



کتاب�نامه

[1] Ablowitz M.J., Ramani A. and Segue H., A connection between nonlinear evolution
equations and ordinary differential equations of P−type. I, J. Math. Phys., 21, 1980,
715-721.

[2] Ablowitz M.J. and Kodama Y., Note on asymptotic solutions of the KdV equation with
solutions, Stud. Appl. Math., 66, 1982, 159-170.

[3] Ablowitz M.J., A. Ramani and Segue H., Nonlinear evolution equations and ordinary
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[27] Cartan E., La théorie des groupes finis et continus et l’analysis situs, Mém. Sci. Math.
No. 42, Gauthier-Villars, Paris, 1930.

[28] Cartan E., La topologie des groupes de Lie, Exp. de Géométrie, vol. 8, Hermann, Paris,
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فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

□ A, a
action عمل
annihilator پوچساز
□ B, b
boundary layer مرزی لایه�های
□ C, c
Cartan کارتان
case study حالت به حالت مطالعۀ
charactrestic symmetry مشخصه تقارن
codimension نقصان بعد
conservation laws بقاء قوانین
contact form برخوردی فرم
contact invariant برخوردی ناوردای
contact manifold برخوردی منیفلد
contact symmetry برخوردی تقارن
contact transformation برخوردی تبدیل
contact vector field برخوردی برداری میدان
□ D, d
Darboux theorem داربو قضیۀ
differential invariant دیفرانسیلͬ ناوردای
dependent variable وابسته متغیر
differential operator دیفرانسیلͬ عملͽر
differential form دیفرانسیلͬ فرم
distribution توزیع
□ E, e
equivalence ارزی هم
evolution equation تͺاملͬ معادله
exponential map نمایͬ نͽاشت
effectively freely موثر آزاد طور به
effective action موثر عمل
effective form مؤثر فرم
equivalent ارز هم
evolution vector field تͺاملͬ برداری میدان
□ F, f
free action آزاد عمل
F fully regular منظم کامل طور به
functionallay independent تابعͬ مستقل
□ G, g
general linear group عام خطͬ گروه
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generalized symmetry یافته تعمیم تقارن
generating function مولد تابع
generic orbit عمومͬ مدار
global isotropy subgroup سازفراگیر پایدار گروه زیر
group action گروه عمل
group invariant solutions گروهͬ ناوردای جوابهای
global فراگیر
□ H, h
Hamiltonian mechanic همیلتونͬ ͷانیͺم
hidden symmetry نهفته تقارن
higher order local transformation بالاتر مرتبۀ موضعͬ تبدیل
horizontal افقͬ
□ I, i
infinitesimal generator ͷکوچ بینهایت مولد
independent variable مستقل متغیر
infinitesimal ͷکوچ بینهایت
infinitesimal method ͷکوچ بینهایت روش
integral factor انتͽرال فاکتور
integral manifold انتͽرال منیفلد
inversion map ساز وارون نͽاشت
integrand انتͽرالده
independent variable مستقل متغیر
infinitesimal generator ͷکوچ بینهایت مولد
infinitesimal group action ͷکوچ بینهایت گروه عمل
infinitesimal method ͷکوچ بینهایت روش
isomorphism یͺریختͬ
isotropy subgroup ساز پایدار گروه زیر
integrand انتͽرالده
invariant ناوردا
independent مستقل
inversion map ساز وارون نͽاشت
□ J, j
jet space جت فضای
□ K, k
Killing form ͹کیلین فرم
□ L, l
Lagrange coefficients لاگرانژ ضرایب
Lagrangian space لاگرانژی فضای
Lepage theorem ͹لپ قضیۀ
Levi decomposition لوی تجزیۀ
Lie algebra جبرلͬ
Lie-Bianchi theorem لͬ-بیانچͬ قضیۀ
Lie bracket کروشه�لͬ
Lie group لͬ گروه
linear symmetry خطͬ تقارن
Liouville form لیوویل فرم
local coordinate موضعͬ مختصات
locally Euclidean اقلیدسͬ موضعا
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locally free action آزاد موضعا عمل
locally solvable حلپذیر موضعا
locally effectively action موثر موضعا عمل
□ M, m
manifold منیفلد
maximal rank ماکسیمال رتبۀ
mirror symmetry آینه�ای تقارن
model differential equation مدل دیفرانسیل معادلۀ
multi indices چندگانه اندیس
multi-parameter symmetry چند-پارامتری تقارن
□ N, n
Newtonian incompressible flow ناپذیر تراکم نیوتنͬ جریان
non-classical symmetry ͷکلاسی غیر تقارن
normal differential equation نرمال دیفرانسیل معادله
□ O, o
odd symmetry فرد تقارن
one-parameter symmetry یͷ-پارامتری تقارن
orbit مدار
order of stablization سازی پایدار مرتبه
ordinary differential equation معمولͬ دیفرانسیل معادلۀ
□ P, p
partial differential equation جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلۀ
point transformation نقطه�ای تبدیل
potential symmetry پتانسیل تقارن
prolongation امتداد
□ R, r
regular action منظم عمل
□ S, s
self-adjoint الحاق خود
submanifold منیفلد زیر
scale analysis مقیاسها آنالیز
subgroup زیرگروه
section برش
semi-regular action منظم نیم عمل
similarity solutions متشابه جوابهای
skew-adjoint اریب الحاقͬ
smooth هموار
solvable group (algebra) حلپذیر (جبر) گروه
stable orbit پایداری بعد
stablization پایداری
strictly functionlly indepedent تابعͬ مستقل اکیداً
symmetry of differential equation دیفرانسیل معادله تقارن
stable dimension پایداری بعد
superposition principle برهمنهͬ اصل
symmetry تقارن
□ T, t
tangent vector مماس بردار
transitive action متعدی عمل
topological space ͬͺتوپولوژی فضای

١٢٠



tangent space مماسͬ فضای
tangent bundle مماسͬ کلاف
tangent space مماسͬ فضای
theoretical physic نظری ͷفیزی
total derivative کامل مشتق
total space کامل فضای
totally non-degenerate تباهیده غیر کلا́
transformation group تبدیل گروه
transitive action متعدی عمل
traveling wave solutions سیار موج جوابهای
Triccomi equation تریͺامͬ معادلۀ
turbulent متخلخل
□ V, v
variational problems تغییراتͬ مسائل
variational symmetry تغییراتͬ تقارن
vector bundle برداری کلاف
vector field برداری میدان
variety چندگونا
□ W, w
weak symmetry ضعیف تقارن
wedge product گوه�ای ضرب
□ Z, z
Zabolotskaya-Khokhlov equation زابولتسͺͬ-خوخلوف معادلۀ
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رفته بͺار نمادهای

هموار C∞

کامل مشتق D

دیفرانسیلͬ عملͽر D
دترمینان det

xi متغیر به نسبت کامل مشتق Di

بˀعد dim
n−ام مرتبۀ دیفرانسیل dn

کامل فضای E

نمایͬ نͽاشت exp
جبرلͬ g

عام خطͬ گروه GL(n)

یافته امتداد گروه G(n)

ͷایزوتروپی گروه زیر Gx

n مرتبه جت فضای Jn

جت تاری فضای بعد q(n)

مماسͬ کلاف TM

n حداکثر مرتبۀ از مشتقات فضای U (n)

یافته امتداد برداری میدان v(n)

تابع گراف Γf

بنیادی برخوردی فرم θαJ
یافته امتداد برداری میدان ضرایب φα

J

گوه�ای ضرب ∧
جمله�ای دو ضریب

(
n
k

)
نͽاشت ͷی ژاکوبین J

دیفرانسیل معادلات دستͽاه ∆

نͽاشت ͷی مشتق D
دورانها گروه SO(n)

تصویری تبدیلات گروه SL(n)

ایده�آل زیرجبر یا زیرگروه ⊴
تانسوری ضرب ⊗
مستقیم جمع ⊕

الحاقͬ نمایش نͽاشت Ad

الحاقͬ نمایش نͽاشت مشتق ad
s−بعدی بهینۀ سیستم s

P توزیع ͷکوچ بینهایت تقارنهای Sym(P )

برداری میدان به نسبت لͬ مشتق LX

P توزیع روی برداری میدانهای V(P )
P توزیع پوچساز Ann(P )
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ریب برداری میدان X1

ه˼سین Hess

١٢٣
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رساله از مستخرج مقالات

1. Mehdi Nadjafikhah and Vahid Shirvani-Sh, Lie symmetries and conservation laws of the
Hirota–Ramani equation, Commun Nonlinear Sci Numer Simulat, 17 (2012), 4064–4073.

Abstract. In this paper, Lie symmetry method is performed for the Hi-
rota–Ramani (H–R) equation. We will find the symmetry group and optimal
systems of Lie subalgebras. Furthermore, preliminary classification of its
group invariant solutions, symmetry reduction and nonclassical symmetries
are investigated. Finally conservation laws of the H–R equation are presented.

2. Mehdi Nadjafikhah and Vahid Shirvani-Sh, Lie Symmetry Analysis of Kudryashov-
Sinelshchikov Equation, Mathematical Problems in Engineering, Volume 2011, Article
ID 457697, 9 pages doi:10.1155/2011/457697.

Abstract. The Lie symmetry method is performed for the fifth-order non-
linear evolution Kudryashov- Sinelshchikov equation. We will find ones and
two-dimensional optimal systems of Lie subalgebras. Furthermore, prelimi-
nary classification of its group-invariant solutions is investigated.

3. Vahid Shirvani-Sh and Megerdich Toomanian, Lie symmetry analysis of generalized
Camassa-Holm equation with dispersive effect term, The 6th Seminar on Geometry
and Topology, 18-20 September 2011, Bonab Uninersity, Bonab, Iran.

Abstract. In this paper, the Lie symmetry method is performed for the gen-
eralized Camassa-Holm equation (GCH). we will find the preliminary clas-
sification of its group-invariant solutions for the GCH equation. This latter
provides a reduced forms of GCH equation. Furthermore, optimal systems of
Lie algebras are investigated.

4. Vahid Shirvani-Sh and Mehdi Nadjafikhah, Conservation laws and exact solutions of
the Whitham-type equations, Submited.

Abstract. In this paper, we study conservation laws for some partial differ-
ential equations. It is shown that interesting conserved quantities arise from
multipliers by using homotopy operator that is a powerful algorithmic tool.
Furthermore, the invariance properties of the conserved flows with respect to
the Lie point symmetry generators are investigated via the symmetry action
on the multipliers. Furthermore, the similarity reductions and exact explicit
solutions are provided.
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5. Vahid Shirvani-Sh and Mehdi Nadjafikhah, Symmetry classification and conservation
laws for higher order Camassa-Holm equation, Submited.

Abstract. Lie symmetry group method is applied to study for the higher
order Camassa-Holm equation. The symmetry group and its optimal sys-
tem are given. Furthermore, preliminary classification of its group invariant
solutions, symmetry reduction and nonclassical symmetries are investigated.
Finally conservation laws for the higher order Camassa-Holm equation are
presented.

١٢۵



Abstract

In this thesis, we study Lie symmetry method for partial differential equations to find sym-
metry groups, invariant solutions, exact solutions and general solutions. Also, by study the
adjoint representation of the obtained symmetry groups on its Lie algebras, we will find the
preliminary classification of its group-invariant solutions from which every other solution can
be derived. Different methods to find conservation laws will be reviewed and finally, optimal
method for calculating conservation laws is presented. Finally some connections between
symmetries and conservation laws will be studied to find new conservation laws.

Keywords: Partial differential equations, Lie transformation groups , Lie symmetry,
Invariant solutions, Conservation laws.
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