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مدلهاي آماري: 7جلسه 

مقدمه�

احتمالات و آمار مفاهيم و اصطلاحات�

سودمند احتمالي مدلهاي�

گسسته توزيع هاي�

پيوسته توزيع هاي�

تجربي توزيع هاي�

جمع بندي�
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مقدمه

(probabilistic)احتمالي بيشتر دارد كار و سر آن با مدل ساز كه دنيايي�

.باشد (deterministic) قطعي اينكه تا است

.كنند توصيف را دنيايي چنين در تغييرات به خوبي  مي توانند احتمالي مدلهاي اينرو از�

 را نظر مورد پديده هاي مي توان مناسب احتمالي مدل يك انتخاب براي�
:سپس و نموده (sampling) نمونه برداري

.كرد انتخاب و زده حدس را شده شناخته توزيع يك�

.زد تخمين را توزيع ) هاي(پارامتر�

goodness) برازندگي آزمون� of fit) )نظير K2 يا K-S( حصول و بررسي جهت را 
.داد انجام پارامترها و توزيع صحيح انتخاب از اطمينان

 و گرفته  قرار بررسي مورد مهم احتمالي توزيع هاي ادامه در منظور اين براي�
.مي شود ذكر آنها كاربرد موارد از برخي
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اصطلاحات و مفاهيم آمار و احتمالات

:مي شوند ارائه زير تعاريف و مفاهيم ادامه در اين بر بنا�

discrete) گسسته تصادفي متغيرهاي� random variables)

continuous) پيوسته تصادفي متغيرهاي� random variables)

cumulative)( تجمعي توزيع تابع� distribution function

(expectation) رياضي اميد�
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متغيرهاي تصادفي گسسته

 (finite) متناهي X امكان پذير مقادير تعداد اگر مي شود گفته گسسته تصادفي متغير يك X به�
countably)  )شمارا( شمارش قابل يا finite) باشد.

:بگيريد نظر در را كارگاه يك به وارده كارهاي مثال براي�

.مي دهيم نشان X تصادفي متغير  با را هفته يك در وارده كارهاي تعداد�

range) برد فضاي� space) امكان پذير مقادير X با را Rx مي دهيم نشان:  Rx={0, 1, 2,…}

p(xi) :مي دهيم نشان p(xi) با را باشد xi با برابر متغير مقدار اينكه احتمال� = P(X = xi)

�p(xi) براي i = 1, :كند صدق زير شرايط در بايد …,2

,xi] مرتب زوجهاي مجموعه به� p(xi)]، i=1, 2, احتمالي توزيع …
 (probability distribution) به و p(xi) احتمالي جرم تابع
 (pmf: probability mass function) تصادفي متغير X مي شود گفته.

∑
∞

=
=

≥

1
1)(  2.

   allfor    ,0)(  1.

i i

i

xp

ixp

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 6

)ادامه(متغيرهاي تصادفي گسسته 

 يك طبق كامپيوتر تعميركار يك به سرويس درخواست تلفني تماسهاي :مثال�
 نشان زير شكل در توزيع اين احتمالي جرم تابع .است پواسان گسسته توزيع

:است شده داده
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تعريف متغيرهاي تصادفي پيوسته

  بازه يك آن )Rx( برد فضاي اگر مي شود گفته پيوسته تصادفي متغير يك X به�
  .باشد حقيقي اعداد از بازه ها از مجموعه اي يا )پيوسته(

,a] بازه در X اينكه احتمال� b] مي آيد بدست زير به صورت باشد گرفته قرار:

:pdf) احتمالي چگالي تابع f(x) به� probability density function) گفته 
.مي شود
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تعريف متغيرهاي تصادفي پيوسته

�f(x) نمايد صدق ذيل شرايط در بايد:

:خصوصيتها�

X

R

X

Rxxf

dxxf

Rxxf

X

in not  is  if   ,0)( 3.

1)( 2.

in   allfor   , 0)(  1.

=

=

≥

∫

)()()()(  .2

0)( because  ,0)(  1.
0

0
0

bXaPbXaPbXaPbXaP

dxxfxXP
x

x

<<=<≤=≤<=≤≤

=== ∫



5

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 9

متغيرهاي تصادفي پيوسته

 يك عمر طول نماينده كه پيوسته تصادفي متغير يك X كه كنيد فرض :مثال�
:باشد زير pdf داراي و بوده دستگاه

.است سال2 ميانگين با نمايي توزيع داراي X كه ديد خواهيم بعداً�

:با بود خواهد برابر باشد سال 3 تا 2 بين دستگاه عمر طول اينكه احتمال�
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تابع توزيع تجمعي

cumulative)  تجمعي توزيع تابع� distribution function (cdf)) تصادفي متغير يك X 
:مي شود تعريف زير به صورت و شده داده نشان Fx يا F(X) با

� F(x) = Fx = P(X ≤ x)

:باشد گسسته X اگر�

:باشد پيوسته X اگر�

:خصوصيت ها�

:مثال براي .است پاسخگويي قابل cdf حسب بر X باره در احتمالي پرسشهاي همه�
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تابع توزيع تجمعي

:داشت خواهيم بحث مورد دستگاه تجمعي توزيع مورد در مثال براي�

است؟ چقدر كند عمر سال دو از كمتر دستگاه اين اينكه احتمال�

است؟ چقدر كند عمر سال سه الي دو دستگاه اين اينكه احتمال�

2/

0

2/ 1
2

1
)( x

x
t edtexF −− −== ∫

632.01)2()2( 1 =−==≤ −
eFXP

145.0)1()1()2()3()32( 1)2/3( =−−−=−=≤≤ −− eeFFXP

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 12

اميد رياضي و واريانس

expected) رياضي اميد� value) مي شود تعريف زير به صورت تصادفي متغير يك:

:باشد گسسته  X اگر�

:باشد پيوسته  X اگر�

 است عبارت و مي شود داده نشان Var(X) يا V(X) ياσσσσ2 با تصادفي متغير يك واريانس�
:از

�V(X) = E[(X – E[X]2)]

V(X) يا� = E(X2) – [E(x)]2

standard) معيار انحراف واريانس، جذر به� deviation) مي شود گفته.
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اميد رياضي و واريانس

:مي آوريم بدست را بحث مورد دستگاه رياضي اميد�

:مي كنيم محاسبه را E[X2] سپس�

:آوريم بدست را معيار انحراف و واريانس مي توانيم حالا و�
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مدلهاي احتمالي سودمند

 دارند كاربرد زير زمينه هاي در كه سودمند احتمالي مدلهاي برخي با ادامه در�
:مي شويم آشنا

queueing) صف سيستم هاي� systems)،

inventory) تامين زنجيره و موجودي هاي سيستم� and supply-chain systems)

reliability( نگهداشت قابليت و اطمينان قابليت� and maintainability(

limited) محدود داده هاي احتمالي مدلهاي� data):

.شوند هاي كافي در اختيار نداريم، استفاده مي موقعي كه در مورد يك پديده، داده�
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مدلهاي سودمند براي سيستم هاي صف

 سرويس زمان و مشتريان ورود بين زمان الگوهاي صف سيستم هاي در�
.باشد احتمالي مي تواند

:هستند استفاده قابل زير احتمالي توزيع هاي منظور اين براي�

نمايي توزيع :هستند تصادفي كاملاً سرويس يا ورود بين زمانهاي اگر�

 ثابت مقدار يك حول منفي و مثبت مقادير داراي سرويس يا ورود بين زمانهاي اگر�
نرمال توزيع :باشند

 استفاده قابل (Weibull)ويبول و (gamma) گاما توزيعهاي عمومي تر حالتهاي در�
.هستند
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هاي موجودي و زنجيره تامين سيستم

  وجود تصادفي متغير سه حداقل تامين، زنجيره و موجودي هاي سيستم در�
:دارد

سفارش، هر در تقاضا مورد واحدهاي تعداد�

 و تقاضاها، بين زمان�

lead) تقاضا رسيدن تا سفارش انجام زمان� time).

:تقاضا رسيدن تا سفارش انجام زمان براي مناسب آماري مدل�

گاما توزيع�

:سفارش هر در تقاضا مورد واحدهاي تعداد�

پواسان، توزيع�

يا منفي، دوجمله اي توزيع�

.هندسي توزيع�



9

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 17

قابليت اطمينان و قابليت نگهداشت

time( خرابي تا زمان براي مناسب توزيع� to failure (TTF)(:

نمايي توزيع :باشند تصادفي خرابيها اگر�

standby) افزونه يدكي قطعات كه حالتي براي� redundancy) قطعه هر و داريم 
گاما توزيع :سيستم كل TTF صورت اين در باشد باشد، نمايي TTF داراي

ويبول توزيع :باشد سيستم قطعات در متعدد عيوب دليل به خرابي اگر�

نرمال توزيع :باشد پوشيدن/فرسودگي حاصل خرابيها اگر�
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مدلهاي احتمالي سودمند براي داده هاي محدود

 قابل زير توزيع هاي است دسترس در محدودي داده هاي كه صورتي در�
:هستند استفاده

يكنواخت،�

 و مثلثي،�

.بتا�

:مهم و استفاده قابل توزيع هاي ساير�

،(Bernoulli)برنولي�

 و ،(binomial)دوجمله اي�

.(hyperexponential) فوق نمايي�



10

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 19

توزيع هاي گسسته

  فقط كه تصادفي پديده يك توصيف براي گسسته تصادفي متغيرهاي�
.مي شوند استفاده دهند، رخ مي توانند صحيح اعداد نوع از مقاديري

:مي كنيم معرفي را زير توزيع هاي ادامه در�

برنولي توزيع و آزمونها�

دوجمله اي توزيع�

منفي دوجمله اي و هندسي توزيع�

پواسان توزيع�
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آزمونها و توزيع برنولي
  است شكست يا موفقيت كدام هر نتيجه كه است آزمون n شامل كه را آزمايش يك :برنولي آزمونهاي�

:بگيريد نظر در را

�Xj = .باشد موفقيت آزمايش امينj نتيجه كه صورتي در 1

�Xj = .باشد شكست آزمايش امينj نتيجه كه صورتي در 0

:از است عبارت )آزمون يك( برنولي توزيع�

:داشت خواهيم نتيجه در كه�

� E(Xj) = p

� V(Xj) = p(1-p) = pq

:مي شود تعريف زير به صورت و است برنولي مستقل آزمون n شامل :برنولي فرآيند�

� p(x1,x2,…, xn) = p1(x1)p2(x2)… pn(xn)









===−

==

==

otherwise               ,0

210   ,1

,...,2,1,1              ,

)()( ,...,n,,jxqp

njxp

xpxp j

j

jjj

Morteza Zakeri
Highlight



11

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 21

توزيع دوجمله اي

 توزيع يك مي دهد نشان را برنولي آزمون n در موفقيت ها تعداد كه X تصادفي متغير�
:است دوجمله اي

:واريانس و رياضي اميد�

� E(x) = p + p +… + p = n*p

� V(X) = pq + pq +… + pq = n*pq

تعداد برآمدهايي كه  

داراي تعداد مورد نياز 

موفقيت و شكست 

.باشند

موفقيت و  xاحتمال اينكه 

n-x   شكست وجود داشته
باشد
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توزيع هندسي و دوجمله اي منفي
:موفقيت اولين به نيل براي(X)  نياز مورد آزمونهاي تعداد نشان دهنده :هندسي توزيع�

� E(x) = 1/p V(X)  و  = q/p2

:منفي دوجمله اي توزيع�

.است موفقيت امينk به نيل تا (X) برنولي آزمونهاي تعداد نشان دهنده�

:آنگاه باشد، k و p پارامتر با است منفي دوجمله اي توزيع يك Y اگر�

� E(Y) = k/p V(X)  و  = kq/p2
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توزيع پواسان
  .است ساده كاملاً رياضي نظر از و مي كند توصيف به خوبي را متعددي تصادفي فرآيندهاي پواسان توزيع�

αααα براي > 0، pdf و cdf است زير شكل به  توزيع اين:

� E(X) = αααα = V(X)
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توزيع پواسان

 يك طبق كامپيوتر تعميركار يك به سرويس درخواست تلفني تماسهاي :مثال�
αααα نرخ با پواسان توزيع = .است ساعت هر در 2

است؟ چقدر آينده ساعت يك در درخواست سه احتمال�

p(3) = e-223/3! = 0.18

 :داريم F(x) نمودار به توجه با و مشابه طور به همچنين

p(3) = F(3) – F(2) = 0.857-0.677 = 0.18

است؟ چقدر ساعت يك مدت در درخواست بيشتر يا دو احتمال�

p(2 or more) = 1 – p(0) – p(1)

= 1 – F(1)

= 0.594
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توزيع هاي پيوسته

  در كه شوند استفاده تصادفي پديده هاي توصيف براي مي توانند پيوسته تصادفي متغيرهاي�
  اعداد مجموعه از مقاديري( باشد داشته بازه يك در را مقداري هر مي تواند متغير آنها

.)حقيقي

:مي شوند معرفي زير پيوسته توزيع هاي ادامه در�

(uniform) يكنواخت�

(exponential) نمايي�

(normal) نرمال�

(Weibull) ويبول�

(lognormal) لاگ نرمال�
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توزيع يكنواخت

,a) بازه در  X تصادفي متغير يك� b) با و است يكنواخت توزيع داراي U(a, b) داده نشان 
:باشد زير به صورت آن cdf و pdf اگر مي شود

:خصوصيت ها�

�P(x1 < X < x2) بازه طول نسبت به [F(x2) – F(x1) = (x2-x1)/(b-a)] است.

E(X) :رياضي اميد� = (a+b)/2واريانس و:V(X) = (b-a)2/12

�U(0, random) تصادفي اعداد توليد براي وسيله اي (1 numbers) اعداد اين از كه است 
.نمود توليد را تصادفي متغيرهاي ساير مي توان تصادفي







≤≤
−=

otherwise          ,0

   ,
1

)(
bxa

abxf









≥

<≤
−

−
<

=

bx

bxa
ab

ax
ax

xF

           ,1

   ,

          ,0

)(



14

PECS#7: Statistical Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 27

توزيع نمايي

 است، λλλλ>0 كه λλλλ پارامتر با نمايي توزيع داراي X پيوسته تصادفي متغير يك�
:باشد زير به صورت آن احتمالي چگالي تابع اگر

:باشد زير به صورت آن CDF اگر يا�

 بررسي به 8 جلسه در كه است جالبي خصوصيت هاي داراي نمايي توزيع�
.پرداخت خواهيم آنها دقيق تر

0
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توزيع نرمال

:باشد زير صورت به آن pdf اگر است نرمال توزيع داراي X تصادفي متغير�

:آن ميانگين�

:آن واريانس و�

X شكل به و� ~ N(µµµµ,σσσσ2) مي شود داده نشان.

:نرمال توزيع جالب خصوصيت هاي�

:f(x) خصوصيت هاي�

�pdf حول تقارن داراي µµµµ است:  f(µµµµ-x)=f(µµµµ+x)

x در pdf مقدار حداكثر� = µµµµ مي دهد رخ.

0)(lim    and ,0)(lim == ∞→−∞→ xfxf xx

∞<<∞−
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توزيع ويبول
 :باشد زير شكل به آن pdf اگر است ويبول توزيع داراي  X تصادفي متغير يك�

:است پارامتر سه داراي توزيع اين�

υυυυ :(location) مكان پارامتر�

ββββ (β(β(β(β :(scale) مقياس پارامتر� >>>> 0000))))

αααα (α(α(α(α :(shape) شكل پارامتر� >>>> 0000))))

υυυυ :مثال� = αααα و 0 = 1








≥



















 −
−







 −

=

−

otherwise                                              ,0

   ,exp
)(

1

ν
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ν

α

ν

α
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x
xx

xf

)( ∞<<−∞ ν

When β = 1, 

X ~ exp(λ = 1/α)
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توزيع لاگ نرمال
 شكل به pdf داراي است lognormal)( لاگ نرمال توزيع داراي كه  X تصادفي متغير يك�

:است زير

E(X) :ميانگين� = eµµµµ+σσσσ2/2

V(X) :واريانس� = e2222µµµµ+σσσσ2/2 (eσσσσ2
- 1)

:كه است صورت اين به نرمال توزيع با لاگ نرمال توزيع رابطه�

Y اگر� ~ N(µµµµ, σσσσ2) آنگاه: X = eY ~ lognormal(µµµµ, σσσσ2)    )يا Y = ln X(

.هستند نرمال به مربوط بلكه نيستند، لاگ نرمال واريانس و ميانگين σσσσ2 و µµµµ پارامترهاي كه كتيد توجه�

( )
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−
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otherwise                                         0,
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observed) شده مشاهده مقادير پارامترهايش كه توزيعي به� values) 
تجربي توزيع باشد، شده نمونه برداري داده هاي از حاصل

 (empirical distribution) مي شود گفته.

  مورد نباشد، ضروري يا ممكن تصادفي متغير يك داشتن كه مواقعي در توزيع ها نوع اين�
  .مي گيرند قرار استفاده

 كه مي شوند نمودارهايي يا جدولها به تبديل شده برداري نمونه داده هاي منظور اين براي�
 مي توان (extrapolation) برون يابي يا (interpolation) درون يابي روشهاي با

.نمود توليد آن از را بيشتري ورودي داده هاي

  نيست لازم نمونه داده هاي در شده مشاهده مقادير از خارج فرضي هيچگونه :مزيت�
  .شود انجام

  .ندهند پوشش را امكان پذير مقادير محدوده كل كه است ممكن نمونه ها :عيب�

توزيع هاي تجربي
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 و خصوصيت ها و گسسته و پيوسته احتمالي مدلهاي انواع جلسه اين در�
 .نموديم معرفي اختصار به را كاربردهايشان

input) ورودي مدلسازي فصل به بيشتر اطلاعات براي� modeling) 
 .شود مراجعه

.مي گيريم پي تصادفي فرآيندهاي با را بحث اين بعد جلسه در�

جمع بندي


