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مقدمه

 ارائه را تصادفي فرآيندهاي و متغيرها اعداد، تعاريف ابتدا جلسه اين در�
.مي كنيم

 كارايي، ارزيابي و مدل سازي در نمايي توزيع مهم كاربردهاي دليل به آنگاه،�
  بودن بي حافظه مفهوم تعريف و توزيع اين دقيق تر بررسي به

(memorylessness) مي پردازيم.

  معرفي را (Poisson) پواسان و (counting) شمارشي فرآيندهاي سپس،�
.مي كنيم ذكر را پواسان فرآيند اصلي خاصيت هاي و نموده

.نمود خواهيم (Markov) ماركوف فرآيند به اشاره اي هم خاتمه در�
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تعريف اعداد تصادفي

random) تصادفي اعداد� numbers) كه هستند مستقلي حقيقي اعداد 
,0] بازه در يكنواخت به صورت   :شده اند توزيع (1

:RNG) تصادفي اعداد مولدهاي حاصل اعداد اين� R. N. Generator)  چنين .هستند 
pure) خالص تصادفي اعداد كه باشند مكانيسم هايي بر مبتني بايد مولدهايي R. N.) توليد را  

  .كنند

  اعداد بلكه ندارند، زيادي كاربرد خالص، تصادفي اعداد رمزنگاري، در هم و شبيه سازي در هم عمل در�
:PRN) شبه  تصادفي Pseudorandom N.) الگوريتمهايي و روشها حاصل كه دارند اهميت 

.مي شود گفته (PRNG) شبه تصادفي اعداد مولدهاي آنها به كه هستند
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مولد اعداد شبه تصادفي تصادفي

  .دارد وجود شبه تصادفي اعداد مولدهاي از زيادي انواع�

:LCM)  خطي همنهشتي روش ساده، روش يك� Linear Congruence Method) 
  :است

� Xi+1 = (aXi+b) mod c (ex. a=3, b=5, c=7, x0=2)

random) تصادفي صحيح اعداد فوق تابع� integer) بدست براي .مي كند توليد 
.شوند تقسيم c بر حاصله صحيح اعداد كه كه است كافي تصادفي اعداد آوردن

 و استقلال خصوصيت دو و باشد بزرگتر روش تناوب دوره قدر هر :مولد برتري معيارهاي�
.شد خواد محسوب بهتري روش باشد، داشته بيشتري اطمينان با را يكنواختي

.هستند نوع اين از جاوا و ++C زبانهاي در موجود توابع�

  .هستند دسترس در كتابها در جدولهايي قالب در تصادفي اعداد ساده، كاربردهاي در�
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تعريف متغير تصادفي

random) تصادفي متغير� variable): برآمدهاي كه است رياضي تابع يك  
(outcome) مي كند نگاشت اعداد به را تصادفي آزمايش يك. 

احتمالي برآمدهاي و تاس يك پرتاب فرآيند توصيف براي مي تواند تصادفي متغير يك مثال براي�
{1, 2, 3, 4, 5,  .شود استفاده {6

:است زير به صورت تابعي  :تصادفي متغير رياضي تعريف�

X : Ω → RX

probability) احتمالي فضاي يك Ω ،تصادفي متغير يك X آن در كه space) نمونه فضاي يا (sample

space) و  RX برد فضاي يك (range space) است.

.بود خواهد گسسته تصادفي متغير باشد، گسسته احتمالي فضاي اگر�

.بود خواهد پيوسته تصادفي متغير باشد، پيوسته احتمالي فضاي اگر�
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)ادامه(تعريف متغير تصادفي 

probability) احتمالي توزيع� distribution):

:باشد گسسته تصادفي متغير اگر�

� p(xi) = probability X is xi = P(X = xi) is called pmf ( احتمالي جرم تابع )

� [xi, p(xi)] is called discrete probability distribution

:باشد پيوسته   تصادفي متغير اگر�

� p(x) = is called pdf ( احتمالي چگالي تابع )∫=≤≤
b

a
dxxfbXaP )()(
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تعريف فرآيند تصادفي

stochastic) تصادفي فرآيند� or random process): تصادفي متغير مقادير از هركدام به اگر X 
,X={X(t) به صورت كه بود، خواهد تصادفي فرآيند يك X كنيم، منتسب زمان انديس يك t∈T} يا

X={Xt, t∈T} مي شود داده نشان.

.است تصادفي متغير يك X(t) باشد، تصادفي فرآيند  يك X اگر�

Ω بعدي دو فضاي عناصر  X تصادفي فرآيند نتيجه در� × T عناصر به را RX مي كند نگاشت:
    X :  Ω × T → RX

time) زمان پارامتر t به� parameter) باشد پيوسته يا گسسته مي تواند كه مي شود گفته:

T :(discrete-parameter) گسسته پارامتر� = N0 = {0, 1,…}

T :(continuous-parameter) پيوسته پارامتر� = (0, )مثبت حقيقي اعداد مجموعه( (∞

state) حالت فضاي ،X(t) مقادير مجموعه به� space) با كه مي شود گفته تصادفي فرايند S داده نشان   
:باشد پيوسته يا گسسته مي تواند و مي شود

S = {y | y=X(t), for some t ∈ T}.

.مي شود گفته (chain) زنجيره فرآيند، به باشد، گسسته حالت فضاي كه حالتي در �
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)T(براساس ويژگيهاي زمان ) 1: (دسته بندي فرآيندهاي تصادفي

  شمارش قابل يا متناهي )|T| يعني( تصادفي فرآيند يك زماني نقاط تعداد اگر�
زمان- گسسته تصادفي فرآيند آن به آنگاه باشد، (countable) )شمارا(
 (discrete-time stochastic process) مي شود گفته.

 آنگاه باشد، سال مختلف روزهاي در سيستم يك در افتاده اتفاق خطاها تعداد X(t) اگر :مثال�
X={X(t), t∈{1..365}} بود خواهد زمان-گسسته تصادفي فرآيند يك.

 شمارش قابل غير )|T| يعني( تصادفي فرآيند يك زماني نقاط تعداد اگر اما�
(uncountable) ،زمان-پيوسته تصادفي فرآيند آن به آنگاه باشد

(continuous-time stochastic process) مي شود گفته.

,X={X(t) ،آنگاه باشد، t زمان تا سيستم يك در افتاده اتفاق خطاها تعداد  X(t) اگر :مثال� t∈R}

.بود خواهد زمان-پيوسته تصادفي فرآيند يك
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براساس نوع فضاي حالت) 2: (دسته بندي فرآيندهاي تصادفي

state) حالت فضاي .باشد تصادفي فرآيند يك  X كه كنيد فرض� space) كه تصادفي فرآيند  
   .باشد داشته مي تواند X كه است ممكني مقادير همه مجموعه مي شود، داده نشان  S با

:يعني

S = {y | y=X(t), for some t ∈∈∈∈ T}

باشد شمارش قابل و متناهي X تصادفي فرآيند يك حالت فضاي اگر�
,S={1 يعني(  2, 3,  حالت-گسسته تصادفي فرآيند يك  X كه مي شود گفته آنگاه ){…

(discrete-state S.P.) است.

 فرآيند يك X آنگاه مي دهد، نمايش را شده دريافت خراب بسته هاي تعداد كه باشد تصادفي فرآيند يك X اگر :مثال�
.بود خواهد حالت-گسسته تصادفي

 گفته آنگاه )S=R مثلاً( باشد شمارش قابل غير X تصادفي فرآيند يك حالت فضاي اگر�
continuous-state) حالت-پيوسته تصادفي فرآيند يك  X كه مي شود S.P.) است.

-پيوسته تصادفي فرآيند يك X آنگاه مي دهد، نشان را تلفن خط ولتاژ كه باشد تصادفي فرآيند يك X اگر :مثال�

.بود خواهد حالت
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بررسي دقيق تر توزيع نمايي

 اگر است، λλλλ>0 كه λλλλ پارامتر با نمايي توزيع داراي X پيوسته تصادفي متغير يك :تعريف�
:باشد زير به صورت آن احتمالي چگالي تابع

:باشد زير به صورت آن CDF اگر يا�

:بود خواهد زير به صورت آن اميدرياضي و�

:آن واريانس و�

Var(X) =E[X2]-(E[X])2 =2/λλλλ2 -1/λλλλ2 =1/λλλλ2
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خاصيت بي حافظه بودن

مقادير تمام براي اگر گويند (memoryless) بي حافظه را X تصادفي متغير يك�
s :باشيم داشته t≥≥≥≥0 و 0≤≤≤≤

P{X>t+s|X>s} = P{X>t}

 :مثال�

 كه مي گويد رابطه اين آنوقت كنيم، تصور دستگاه يك عمر طول با متناظر تصادفي متغير را X ما اگر�
  است برابر درست كرده، كار ساعت s براي بدانيم وقتي كند، كار ساعت s+t حداقل دستگاه اينكه احتمال

.كند كار ساعت  t حداقل ابتدا از دستگاه كه اوليه اي احتمال همان با

  همان آن، عمر باقيمانده زمان توزيع آنوقت باشد، استفاده قابل هنوز s زمان در دستگاه اگر ديگر عبارت به�
  .است آن اوليه عمر توزيع

.است گرفته قرار استفاده مورد s به طول مدتي  براي قبلاً كه نمي آورد به خاطر دستگاه يعني،�
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)ادامه(خاصيت بي حافظه بودن 

:نوشت زير به صورت مي توان را فوق رابطه�

:نمود تحقيق آنرا بودن بي حافظه مي توان نمايي توزيع CDF جاگذاري با�
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)ادامه(بررسي دقيق تر توزيع نمايي 

 با نمايي توزيع داراي مي كند، صرف بانك در مشتري يك كه زماني مدت كنيد فرض :مثال�
 :باشد دقيقه 10 ميانگين

است؟ چقدر كند صرف بانك در وقت دقيقه 15 از بيش مشتري يك اينكه احتمال1.

 دقيقه 10 از بعد كه بدانيم  وقتي كند، صرف بانك در دقيقه 15 از بيش مشتري يك اينكه احتمال2.
است؟ چقدر است بانك در هنوز

  :حل�

:داشت خواهيم مي كند، صرف بانك در مشتري كه باشد زماني مدت نماينده X اگر.1

λλλλ=1/10 => P{X>15} = e-15 λλλλ = e-15/10 = e-1.5  ≈ ≈ ≈ ≈ 0.220

  را “بماند بانك در ديگر دقيقه 5 حداقل ، بوده بانك در دقيقه 10 كه مشتري يك” اينكه احتمال2.
  .بياوريم بدست مي خواهيم

  برابر احتمال اين  پس بوده، بانك در دقيقه 10 مشتري كه “نمي آورد به خاطر” نمايي توزيع چون
:بماند بانك در دقيقه 15 حداقل وارد تازه مشتري يك اينكه احتمال با است

P{X>15|X>10} = P{X>5} = e-5λλλλ = e-1/2 ≈≈≈≈ 0.664
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توزيع جمع دو يا چند متغير تصادفي نمايي

:نمايي توزيع ديگر مهم خاصيت يك�

 .هستند λλλλ/1  ميانگين با يكسان توزيع داراي و مستقل تصادفي متغيرهاي X2 و X1 كنيد فرض�
:با است برابر X1+X2 توزيع تابع كه نمود ثابت مي توان آنگاه

FX1+X2
(t) = P{X1+X2 ≤≤≤≤ t} = 1 - e-λλλλt - λλλλte-λλλλt

:داشت خواهيم طرف دو از مشتق گيري با�

fX1+X2
(t) = λλλλ2 t e-λλλλt, t ≥≥≥≥ 0

  .است λλλλ و 2 پارامترهاي با )ارلنگ يا( گاما توزيع داراي X1+X2 يعني�

,X1 اگر :كلي به طور� X2, …, Xn ميانگين با نمايي يكسان توزيع داراي و مستقل تصادفي متغيرهاي  
1/λ ،آنگاه باشند X1 + X2 + … + Xn پارامترهاي با گاما توزيع داراي n و λ روش با كه بود، خواهد 

:است اثبات قابل استقراء

fX1+X2+…+Xn
(t) = λλλλ e-λλλλt (λλλλt)n-1/(n-1)!
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رقابت نمايي

 از نمايي تصادفي متغير يك بودن كوچكتر احتمال” :نمايي توزيع مورد در ديگر مهم نكته�
exponential) نمايي رقابت يا “ديگر متغير competetion):

:آنگاه باشند،λλλλ2/1 و λλλλ1/1 ميانگين هاي با مستقل نمايي تصادفي متغير دو  X2 و X1 اگر يعني�

P{X1 < X2} = λλλλ1/(λλλλ1 + λλλλ2 )

.است اثبات قابل هم نكته اين *
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فرآيند شمارشي

random) تصادفي رخدادهاي� events) بگيريد نظر در را زير موارد نظير:

  كارگاه، يك به سفارشها ورود�

 فرودگاه، باند يك به هواپيماها ورود�

  بندرگاه، يك به كشتي ها ورود�

مخابراتي، سوئيچ يك به مكالمات ورود�

توليد، خط يك در دستگاهها خرابي هاي�

... و�

counting) شمارشي تابع يك با مي توان را فوق رخدادهاي� function) داد نشان:

,0] مدت در كه است رخدادهايي تعداد دهنده نشان N(t) آنگاه باشد t≥≥≥≥0 اگر� t] مي دهند رخ.  

به آنگاه آيد، بدست تصادفي متغير يك از N(t) مقدار ،(t) زماني فاصله هر در اگر�
 N={N(t), t≥0} شمارشي فرآيند يك (counting process) مي گوييم.
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فرآيند پواسان

,P={N(t) شمارشي فرآيند به :تعريف� t≥≥≥≥0} پواسان فرآيند يك (Poisson process) با 
:اگر مي شود، گفته )λλλλ )λλλλ>0 نرخ

.1N(0) = .)باشيم نداشته رخدادي صفر طول به بازه در يا شود شروع صفر زمان از رخدادها شمارش( 0

,N(t)} فرآيند2. t≥≥≥≥0} ثابت( پايدار افزايشهاي داراي( (stationary increments)  باشد.

,N(t)} فرآيند3. t≥≥≥≥0} مستقل افزايشهاي داراي (independent increments)  باشد.

.)باشيم نداشته دسته اي ورود( بيفتند اتفاق زمان هر در يكي )رخدادها وقوع( (arrivals) ورودها4.

:پواسان فرآيند در رخدادها تعداد توزيع�

  براي يعني .است λλλλt ميانگين با پواسان توزيع داراي t طول به زماني فاصله هر در رخدادها تعداد�
:داريم s,t≥≥≥≥0 مقادير تمام

P{N(t) =n} = P{N(t)-N(0)=n} = P{N(t+s)-N(s)=n} = e-λt(λt)n/n!, n=0, 1, 2, ....

�E[N(t)] = V[N(t)] = αααα = λλλλt، به چرا  كه مي دهد نشان كه λλλλ مي گويند فرآيند نرخ.

Morteza Zakeri
Highlight



10

PECS#8: Stochastic Processes - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 19

)ادامه(فرآيند پواسان 

  نشان بايد است، پواسان فرايند يك واقعاً شمارشي فرايند يك كه كنيم تعيين اينكه براي�
  .هستند صادق )4( الي )1( شرايط كه دهيم

.مي شود  شروع t=0 زمان در رخدادها شمارش كه مي گويد ساده به طور )1( شرط�

 نمود تحقيق داريم فرايند مورد در كه اطلاعاتي با مستقيم به طور مي توان معمولاً را )2( شرط�
  .)فرآيند با مرتبط پديده داده هاي تحليل(

  روي استقلال آزمونهاي انجام با شايد( ندارد وجود )3( شرط تحقيق براي ساده اي روش اما�
.)باشد امكان پذير داده ها
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توزيع زمان ورود فرآيند پواسان
,0] زماني فاصله اگر� t] نيافتد اتفاق رخدادي فاصله اين در اينكه احتمال بگيريم، نظر در را:

P{N(t)=0} = e-λt(λt)0/0! = e-λt

�A1 رخداد، اولين زمان A2 رخداد، دومين زمان ...

:يعني واقع در فوق فرمول�
P{A1>t} = P{N(t)=0}

:آوريم بدست t از قبل را A1 رخداد احتمال مي توانيم حال�

:پس .است داده رخ t از قبل A1 حداقل صورت اين در�

P{A1≤≤≤≤ t} = 1 – P{A1 > t} = 1-P{N(t)=0} = 1- e-λt

  .است λλλλ نرخ با نمايي توزيع طبق ،A1 رخداد احتمال كه مي دهد نشان و است نمايي توزيع  CDF كه

-A2-A1، A3-A2، ... An-An :يعني بعدي، رخدادهاي بين زمان توزيع كه داد نشان مي توان طور همين�

.است λλλλ  نرخ با نمايي نيز ،1
.است نمايي توزيع داراي پواسان فرآيند در ورود بين زمانهاي توزيع كه مي  كنيم نتيجه گيري اينرو از�

0   t     A1    A2

0   A1 A2    t
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خواص فرآيند پواسان

random) تصادفي انشعاب :1 خاصيت� splitting):

,N(t)}پواسان فرآيند� t≥≥≥≥0} نرخ با را  λλλλ بگيريد نظر در.  

.2 نوع و 1 نوع :است رخداد نوع دو شامل فرآيند اين كه كنيد فرض همچنين،�

.است p-1 دومي احتمال و p اولي احتمال و مي افتند اتفاق هم از مستقل رخداد نوع دو اين�

در كه باشند 2 و 1 نوع رخدادهاي تعداد معرف به ترتيب N2(t) و N1(t) كه كنيد فرض حال�
 [0, t] مي افتند اتفاق.

N(t)    :داشت خواهيم اين صورت در� = N1(t) + N2(t)

  و λλλλp نرخ هاي با پواسان فرآيندهاي هم N2(t) و N1(t) كه داد نشان مي توان صورت اين در�
λλλλ(1-p) هستند.

pi∑∑∑∑ بايد حال هر در ولي .است امكان پذير نيز دو از بيش به انشعاب� = 1.

λ

λp

λ(1-p)
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)ادامه(خواص فرآيند پواسان 

pooled) ادغامي فرآيند :2 خاصيت� process):

  .شوند ادغام هم با مستقل پواسان فرآيند دو يعني .دارد وجود هم انشعاب عكس حالت�

:حاصل آنگاه شوند، تركيب هم با λλλλ2 و λλλλ1 نرخ هاي با N2(t) و N1(t) پواسان فرآيند دو اگر يعني�

 N(t) = N1(t) + N2(t)

λλλλ  نرخ با پواسان فرآيند يك نيز = λλλλ1+ λλλλ2 بود خواهد.

 .شوند ادغام هم با مستقل پواسان فرآيند دو از بيش يعني .است امكان پذير نيز دو از بيش حالت�
∑∑∑∑ بايد  صورت اين در λλλλi λλλλ =.

λ1

λ1+ λ2

λ2
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فرآيندهاي ماركوف

  ماركوف فرآيند تصادفي فرآيندهاي از خاص نوع يك�
 (Markov processes) است.

:مي شود تعريف زير به صورت غيرصوري به طور ماركوف فرآيند يك�

 يعني( t زمان در X ماركوف فرآيند يك (value) مقدار يا (state) حالت داشتن با�
X(t)(، آينده رفتار X  حسب بر كامل به طور X(t) بود خواهد توصيف قابل.

 از مستقل آن آينده رفتار كه است سودمند خاصيت اين داراي ماركوف فرآيند�
.است بي حافظه يعني .است آن گذشته مقادير

 به طور و هستند صف سيستم هاي حل مبنايي نظريه ماركوف فرآيندهاي�
 استفاده ارتباطي و كامپيوتري سيستم هاي كارايي مدل سازي براي گسترده
.مي شوند

.داد خواهيم قرار بررسي مورد مفصل به طور و بعداً را فرآيندها اين�

PECS#8: Stochastic Processes - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 24

فرآيندهاي تولد و مرگ

birth-death) مرگ و تولد فرآيندهاي� processes) از خاصي حالتهاي 
.مي شوند استفاده صف سيستم هاي حل در كه هستند ماركوف فرآيندهاي

.شد خواهند معرفي بعداً لزوم صورت در نيز فرآيندها اين�
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جمع بندي

 ارائه را تصادفي فرآيندهاي و متغيرها اعداد، تعاريف ابتدا جلسه اين در�
  .نموديم

 بودن بي حافظه مفهوم تعريف و نمايي توزيع دقيق تر بررسي به آنگاه،�
.پرداختيم

 اصلي خاصيت هاي و نموده معرفي را پواسان و شمارشي فرآيندهاي سپس،�
.كرديم ذكر را پواسان فرآيند

.نموديم مرگ و تولد فرآيند و ماركوف فرآيند به اشاره اي هم خاتمه در�
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