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مقدمه
 روسي رياضيدان به منتسب ماركوف فرآيندهاي نظريه�

ماركوف آندريويچ آندري نام به
 (Andrey Andreyevich Markov)  )1856 -1922( 

 سيستماتيك تحقيقات در پيشتاز افراد از كه است
.است تصادفي فرآيندهاي رياضي توصيف

Markov) ماركوف فرآيند� process) بسيار ابزاري 
 تحليل و توصيف براي كارآ و قوي منعطف،

 و كامپيوتري پوياي سيستمهاي خصوصيت هاي
.هستند غيركامپيوتري

 كامپيوتري، سيستمهاي مورد در مدلها اين مزاياي از�
 و كارآيي معيارهاي آسان استخراج و محاسبه

.است آنها از اتكاءپذيري
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مقدمه

 .است صف سيستم هاي حل  مبنايي نظريه ماركوف فرآيند�

 توصيف فن يك به عنوان اوقات از خيلي صف سيستمهاي نماد حقيقت، در�
.مي شود گرفته نظر در ماركوف فرآيندهاي انواع از برخي براي بالا سطح

 نگاشت ماركوف فرآيند از نمونه يك به مي تواند اصل در صف سيستم هر�
.شود ارزيابي فرآيند آن اساس بر رياضي روشهاي با آنگاه و شده

 اثبات ماركوف فرآيندهاي اساس بر صف سيستمهاي خصوصيت هاي اغلب�
.مي شود

 نيستند ماركوفي كه صف سيستمهاي از دسته آن براي حتي فوق متدولوژي�
 ماركوف سازي روشهاي از منظور اين براي .است بهره برداري قابل نيز

(Markovizing) متمم متغيرهاي يا (suplementary variables) براي 
.هستند استفاده قابل منظور اين
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فرآيند ماركوف

 دقيق تر بررسي مورد كه تصادفي فرآيندهاي از خاص نوع يك�
Markov) ماركوف فرآيند مي دهيم، قرار process) ناميده 

.مي شود

:مي شود تعريف زير به شكل غيرصوري به طور ماركوف فرآيند يك�
 يعني( t زمان در X ماركوف فرآيند يك (value) مقدار يا (state) حالت داشتن با�

X(t)(، آينده رفتار X  حسب بر كامل به طور X(t) بود خواهد توصيف قابل.

 آن آينده رفتار كه است سودمند خاصيت اين داراي ماركوف فرآيند�
  .است آن گذشته مقادير از مستقل

.است بي حافظه يعني�
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)ادامه(فرآيند ماركوف 

 تعريف زير به صورت ماركوف فرآيند صوري، و دقيق بيان به �
:مي شود

Markovian) ماركوفي خاصيت داراي {X(t)} فرآيند� property) بي حافظگي يا  
t  زمان در X(t) مقدار داشتن با اگر است ∈∈∈∈T، آينده مسير X(s) براي s > t دانستن  به  
u براي X(u) گذشته سابقه اينكه < t براي يعني .باشد نداشته بستگي است بوده چه t1

< … < tn < tn+1 باشيم داشته:

P[X(tn+1) = xn+1 | X(tn) = xn, ..., X(t1) = x1] = P[X(tn+1) = xn+1 | X(tn) = xn]

Morteza Zakeri
Highlight
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زنجيره ماركوف

Markov) ماركوف زنجيره يك� chain)، فضاي داراي ماركوف فرآيند يك 
.است گسسته حالت

 در حالتي فضاي داراي ماركوف زنجيره يك كه مي كنيم فرض هميشه ما�
,0} مجموعه 1,  (time-homogeneous) همگن -  زمان نيز و است {…,2
 .است

:مي شود تعريف زير به صورت ماركوف زنجيره زمان همگن بودن�
.نباشد وابسته است شده مشاهده سيستم موقع چه اينكه به سيستم رفتار�

transition) گذر نرخهاي تر، دقيق عبارت به� rates) كه زماني از مستقل حالتها بين 
:باشيم داشته هاs و هاt همه براي اين بر بنا .باشد افتد مي اتفاق آن در گذر

P[X(t + k) = xk | X(t) = xj] = P[X(s + k) = xk | X(s) = xj ]
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زمان-زنجيره هاي ماركوف گسسته

:DTMC)  زمان-گسسته ماركوف زنجيره يك� discrete-time M.C.) 
:اگر است

Pij شده، داده j و i ازاي به كه كنيد توجه�
(k) است عدد يك.

�Pij
(k) اگر اينكه احتمال به عنوان مي تواند X مقدار داراي i از بعد است k زماني گام
 (time-step) مقدار داراي j ،شود توصيف بشود.

Pij از اغلب�
Pij به جاي 

one-step) گامي يك احتمال :مي شود استفاده (1) probability).  

Morteza Zakeri
Highlight
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ماتريس احتمال گذر

 به ماتريس يك بگيريم، نظر در را هاPij همه ما اگر حقيقت در�
P شكل = {pij} ماركوف زنجيره هر مشخصه كه داشته خواهيم 
:TPM) گذر احتمال ماتريس آن به و بوده transition probability matrix)  

:است nxn ماتريس يك كه مي گوييم،
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بردار احتمال اشغال حالت

state) حالت اشغال احتمال بردار حال� occupancy probability vector) را 
:مي  كنيم تعريف

row) رديفي بردار يك π كه كنيد فرض� vector) عنصر .باشد i-با را بردار اين ام πi 
:مي دهيم نشان

[π1 , π2 , π3 , … π|S|]   =π 
 بعد DTMC كه بود خواهد آن احتمال πi(k) آنگاه باشد، حالت اشغال بردار يك π اگر�

 .)باشد i حالت در يا( بشود  i مقدار داراي زماني گام k از

  n اندازه به حالت فضاي داراي مي دهيم نشان  X با كه DTMC يك كه كنيد فرض�
S يعني( است = {1, 2, …, n}(. كه مي گوييم صوري بيان به:

πi(k) = P[X(k) = i]

:داريم k زمانهاي همه براي كه كنيد توجه�
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محاسبه بردار احتمال اشغال حالت

زمان در جلو به مجزا گام يك حالت اشغال احتمال بردار محاسبه�
 (a single step forward in time) است زمان در.

,i براي Pij و باشيم داشته را )اوليه احتمال بردار( π(0) اگر� j = 1, 2,…, n، 
كنيم؟ محاسبه را π(1) مي توانيم چگونه

:بياوريد ياد به را Pij تعريف ابتدا�

 :داريم چون�

P[X(k) به توجه با آنگاه� = i] = πi(k) تعريف و DTMC داشت خواهيم:

The law of total probability:
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محاسبه بردار احتمال اشغال حالت

:داريم ديديم كه آنچه به توجه با اين بنابر�

 بردار ضرب مشابه فوق محاسبه و است صادق j مقادير همه براي كه
:داشت خواهيم و است ماتريس در

π(1) = π(0) P

π(0) و هستند رديفي بردارهاي π(1) و π(0) آن در كه� P ضرب يك 
 .است ماتريس در بردار

 به مي توانيم ما كه است اين مي شود حاصل كه مهمي نتيجه�
  حالت اشغال احتمال بردار يك حسب بر را DTMC يك آساني

)π( گذر احتمال ماتريس يك و )P( كنيم مشخص.
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زمان-زنجيره هاي ماركوف گسستهرفتار حالت گذاري

نمود؟ محاسبه را ππππ(k) مي  توان چطور ،P و π π π π(0)  داشتن با�

:است زير  به صورت قبلي رابطه عمومي حالت�

ππππ(k) = ππππ(k-1)P

ππππ(k-1) چون همچنين،� = ππππ(k-2)P بنويسيم مي توانيم:

ππππ(k) = (ππππ(k-2)P)P = ππππ(k-2)P2

ππππ(k-2) چون مشابه، به طور� = ππππ(k-3)P داشت خواهيم:

ππππ(k) = [(ππππ(k-3)P]P2 = ππππ(k-3)P3

:داريم كه ديد مي توان به آساني فوق عمل تكرار با�

ππππ(k) = ππππ(0)Pk
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زمان-يك مثال از زنجيره هاي ماركوف گسسته

:است شده مدل زير به صورت شهر يك هواي كه كنيد فرض�
  با و ابري 0.3 احتمال با بود، خواهد آفتابي نيز فردا 0.6 احتمال با است، آفتابي هوا امروز اگر�

.بود خواهد باراني 0.1 احتمال

 0.15 احتمال با و ابري  فردا 0.45 احتمال با آفتابي، فردا 0.4 احتمال با است، ابري هوا امروز اگر�
.بود خواهد باراني فردا

 0.25 احتمال با و ابري فردا 0.6 احتمال با آفتابي، فردا 0.15 احتمال با است، باراني امروز اگر�
.بود خواهد باراني فردا

 خواهد چه دوشنبه براي هوا پيش بيني باشد، باراني جمعه اگر حال�
بود؟

چرا؟ است؟ ماركوفي زنجيره نوع چه هوا وضع مدل�
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زمان-يك مثال از زنجيره هاي ماركوف گسسته

:چون .است DTMC يك هوا وضع مدل واضح به طور�
.دارد بستگي جاري حالت به تنها آينده رفتار�

.هستند گسسته دو هر )باراني و ابري آفتابي،( حالت و )هفته روزهاي( زمان�

.است همگن نيز  زمان همچنين�

�DTMC را 2 آفتابي، به را 1 كه دهيد اجازه .است حالت سه داراي هوا وضع  
 جمعه در زمان كه كنيد فرض همچنين .كنيم منتسب باراني به را 3 و ابري به

:آنگاه .است صفر
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زمان-حل مثال زنجيره هاي ماركوف گسسته

:از است عبارت مي شود داده نشان π(1)  با كه شنبه در هوا وضع�

.بود خواهد باراني 0.25 احتمال با و ابري 0.6 احتمال با آفتابي، 0.15 احتمال با نتيجه در كه

:از است عبارت مي شود داده نشان π(2)  با كه يكشنبه در هوا وضع�

:از است عبارت مي شود داده نشان π(3)  با كه دوشنبه در هوا وضع�

 خواهد باراني 0.15 احتمال با و ابري 0.42 احتمال با آفتابي، 0.43 احتمال با نتيجه در كه
.بود
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زمان-حل مثال زنجيره هاي ماركوف گسسته

     :داريم زيرا .كنيم محاسبه را P3 كه است اين ديگر حل راه�

π(3) = π(0) P3 

 مثال از بزرگتر مدل اگر مخصوصاً .است خطا معرض در و دشوار دستي، حل�
.باشد حالت زيادي تعداد داراي و باشد فوق

 تحليل ها اين گونه براي گسترده به طور نرم افزاري بسته هاي از اينرو از�
.)MATLAB يا Maple نظير( مي شود استفاده

 حساب P(…P(P(π(0)P))…) بوسيله را π(k) نرم افزاري بسته هاي اين�
چرا؟ .كنند حساب را Pk آنكه به جاي مي كنند،
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زمان-حل مثال زنجيره هاي ماركوف گسسته

 حساب P(…P(P(π(0)P))…)  بوسيله را π(k) نرم افزاري بسته هاي اين�
چرا؟ .كنند حساب را Pk آنكه به جاي مي كنند،

 خواهد )ماتريس يك حداقل اندازه به( بيشتري حافظه به نياز Pk مستقيم محاسبه�
  .داشت

  نيز P(…P(P(π(0)P))…) و شد خواهد رديفي بردار يك  π(0)P حاصل كه حالي در�
.داشت خواهد نياز  حافظه بردار يك به تماماً
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نمايش گرافيكي زنجيره هاي ماركوف

 با را هاDTMC كه است مناسب كوچك، ماركوف زنجيره هاي مورد در اغلب�
directed) جهت دار گراف يك graph) گذر-حالت نمودار يك يا
 (STD: state transition diagram) دهيم نشان:

.هستند حالتها با متناظر رئوس�

.شده اند برچسب گذاري احتمالات توسط يالها�

:داريم هوا وضع پيش بيني مدل مورد در مثال براي�
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مدل ماركوف يك كامپيوتر ساده: مثال

 :است (failed) خراب يا  (working) كار حال در يا ،(idle) بيكار يا كامپيوتر يك�

clock)ساعت سيكل يك در است، بيكار كامپيوتر كه وقتي� cycle)، احتمال با برنامه ها Parr وارد 
  .مي شوند

  .مي شوند كامل ساعت سيكل يك در Pcom احتمال با برنامه ها است، كار حال در كامپيوتر كه وقتي�

  .مي شود خراب Pfi احتمال با است بيكار وقتي و Pfb احتمال با است كار درحال كامپيوتر كه وقتي�

.مي شود تعمير ساعت سيكل يك در Pr احتمال با است خراب كامپيوتر كه وقتي�
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زمان-زنجيره هاي ماركوف گسستهرفتار حالت پايدار

 و سر طولاني زماني بازه يك از پس سيستم ها رفتار با اغلب كارآيي ارزيابي�
  .دارد كار

 .مي شود تعريف سيستم در رخدادها بين زمان به توجه با طولاني زماني بازه�
 كه است ممكن مدلساز زيرا .دارد اهميت خيلي فوق نكته مدلسازي ديدگاه از�

 رفتار نمودن لحاظ با .كند مشخص را سيستم اوليه حالت كه باشد مجبور
 بين از حالت اين در اوليه حالت دلخواه انتخاب تاثير مدت، بلند در سيستم
 .است رفته

steady) پايدار حالت اين بر بنا� state) تعادل حالت يا (equilibrium)  
 شده خنثي اوليه حالت تاثير كه است زماني آن با متناظر سيستم يا مدل
.است

 كه است شده حالتي يك وارد سيستم كه نيست معني اين به فوق نكته�
 داراي مدل رفتار كه است معني اين به بلكه .كند گذر آن از نمي تواند
 فضاي در (predictability) پيش بيني قابليت يا  (regularity) قانونمندي

 .است حالت
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زمان-زنجيره هاي ماركوف گسستهرفتار حالت پايدار

time-limiting) رفتار زماني حد كه است مفيد اغلب� behavior) يك 
DTMC بدانيم را.

 كه است، (long-term) مدت طولاني رفتار ،"رفتار زماني حد" از منظور�
.است رسيده (steady-state) پايدار حالت يك به سيستم

.هستيم                    محاسبه به دنبال ما صوري به طور�

.كنيم محاسبه را                       بايد ما آن محاسبه براي حقيقت در�

...دارد وجود مختلفي راه حلهاي آن محاسبه براي كه�

Morteza Zakeri
Highlight
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زمان-زنجيره هاي ماركوف گسستهرفتار حالت پايدار

 .است بزرگ خيلي n يك براي π(n) محاسبه حد، محاسبه حل راه ساده ترين�
π(n+1) صورت آن در� ≅≅≅≅ π(n) كه باشيم داشته اعتقاد مي توانيم و بود خواهد  

π(n) است پايدار حالت از خوبي تقريب. 
.بود خواهد ناكارآمد باشد، بزرگ خيلي n كه صورتي در روش اين اما�

:داشتيم اما�
π(n+1) = π(n) P

if n→ ∞→ ∞→ ∞→ ∞ => π(∞∞∞∞+1) = π(∞∞∞∞) P

=> π(∞∞∞∞) = π(∞∞∞∞) P

=> π* = π* P

*π خطي معادله است كافي پس� = π* P يا π=πP تا شود حل π*  يا π 
.است پايدار حالت احتمالات بردار همان كه آيد بدست

 ارائه ماركوف زنجيره هاي حالتهاي دسته بنديهاي از پس اصلي حل راه�
.مي شود
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زمان-دسته بندي حالتهاي زنجيره هاي ماركوف گسسته

.است آسانتر بسيار ديگر برخي از هاDTMC از برخي پايدار حالت حل�

  تعدادي ارائه به نياز ما نه يا است آسان DTMC يك حل اينكه تعيين براي�
:داريم تعريف

accessible) دسترس  قابل ،j حالت يك به :1 تعريف� or reachable) از 
Pij كه طوري باشد داشته وجود n≥≥≥≥1 يك اگر گويند i حالت

(n)>0 باشد.  
i→→→→j   :مي نويسيم صورت آن در�

Pij  :كه بياوريد بياد :توجه�
(n) = P[X(n)=j|X(0)=i]

  غيرصفر يالهاي از مسير يك كه است معني اين به گرافيكي نمايش در دسترس پذيري�
 دسترس قابل i حالت از j حالت صورت آن در .باشد داشته وجود j گره به i گره از

.است
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زمان-دسته بندي حالتهاي زنجيره هاي ماركوف گسسته

 هر اگر گويند (irreducible) كاهش ناپذير DTMC يك به :2 تعريف�
.باشد دسترس قابل حالتها ساير از آن حالت

:اگر است كاهش ناپذير DTMC يك صوري، به طور�

i→→→→j for all i, j ∈∈∈∈ S

!نباشد كاهش ناپذير اگر گويند (reducible) كاهش پذير DTMC يك�

:است كاهش پذير DTMC يك زير مثال�
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زمان-دسته بندي حالتهاي زنجيره هاي ماركوف گسسته

 كه است لازم منظور اين براي .است آسانتر كاهش ناپذير DTMC يك حل�
:شود حل زير خطي معادله

π = π P

  .ديد خواهيم بعداً آنرا بودن درست دليل�

   .گيرد قرار بحث مورد بايد كه دارد وجود ديگري مساله آن از قبل اما،�
DTMC بگيريد نظر در را زير:

چرا؟ !نه دارد؟ وجود                   آيا�
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زمان-دسته بندي حالتهاي زنجيره هاي ماركوف گسسته

Pii اگر مي شود گفته d تناوب دوره با متناوب i حالت به :3 تعريف�
(n)>0 فقط 

.باشد d از مضربي n كه وقتي
 :است (aperiodic) نامتناوب i كه مي شود گفته باشد، d=1 اگر�

  .باشد يك با برابر مختلف تناوب دوره هاي (GCD) مشترك مقسوم عليه بزرگترين اگر يعني�
,d=GCD(2 كه است ... ،6 ،4 ،2 تناوب دوره هاي فوق شكل مثال در� 4, 6,   پس .است 2=(...

.هستند متناوب حالت دو هر

dساده كامپيوتر يا هوا وضع پيش بيني مثال در اما� = GCD(1,2,3, ..) =  همه پس .است 1
.هستند نامتناوب حالتها

 كاهش ناپذير DTMC يك براي پايدار حالت حل نتيجه در و رفتاري حد�
  .باشند نامتناوب آن حالت هاي همه اگر دارد، وجود

  نامتناوب ،كاهش ناپذير كه DTMC يك به مراجع، از خيلي در�
recurrent( غيرتهي بازگشتي و non-null( ،ارگوديك باشد (ergodic) 

.مي شود گفته

PECS #9 - Markov Chains - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 28

DTMCحل حالت پايدار 

π خطي معادله حل با DTMC پايدار حالت رفتار� = πP نمودن لحاظ با و 
ΣΣΣΣπi  كه محدوديت اين =  :است محاسبه قابل 1
  .است (unique) يگانه حل اين كه داد نشان مي توان كاهش ناپذير هايDTMC براي�

  .بود خواهد )پايدار حالت احتمالات( π* فوق حل حاصل است كاهش ناپذير DTMC يك اگر�

  جريان معادلات از استفاده با π=πP خطي معادله آوردن بدست نحوه اما�
 (flow equations) است پذير امكان هم. 

:GBE) سراسري توازن معادلات جريان معادلات به� global balance equations) گفته هم  
.مي شود

...دارند بيشتري توضيح به نياز جريان معادلات اين�

Morteza Zakeri
Highlight

Morteza Zakeri
Textbox
یعنی احتمال بازگشت به هر حالت در تعداد گام متناهی وجود داشته باشد
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معادلات جريان

 (πi) اشغال بودن احتمالات گره ها به كه كنيد تصور را DTMC يك گراف�
:است شده منتسب

:يعني .باشد برقرار بايد هاπi بودن احتمال شرط�

probability) "احتمال جرم" πiPij كه دهيد اجازه� mass) با كه باشد آن 
.برويم j حالت به  i حالت از گام يك

.مي شود گفته هم (flux) شار يا (flow) جريان احتمالي، جرم به�
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معادلات جريان

:داشت خواهيم i مثل حالتي براي�

iجريان ورودي به حالت =  iجريان خروجي از حالت 

π همان ماتريسي، شكل به  آن نوشتن كه� P = π بود خواهد.
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يك سيستم كامپيوتري با دو پردازنده و يك حافظه مشترك DTMC: مثال

  ساعت سيكل هر در مشترك حافظه به پردازنده دو از يكي دسترسي احتمال�
(clock cycle) با برابر پردازنده p حافظه به دسترسي همچنين .است 

 خواهيم آنگاه .مي يابد خاتمه q احتمال با ساعت سيكل يك در مشترك
:داشت

.ندارند دسترسي مشترك حافظه به پردازنده دو از هيچكدام :1 حالت�

.دارد دسترسي مشترك حافظه به پردازنده دو از يكي :2 حالت�

:از بود خواهد عبارت P ماتريس آنگاه�
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يك سيستم كامپيوتري با دو پردازنده و يك حافظه مشترك DTMC: مثال

π    :پايدار حالت احتمالات بردار� = [π1, π2]

π:آنگاه� P = π

[π1, π2] = [π1, π2] 

ππππ1 (1-p) + ππππ2 q = ππππ1

ππππ1 p + ππππ2 (1-q) = ππππ2

ππππ1 + ππππ2 = 1

:داشت خواهيم حل از پس�
ππππ1 = q/(p+q)   و    ππππ2 = p/(p+q)

:)يا توزيع احتمالي حالت پايدار(يا بردار احتمالات حالت پايدار �

ππππ* = [q/(p+q),  p/(p+q)]
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يك سيستم كامپيوتري با دو پردازنده و يك حافظه مشترك DTMC: مثال

  :بنويسيم هم مستقيم به طور را جريان معادلات مي توانيم�
 شونده خارج با شونده وارد جريان گره هر براي”

 “است برابر

ππππ1 (1-p) + ππππ2 q = ππππ1 (1-p) + ππππ1 p ππππ1 (1-p) + ππππ2 q = ππππ1

ππππ2 (1-q) + ππππ1 p = ππππ2 (1-q) + ππππ2 q => ππππ1 q + ππππ2 (1-q) = ππππ2

ππππ1 + ππππ2 = 1 ππππ1 + ππππ2 = 1

:داشت خواهيم حل از پس و است قبلي معادلات همان كه�
ππππ1 = q/(p+q)   و    ππππ2 = p/(p+q)

:)يا توزيع احتمالي حالت پايدار(يا بردار احتمالات حالت پايدار �

ππππ* = [q/(p+q),  p/(p+q)]

.نوشتن معادلات جريان از روي زنجيره ماركوف روش آسانتري است�
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زمان-زنجيره هاي ماركوف پيوسته

 برابر زمان داراي ديگر حالتي به حالت هر از گذر زمان،-گسسته ماركوف زنجيره هاي در�
.است

 زمان يعني .مي افتند اتفاق زمان از نقطه هر در رخدادها نظر، مورد سيستم هاي اغلب در اما�
 .است پيوسته تصادفي متغير يك طبق ديگر حالتي به حالت هر از گذر

.بپردازيم CTMCs مطالعه به ما كه مي شود باعث امر اين�

�CTMC براي ماركوفي خاصيت( مي شود تعريف زير به صورت CTMC(:

:دارد وجود هم CTMC مورد در زمان بودن همگن مفهوم�
P[X(t + τ) = xk | X(t) = xj] = P[X(s + τ) = xk | X(s) = xj ]
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زمان-خصوصيت هاي زنجيره هاي ماركوف پيوسته

.بود نخواهد مفيد خيلي ندانيم آنرا خصوصيت هاي كه زماني تا CTMC تعريف�

 بوده i حالت در CTMC مدت چه قبلاً كه است آن از مستقل pij(ττττ) كه كنيد توجه ابتدا در�
  :كه صورت اين به .است

.است (memoryless) بودن بي حافظه تعريف همان CTMC براي فوق تعريف�

 نمايي تصادفي متغير آن و است فوق خاصيت داراي كه است پيوسته تصادفي متغير يك تنها�
 .است

 :است رابطه داراي نمايي توزيع با CTMC كه مي شود مشخص اينجا از�

.است نمايي توزيع داراي ديگر حالت به حالتي از گذر زمان�
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حالت-گذر-ماتريس نرخ

 نرخ-گذر ماتريس يك و π(0) اوليه توزيع يك از استفاده با CTMC يك�
(transition-rate matrix) كوچك بي نهايت مولد ماتريس آن به كه   

(infinitesimal generator matrix) قابل كامل به طور مي شود، گفته نيز 
.است توصيف

Q حالت-گذر-نرخ ماتريس� = [qij] مي شود تعريف زير به صورت:
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زمان-يك مثال ساده از زنجيره هاي ماركوف پيوسته

  خراب يا  (working) كار حال در يا ،(idle) بيكار يا كامپيوتر يك�
(failed) است:  

 αααα نرخ با نمايي توزيع يك طبق برنامه ها است، بيكار كامپيوتر كه وقتي�
 .مي شوند كامل ββββ  نرخ با نمايي توزيع يك طبق و مي شوند وارد

  وقتي وλ λ λ λw  نرخ با نمايي توزيع طبق است كار درحال كامپيوتر كه وقتي�
.مي شود خراب λλλλi نرخ با نمايي توزيع طبق است بيكار
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زمان-يك مثال ساده از زنجيره هاي ماركوف پيوسته

  :CTMC حالتهاي�

�X=1 بيكار، حالت نشان دهنده  

�X=2 و كار حال در حالت نشان  دهنده 

�X=3 خرابي حالت نشان دهنده.

:Q ماتريس�
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زمان-يك مثال ساده از زنجيره هاي ماركوف پيوسته

 فوق كامپيوتر تعمير زمان اگر :مي دهيم فوق مثال در كوچك تغيير يك حال�
.باشد µµµµ نرخ با نمايي توزيع داراي

� CTMC بود خواهد زير به صورت جديد:
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زمان-يك مثال ساده از زنجيره هاي ماركوف پيوسته

 فوق مدل از استفاده با ساده كامپيوتر مدل مورد در زير سئوالات�
:است دادن پاسخ قابل

 دسترسي قابليت(  t زمان در ساده كامپيوتر (availability) دسترسي قابليت�
است؟ چقدر )لحظه اي

است؟ چقدر ساده كامپيوتر )(MTTF خرابي تا زمان ميانگين�

است؟ چقدر ساده كامپيوتر پاسخ زمان�

 واحد در پردازش شده كارهاي تعداد( ساده كامپيوتر (throughput) عملياتي توان�
است؟ چقدر تعميرات و خرابيها آوردن به حساب با )زمان

.غيره و�
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زمان-انواع حل زنجيره هاي ماركوف پيوسته

 اتكاءپذيري معيارهاي جزء هستند زمان به وابسته كه سئوالاتي�
transient)گذراي حل با و بوده solution) CTMC داده پاسخ 

  .مي شوند

.MTTF و لحظه اي دسترسي قابليت :نظير�

 معيارهاي جزء هستند پايدار حالت به مربوط كه سئوالاتي اما�
steady-state)پايدار حالت حل با و بوده كارآيي solution) 

CTMC مي شوند داده پاسخ.  

عملياتي توان يا پاسخ زمان :نظير�
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زمان-حل گذاري زنجيره هاي ماركوف پيوسته

:مي شود تعريف زير صورت به CTMC گذاري رفتار�

است؟ آمده بدست كجا از رابطه اين�

  .است مشكل حالتها برخي در فوق ديفرانسيل معادله حل�

 ديفرانسيل معادله حل به انجام پذيري، و اتكاءپذيري ارزيابي براي�
.هستيم نيازمند ππππ(t) توزيع آوردن بدست و فوق

Qtt
dt

d
)()( ππ =

Morteza Zakeri
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Morteza Zakeri
Highlight
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زمان-حل گذاري زنجيره هاي ماركوف پيوسته

  :دارد وجود فوق ديفرانسيل معادله حل براي روش سه اما�
ππππ(t) معادلهلاپلاس، تبديل فن از استفاده با1. = ππππ(0) eQt شود؛ حل صريح طور به

ππππ'(t) معادله،عددي انتگرال روشهاي از استفاده با2. = ππππ(t) Q يا شود؛ حل 

ππππ(n+1) بازگشتي رابطه3. = ππππ(n) Q شود حل.  

 پايدار حالت حل هدف و نمي پردازيم CTMC گذراي حل به درس اين در ما�
 .است نياز مورد كارايي ارزيابي مورد در كه است

.مي رسند پايدار حالت به اغلب كارآيي مدل هاي�
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زمان-حل حالت پايدار زنجيره هاي ماركوف پيوسته

 نامتناوب مفهوم اما .است مطرح  هم CTMC مورد در كاهش ناپذيري مفهوم�
 خود به طول به كمان يك داراي CTMC گره هاي همه زيرا .ندارد معني بودن
residence) اقامت زمان آن به كه را مدتي و هستند time or sojourn time) 
 منفي نمايي توزيع داراي اقامت زمان اين .مي مانند حالت هر در مي شود، گفته
 نشان اصلاً كمانهايي چنين ،CTMC حالت-گذر نمودار در اينرو، از .است
  .نمي شوند داده

.مي كند كفايت كاهش ناپذير شرط  ،CTMC يك بودن ارگوديك براي اين، بر بنا�

 به صورتCTMC پايدار حالت حل باشد، ارگوديك CTMC يك چنانچه�
*π :شود انجام مي تواند زير Q=0

  :آن در كه�
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زمان-حل حالت پايدار زنجيره هاي ماركوف پيوسته

*π به رسيدن راه يك� Q=0، است جريان معادلات از استفاده:
iحالت  جريان جرم احتمالي خارج شونده از=   iجريان جرم احتمالي وارد  شونده به حالت 

 در بودن احتمال  كه ،πiqij با است برابر ساده به طور ،i حالت از خارج شونده احتمالي جرم جريان�
 .است  j حالت به  i حالت  از )انتقال( گذر نرخ در ضرب i حالت
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زمان-حل حالت پايدار زنجيره هاي ماركوف پيوسته

                   محدوديت داشتن با آنگاه باشد، كاهش ناپذير CTMC كه وقتي�
.نمود محاسبه را *πمي توان

 نياز مورد پيچيده اي حل روشهاي نباشد، كاهش ناپذير CTMC كه وقتي اما�
.است

*π π π π  به صورت را پايدار حالت خطي معادلات دستگاه� Q = .مي نويسيم0

  داراي معادلات دستگاه( نمي شود منجر واحد نتيجه يك به فوق دستگاه حل�
 .)است جواب چندين

 تضمين را يكتا جواب داشتن تا مي كنيم اصافه را  فوق محدوديت اينرو از�
.كنيم
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يك سيستم كامپيوتري داراي دو پردازنده و يك حافظه مشترك CTMC: مثال

 مشترك حافظه به ها پردازنده دسترسي درخواستهاي صدور بين زمان توزيع�
 با نمايي توزيع داراي مشترك حافظه به دسترسي زمان و بوده λλλλ نرخ با نمايي
:آنگاه .است µµµµ نرخ

.ندارند دسترسي مشترك حافظه به پردازنده دو از هيچكدام :1 حالت�

.دارد دسترسي مشترك حافظه به پردازنده دو از يكي :2 حالت�
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يك سيستم كامپيوتري داراي دو پردازنده و يك حافظه مشترك CTMCحل : مثال

:مي كنيم حل و نوشته را جريان معادلات دستگاه حال�

0 = -λλλλππππ1 + µµµµ ππππ2

0 = λλλλππππ1 -µµµµ ππππ2 => ππππ1 = µµµµ/(λλλλ+µµµµ) ππππ2 = λλλλ /(λλλλ+µµµµ)

1 = ππππ1 + ππππ2

=> ππππ* = [µµµµ/(λλλλ+µµµµ), λλλλ /(λλλλ+µµµµ)]

:محاسبه قابل معيارهاي•
مشترك؟ حافظه بهره وري•

مشترك؟ حافظه عملياتي توان•

مشترك؟ حافظه به دسترسي حال در پردازنده هاي تعداد ميانگين•

مشترك؟ حافظه منتظر پردازنده هاي تعداد ميانگين•

مشترك؟ حافظه پاسخ زمان ميانگين•

؟مشترك حافظه انتظار زمان ميانگين•
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يك سيستم كامپيوتري داراي دو پردازنده و يك حافظه مشترك CTMCحل : مثال

:محاسبه قابل معيارهاي�
ππππ2 مشترك؟ حافظه وري بهره• = λλλλ /(λλλλ+µµµµ)

ππππ2µµµµ = λλλλ مشترك؟ حافظه عملياتي توان• µµµµ /(λλλλ+µµµµ)

ππππ2 مشترك؟ حافظه به دسترسي حال در هاي پردازنده تعداد ميانگين•

0 مشترك؟ حافظه منتظر پردازنده هاي تعداد ميانگين•

µµµµ/1؟مشترك حافظه پاسخ زمان ميانگين•

0 ؟مشترك حافظه انتظار زمان ميانگين•
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زمان-حل عددي زنجيره هاي ماركوف پيوسته

  خطي جبر نرم افزارهاي در كه معادلات دستگاه عددي حل روشهاي انواع�
:از عبارتند مي شوند استفاده

direct) مستقيم روشهاي� methods)

iterative) تكراري روشهاي� methods)
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روشهاي مستقيم حل دستگاه معادلات

گاوس حذفي روش  از استفاده خطي، معادلات دستگاه حل مستقيم حل راه�
 (Gauss-elimination)  (يا Gauss–Jordan elimination( است. 

:از عبارتند روشها اين مزاياي�
.مي كنند تضمين را جواب آوردن بدست كه دارد وجود مناسبي عددي روشهاي�

.است پيش بيني قابل حل روش كارآيي�

.دارد وجود روشها اين براي متعددي نرم افزاري بسته هاي�

 بزرگ بسيار ماتريس يك ،Q ماتريس اغلب كه است اين فوق روش عيب�
 (sparse) خلوت اغلب و بوده حالت ميليونها بلكه و هزاران داراي كه است
.است ضعيفي كارايي داراي فراوان حافظه به نياز ضمن روش نتيجه در .است
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روشهاي تكراري حل دستگاه معادلات

  سايدل- گاوس و (Jacobbi) ژاكوبي روش مثل ايستا تكراري روشهاي�
(Gauss-Seidel)، نوشت  زير به صورت را آنها مي توان كه هستند روشهايي:

ππππ(k+1) = ππππ(k) M

 جواب آنگاه  .است )ايستا( ثابت ماتريس يك M و جواب بردار ππππ آن در كه
.مي شود داده نشان *ππππ با معادلات دستگاه

 تكرار يك كه دارد، نياز ماتريس در بردار ضرب يك به ππππ(k) از ππππ(k+1) محاسبه�
(iteration) مي شود ناميده.
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روشهاي تكراري ايستاي حل دستگاه معادلات

*ππππ :داشتيم DTMC مورد در� = ππππ* P

M صورت اين در� = P باشيم داشته مي توانيم و: ππππ(k+1) = ππππ(k) P

*ππππ :داريم  CTMC مورد در اما� Q = 0  
M :كنيم فرض مي توانيم حال� = Q + I آن در كه I  است يكهّ قطري ماتريس يك.

  :داشت خواهيم صورت اين در�

ππππ* Q = 0 =>    ππππ* (M-I) = 0 => ππππ* M = ππππ*

ππππ(k+1) :باشيم داشته مي توانيم نتيجه در� = ππππ(k) M
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سايدل-روش تكراري گاوس

A معادلات دستگاه براي� x = b سايدل-گاوس روش:

 :آن در كه�
�D  قطري ماتريس (diagonal) ماتريس A  است.

�L  محكم پايين كران مثلثي ماتريس (strictly lower triangular):

strictly) محكم بالاي كران مثلثي ماتريس U و� upper triangular):

D =
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سايدل-روش تكراري گاوس

: داشت خواهيم منظور اين براي�

:است استفاده قابل حل براي زير الگوريتم آنگاه�

:سايدل-گاوس روش خواص�
.درارد نياز π و Q به فقط زيرا .است كارآمد حافظه نظر از�

.مي شود همگرا ژاكوبي روش از سريعتر�

جمع بندي

 را ماركوف فرآيندهاي اوليه تعاريف و مفاهيم ابتدا فصل اين در�
.نموديم ارائه

 و نموده معرفي را زمان-گسسته ماركوف زنجيره هاي آنگاه�
.كرديم ارائه را آنها پايدار حالت و گذرا حل روشهاي

 و گذرا حل روشهاي و زمان-پيوسته ماركوف زنجيره هاي سپس�
.نموديم معرفي را آنها پايدار حالت

 ماركوف زنجيره هاي عددي حل روشهاي به اشاره اي هم خاتمه در�
.نموديم


