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مقدمه
queueing) صف مدل هاي� models) هستند كاربرد داراي متنوعي زمينه هاي در. 

:است شده ارائه صف مدلهاي از ساده اي نماي زير شكل در�

جمعيت مشتريان بالقوه          دهنده       خط انتظار مشتريان  سرويس

    (server)      (waiting line of customers)       (population of potential customers)
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مقدمه
صف سيستم هاي كارايي ارزيابي براي را قدرتمندي ابزار صف مدلهاي�

(queueing systems) فراهم سيستم تحليل گران براي مختلف كاربردهاي و زمينه ها در 
.مي كنند

:از عبارتند آورد بدست صف مدلهاي ارزيابي با مي توان كه مهمي كارايي معيارهاي�

server) سرويس دهنده بهره وري� utilization)،

length) انتظار خط طول� of waiting lines) و

delay)  مشتريان تاخير� of customers).

.است امكان پذير تحليلي و رياضي روشهاي با ساده سيستم هاي براي فوق معيارهاي محاسبه�

.مي گيرد قرار استفاده مورد كامپيوتري شبيه سازي پيچيده، سيستم هاي واقعي مدلهاي براي اما�

 و ماركوفي صف مدلهاي نمادها، صف، سيستم هاي ويژگيهاي با آشنايي از پس ادامه در�
.مي شوند معرفي كارايي ارزيابي در مدلها اين كاربردهاي
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ويژگيهاي سيستم هاي صف
  ارائه محل دستگاه،( سيستم يك به كه درخواست كننده هر به :(customer) مشتري�

 سيستم آن مشتري مي كند دريافت سرويس و شده وارد )غيره و سيستم كامپيوتري، خدمت،
  .مي شود گفته

.غيره و الكترونيكي پست پيغامهاي كاميون ها، ماشين ها، مردم، :مثال�

 كه  (resource) منبعي هر به  :(server) )خدمت دهنده( سرويس دهنده�
 .مي كند ارائه مشتريانش به را درخواستي سرويس هاي

.غيره و كامپيوتري، سيستم يك پردازنده فرودگاه، باندهاي تعميركاران، :مثال�

PECS#13 - Fundamentals of Queueing Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 6

ويژگيهاي سيستم هاي صف
 ممكن كه مي شود گفته صف سيستم يك بالقوه مشتريان به :(population) جمعيت�

 .كنند استفاده آن سرويس هاي از و شده سيستم وارد است

:باشد  (infinite) نامتناهي يا (finite) متناهي مي تواند صف جمعيت�

finite) متناهي جمعيت داراي مدل هاي� population model):  ورود نرخ اگر (arrival rate) به مشتريان  
 متناهي جمعيت داراي مدل باشد، سرويس دريافت منتظر يا سرويس حال در مشتريان تعداد به وابسته صف سيستم
  .است

infinite) نامتناهي جمعيت داراي مدل هاي� population model):  ورود نرخ اگر (arrival rate) 
  جمعيت داراي مدل نباشد، سرويس دريافت منتظر يا سرويس حال در مشتريان تعداد از متاثر صف سيستم به مشتريان
  جزء ما همه مثلاً .هستند نوع اين از باشند، بالقوه مشتريان از بزرگي جمعيت داراي كه سيستم هايي .است نامتناهي
  .است نامتناهي جمعيت داراي بانك اين برا بنا .هستيم بانك بالقوه مشتريان
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)ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
system) سيستم ظرفيت� capacity) : متنظر مشتريان تعداد براي كه را محدوديتي 

:مي كند مشخص را دارد وجود سيستم يك سرويس حال در يا

limited) محدود ظرفيت� capacity): داراي كه است ممكن اتوماتيك كارواش يك مثال براي  
 جديد ماشين نشود، خارج و شسته قبلي ماشين هاي از يكي تا .باشد منتظر ماشينهاي براي 10 ظرفيت
.نمي شود پذيرش

unlimited) نامحدود ظرفيت� capacity): مي تواند كنسرت بليط فروش صف مثال براي 
.شود فروخته بليط منتظرند كه كساني همه به و باشد نامحدود

 به شده وارد مشتريان تعداد اگر يعني .است محدود سيستم ظرفيت اوقات اغلب�
  قبل و نمي شود داده سيستم به ورود اجازه جديد مشتريان به ديگر شود بيشتر حدي از سيستم

.مي شوند (reject) طرد ورود از

queue) صف ظرفيت� capacity)  انتظار صف مكانهاي تعداد شامل كه است مطرح هم 
 .است

  به( سرويس حال در مشتريان تعداد به علاوه صف ظرفيت شامل صف، سيستم ظرفيت اما�
 .است )موازي سرويس دهنده هاي تعداد
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)ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
arrival) ورود فرآيند� process):  ورود بين زمانهاي حسب بر (interarrivals) 

.مي شود مشخص پي درپي مشتريان

:باشد شده زمانبندي يا تصادفي مي تواند ورود بين زمانهاي�
random) تصادفي ورودهاي� arrivals): توزيع هاي به وسيله ورود بين زمانهاي اغلب 

 .مي شود مشخص احتمالي

:iid) مستقل و يكسانتوزيع هاي از اغلب� independent and identical
distributions) مي شود استفاده.

bulk) باشد دسته اي يا توده اي به صورت است ممكن ورودها كلي حالت در� or batch
arrivals) مرتبط به هم به صورت يا (correlated arrivals) و بوده iid نباشند.

- )n-1( مشتري ورود بين زمان An آن در كه است، )λ  نرخ با( پواسان ورود فرآيند مدل، مهمترين�
.است )λ/1  ميانگين با( نمايي توزيع يك و مي كند مشخص را ام-n و ام

scheduled) شده زمانبندي ورودهاي� arrivals): ثابت يا ثابت مي تواند ورود بين زمانهاي 
 .باشد ورود بين زمانهاي شدن زود يا دير دادن نشان براي تصادفي مقدار يك منهاي يا به اضافه

.شوند وارد زود يا دير است ممكن فرودگاه يك به ورودي پروازهاي يا پزشك يك بيماران مثال براي�
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)ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
service) سرويس زمان توزيع� time distribution): زماني بازه يعني 

مي كند؟ تبعيت مدلي چه از مشتريان سرويس  براي صرف شده

,S1 با پي درپي شده وارده مشتريان با متناظر سرويس زمانهاي� S2, S3,  داده نشان …
:مي شوند

 .باشند تصادفي يا ثابت است ممكن زمانها اين�

,S1} مجموعه� S2, S3,  مثال، براي .مي شود مشخص iid تصادفي متغيرهاي از دنباله اي با اغلب {…
.مي شوند استفاده منظور اين براي لاگ نرمال و گاما ويبول، نمايي، توزيع هاي

PECS#13 - Fundamentals of Queueing Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 10

مكانيسم سرويس): ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
service) سرويس مكانيسم� mechanism): ويژگيهاي از ديگر يكي 

  .است صف سيستم هاي

service) سرويس مراكز تعدادي شامل مي تواند صف سيستم يك� centers) و 
interconnected) متصل هم به صف هاي queues) باشد.  

 .مي كنند كار موازي به طور كه ،m سرويس دهنده، تعدادي شامل سرويس مركز هر�

 دسترس در سرويس دهنده اولين توسط است آن نوبت و بوده صف سر در كه مشتري�
.مي شود سرويس دهي
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مكانيسم سرويس): ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
 مطابق مشتريان كه است ممكن مي فروشد تخفيف با را كالاها كه حراجي يك در مثال، براي�

 سپس و )1 سرويس مركز( (self-service) بردارند و انتخاب را كالاها خودشان زير شكل
 كارمند سه از يكي منتظر آنكه يا )3 سرويس مركز( كنند پرداخت صندوق دار به را آنها قيمت
 :)2 سرويس مركز( شوند فروش
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مكانيسم سرويس): ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
 شكل در 2 سرويس مركز از بيشتري جزئيات�

.است شده داده نشان مقابل

 كه مشترياني به موازي به طور فروش كارمند سه�
 .مي دهند سرويس منتظرند صف يك در

  هر موازي سرويس دهنده هاي كه است ممكن�
 به كه دهند سرويس مجزا مشتري يك به كدام
  دسته اي سرويس سرويس دهي، نوع اين

(batch service) مي شود گفته.

  سرويس دهنده ها همه كه است ممكن همچنين�
.باشند لازم مشتري يك به سرويس دهي براي
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)ادامه(ويژگيهاي سيستم هاي صف 
service) سرويس انتظام� discipline): چه به و است چگونه صف در منتظر مشتريان با سرويس دهنده رفتار يعني 

.مي شود انتخاب سرويس دهي براي آنها بين از را مشتري يك ترتيبي

scheduling) زمانبندي الگوريتم چه از دهنده سرويس كه است آن سرويس انتظام از منظور� algorithm) استفاده 
مي كند؟

:از عبارتند سرويس انتظام انواع مهمترين�

First :خروج اولين ورود اولين� In First Out (FIFO) يا First Come First Served (FCFS)

Service :تصادفي به ترتيب� In Random Order (SIRO)

Shortest :اول سرويس زمان كوتاه ترين� Processing Time First (SPT)

Priority :اولويت اساس بر�

List :اول ورود زمان آخرين� In First Out (LIFO) يا Last Come First Served (LCFS)

Round :نوبت گردش با� Robin )متناهي كوانتم اندازه داراي (finite quantum size)(

Processor :پردازنده اشتراك� Sharing (PS) )RR كوچك بي نهايت كوانتم اندازه داراي (infinitesimal)( 

Shortest :اول باقيمانده زمان كوتاه ترين� Remaining Time First (SRTF)

Infinite :بي نهايت سرويس دهنده هاي� Server (IS)
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نمادهاي مدلهاي صف

:بگيريد نظر در را زير شكل مطابق صف سيستم يك�

ورود فرآيند�

سرويس زمان توزيع�

سرويس دهنده ها تعداد�

سيستم ظرفيت�

سيستم جمعيت�

سرويس انتظام�

:مي دهيم نشان زير به صورت را مجزا صف سيستم يك به اختصار�

µλ

ف
ص
م 
ست
سي
ي 
ها
گي
يژ
و
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)ادامه(نمادهاي مدل هاي صف 

 كندال نماد  به كه دارد وجود صف سيستم هاي براي استانداردي (notation) نماد�
(Kendall's notation) است معروف. 

A/S/m/B/K/SD  :مي شود تعريف مشخصه شش با صف سيستم يك روش اين در�

:از عبارتند كندال نماد در استفاده مورد شش گانه مشخصه  هاي�

�A: ورود بين زمانهاي توزيع يا( ورود فرايند (

�S: سرويس زمان توزيع

�m: سرويس دهنده ها تعداد

�B: سيستم ظرفيت

�K: جمعيت اندازه

�SD: سرويس انتظام
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)ادامه(نمادهاي مدل هاي صف 
:مي شود استفاده زير مشخصه هاي سرويس و ورود بين زمانهاي براي�

�M: ماركوفي( نمايي توزيع(

�Ek: پارامتر با ارلنگ توزيع K

�Hk: نمايي فوق توزيع (hyperexponential) پارامتر با K

�D: قطعي (deterministic)

�G: مي شود مشخص واريانس و ميانگين با كه عمومي توزيع.

:مي شوند مشخص  (superscript) بالانويس با ورود يا سرويس بودن دسته اي�

.مي شوند وارد x اندازه به گروهي بار هر و بوده نمايي وروديها كه مي كند مشخص M[x] مثلاً�

�x مي شود مشخص ديگري مجزاي تصادفي متغير يك طبق.

  :مي شود استفاده پيش فرض مقدار كه است آن معني به شود حذف مشخصه حروف از يكي اگر�

  است، نامحدود سيستم ظرفيت�

 يا است، نامتناهي جمعيت اندازه�

.است FCFS سرويس انتظام�
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)ادامه(نمادهاي مدل هاي صف 
:كندال نمادهاي از مثالهايي�

M/D/5/40/200/FCFS  :1 مثال�

.است نمايي توزيع طبق ورود بين زمانهاي�

.است قطعي سرويس زمانهاي�

.دارند وجود سرويس دهنده پنج�

.دارد وجود انتظار مكانهاي براي ظرفيت 35 كه است 40 سيستم ظرفيت�

.هستند نفر 200 جمعيت كل�

.است FCFS هم سرويس انتظام�

M/M/1 :2 مثال�

.است نمايي توزيع طبق ورود بين زمانهاي�

.است نمايي توزيع طبق سرويس زمانهاي�

.دارد وجود سرويس دهنده يك�

.است FCFS  سرويس انتظام و نامتناهي سيستم جمعيت نامحدود، سيستم ظرفيت�
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معيارهاي كارايي سيستم هاي صف

�Pn )يا ππππn(:  وجود پايدار حالت احتمال n سيستم در مشتري 

�Pn(t):  وجود احتمال n زمان در سيستم در مشتري t

�λλλλ: ورود نرخ

�λλλλe: موثر ورود نرخ:

  ورود فرصت كه است ورود فرآيند از بخشي كننده مشخص و است مطرح محدود ظرفيت داراي سيستم هاي مورد در�
.مي كنند پيدا را سيستم به

�µµµµ: سرويس دهنده يك سرويس نرخ

�ρρρρ: سرويس دهنده بهره وروي

�An: مشتري ورود بين زمان (n-1)-و ام n-ام

�Sn: سرويس زمان n-سيستم به شده وارد مشتري امين
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)ادامه(هاي صف  معيارهاي كارايي سيستم

�Wn: توسط سيستم در صرف شده زمان كل n-سيستم به شده وارد مشتري امين

�Wn
Q: انتظار زمان كل n-سيستم به شده وارد مشتري امين

�L(t): زمان در سيستم در موجود مشتريان تعداد t

�LQ(t): زمان در صف در منتظر مشتريان تعداد t

�L: زماني ميانگين (time-average) مدت بلند در سيستم در مشتريان تعداد (long run)

�LQ: مدت بلند در صف در منتظر مشتريان تعداد زماني ميانگين

�w: مدت بلند در مشتري هر براي صرف شده زمان ميانگين

�wQ: مدت بلند در صف در مشتري هر انتظار زمان ميانگين
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ميانگين زماني تعداد مشتريان در سيستم

:بگيريد نظر در T زماني بازه يك طي در را صف سيستم يك�

  اين در .داشته اند وجود سيستم در مشتري i دقيقاً كه [T,0] بازه  در زمان از بخشي دهنده نشان Ti كه كنيد فرض�
time-weighted-average) تعداد وزن دار زماني ميانگين صورت number)  به صورت سيستم در مشتريان  

:مي شود تعريف زير

:داشت خواهيم بگيريم نظر در را L(t) منحني زير سطح مساحت اگر�

:مي شود تعريف زير به صورت سيستم در مشتريان تعداد مدت بلند زماني ميانگين صورت اين در�

.هستند اندازه گيري و مشاهده داده هاي حاصل )  مثل( هت دار پارامترهاي�
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قانون ليتل در مورد صف مجزا

:است برقرار مجزا صف مورد در ليتل قانون�

  يا سرويس انتظام سرويس دهنده ها، تعداد به توجه بدون( صفها انواع همه مورد در قانون اين�
.مي كند صدق )مشخصات ساير

wL ˆˆˆ λ=

∞→∞→= NTwL   and      as    λ

نرخ ورود

ميانگين زمان 
شده در سيستم صرف

ميانگين تعداد 
مشتريان
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)ادامه(قانون ليتل در مورد صف مجزا  

:G/G/1/N/K صف يك مورد در ليتل قانون كاربرد از مثالي�

 به طور شده وارد مشتري هر و مي شود انجام صفي چنين به ورود يك زمان واحد 4  هر در ميانگين به طور�
 هر در سيستم در موجود مشتريان تعداد اين بر بنا .مي كند صرف سيستم در را زمان واحد  4.6 ميانگين
:مي شود محاسبه زير به صورت زمان

� E(A) = 1/λ = 4 => λ = 1/ 4

� W = 4.6

� L = λW = (1/4)(4.6) = 1.15 مشتري
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)ادامه(ميانگين زماني تعداد مشتريان در صف 

:مي آيد بدست زير به صورت صف در منتظر مشتريان تعداد وزن دار زماني ميانگين�

:بگيريد نظر در )K>4 و N>3 كه( را G/G/1/N/K صف يك :مثال�




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ميانگين زمان صرف شده در سيستم
average) سيستم در صرف شده زمان ميانگين� time spent in system) زمان آن به كه مشتري هر براي 

average) ميانگين سيستمي system time) مي شود محاسبه زير به صورت: 

,W1 آن در كه W2, …, WN از كدام هر كه است مجزايي زمانهاي N بازه طي در مشتري [0,T] نموده اند صرف سيستم در.

:داريم پايدار سيستم هاي براي�

:داشت خواهيم بگيريم نظر در را سيستم صف بخش تنها اگر�

:مي شود محاسبه زير به صورت ميانگين سيستمي زمان .بگيريد نظر در دوباره را G/G/1/N/K صف سيستم�

∞→→ Nww   as  ˆ

∑
=

=
N

i

iW
N

w

1

1
ˆ

1

1
ˆ     as    

N
Q

Q i Q

i

w W w N
N =

= → →∞∑

units  time6.4
5

)1620(...)38(2

5

...
ˆ 521 =

−++−+
=

+++
=

WWW
w



13

PECS#13 - Fundamentals of Queueing Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 25

بهره وري سرويس دهنده
  كه مي شود گفته زمان از بخشي به بهره وري كرديم، تعريف قبلاً كه همانطوري�

:است مشغول سرويس دهنده

.مي شود تعريف [T,0] زماني بازه يك طي در مي شود داده نشان      با كه شده مشاهده بهره وري صورت اين در�

.بود خواهد ρ بلندمدت در سرويس دهنده بهره وري صورت اين در�

:داشت خواهيم رسيده اند پايدار حالت به كه سيستم هايي براي�

∞→→ T    as    ˆ ρρ

ρ̂
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بهره وري سرويس دهنده
:بگيريد نظر در را G/G/1 صف �

  سرويس زمان ميانگين زمان، واحد در مشتري λλλλ  ورود نرخ ميانگين داراي صفي سيستم چنين�
E(S) = 1/µµµµ است نامتناهي مشتريان جمعيت و نامحدود سيستم ظرفيت زمان، واحد.

L  :است استفاده قابل سيستمي چنين مورد در ليتل قانون� = λλλλw

.باشد λλλλ مساوي بايد ،λλλλs سرويس دهنده، به ورود نرخ ميانگين پايدار، سيستم يك براي�

  مساوي هم با سرويس دهنده خروجي و سيستم خروجي طرفي، از .λ=X :رسيده پايدار حالت به سيستم چون�
 حالت به بايد هم سرويس دهنده بخش رسيده، پايدار حالت به سرويس دهنده چون همچنين، .(Xs=X) هستند
.λs=Xs=X=λ  :كه گرفت نتيجه مي توان نتيجه در .λs=Xs بايد اين بر بنا .باشد رسيده پايدار

:سرويس دهنده در مشتريان تعداد ميانگين�

:)شبيه سازي( 4 جلسه مطالب مطابق�

( )
T
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بهره وري سرويس دهنده
 تعريف به توجه با( تك سرويس دهنده اي صف يك براي كلي حالت در�

:)وري  بهره

=L) صف سيستم كل به هم ليتل قانون� λW)، انتظار صف بخش به هم
 (LQ= λWQ) سرويس دهنده بخش به هم و (ρ = λ E(S)) است اعمال قابل.

:بايد باشد پايدار حالت در تك سرويس دهنده اي صف يك اينكه براي�

λ اگر� > µ بوده يك سرويس دهنده بهره وري كه است آن معني به و بوده ناپايدار صف باشد 
.است مشغول هميشه و

µ

λ
λρ

ρρ

==⇒

∞→=→=

)(     

  as       ˆˆ

sE

TLL
ss

1<=
µ

λ
ρ
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بهره وري سرويس دهنده

:بگيريد نظر در را G/G/m  صف�

.مي كنند كار موازي به طور كه است يكسان سرويس دهنده m داراي صفي سيستم چنين�

  از يكي مشتري ببيند، بيكار را سرويس دهنده ها  از يكي از بيش وارده مشتري يك اگر�
.مي كند انتخاب سرويس دهنده ها مابين تفاوتي هرگونه شدن قايل بدون را سرويس دهنده ها

statistical) آماري تعادل حالت در كه سيستم هايي براي� equilibrium) )پايدار حالت يا( 
:از است عبارت ،Ls مشغول، سرويس دهنده هاي تعداد ميانگين هستند،

Ls = λ λ λ λ E(s) = λ/µλ/µλ/µλ/µ

:از است عبارت مدت بلند در سرويس دهنده بهره وري ميانگين�

>λ  سيستم پايداري شرط آن براي كه mµ است.

 
µ

λ
ρ

mm

Ls ==
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بهره وري سرويس دهنده و كارايي سيستم

.مي كند تغيير ρρρρ  شده داده بهره وري يك به توجه با سيستم كارايي�

E(A)  كه را D/D/1 صف يك براي مثال، براي� = 1/λλλλ و  E(S) = 1/µµµµ است 
:داريم

L = ρ = λ/µ,   w = E(S) = 1/µ,   LQ = WQ = 0

 ،µµµµ  و λλλλ  تغيير با و نمي شود تشكيل انتظاري صف گونه هيچ حالت اين در�
  .باشد يك و صفر بين مقداري هر مي تواند سرويس دهنده بهره وري

 مي شود باعث سرويس و ورود بين زمانهاي تغيير كلي، حالت در�
.شود زياد و كم انتظار صف طول كه
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بهره وري سرويس دهنده و كارايي سيستم
:مي كند صرف مشتري امين-i براي را Si زمان مي كند، زمانبندي دقيقه ده هر براي را بيماران كه پزشك يك :مثال�

A1 :هستند قطعي ورودها� = A2 =… = λλλλ-1 = 10

E(S) ميانگين با تصادفي سرويس زمانهاي� = 9.3 min واريانس و V(S) = 0.81 min2 هستند.

 :با بود خواهد برابر ميانگين به طور پزشك بهره وري�

ρ = λ/µρ = λ/µρ = λ/µρ = λ/µ = 0.93 < 1.

:است  شده شبيه سازي زير سرويس زمانهاي با سيستم كه بگيريد نظر در�

S1 = 9, S2 = 12, S3 = 9, S4 = 9, S5 = 9, ….

:است آمده بدست مقابل نمودار نتايج صورت اين در�

طولاني نسبت به سرويس زمان يك كه مي شود مشاهده�

 (S2 =  صف يك موقتي شدن تشكيل به منجر (12

.مي شود انتظار





=

=
=

1.0p min, 12

9.0p min, 9
iS
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رفتار حالت پايدار مدل هاي ماركوفي داراي جمعيت نامتناهي

Markovian) ماركوفي مدل هاي� models)، آنها در كه هستند مدل هايي:

 .است λλλλ  مثل ورود نرخ يك با نمايي توزيع طبق ورود فرآيند�

.باشد (G) دلخواه توزيع هر يا  (M) نمايي توزيع داراي كه است ممكن سرويس زمان اما�

statistical) آماري تعادل داراي صف سيستم يك� equilibrium) در اينكه احتمال اگر است  
پايدار يا تعادل حالت در يعني .نباشد زمان به وابسته است شده داده حالت يك
  (steady state) زير به صورت احتمالات اين .است ثابت مختلف حالتهاي با متناظر احتمالات 

:مي شوند تعريف

P[L(t)=n ] = P
n
(t) = P

n

  .دارند وجود صف مدل هاي پايدار حالت تقريبي حل براي رياضي حلهاي راه�

 راه كه بزرگ و پيچيده صف سيستم هاي تحليل براي نيز پايدار حالت شبيه سازي همچنين،�
.مي شود استفاده ندارند رياضي حلي
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)ادامه(رفتار حالت پايدار مدل هاي ماركوفي داراي جمعيت نامتناهي 
  زير صورت به (L) پايدار حالت در سيستم در مشتريان تعداد ميانگين مجزا، صف مدل هاي براي�

:مي شود محاسبه

:داشت خواهيم صف بخش به نيز و سيستم كل به ليتل قانون اعمال با�
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/1M/Gرفتار حالت پايدار صفهاي 

 نامحدود ظرفيت و پواسان ورودهاي داراي تك سرويس دهنده اي صف  يك M/G/1 صف�
.است

همچنين و بوده σ2 واريانس و µ/1 ميانگين داراي سرويس زمانهاي كه كنيد فرض�
 ρ = λ/µ <   زير به صورت M/G/1 صف پايدار حالت پارامترهاي صورت اين در .1

:بود خواهند
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)ادامه( /1M/Gرفتار حالت پايدار صفهاي 
,P0 پايدار حالت احتمالات براي ساده اي عبارت� P1,… صف M/G/1 ندارد وجود.

L سرويس حال در مشتريان تعداد ميانگين� – LQ = ρρρρ سرويس دهنده بهره وري همان كه 
.است

:شود نوشته زير به صورت مي تواند ،LQ صف، طول ميانگين�

  زمانهاي ،σσσσ2 واريانس، يا تغيير به ،LQ صف، طول ميانگين شوند نگهداشته ثابت µµµµ  و λλλλ  اگر�
.داشت خواهد بستگي سرويس

)1(2)1(2

222

ρ

σλ

ρ

ρ

−
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−
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)ادامه( /1M/Gرفتار حالت پايدار صفهاي 
  به طور كه مي كند ادعا Able .مي كنند رقابت هم با كار يك براي Baker و Able نامهاي به كارگر دو :مثال�

 كم( تغييرات خيلي و بوده سازگارتر كارش روش كه مي كند ادعا Baker اما .است سريعتر Baker  از ميانگين
 .ندارد سرويس زمان در )شدن زياد و

λ نرخ با پواسان وروديها� = .هستند )دقيقه در 1/30 يا( ساعت در 2

µ/1 :داريم Able براي� = σ2 و دقيقه 24 = 202 = 400 min2. داشت خواهيم لذا:

:نمي شوند متحمل را تاخيري لذا و مي بينند بيكار را Able وروديها كه زمان از بخشي�

P0 = 1-ρ = 1/5 = 20%

µ/1 :داريم Baker براي� = σ2 و دقيقه 25 = 22 = 4 min2. داشت خواهيم لذا:

:نمي شوند متحمل را تاخيري لذا و مي بينند بيكار را Baker وروديها كه زمان از بخشي�

P0 = 1-ρ = 1/6 = 16.7%

 Baker از بيشتر سرويسش زمان تغييرات ميزان چون است، سريعتر Able ميانگين به طور كه وجودي با اين بر بنا�
.است بيشتر %30 آن صف طول ميانگين طور به است
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/1M/Mرفتار حالت پايدار صفهاي 

واريانس آنگاه باشند، µµµµ/1 ميانگين با نمايي توزيع داراي M/G/1 صف در سرويس زمانهاي اگر�
 σσσσ2 = 1/µµµµ2 صفي چنين .بود خواهد M/M/1 است.

 با برابر تقريباً معياري انحراف داراي سرويس زمانهاي كه است سودمندي تقريبي مدل يك M/M/1 صف�
  .هستند ميانگين شان

:از عبارتند M/M/1 صف پايدار حالت پارامترهاي�
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)ادامه( /1M/Mرفتار حالت پايدار صفهاي 
.است ساعت در مشتري µ=µ=µ=µ=10101010 سرويس نرخ داراي M/M/1 صف يك :مثال�

:بگيريد نظر در %20 افزايشهاي به 8.64 به 5 از ،λλλλ  ورود، نرخ افزايش با را w و L تغييرات نحوه�

λ/µ اگر� ≥ .مي يابد افزايش پيوسته به طور انتظار صف طول باشد 1

.است ρ از غيرخطي تابع يك (L) سيستم در ميانگين تعداد و (w) ميانگين سيستمي زماني افزايش�

λλλλ 5.0 6.0 7.2 8.64 10.0

ρρρρ 0.500 0.600 0.720 0.864 1.000

L 1.00 1.50 2.57 6.35 ∞

w 0.20 0.25 0.36 0.73 ∞
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صفهاي داراي چند سرويس دهنده
.مي كنند عمل موازي به طور كانال m كه است M/M/m صفي چنين كندال نماد�

.است µµµµ/1 ميانگين با نمايي (iid) يكسان و مستقل سرويس زمان توزيع داراي كانال هر�

λ/µλ/µλ/µλ/µ رابطه در بايد (λ/µλ/µλ/µλ/µ) پيشنهادي (load) بار آماري، تعادل حصول براي� < m بهره وري كه كند صدق 
λλλλ/(mµµµµ) سرويس دهنده = ρρρρ بود خواهد.

:از عبارتند سيستم اين پايدار حالت احتمالات از برخي�
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)ادامه(صفهاي داراي چند سرويس دهنده 
:از عبارتند ديگر عمومي چندسرويس دهنده صف مدل هاي�

�M/G/m:  

.است m موازي سرويس دهنده هاي تعداد و  عمومي سرويس زمانهاي توزيع�

.هستند M/M/m مدل از تقريب قابل صف اين پارامترهاي�

�M/G/∞:

.است نامتناهي موازي سرويس دهنده هاي تعداد و عمومي سرويس زمانهاي توزيع�

�M/M/m/N:

.است m سرويس دهنده ها تعداد و µ نرخ با نمايي توزيع داراي سرويس زمانهاي�

N سيستم كل ظرفيت� ≥ m است مشتري.
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كاربردهاي مدلهاي صف در ارزيابي كارايي سيستم هاي كامپيوتري

 سيستم هاي جمله از و سيستم ها ارزيابي و مدل سازي در وسيعي كاربرد داراي صف مدل هاي�
.هستند كامپيوتري

  :بگيريد نظر در را كامپيوتري سيستم يك مثال براي�

  پردازش λ1 نرخ با (CPU) پردازنده يك توسط .مي شوند كامپيوتري سيستم يك وارد اجرا براي (jobs) كارها�
 احتمال با و ديسك دو از يكي با q احتمال يك با است ممكن آنكه يا مي شوند، خارج سيستم از p احتمال با مي شوند،

1-q باشند داشته كار ديگر ديسك با.  

.مي شود تشكيل كارها براي صف هايي ،Disk2 و CPU، Disk1 زيرسيستم هاي از كدام هر در�

open) باز صف شبكه يك از مثالي فوق، مدل� queueing network) ورودي آن به بيرون از چون .است 
 .داريم

CPU

Disk1

Disk2

Exit

p

Enter
q

1-q

λ2

λ3

λ1
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closed) بسته صف شبكه يك از مثالي� queueing network):

  يك از متشكل مركزي سيستم يك و ترمينال تعدادي از متشكل كه را زماني اشتراك سيستم يك�
CPU بگيريد نظر در را ديسك دو و:

 و بوده ترمينالها تعداد به سيستم در موجود كارهاي تعداد چون .است بسته صف شبكه يك از مثالي فوق، مدل�
.است ثابت

CPU

Disk1

Disk2

p

Terminals

q

1-q
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λ4

1-p

1
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)ادامه(كاربردهاي مدلهاي صف در ارزيابي كارايي سيستم هاي كامپيوتري 

.كنيم تحليل را فوق سيستم هاي مي توانيم صف شبكه هاي و صف مدل هاي از استفاده با�

.كنيم استفاده صف سيستم هاي حل نتايج از سيستم ها اين كارايي ارزيابي براي مثلاً يعني�

.مي كنيم شبيه سازي آنرا باشد، نداشته تحليلي راه حل استفاده مورد صف شبكه يا سيستم اگر�

  .شديم آشنا صف سيستم هاي شبيه سازي با چهارم و سوم جلسات در�

  صف شبكه هاي سپس و مجزا صف مدل هاي تحليل روشهاي مورد در ابتدا بعدي جلسات در�
.مي كنيم صحبت


