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مقدمه
 يا محدود ظرفيت داراي ماركوفي صفهاي پايدار حالت حل جلسه اين در�

.مي كنيم بررسي را نامتناهي جمعيت و نامحدود

  به مرتبط زمان- پيوسته ماركوف زنجيره آوردن بدست استفاده، مورد روش�
.است جريان معادلات طريق از آن پايدار حالت حل و مدل هر

 مورد روش كه مي كنيم حل را صف مدلهاي پركاربردترين و معروف ترين�
.است استفاده قابل نيز مدلها ساير مورد در استفاده
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حل حالت پايدار صف هاي داراي ظرفيت نامحدود و جمعيت نامتناهي

 در را زير نامتناهي جمعيت و نامحدود ظرفيت داراي ماركوفي صفهاي ابتدا�
:مي كنيم حل زمان-پيوسته ماركوف زنجيره هاي از استفاده با پايدار حالت

M/M/1 صف�

M/M/m صف�

∞∞∞∞/M/M صف�
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

:است زير مشخصات داراي M/M/1 صف�

.مي شوند صف سيستم وارد λ نرخ با پواسان فرايند يك طبق مشتريان�

  .است µ نرخ با نمايي توزيع طبق سرويس دهنده توسط مشتريان سرويس زمان�

.دارد وجود سرويس دهنده يك�

.است  FCFS سرويس انتظام و نامتناهي جمعيت نامحدود، سيستم ظرفيت همچنين،�

  .نمود مدل سازي را صفي سيستم چنين مي توان CTMC يك از استفاده با�

  .است )n( صف سيستم در مشتريان تعداد ماركوف، زنجيره حالت صورت اين در�

:است شده ارائه زير شكل در CTMC اين گذر-حالت نمودار�
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

  .باشد ρρρρ=λλλλ/µµµµ<1 كه مي رسد پايدار حالت به صورتي در M/M/1 صف�

traffic) ترافيك شدت اصطلاحاً ،ρ يا صف وري بهره به� intensity) شودمي گفته نيز.

 افزايش مدام سيستم در موجود مشتريان ،λ≥µ كه است آن معني به كه باشد ρ≥1 كه صورتي در�
  بي معني صفي سيستم چنين مورد در پايدار حالت احتمالات نتيجه در .بود خواهد ناپايدار سيستم و مي يابند
.بود خواهد

 زنجيره براي را جريان معادلات مي توانيم است ρρρρ<1 كه وقتي اين بر بنا�
.بنويسيم ماركوف

 مشتري n وجود پايدار حالت احتمال πn صورت اين در باشد، سيستم در مشتري n وجود احتمال pn اگر�
.بود خواهد صف سيستم در
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

:بود خواهد زير صورت به جريان معادلات ρρρρ<1 فرض با�

  معادله افزودن با اما .داشت نخواهد يكتا جواب نتيجه در و است افزونه معادله يك داراي فوق معادلات دستگاه�
:داشت خواهد يكتا جواب زير
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

:داشت خواهيم معادلات دستگاه حل براي حال�

:آنگاه�

:داشت خواهيم نتيجه در كه است هندسي تصاعد يك مخرج ،ρρρρ<1 شرط به توجه با�
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

:كنيم محاسبه را ππππ1، ππππ2، ...، ππππn مي توانيم آنگاه�

 را L يا سيستم در مشتريان تعداد ميانگين مي توانيم ππππ0، ππππ1، ππππ2، ...، ππππn داشتن با حالا�
:كنيم محاسبه

  استفاده دارد وجود رياضيات در ها سري مبحث در كه روشهايي همان از L آوردن بدست و Σ شدن ساده براي�
.شود مي
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

 صرف زمان ميانگين محاسبه براي مجزا صف پايدار حالت در ليتل قانون برقراري به توجه با�
:داشت خواهيم w يا مشتريان توسط سيستم در شده

:داشت خواهيم LQ يا صف در مشتريان تعداد ميانگين تعريف به توجه با حال�

:مي شود محاسبه wQ يا صف در مشتريان انتظار زمان ميانگين ليتل، قانون از استفاده با آنگاه�
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/1M/Mحل حالت پايدار صف 

:است آمده زير جدول در M/M/1 صف پايدار حالت كارايي معيارهاي خلاصه به طور�
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M/M/mحل حالت پايدار صف 

:است زير مشخصات داراي M/M/m صف�

.مي شوند صف سيستم وارد λ نرخ با پواسان فرايند يك طبق مشتريان�

  .است µ نرخ با نمايي توزيع طبق و مشابه سرويس دهنده ها همه توسط مشتريان سرويس زمان�

.است موازي سرويس دهنده m داراي سيستم�

.است  FCFS سرويس انتظام و نامتناهي جمعيت نامحدود، سيستم ظرفيت همچنين،�

 :مي دهد نشان واضح تر به طور را صفي سيستم چنين زير شكل�
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M/M/mحل حالت پايدار صف 

 .نمود مدل سازي نيز را صفي سيستم چنين مي توان CTMC يك از استفاده با�

  .است )n( صف سيستم در مشتريان تعداد ماركوف، زنجيره حالت قبل، مدل مثل صورت اين در�

:است شده ارائه زير شكل در CTMC اين گذر-حالت نمودار�

 () m الي 1 حالتهاي براي )برگشت( گذر نرخ سرويس دهنده، m وجود دليل به فوق، گذر-حالت نمودار در�
 حالت به i حالت از برگشتن نرخ كه است معني اين به .است (state-dependent) حالت به وابسته

i-1 با برابر iµ براي( است i=1…m(.  باشند مشغول سرويس دهنده ها همه وقتي اما (i>m)، در نرخ اين  
mµ مي ماند باقي ثابت.
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M/M/mحل حالت پايدار صف 

  .باشد ρρρρ=λλλλ/mµµµµ<1 كه مي رسد پايدار حالت به صورتي در M/M/m صف�

:بنويسيم ماركوف زنجيره براي را جريان معادلات مي توانيم است ρρρρ<1 كه وقتي اين بر بنا�

:آمد خواهد بدست زير صورت به ππππn فوق معادلات دستگاه حل با�
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M/M/mحل حالت پايدار صف 

  كه كنيم محاسبه را M/M/m صف پايدار حالت كارايي معيارهاي ساير مي توانيم ππππ0  داشتن به توجه با�
:است آمده زير جدول در
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با دو صف مجزا/2M/Mمقايسه صف : 1تمرين 
 )راست سمت( مجزا صف دو هستند؟ بهتري انتخاب كداميك .كنيد مشاهده را زير شكلهاي�

؟)يكسان سرويس دهنده دو داراي)(چپ سمت( مشترك انتظار خط داراي صف يا

 .كنيم مقايسه هم با و آورده بدست را مدل دو كارايي معيارهاي بايد هستند بهتر كداميك اينكه دادن نشان براي�
  قدر هر كه است (w) سيستم در مشتريان توسط شده صرف زمان ميانگين معيار، مهمترين مشتريان، ديدگاه از

.دهيد انجام خودتان را كار اين .است صف سيستم بودن بهتر نشان دهنده باشد كمتر

مشتريان 
درحال ورود

صف

µ

µ

λ

مشتريان 
درحال ورود

2صف 

µ

µ

λ/2
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داراي سرويس دهنده هاي ناهمگون /2M/Mصف : 2تمرين 

  ناهمگون سرويس دهنده هايش كه مي گيريم نظر در را M/M/2 صف سيستم يك حالا�
(heterogeneous) اين از نمادي .نيست يكسان سرويس شان نرخهاي يعني .هستند 

:است شده داده نشان زير شكل در صف سيستم

نمود؟ تعريف مي توان صورت چه به را حالت صف سيستم اين حل براي�

  معادلات آوردن بدست با و نموده رسم را سيستم اين به مربوط CTMC حالت، تعريف  با�
.كنيد محاسبه را صف سيستم اين كارايي معيارهاي جريان،

µ2

λ

µ1

PECS#14 - Solution of Single Queueing Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 18

/M/M∞∞∞∞حل حالت پايدار صف 

:است زير مشخصات داراي ∞∞∞∞/M/M صف�

.مي شوند صف سيستم وارد λ نرخ با پواسان فرايند يك طبق مشتريان�

  .است µ نرخ با نمايي توزيع طبق و مشابه سرويس دهنده ها همه توسط مشتريان سرويس زمان�

 يك مشتري هر به كه معني اين به .است موازي يكسان سرويس دهنده بي نهايت داراي سيستم�
.است خالي صف هميشه و )هاself-service نظير( مي شود داده تخصيص سرويس دهنده

  به طور هم سرويس انتظام و نامتناهي جمعيت ،)است خالي صف چون( نامحدود سيستم ظرفيت همچنين،�
.است  FCFS خودكار

�CTMC است زير به صورت صفي سيستم چنين: 
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/M/M∞∞∞∞حل حالت پايدار صف 

:بنويسيم ماركوف زنجيره براي را جريان معادلات مي توانيم λλλλ<µµµµ نمودن فرض با�

:LBE) محلي توازن معادلات گرفتن نظر در با يا فوق معادلات ساده سازي با� local

balance equations) )داشت خواهيم )مي شوند نوشته مجاور گره دو هر بين كه:
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/M/M∞∞∞∞حل حالت پايدار صف 

:داشت خواهيم  داشتن با حالا�

.است e تعريف همان كه�

:كنيم محاسبه را L مي توانيم حالا�

:كنيم محاسبه هم را w مي توانيم ليتل قانون از استفاده با و�

:اين بر بنا .نمي شود تشكيل صف شد، گفته همانطوركه�
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حل حالت پايدار صف هاي داراي ظرفيت محدود و جمعيت نامتناهي

  با پايدار حالت در را زير نامتناهي جمعيت و محدود ظرفيت داراي ماركوفي صفهاي حالا�
:مي كنيم حل زمان-پيوسته ماركوف زنجيره هاي از استفاده

M/M/1/B صف�

M/M/m/B صف�

M/M/m/m صف�

  مي بينند پر را سيستم ورود موقع در مشتريان از بخشي باشد، محدود سيستم ظرفيت وقتي�
.مي شوند (reject) طرد اصطلاحاً يا مي كنند ترك را سيستم بلافاصله اين بر بنا و

rejection) شدن طرد احتمال يا سيستم پربودن احتمال سيستم هايي، چنين مورد در�

probablility) شود محاسبه بايد كه است مهمي معيار.
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/B1M/M/حل حالت پايدار صف 

:است زير مشخصات داراي M/M/1/B صف�

.مي شوند صف سيستم وارد λ نرخ با پواسان فرايند يك طبق مشتريان�

  .است µ نرخ با نمايي توزيع طبق سرويس دهنده توسط مشتريان سرويس زمان�

.دارد وجود سرويس دهنده يك�

.است  FCFS سرويس انتظام و نامتناهي جمعيت ،(B) محدود سيستم ظرفيت همچنين،�

�CTMC است زير به صورت صفي سيستم چنين: 

µλ
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0 B

λ
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λ λ λ

µ µ µ µ
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/B1M/M/حل حالت پايدار صف 

:بود خواهند زير صورت به جريان معادلات�

:داشت خواهيم )محلي توازن معادلات گرفتن نظر در يا( فوق معادلات ساده سازي با�
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/B1M/M/حل حالت پايدار صف 

:داشت خواهيم  داشتن با حالا�

.است سيستم بودن خالي احتمال همان كه�

:كنيم محاسبه هم را بودن پر احتمال مي توانيم حالا�

  آن به آن به كه مي كنند پيدا را سيستم به ورود فرصت ورود جريان از بخشي صفي سيستم چنين در شد، گفته كه همانطوري�
:مي شود گفته (λe) موثر ورود نرخ

.محاسبه اند قابل قبلي سيستم هاي مشابه روشي با هم كارايي معيارهاي ساير�
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M/M/m/Bحل حالت پايدار صف 

:است زير مشخصات داراي )M/M/m/B  )m<B صف�

.مي شوند صف سيستم وارد λ نرخ با پواسان فرايند يك طبق مشتريان�

  .است µ نرخ با نمايي توزيع طبق سرويس دهنده توسط مشتريان سرويس زمان�

.است m يكسان موازي سرويس دهنده هاي تعداد�

.است  FCFS سرويس انتظام و نامتناهي جمعيت ،(B) محدود سيستم ظرفيت همچنين،�

�CTMC است زير به صورت صفي سيستم چنين: 
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PECS#14 - Solution of Single Queueing Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 26

M/M/m/Bحل حالت پايدار صف 

:بود خواهند زير صورت به جريان معادلات�
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/m/BM/Mحل حالت پايدار صف 

:داشت خواهيم ρρρρ=λλλλ/mµµµµ  گرفتن نظر در با و فوق معادلات دستگاه حل از پس�

:بود خواهد زير به صورت بودن خالي احتمال�

.است محاسبه قابل قبلي سيستم هاي مشابه روشي با هم كارايي معيارهاي ساير�
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M/M/m/mحل حالت پايدار صف 

:است زير مشخصات داراي M/M/m/m صف�

.مي شوند صف سيستم وارد λ نرخ با پواسان فرايند يك طبق مشتريان�

  .است µ نرخ با نمايي توزيع طبق سرويس دهنده توسط مشتريان سرويس زمان�

.است m يكسان موازي سرويس دهنده هاي تعداد�

.نمي شود تشكيل صف عملاً و است (m) محدود سيستم ظرفيت�

 در و مي گذارد را گوشي خط، بودن اشغال صورت در مشترك چون .است تلفن مركز مشابه سيستمي چنين�
.نمي شود منتظر صف

�CTMC است زير به صورت صفي سيستم چنين: 

µλ

M/M/m/m

0 m

λ

21

λ λ λ

µ 2µ 3µ mµ

Morteza Zakeri
Highlight



15

PECS#14 - Solution of Single Queueing Models - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 29

M/M/m/mحل حالت پايدار صف 

:بود خواهند زير صورت به جريان معادلات�

:داشت خواهيم (LBE) محلي توازن معادلات گرفتن نظر در با يا فوق معادلات ساده سازي با�
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/m/mM/Mحل حالت پايدار صف 

:بود خواهد زير به صورت بودن خالي احتمال�

:با بود خواهد برابر هم بودن پر احتمال�

Erlang( ارلنگ B فرمول همان كه� B Formula( است فراوان كاربرد داراي مخابرات در كه است.

.است محاسبه قابل قبلي سيستم هاي مشابه روشي با هم كارايي معيارهاي ساير�
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