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مقدمه
:QN) صف شبكه هاي� queueing networks) يا سرويس دهنده ها سر بر رقابت مدل سازي براي  

  .مي گيرد قرار استفاده مورد چندگانه منابع

 بسته  و (open) باز رده دو به دسته بندي قابل صف شبكه  يك به وارده درخواست هاي يا  مشتريان�
(closed) است درخواستها يا مشتريان تعداد بودن ثابت و نامحدود اساس بر.  

open) باز رده يك در� class)، ملاقات آنرا مختلف سرويس دهنده هاي و شده شبكه وارد مشتريان 
  .مي كنند ترك را شبكه سپس و نموده

open) باز صف شبكه يك آن به باشند، باز صف، شبكه يك مشتريان رده هاي همه اگر� QN) گفته  
  .مي شود

:مي دهد نشان را كامپيوتري سيستم يك براي باز صف شبكه يك زير شكل�

شونده درخواستهاي خارج

1ديسك

CPU

درخواستهاي وارده

2ديسك
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مقدمه
closed) بسته رده هاي� classes) مي شوند مشخص صف شبكه در مشتريان ثابت باتعداد.

بسته صف شبكه آن به باشند، بسته صف، شبكه يك مشتريان رده هاي همه اگر�
 (closed QN) مي شود گفته.  

  صف شبكه باشند، بسته ديگر برخي و باز آن مشتريان كلاسهاي از برخي كه صف شبكه يك�
hybrid) تلفيقي QN) مي شود گفته. 

 (client/server) سرويس دهنده-مشتري سيستم يك براي بسته صف شبكه يك زير شكل�
:مي دهد نشان را

CPU

LAN

مشتريان

1ديسك

2ديسك
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مقدمه
  .نمي دهد قرار سيستم مشتريان تعداد حداكثر براي محدوديتي هيچ باز صف شبكه هاي�

  متناهي يا ثابت تعداد با را كامپيوتري سيستم يك مي توان كه دارد وجود مواقعي اما�
:هستند وضعيت هايي چنين از مثالهايي زير موارد  .نمود مدل سازي درخواستها

  سنگين (load) بار تحت كه (multi-programming)چندبرنامه اي كامپيوتري سيستم يك�
  موجود، برنامه هاي تعداد همان و نمي شود داده جديد برنامه اجراي اجازه شرايطي چنين در .است
.شد خواهند اجرا

 .هستند ثابت سيستم به متصل ترمينالهاي تعداد كه زماني اشتراك سيستم يك�

  به مشتري ايستگاه هاي از صادره درخواست هاي تعداد كه سرويس دهنده-مشتري سيستم يك�
 .است معلوم سرويس دهنده،

  روشهاي با و نموده معرفي را بسته صف شبكه هاي سپس و باز صف شبكه هاي ابتدا ادامه در�
.مي شويم آشنا آنها حل
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شبكه  هاي صف باز
  داخل در شده، شبكه وارد خارج از مشتريان باز صف شبكه هاي در شد، اشاره كه همانگونه�

.مي كنند ترك را شبكه سرانجام و (circulate) زده دور شبكه

 .مي شوند λλλλ2 نرخ با B و λλλλ1 نرخ با A ايستگاه دو وارد مسير دو از مشتريان زير شكل در�
  آنجا از و مي شوند D ايستگاه وارده آنگاه و شده C ايستگاه وارد و شده ادغام هم با سپس
.مي كنند ترك را شبكه

:كنيم محاسبه را زير معيارهايي بخواهيم كه است ممكن فوق شكل شبكه در�

 شبكه، در موجود مشتريان تعداد ميانگين�

 يا شبكه، در مشتريان توسط صرف شده زمان ميانگين�

 شبكه وارد B يا A صف طريق از كه مشترياني توسط شبكه در صرف شده زمان ميانگين�
  .مي شوند

A
λ1

B
λ2

DC
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شبكه  هاي صف ارسال به جلو

feed) جلو به ارسال صف شبكه هاي� forward QN) ايستگاه هر كه هستند شبكه هايي 
.مي كند ارسال بعدي ايستگاه به را ورودي ترافيك شبكه، در موجود صف

two) سرهم پشت صف دو از شبكه اي مثال براي� tandem queues) نظر در را زير 
:بگيريد

 از مستقل را صف دو نمي توانيم ما است B صف ورودي A صف خروجي چون شكل، اين در�
  .كنيم فرض هم

چيست؟ حالت تعريف چگونه؟ كنيم؟ مدل سازي  CTMC با را شبكه اين مي توانيم آيا�

BAλ

µ1
µ2
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شبكه  هاي صف ارسال به جلو

  براي .كنيم استفاده CTMC از مي توانيم سرهم پشت صف دو از شبكه اي مدل سازي براي�
 در مشتريان تعداد از متشكل كه مرتب زوج يك از است عبارت حالت تعريف منظور اين
:است دوم صف در مشتريان تعداد و اول صف

(NA(t), NB(t))

...كنيم رسم را گذر-حالت نمودار بايد حالا�
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شبكه  هاي صف ارسال به جلو

:گذر در شكل زير نشان داده شده است-نمودار حالت�

0,0 1,0

0,1

λ

µ2 µ1

2,0
λ

λ

µ1

0,2

µ1
µ2

i,0
λ

λ

i-1,1

µ1

0,i

µ1

µ2

µ1

λ

µ2

λ

λ

λ

µ2

µ2

µ2

µ2

µ2

µ2

λ
i,j

µ1

µ2

λ

µ2

i+1,j-1

µ1

i-1,j+1

i+1,j
i-1,j

i,j-1

i,j+1

1,1 …

…

λ

…λ

…

…

…

…

PECS#15 -Queueing Networks - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 10

شبكه  هاي صف ارسال به جلو

,N1(t)) به صورت حالت تعريف با� N2(t))، چنين پايدار حالت احتمالات 
:مي شود تعريف زير صورت به هم ماركوفي زنجيره

� π(i, j) = P(N1=i, N2 =j), where Ni = Lim t→∞ Ni(t)

  :بنويسيم را جريان معادلات مي توانيم پايدار، حالت فرض با آنگاه�

� λπ(0, 0) = µ2π(0, 1)  <=    گره اول

� (λ+ µ2)π(0, i) = µ2 π(0, i+1)+µ1 π(1, i-1)  <=   گره هاي ضلع پايين 

� (λ+ µ1)π(i, 0) = λ π(i-1, 0)+µ2 π(i, 1) <=   گره هاي ضلع بالا

� (λ+ µ1 + µ2)π(i, j) = µ1 π(i+1, j-1) + µ2 π(i, j+1)+ λπ(i-1, j) <= گره هاي مياني

∑
>=

=
0,

1),(
ji

jiπ
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شبكه  هاي صف ارسال به جلو

:داشت خواهيم و بوده حل قابل فوق معادلات دستگاه�

ρρρρi  :داريم آن در كه� = λλλλ/µµµµi

.كنيم بررسي معادلات دستگاه در جاگذاري با مي توانيم را فوق معادله درستي�

0,)1()1(),( 2211 ≥−−= jiji
ji

ρρρρπ
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خروجي پواسان= ورودي پواسان : قضيه برك

  از را ما و داشته فراوان كاربرد صف شبكه هاي حل در كه سودمند خاصيت يك�
  برك قضيه مي كند، بي نياز صف شبكه هاي حل براي CTMC از استفاده

(Burke's theorem) است:

.ببينيد را درس مراجع مي توانيد آن ديدن براي كه دارد اثبات فوق قضيه�

 با را جلو به ارسال صف شبكه هاي مي توانيم فوق قضيه از استفاده با�
 مجزا صف هاي به پواسان، فرآيند انشعاب و ادغام خواص از بهره گيري

.كنيم حل آساني به را كلي شبكه آنها حل نتايج ادغام با سپس و نموده تجزيه

 λλλλيك فرآيند پواسان با نرخ  M/M/1فرآيند خروجي از صف  :قضيه برك
.و مستقل از فرآيند ورودي است

Morteza Zakeri
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خروجي پواسان= ورودي پواسان : قضيه برك

 k از متشكل جلو به ارسال شبكه يك پايدار حالت احتمالات برك قضيه از بهره گيري با�
:مي آيد بدست زير صورت به است λλλλ صف اولين به ورود نرخ كه صف ايستگاه

:شد خواهد (Ni) صف ها در مشتريان مجموع ،(N) صف شبكه در مشتريان تعداد�

 (Li) صف ها در مشتريان تعداد ميانگين مجموع ،(L) صف شبكه در مشتريان تعداد ميانگين�
:مي دانيم قبل از هم M/M/1 صف هاي براي را Li محاسبه نحوه .شد خواهد

:كنيم استفاده ليتل قانون از مي توانيم w محاسبه براي�

L = λλλλ w => w = L/ λλλλ

kinnNnNnNPnnn i

k

i
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iikkk
i ≤≤≥−===== ∏

=
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قضيه ليتل براي شبكه  هاي صف

:است برقرار بسته يا باز شبكه يك از )Ω( محدوده اي هر براي ليتل قانون�

:فوق محدوده براي ليتل قانون آنگاه�

L
Ω

= λ
Ω

* w
Ω

�λ
Ω

محدوده به مشتريان ورود نرخ :

�L
Ω

محدوده در مشتريان تعداد ميانگين :

�w
Ω

)محدوده توسط سرويس زمان ميانگين( محدوده در مشتريان اقامت زمان ميانگين :

Ω

λΩورود مشتريان با نرخ خروج مشتريان
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شبكه هاي صف باز داراي بازخورد

  بازخورد ديگر صفهاي به صفها از بعضي از كه بگيريد نظر در را صف تعدادي از شبكه يك�
(feedback) داريم.  

 خروجي از بخشي ضمناً و است ورودي داراي بيرون از )1( صف زير، شبكه در مثال براي�
.دارد وجود هم )2( صف مورد در وضعيت همين .مي شود بازخورد آن به هم )2( صف

نمود؟ فرض هم از مستقل را صفها مي توان هنوز آيا وضعيتي چنين در�

2

r1= 4

µ1=8

µ2=10

r2= 5

1
0.5

0.25
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شبكه هاي صف باز داراي بازخورد
.شويم آشنا صف شبكه هاي نوع اين حل با كه مي خواهيم حال�

 زمان داراي صفها از كدام هر كه مي گيريم نظر در را صف k از شبكه اي منظور اين براي�
.هستند µµµµi نرخ با نمايي سرويس

 .است ri نرخ با پواسان فرآيند طبق نيز صفها به بيرون از وروديها�

  احتمال صورت اين در .داريم (feedback) بازخورد ديگر صفهاي به صفها از بعضي از�
branching) انشعاب probability) مسيريابي احتمال يا (routing probability) را 
:مي كنيد تعريف زير به صورت

�pi,j: صف كه مشتري يك اينكه احتمال i صف وارد مي كند ترك را j بشود.

:شود خارج صف شبكه از مي كند ترك را i صف كه مشتري يك اينكه احتمال آنگاه�

∑∑
==

−=⇒≤
k
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شبكه هاي صف باز داراي بازخورد

  كه مي آيد، بدست زير معادله از مي دهيم، نشان λλλλj به كه ،j صف به ورود نرخ صورت اين در�
traffic) ترافيك معادله آن به equation) مي شود گفته:

 حاصله، معادلات دستگاه حل با و نوشته صف گره هاي همه براي مي توانيم را ترافيك معادلات�
  .آوريم بدست را (λλλλj) صف هر به ورود نرخ

:با است برابر صف شبكه در مشتريان تعداد پايدار حالت احتمال�

  جريانهاي به گره ها ورودي جريانهاي وابستگي به دليل است؟ محاسبه قابل چگونه احتمال اين�
  مجزاي صف يك آنها از كدام هر كه كنيم فرض به راحتي نمي توانيم ديگر، صف هاي از خروجي

M/M/1 هستند.

نرخ ورود از 
خارج به گره

مجموع ترافيك هاي ورودي 
از ساير صفها به اين صف

0),...,,(),...,,( 221121 ≥==== ikkk nnNnNnNPnnnπ

kjpr ji

k

i

ijj ≤≤+= ∑
=

1,

1

λλ
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قضيه جكسون براي شبكه هاي باز

.كنيم استفاده CTMC از هم اينجا در توانيم مي ما�

 كلي حالت در كه مي گويد باز شبكه هاي براي (Jackson) جسكون قضيه اما،�
 هنوز صفها از هركدام كه كنيم فرض مي توانيم بزرگ صف شبكه هاي براي و

 را آنها مي توانيم ما و رسيده اند پايدار حالت به و هستند M/M/1 صف يك
  .كنيم حل و گرفته درنظر مجزا به طور

:جكسون قضيه فرضيات�
.است گره زيادي تعداد از متشكل باز صف شبكه�

.داريم خارج از ورودي گره ها از زيادي تعداد به�

.رسيده اند پايدار حالت به صفها از كدام هر�

 نتايج با خوبي بسيار تقريب با آورد خواهيم بدست كه نتايجي صورت اين در�
 .بود خواهند برابر شبيه سازي از حاصل

 باشد، بيشتر صفها به خارج از ورود ميزان و باشد بزرگتر شبكه كه قدر هر�
.بود خواهد نزديكتر دقيق جواب به فوق تقريب
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قضيه جكسون براي شبكه هاي باز

Jackson's) جكسون قضيه� theorem):باز، شبكه صفهاي از هركدام 
:داريم و مي كنند رفتار مجزا صف يك همانند

 نشان آنرا درستي فوق نتيجه جايگذاري با مي توان جريان، معادلات نوشتن با�
.داد

.كنيد مطالعه درس مراجع در مي توانيد را قضيه اين مورد در بيشتر بحثهاي�

( ) kinnnn i

n

i

k

i

ik
i ≤≤≥−= ∏
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1,01),...,,(
1

21 ρρπ
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مثالي از شبكه هاي صف باز داراي بازخورد
 حل آنرا شده گفته نتايج از استفاده با و نموده ارائه بازخورد داراي باز شبكه يك از مثالي حالا�

.مي كنيم

:بگيريد نظر در را زير شبكه�

:از عبارتند آن براي ترافيك معادلات�
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مثالي از شبكه هاي صف باز داراي بازخورد
λλλλ1   : داريم كه شود مي مشاهده� /µµµµ1 = 6/8 < λλλλ2 و 1 /µµµµ2 = 8/10 < 1

.رسند مي پايدار حالت به صف دو هر يعني�

:داشت خواهيم جكسون قضيه نتايج از استفاده با آنگاه�
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مثالي از شبكه هاي صف باز داراي بازخورد
  يا )1( گره طريق از كه مشترياني براي شده صرف زمان مي توانيم همچنين�

:آوريم بدست هم را مي شوند وارد )2(
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مثالي از شبكه هاي صف باز داراي بازخورد
 است اين كنيم دقت آن به بايد فوق روش از استفاده با حل در كه مهمي نكته�

 صفهاي پايداري شرط بايد ،λλλλi آوردن بدست و ترافيك معادلات حل با كه
:باشد برقرار مجزا

λλλλi /µµµµi < 1

.بود نخواهد استفاده قابل شده گفته نتايج صورت اين غير در�
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بسطهاي قضيه جكسون
:است برقرار هم زير شرايط براي جكسون قضيه نتايج�

.باشند  M/M/m مجزا صفهاي كه صورتي در�

.باشند  M/M/m/k مجزا صفهاي كه صورتي در�

 زمان توزيع داراي و (PS) پردازنده اشتراك انتظام داراي صفها تك سرويس دهنده هاي�
  .باشند دلخواه سرويس

 جكسون قضيه براي BCMP بسط نظير (extensions) بسطهايي همچنين،�
.است جكسون قضيه از آسانتر آنها كاربرد شرايط كه دارد وجود
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شبكه  هاي صف بسته
 متناهي و محدود مشتريان تعداد بسته، شبكه هاي در گفتيم، قبلاً كه همانگونه�

  .نمي كنند ترك را شبكه هرگز موجود مشتريان و است

 K كه مي كند مدل سازي را كامپيوتري سيستم يك زير بسته شبكه مثال، براي�
:دارد وجود آن در كار

.شويم آشنا شبكه ها اينگونه حل روش با كه مي خواهيم ادامه در�

IO1

IO2

CPU

K
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شبكه  هاي صف بسته
 شبكه يك در صف M مابين مشتري N از متناهي جمعيت مي كنيم فرض�

:مي زنند دور بسته

.است µµµµi نرخ با نمايي آنها سرويس زمان و بوده سرويس دهنده تك صفها، از هركدام�

,pi,j )i گره ها بين مسيريابي احتمالات� j ≤≤≤≤ M( است.

visit) ملاقات نسبت� ratio)، با كه vi چه كه مي كند مشخص مي شود، داده نشان  
 هم امi گره وارد مي شوند )اول گره مثلاً( خاص گره يك وارد كه مشتريان از بخشي

 .مي شوند

:بنويسيم مختلف گره هاي براي را ملاقات معادلات مي توانيم آنگاه�

  هاvi از يكي براي ثابت مقدار يك فرض با حاصله، معادلات دستگاه وابستگي دليل به�
.آوريم بدست را هاvi ساير مي توانيم حاصله معادلات دستگاه حل با و )v1=1:مثلاً(

Mipvv
M

j

ijji ,...,2
1

, ==∑
=
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شبكه  هاي صف بسته

:آنگاه مي توانيم توان عملياتي گره ها را بدست آوريم�

 گره ها نسبي عملياتي توان كننده مشخص ملاقات نسبت صورت، اين در�
.بود خواهد

Mji
v

v

j

i

j

i ≤≤= ,1
γ

γ
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CTMCحل حالت پايدار شبكه  هاي صف بسته با 

استفاده كنيم  CTMCبراي حل يك مدل شبكه صف بسته مي توانيم از يك �
:حالت با بردار تعداد مشتريان در گره هاي مختلف شبكه تعريف مي شود

(N1(t), N2(t), …, NM(t))

:  آنگاه در حالت پايدار�

(N1, N2, …, NM) = Limt→∞→∞→∞→∞(N1(t), N2(t), …, NM(t))

:احتمالات حالت پايدار مشتريان به صورت زير خواهد بود�

.آنگاه مي توانيم معادلات جريان را نوشته و حل كنيم�

,0),...,,(),...,,( 221121 ≥==== iMMM nnNnNnNPnnnπ
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مثالي از شبكه  هاي صف بسته
:بگيريد نظر در را زير بسته شبكه مدل�

 سه تايي يك كه مي كنيم تعريف را حالت شبكه، اين براي  CTMC آوردن بدست براي�
,N1)   :بود خواهد N2, N3)

3

µ2

2

µ3

N=2

1

p1

P2=1- p1

µ1
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مثالي از شبكه  هاي صف بسته
:مي آوريم بدست را زير CTMC آنگاه�

2,0,0

0,2,0

1,1,0

0,0,2

1,0,1

0,1,1

µ2

µ2

µ3

µ3

µ3

µ2

p1µ1

p2µ1

p1µ1

p2µ1

p1µ1

p2µ1
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مثالي از شبكه  هاي صف بسته
:بنويسيم را جريان معادلات دستگاه مي توانيم حالا�

� (p1+p2)µ1π(2, 0, 0) = µ2π(1, 1, 0)+µ3π(1, 0, 1)

� (p1+p2)µ1π(1, 1, 0) = µ2π(0, 2, 0)+µ3π(0, 1, 1)

� (p1+p2)µ1π(1, 0, 1) = µ2π(0, 1, 1)+µ3π(0, 0, 2)

� p1µ1π(1, 1, 0) = µ2π(0, 2, 0)

� (µ2+ µ3) π(0, 1, 1) = p2µ1π(1, 1, 0)+ p2µ1π(1, 0, 1)

� p2µ1π(0, 0, 2) = µ3π(0, 0, 2)

� π(2, 0, 0)+π(1, 1, 0)+π(1, 0, 1)+π(0, 2, 0)+π(0, 1, 1)+π(0, 0, 2)=1

  را پايدار حالت احتمالات مي توانيم ،)مجهول شش و معادله هفت( معادلات دستگاه اين حل با�
.آوريم بدست
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حل حالت پايدار با قضيه گوردن و نيول

),...,,( 21 Mnnnn =
→

  نيول و گوردن قضيه از استفاده دارد، وجود كه ديگري حل راه فوق روش بر علاوه�
(Gordon and Newell) است.

:  قضيه گوردن و نيول�

:كه در آن داريم�

:يك مقدار ثابت است كه بايد طوري انتخاب شود كه داشته باشيم G(N)همچنين، �

1)( =∑
→

nπ

Nnn
v
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n
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i

i
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i

n
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مثالي از حل حالت پايدار با قضيه گوردن و نيول

213

112

pvv

pvv

=

=

  .مي كنيم حل قضيه اين از استفاده با را قبلي مثال همان حالا�

  .است µµµµ3=2 و µµµµ1=2، µµµµ2=3 كه مي كنيم فرض منظور اين براي�

 .است p2=1/4 و p1=3/4 :كه مي كنيم فرض همچنين�

=V1 انتخاب با آنگاه� :داشت خواهيم 1

:بنويسيم را نيول و گوردن قضيه نتايج مي توانيم حالا�

321 )8/1()4/1()2/1(
)(

1
)(

nnn

NG
n =
→

π

V2=3/4

V3=1/4
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مثالي از حل حالت پايدار با قضيه گوردن و نيول
1)( =∑

→

nπ :آوريم بدست را G(N) مي توانيم                   از استفاده با سپس�

1)2,0,0()1,1,0()0,2,0()1,0,1()0,1,1()0,0,2(

)8/1()4/1()2/1(
)(

1
)2,0,0(

1)8/1()4/1()2/1(
)(

1
)1,1,0(

)8/1()4/1()2/1(
)(

1
)0,2,0(

)8/1()4/1()2/1(
)(

1
)1,0,1(

)8/1()4/1()2/1(
)(

1
)0,1,1(

)8/1()4/1()2/1(
)(

1
)0,0,2(

200

10

020

101

011

002

=+++++

=

=

=

=

=

=

ππππππ

π

π

π

π

π

π

NG

NG

NG

NG

NG

NG

G(N) = ?



18

PECS#15 -Queueing Networks - By:  M. Abdollahi Azgomi - IUST-CE 35

نكات آخر
 تقاضاي ،Di=vi/µµµµi به كرديم، اشاره عملياتي قوانين فصل در كه همانگونه�

service) سرويس demand) مي شود گفته.

.است صفها انواع ساير براي بسطهايي داراي هم نيول و گوردن قضيه�
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ابزار حل مدلهاي صف

 ابزار از مي توانيد صف شبكه هاي و مجزا صف مدلهاي شبيه سازي و حل براي�
  .كنيد استفاده WinPEPSY قدرتمند

 و بوده تجاري آن جديد نگارش اما .است موجود نرم افزار اين رايگان نگارش�
.شود خريداري بايد


