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گزارش طرح تحقيقاتي 

موازي سازي اتوماتيک برنامه هاي ترتيبي
                                                   تهيه کننده: سعيد پارسا

بهار سال 

1386
بنام خداوند بخشنده مهربان

                                                    چکيده

در اين طرح تحقيقاتي مراحل تبديل اتوماتيک کد ترتيبي به کد موازي مشخص شده است. وابستگي بين جملات مغاير با اجراي موازي بخشهاي در برگيرنده جملات وابسته با يکديگر است. وابستگيها در قالب دو نوع وابستگي داده اي و کنترلي قابل تشخيص و در قالب گراف وظايف مدل مي شود. مساله دانه بندي وظايف و زمانبندي آنها براي اجراي موازي است. بايد بتوان وظايف را آنچنان در بين پردازنده ها توزيع نمود که کليه پردازنده ها بطور همزمان فعال و با حداقل نياز به نتايج محاسبات در ساير پردازنده ها فعال باشند. در اين راستا مقوله هاي زمانبندي گراف وظايف بسيار مطرح مي باشد.
     نوع ديگر وابستگي در بين تکرارهاي حلقه ها مطرح است. وابستگي بين تکرارهاي حلقه مي تواند منجر به حل دستگاه نا معادلات خطي و غير خطي شود. به علت زياد بودن تعداد وابستگيها مي توان مجموعه پايه از بردارهاي وابستگي در بين تکرارهاي حلقه را مشخص نمود. به اين ترتيب فضاي يکنواخت وابستگي بين تکرارهاي حلقه حاصل مي گردد. دانه بندي کاشي ها و تعيين کاشي هايي که به صورت موازي قابل اجرا هستند مساله ديگري است که مي بايست مورد بررسي قرار گيرد. مساله زمانبندي و توزيع تکرارهاي حلقه در بين پردازنده ها خود نکته قابل توجه ديگري مي باشد.       
فهرست مطالب

1. سوپر کامپیوترها
بر طبق قانون Moore در هر 10 سال توان عملیاتی سوپر کامپیوترها دو برابر می شود. در شکل ذیل برای نمونه روند افزایش کارایی سوپر کامپیوترها در طی 50 سال مشخص شده است.
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شکل 1- روند رشد کارایی سوپر کامپیوترها در طی 50 سال

البته امروزه با پیشرفت فنآوری​هایی از قبیل پردازش تصویر و سیستم​های چند رسانه ای نیاز بیشتری به سیستم​ها با توان پردازش و کارایی بالا بوجود آمده است. به موازات افزایش سرعت اجرایی پردازنده ها، می بایست زمان لازم برای دسترسی نیز کاهش داده شود. برای این منظور حافظه های نهان در چند سطح دسترسی مطرح شده اند. با افزایش توان پردازشی، کار برنامه سازی برای سیستم​های موازی نیز مشکلتر می شود. برنامه نویس می بایست بطور دستی برنامه های خود را تبدیل به کد موازی نمایند. فلسفه وجود کامپایلرهای موازی کننده به حداقل رساندن میزان تبدیل​های دستی است.  
2. خط لوله

یکی از کاربردهای موازی سازی برای افزایش کارایی، بکارگیری خط لوله می باشد. برای نمونه در شکل ذیل خط لوله در ماشینهای IBM 7094 مشخص شده است. در این نوع کامپیوترها هر دستورالعملی در دو مرحله انجام می شد. مرحله اول در ارتباط با بار کردن آوردن دستورالعمل از حافظه به درون پردازنده و مرحله دوم اجرا کردن دستورالعمل می باشد. چون دستورالعملها را می توان از دیتا بانکهای مختلف حافظه بطور همزمان دسترسی نمود، می توان این دو مرحله آوردن و اجرا کردن را با یکدیگر همگام نمود. بعد از آن در IBM 370 خط لوله به صورت چهار مرحله ای تبدیل شد. 
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شکل 1- نمونه ای از خط لوله در ماشینهای ریسک

خط لوله شامل مراحل ذیل است:

1. instruction fetch (IF),

2. instruction decode (ID)

3. execute (EX) and

4. memory access (MEM) and

5. write back (WB)

در ماشینهای ریسک دستورالعملها به سه دسته تقسیم می شوند:
1- عملیات ثبات به ثبات واحد محاسباتی: اینها شامل عملیاتی محاسباتی مثل جمع و تفریق می باشند.

2-عملیات بر روی حافظه : نیاز به دسترسی به حافظه در ضمن اجرای عملیات. 
3- عملیات پرش : بر اساس یک شرط موجب تغییر آدرس برای آوردن دستورالعمل بعدی می شوند.

چنانچه دستورالعمل از نوع اول باشد و در داخل واحد محاسبات انجام گیرد با مرحله اجرا خاتمه می یابد. چنانچه دستورالعمل نیاز به دسترسی به حافظه داشته باشد، دسترسی به حافظه در مرحله MEM انجام می گیرد. چنانچه داده مورد نظر درون حافظه نهان نباشد، در این صورت اجرای دستورالعمل تا آوردن داده از حافظه متوقف می شود. چنانچه دستورالعمل پرش شرطی باشد، در مرحله اجرا یا EX ثبات مشخص شده در دستورالعمل پرش با صفر مقایسه می شود. در صورت صفر بودن، مقدار شمارنده آدرس مساوی با آدرس مشخص شده در دستورالعمل می گردد. مرحله WB یا Write Backبرای بازنویسی مقادیر در ثباتها است. 
3. واحدهای اجرایی خط لوله

اغلب دستورالعملها بیش از یک سیکل اجرایی را لازم دارند. برای نمونه محاسبات اعشاری معمولاً چهار یا پنج سیکل اجرایی را نیاز دارند. در جمع اعشاری پس از اینکه دو عملوند از حافظه دستیابی شدند، می بایست توانهای آنها یکسان یا در اصطلاح نرمالیزه شود تا بتوان مانتیسها را با یکدیگر در مرحله بعدی جمع نمود. بالاخره نتیجه می بایست قبل از اینکه ذخیره شود نرمالیزه شود. 
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شکل 2- نمونه ای از جمع کننده اعشاری

از آنجاییکه هر بخش از عملیات در واحد جمع مستقل از سایرین است، هر بخش می تواند بر روی عملوندهایی متفاوت از سایرین عمل نماید. به این ترتیب چنانچه نیاز به محاسبه چند حاصل جمع بطور همزمان باشد، می توان محاسبات را با همزمان نمودن بخشها به صورت ذیل تسریع نمود.
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شکل 3- نمونه ای از خط لوله برای محاسبه  ai = bi + ci
چنانچه زمان لازم برای انجام هر مرحله یا بخش از خط لوله یک سیکل باشد، آنگاه زمان لازم برای انجام n عمل جمع اعشاری 4n است. چنانچه بخشها همپوشانی داشته باشند، آنگاه زمان لازم به n+3 سیکل کاهش داده می شود. یک واحد خط لوله هنگامی موثر است که خط لوله پر باشد. بنابراین برای استفاده موثر از واحدهای خط لوله نیاز است که کامپایلر به قسمی دستورالعملها را مرتب نماید که عملوندها به موقع در داخل خط لوله قرار گیرند تا خط لوله پر باقی بماند. 
3. واحدهای اجرایی خط لوله

در معماری​های خط لوله بزرگترین مانع وجود موانع یا در اصطلاح stall های خط لوله است. مانع هنگامی رخ می دهد که مجموعه جدید ورودی را نتوان در خط لوله بواسطه شرایطی به نام مخاطره یا hazard به اجرا در آورد. هنسی و پاترسون مخاطرات را به سه دسته تقسیم می کنند:
1. مخاطرات ساختاری، بدین واسطه رخ می دهند که منابع ماشین نتوانند کلیه ترکیبهای همپوشانی دستورالعمل را پشتیبانی کنند. 

2. مخاطرات داده ای، هنگامی که نتیحه حاصل از یک دستورالعمل مورد نیاز دستورالعمل بعدی باشد.
3. مخاطرات کنترلی، هنگام پردازش دستورالعملهای انشعاب ایجاد می شود.
مخاطره ساختاری میتواند در صورت عدم وجود منبع رخ دهد. برای نمونه اگر ماشینی صرفاً یک درگاه برای حافظه داشته باشد و نتوان داده و دستورالعمل را به طور همزمان از حافظه خواند این مشکل می تواند رخ دهد. برای نمونه به شکل ذیل توجه نمایید:
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شکل 4- مخاطره ساختاری در درگاه حافظه ماشینهای DLX

همانگونه که در بالا مشخص است نمی توان چهارمین fetch از حافظه را انجام داد زیرا دستورالعمل اولی در این زمان نیاز به دسترسی به حافظه دارد. برای ممانعت از مواجه شدن با همچنین وضعیتی در هنگام تولید کد سعی به استفاده بیشتر از ثباتها می شود. برای نمونه به دستورالعملهای ذیل توجه نمایید:
ADD R1,R2,R3

SUB R4,R1,R5

این دو دستورالعمل بدون هیچگونه تاخیری قابل اجرا هستند زیرا نتیجه دستورالعمل اول در دومی بلافاصله استفاده می شود. اما، در مورد دو دستورالعمل زیر نمی توان از ایجاد مانع یا در اصطلاح stall جلوگیری نمود.

LW R1,0(R2)

ADD R3,R1,R4

علت بوجود آمدن مانع در شکل ذیل مشخص شده است:
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شکل 4- مخاطره داده ای 

     می توان با استفاده از امکان زمانبندی دستورالعملها یا در اصطلاح Instruction Scheduling یا Instruction Reordering  این مشکل را حل نمود. برای این منظور با در نظر گرفتن وابستگی های داده ای و کنترلی امکان جابجایی دستورالعملهایی که ثبات R1 را استفاده نمی کنند و مشکل stall را ایجاد نمی کنند، را به میان دو دستورالعمل فوق بررسی باید نمود. در صورت یافتن دستورالعمل مناسب آنرا به بین دو دستورالعمل می توان انتقال داد. 
     مشکل فوق در اجرای عبارتی مثل A+B+C نیز امکان پذیر است. برای نمونه به شکل ذیل توجه نمایید. در اینجا چنانچه اجرا از چپ به راست انجام شود دستورالعمل جمع دومی می بایست برای یک سیکل در انتضار اجرا باقی بماند. 
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شکل 5- مخاطره داده ای ایجاد کننده مانع
    بازهم می توان گفت که زمانبند کامپایلر می تواند مانع این مشکل شود. برای نمونه فرض کنید که عبارتی برای جمع چهار متغیر به صورت A+B+C+D قرار است اجرا شود. در اینجا بعد از هر عمل جمع به تعداد دو سیکل انتظار برای دریافت نتیجه دستورالعمل قبلی نیاز است. برای رفع مشکل کامپایلر می تواند عمل جمع را به صورت ذیل گروه بندی کند:
            (A+B) + (C+D)

در این صورت جمع دومی می توان در یک سیکل بعد از جمع اولی به اجرا در آید. در مجموع یک سیکل مجموع سریعتر بدست می آید. 

      مخاطرات کنترلی همانطور که در بالا توضیح داده شد بواسطه دستورالعملهای پرش ایجادمی شوند. در ماشینهای DLX مخاطرات کنترلی می تواند مانعی به طول سه سیکل زمانی ایجاد نماید. پردازنده شروع به آوردن دستورالعمل بعدی از حافظه می کند بدون اطلاع از اینکه پرش انجام می شود. تشخیص عمل پرش بعد از مرحله MEM از دستورالعمل پرش مشخص می شود.  در این صورت دستورالعمل بعدی می بایست از درون حافظه بیرون کشیده شود قبل از اینکه هر گونه تغییری در ثباتها و یا حافظه ایجاد شود. برای نمونه به شکل ذیل توجه نمایید. 
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شکل 5- مخاطره ایجاد شده بواسطه دستورالعمل پرش شرطی
از آنجاییکه سه سیکل پنالتی زیادی می باشد، طراحان ماشین سعی زیادی به کاهش این هزینه نموده اند. یک راه، استفاده از سخت افزاری است که در ضمن دیکد دستورالعمل بتواند تشخیص پرش را بدهد. این عمل در صورت آزمون مقایسه با صفر امکان پذیر است. در این صورت stall به یک عدد به صورت زیر تقلیل داده می شود:
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شکل 6- تقلیل مخاطره ایجاد شده بواسطه دستورالعمل پرش شرطی

3. پردازنده​های برداری

در سال 1970 وظیفه پر نگهداشتن خط لوله مساله ای آزار دهنده شده بود. لذا، در سوپر کامپیوترها طرح سخت افزاری را مطرح نمودند که بتوان برای اجرای بدون وقفه دنباله ای از دستورالعملها به جلو نگاه کرد.  برای این منظور دستورالعملهای برداری یا vector instructions مطرح شدند. در این نوع ماشینها با اجرای یک دستور العمل بر روی دو آرایه از ثباتها یا درون حافظه می توان عمل نمود. مقادیر را به درون آرایه ثباتها نیز با یک دستورالعمل می توان انتقال داد. برای نمونه  ماشین Cray 1 که در سال 1975 ایجاد شده دارای 7 آرایه ثبات 64 خانه ای است. امکان ایجاد زنجیره ای از عملیات برداری نیز در این نوع کامپیوترها بوجود آمد. عمل زنجیر کردن در واقع بواسطه یک عمل برداری که در انتظار دریافت خروجی از عمل برداری دیگر است انجام می شود. برای نمونه در ادامه عمل جمع دو آرایه 64 خانه ای A و B و قرار دادن حاصل در آرایه C مشخص شده است:


VLOAD V1,A



VLOAD V2,B



VADD V3,V1,V2



VSTORE C,V3
دستورالعمل جمع فوق را می توان به صورت ذیل در فرترن 90 مشخص نمود:

C(1 : 64) = A(1 : 64) + B(1 : 64)

مساله تبدیل خودکار دستورالعملها به فرم برداری است. برای نمونه حلقه ذیل را در نظر بگیرید:
For i:= 1 to 4 do c[i] := a[i]*B[i]

در اینجا مشکل در تبدیل به فرم برداری است. در پردازنده برداری قبل از اجرا مقادیر می بایست از حافظه خوانده شده باشند یا در اصطلاح load شده باشند. در حالیکه در داخل حلقه مقادیر یک به یک خوانده می شوند. بعضا" این امر مشکلساز است. لذا، مساله قابل تبدیل بودن به فرم برداری یا vectorizable بودن کد مطرح شد. برای نمونه حلقه ذیل قابل بردار سازی نیست:
For i:= 1 to 4 do c[i] := a[i]*B[i]

در اینجا نتیجه هر تکرار در تکرار بعدی استفاده می شود بنابراین امکان اجرای حلقه به صورت موازی وجود ندارد.  اما امکان اجرای دستورالعمل ذیل در ماشین برداری وجود دارد:

A(2:65) = A(1:64) + B(1:64)

4. پردازنده​های سوپر اسکالر و پردازنده های VLIW
مشکل پردازنده های برداری مجموعه نسبتاً بزرگ دستورالعملها است. در این دسته از پردازنده​ها علاوه بر دستورالعملهای عادی می بایست مجموعه دستورالعملهایی برای انجام عملیات برداری وجود داشته باشد. برای رفع مشکل سعی شد در ماشینهای تک پردازنده ای سرعت اجرایی را به حد پردازنده های برداری افزایش دهند. اگر بتوان یک یا چند دستورالعمل خط لوله را بطور همزمان به اجرا در آورد آنگاه شاید بتوان سرعت اجرایی پردازنده های برداری را حاصل نمود. این ایده اولیه ایجاد پردازنده های سوپر اسکالر و VLIW بوده است. در این نوع ماشینها بیش از یک دستورالعمل را می شد در هر سیکل به اجرا در آورد. 
     در ماشینهای سوپراسکالر اجرای همزمان دستورالعملها به این صورت رخ می دهد که پردازنده به جلو می نگرد تا دستورالعملهایی که آماده اجرا هستند را مشخص نماید. از بین دستورالعملها به ترتیب آنهایی را که قابل اجرا شدن هستند را به اجرا در می آورد. در برخی از ماشینها حتی ترتیب اجرایی رعایت نمی شود. 
     در پردازنده های VLIW می توانند چندین دستورالعمل را با اجرای یک دستورالعمل بزرگ یا پهن به اجرا در درآورند. یک دستورالعمل پهن خود دارای چندین دستورالعمل کوچک است که بطور همزمان به اجرا در می آیند. بنابراین اگر یک ماشین VLIW دارای دو واحد خط لوله ای ضرب ممیز شناور است، آنگاه می تواند دو عمل ضرب را بطور همزمان و در یک سیکل به اجرا در آورد. در ماشینهای VLIW می بایست کامپایلر و یا برنامه نویس دستورالعملها را در قالب  دستورالعملهای پهن دسته بندی کنند. در این دسته ها می بایست ورودی و خروجی دستورالعملها آماده باشد. 
    مشکلات پردازنده های سوپراسکالر و VLIW اولاً نیاز مبرم آنها به پهنای باند بیشتر برای آوردن دستورالعملها از حافظه است. برای این منظور نیاز به حافظه های پنهان نسبتاً بزرگ برای نگهداری دنباله دستورالعملها است. به همین ترتیب برای نگهداری عملوندها نیاز به حافظه های پنهان بسیار بزرگ است. بطور خلاصه می توان پردازنده  های سوپر اسکالر و vliw را مشبه پردازنده های برداری دانست زیرا موازیسازی مبتنی بر برداربندی را پشتیبانی می​کنند. تعداد زیادی از ریزپردازنده های جدید مثل Motorola G4 که در اپل مکین تاش رایج می باشند دارای comprocessor هایی برای عملیات برداری هستند که در اصل vliw می باشند.  
4. کامپایل برای سوپر اسکالر و پردازنده های VLIW
می بایست کامپایلرها با تشخیص وابستگی و زمانبندی صحیح دستورالعملها، امکان اجرای هر چه سریعتر برنامه ها را مهیا نمایند. البته با استراتژیهای نگرش به دستورالعملهای بعدی در برخی از پردازنده های سوپراسکالر هیچگونه نیازی به زمانبندی دستورالعملها نیست. برای زمانبندی دستورالعملها هر پردازنده می بایست بداند که کدام دستورالعملها وابسته به دیگری هستند و برای هر وابستگی چقدر تاخیر زمانی بین دو دستورالعمل لازم است. برای نمونه به دنباله دستورالعملهای ذیل توجه نمایید:
LD R1,A

LD R2,B

FADD R3,R1,R2

STD X,R3

LD R4,C

FADD R5,R3,R4

STD Y,R5

با توجه به اینکه هر دستورالعمل در یک سیکل آماده اجرا می شود و نتیجه بارکردن یا load با دو سیکل تاخیر در اختیار قرار می گیرد، و همچنین برای جمع ممیز شناور دو سیکل تاخیر وجود دارد، می توان با قرار دادن دستورالعمل لود برای C قبل از استور X مدت زمان اجرایی را کاهش داد.
LD R1,A

LD R2,B

LD R4,C

FADD R3,R1,R2

FADD R5,R3,R4

STD X,R3

STD Y,R5
اولین زمانبندی 11 سیکل زمانی طول می کشد. 7 سیکل برای اجرای دستورالعملها بطور عادی و 4 سیکل تاخیر بخاطر دستورالعملهای جمع و استور، ایجاد می شود. زمانبندی دومی تنها 8 سیکل زمان احتیاج دارد. زیرا تنها تاخیر مورد نیاز در بین دو دستورالعمل جمع است. مجموعه دستورالعملهای فوق برروی ماشینی که قابلیت اجرای بیش از یک دستورالعمل در واحد زمانی را دارد قابل تسریع نیست. اما دنباله دستورالعملهای ذیل که دو عمل جمع مستقل را انجام می دهند بر روی ماشین VLIW قابل بهینه سازی است:
LD 

R1,A

LD 

R2,B

FADD 
R3,R1,R2

STD 

X,R3

LD 

R4,C

LD 

R5,D

FADD 
R6,R4,R5

STD 

Y,R6

در یک ماشین VLIW با قابلیت اجرای 2 جمع و 2 لود در یک سیکل، می توان بطور کامل محاسبه دومین عبارت را با عبارت اول همپوشانی داد. 

LD 

R1,A 

LD R4,C

LD 

R2,B 

LD R5,D

delay 


delay

FADD 
R3,R1,R2 
dela:

STD 
X,R3 

FADD R6,R4,R5

empty 


STD Y,R6
      در حالیکه خط لوله راه کار موثری برای افزایش سرعت اجرایی یک پردازنده می باشد، موازی سازی پردازنده ها با اجرای بخشهای مختلف یک برنامه بر روی چند پردازنده و یا اجرای چند برنامه بطور همزمان بر روی چند پردازنده امکان کاهش زمان اجرایی را فراهم نموده است. دو روش موازی سازی همزمان و غیر همزمان رایج می باشد. در موازی سازی همزمان کپی های مختلف یک برنامه بطور همزمان بر روی داده های مختلف به اجرا در می آیند. این نوع پردازنده ها در اجرای کد حاوی پرش های شرطی موفق نیستند زیرا وابسته به اینکه کدام شاخه اجرا شود پردازنده های مربوط به آن شاخه فعال شده و پردازنده هایی که برای اجرای شاخه دوم تخصیص شده اند در این ضمن غیر فعال می شوند. 
     در موازی سازی غیر همزمان پردازنده ها به هر پردازنده این امکان داده می شود که برنامه ای متفاوت یا بخشی از یک برنامه متفاوت از سایرین را به اجرا در آورد. ارتباط بین این نوع از پردازنده ها ممکن است به صورت مستقیم و یا از طریق حافقظه مشترک برقرار گردد. به این نوع از پردازنده ها چند پردازنده ای های متقارن
 اتلاق می شود. سازنده هایی مثل compaq، HP، IBM، اینتل، Sequenty و سیلیکون گرافیک این نوع پردازنده ها را ارایه می دهند. در این نوع ماشینها همزمانی بین پردازنده ها در صورت نیاز می بایست صریحاً مشخص شود. 
     اصولا" مشکل اساسی در دسترسی به حافظه با افزایش نسبی سرعت پردازنده ها بوجود آمده است. بخصوص این مساله با افزایش اندازه حافظه بیشتر نمایان می گردد. دو معیار برای اندازه گیری کارایی سیستم حافظه مطرح می باشد:

1- latency یا تاخیر زمانی که نمایانگر تعداد سیکلهایی که برای انتقال داده از حافظه مورد نیاز است می باشد.

2- Bandwidth یا پهنای باند که تعداد عناصر داده ای مورد نیاز برای انتقال از پردازنده به حافظه را در هر سیکل مشخص می کند.
    به عبارت دیگر Latency شاخص مدت زمانی است که پردازنده می بایست در انتظار برای دریافت داده مورد نظر از حافظه باشد. پهنای باند مشخص می کند چه تعدادی عملیات بر روی حافشه در هر سیکل را می توان پشتیبانی نمود. با افزایش پهنای باند مقادیر بیشتری را می توان بطور همزمان از حافظه دریافت نمود.  برای رفع مشکل از ساختار سلسله مراتبی حافظه استفاده شده است. به این ترتیب داده ها و دستورالعملهای تکراری در حافطه  سریعتر انتقال داده می شود.  
5. موازی سازی در سطح دستورالعمل​ها

می توان با استفاده از معماری خط لوله توازی را در اجرای بخشهای متفاوت دستورالعملهاس اسمبلی ایجاد نمود. در شکل ذیل یک خط لوله پنج مرحله ای ارایه شده است. چنانچه نتیجه یک دستورالعمل تا قبل از اجرای دستورالعمل بعدی آماده باشد پردازنده می تواند در هر کلاک یک دستورالعمل را به اجرا درآورد. در شکل ذیل یک نمونه از خط لوله پنج مرحله ای برای اجرای 5 دستو.رالعمل متوالی مشخص شده است. 5 مرحله شامل:

1- آوردن دستورالعمل Instruction Fetch (IF)، 
2- رمزکشایی دستورالعمل Instruction Decode (ID)
3- اجرای دستورالعمل Execute (EX)
4- دسترسی به حافظه Memory Access (Mem)
5- بازنویسی نتایج Write Back the results (WB)

است. 
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شکل 5-1  اجرای 5 دستورالعمل در خط لوله 5 مرحله ای

با اجرای یک دستورالعمل پرش خط لوله خالی می شود. تا دستورالعملهای بعدی fetch شوند. این تاخیر برای آوردن دستورالعمل بعدی موجب می شود تا سکسکه یا در اصطلاح hiccups در خط لوله دستورالعملها ایجاد شود. در پردازنده های پیشرفته بر اساس سابقه اجرایی سعی می شود تا مقصد دستورالعملهای پرش مشخص و از قبل به داخل خط لوله آورده شود. 
5-1 اجرا در خط لوله (ص 733 بخش 10.1.3)
برخی از دستورالعملها مثل آوردن مقدار از حافظه چند کلاک طول می کشند. بنا بر تعریف در صورتی یک دستورالعمل در خط لوله قابل اجرا است که دستورالعملهای بعدی در صورت عدم وابستگی آنها به نتایج دستورالعمل کنونی بتوانند به اجرای خود ادامه دهند. بنابراین در صورتی یک خط لوله n مرحله ای باشد، حداکثر n دستورالعمل بطور همزمان قابل اجرا خواهند بود. اغلب سخت افزارهای خط لوله وابستگی بین دستورالعملهای متوالی را تشخیص داده و بطور خودکار اجرای دستورالعمل را در صورت آماده نبودن عملوندها متوقف یا در اصطلاح stall می کنند. 
     در برخی از سخت افزارها با افزایش تعداد واحدهای عملیاتی امکان اجرای تا m دستورالعمل بطور همزمان در خط لوله n مرحله ای فراهم گشته است. بدین ترتیب امکان اجرای همزمان حداکثر تا m*n دستورالعمل فراهم شده است. موازی سازی چنانچه در سطح نرم افزار برای این نوع سخت افزارها صرفاً امکان پذیر باشد، آنرا VLIW نامند. در غیر این صورت چنانچه موازی سازی در سطح سخت افزار انجام گیرد، آنرا سوپر اسکالر یا Super-Scaler می نامند. سوپر اسکالرها قابلیت تشخیص وابستگی در بین دستورالعملها را دارند و آنها را در صورت آماده بودن عملوندها به احرا در می آورند. این نوع ماشینها دارای یک زمانبند ایستا هستند که دستورالعملهای غیر وابسته را بر اساس ترتیب اجرایی در کنار یکدیگر قرار می دهد. 
     جهت ممانعت از وقفه های حاصل از عدم وجود داده مورد نیاز در حافظه اصلی و یا ثبات مورد نظر در برخی سخت افزارها دستورالعمل prefetch امکان می دهد تا به پردازنده تفهیم شود که مقداری از حافظه به حافظه نهان انتقال داده شود تا در آینده نزدیک استفاده شود. با استفاده از بیت اضافی در ثباتها به نام Poison Bit در صورت آماده نبودن داده مورد نظر وقفه ایجاد نمی شود صرفاً بیت poison ثبات مقصد یک می شود. 
     از آنجاییکه دستورالعملهای پرش بخصوص در خط لوله مشکل ساز و موجب سکسکه یا stall می شوند، سعی شده تا تداد دستورالعملهای پرش به حداقل ممکن کاهش داده شود. برای نمونه دستورالعمل انتقال شرطی در ادامه ارایه شده است. دستورالعمل CMOVZ R2,R3,R1 این مفهوم را دارد که محتوی ثبات R3 به R2 انتقال داده می شود. به این ترتیب دستورالعمل :

If ( a == 0 ) b = c + d;

با فرض اینکه مقدار a, b, c و d در ثباتهای به ترتیب R1, R2, R4 و R5 هستند، دستورالعمل ذیل ایجاد می شود.

ADD R3, R4, R5

CMOVZ R2, R3, R

به این ترتیب وابستگیهای کنترلی را می توان تبدیل به وابستگیهای داده ای نموده، اندازه بلاکهای اولیه را افزایش داد.
5-2 زمانبندی دستورالعملها (ص745 کتاب اهو)
برای اجرای بدون وقفه در خط لوله دستورالعمل​ها را می توان با در نظر گرفتن ترتیب وابستگی بین آنها جابجا نمود. به قسمی که حتی المقدور و تا حد ممکن دستورالعمل های غیر وابسته در کنار یکدیگر قرار بگیرند. جابجایی در صورتی امکان پذیر است که وابستگی بین دستورالعملهای اسمبلی نقض نشود. وابستگی ها در قالب وابستگی های داده ای و کنترلی امکان پذیر می باشند. وابستگی های داده ای بین جمله S2 که بعد از S1 قرار دارد به سه دسته ذیل تقسیم می شوند:
1- وابستگی واقعی: در S1 تعریف و در S2 استفاده از متغیر تعریف شده قرار دارد. 

2- ضد وابستگی:  در S1 استفاده و در S2 تعریف متغیر استفاده شده قرار دارد.
3- وابستگی خروجی: در S1 تعریف و در S2 مجدداً تعریف متغیر تعریف شده قرار دارد.

مشاهده می شود که وابستگیهای داده ای بواسطه دسترسی به مکان مشترک ایجاد می شوند. می توان با ایجاد گراف وابستگی و مرتب سازی توپولوژیک آن، دستورالعمل ها را آنچنان مرتب سازی نمود که  با کمترین وقفه به صورت خط لوله ای به اجرا در آیند. گراف وابستگی را ابتدا در سطح بلاکهای اولیه ایجاد می کنند. 
       در گراف وابستگی هر گره شاخص یک دستورالعمل و منابع مورد نیاز مثل حافظه و واحد عملیاتی برای اجرای آن و لبه ها شاخص وابستگی بین دستورالعملها می باشند. هر لبه با تاخیر زمانی de که شاخص حداقل مدت زمانی است که گره مقصد پس از مبدا می تواند به اجرا در آید. برای نمونه ماشین ساده ای را در نظر بگیرید که در هر کلاک می تواند دو دستورالعمل را به اجرا درآورد. اولین دستورالعمل می بایست یک دستورالعمل پرش یا محاسباتی به صورت ذیل باشد: 

    OP dst, src1, src2

دومین دستورالعمل می تواند دستورالعمل بارکردن یا ذخیره سازی به صورت ذیل باشد:
    LD  dst, addr

    St    addr, src
دستورالعمل بارکردن LD دو سایکل طول می کشد. سایر دستورالعملها در یک سیکل زمانی اجرایشان کامل می شود. برای نمونه به شکل زیر توجه نمایید:
[image: image358.emf]
شکل 5- 3 گراف وابستگی زمانی برای قطعه کد ارایه شده در شکل قبلی
در شکل فوق دو منبع alu و mem برای هردستورالعمل و مقدار آدرس نسبی به صورت عدد صحیح قبل از نام ثبات حاوی آدرس مبنا مشخص شده است. 
1.  شرح مساله
هدف در اين تحقيق بررسي روشهاي توزيع اتوماتيک کد برنامه ها مي باشد. در اين راستا بخصوص تشخيص توازي در انجام تکرارهاي حلقه ها بسيار مطرح مي باشد.  نياز به کامپيوترها با توان محاسباتي زياد در جهت حل مسايل علمي و از سوي ديگر پيچيدگي برنامه نويسي براي سيستمهاي موازي انگيزه ايجاد سوپرکامپايلرها جهت تشخيص اتوماتيک توازي در اجراي کد برنامه هاي ترتيبي و توزيع کد در سطح سيستمهاي چند پردازنده اي را مطرح مي نمايد. عوامل پيچيدگي برنامه ها براي سيستمهاي موازي را مي توان به صورت ذيل خلاصه نمود:

1- تشخيص جملاتي که به صورت موازي قابل اجرا هستند
2- تشخيص تکرارهاي حلقه ها با قابليت اجراي موازي
3- دانه بندي مناسب براي وظايف توزيع شونده بر روي پردازنده ها
4- زمانبندي وظايف
5- ايجاد کد قابل اجرا شونده بر روي چند پردازنده به صورت همزمان
     لازمه ايجاد کد موازي براي اجراي هر چه سريعتر برنامه ها، حل مساله توزيع داهيانه کد برنامه در بين پردازنده ها است به قسمي که در تمام مدت اجراي برنامه کليه پردازنده ها بطور همزمان فعال باشند و در عين حال هيچيک از پردازنده ها در انتظار گرفتن نتايج از پردازنده هاي ديگر قرار نگيرد و به عبارت ديگر وظايف توزيع شده حداقل وابستگي را با يکديگر داشته باشند. 
     توازي در کد برنامه ها اصولا" بر مبناي تحليل وابستگيها در دو سطح انجام مي گيرد. در يک سطح وابستگي در بين دستورالعملهاي داخل متن برنامه ترتيبي مورد نظر تشخيص داده مي شود. در سطج ديگر وابستگي در بين تکرارهاي حلقه تشخيص داده  مي شود.   
     مساله تشخيص وابستگي بين جملات منجر به تشخيص دو نوع وابستگي داده اي و کنترلي در بين جملات است. هنگتاميکه در يک جمله مقداري محاسبه شود که در جمله ديگر مورد استفاده قرار گيرد مسلما" اين دو جمله به صورت موازي قابل اجرا نيستند و در اصطلاح وابستگي داده ي در بين اين دو جمله وجود دارد. مشکل در اينجا تشخيص اسامي مستعار است زيرا، ممکن است يک متغير از طريق اسامي ديگر مورد دسترسي قرار گيرد. وابستگي کنترلي زماني در بين جمله ها مشاهده مي شود که در يک جمله براي اجراي جمله ديگر تصميم گيري شود. حاصل تشخيص وابستگيها در قالب گراف وظايف مشخص مي شود. در گراف وظايف هر گره نمايانگر يک دستورالعمل و لبه ها شاخص دو نوع وابستگي داده اي و کنترلي در بين دستورالعملها مي باشند. در اينجا مساله اصلي دانه بندي و زمانبندي وظايف است به قسمي که بتوان در ضمن پيمايش گراف، وظايف مستقل را به صورت همزمان با رعايت توازن بارکاري و حداقل هزينه ارتباطي بر روي پردازنده هاي متفاوت به صورت موازي به اجرا در آورد. 
موازي سازي حلقه ها خود در چهار مرحله امکانپذير است. در اولين مرحله، تحليل وابستگي داده اي بين تکرارهاي حلقه انجام مي شود.  در واقع يک تکرار در صورتي وابسته به تکرار ديگر است که مقداري را که در تکرار قبلي محاسبه شده مورد استفاده قرار دهد. در اينجا يک مساله تشخيص مقاديري که با تکرار حلقه تغيير پيدا مي کنند،  مي باشد. به اين نوع متغيرها در اصطلاح لفظ متغيرهاي استنتاجي
 اطلاق مي شود. متغير استنتاجي در واقع مقدارش از تکرارهاي حلقه منتج مي شود. سوال اينجا است که چگونه مي توان بر اساس شماره تکرار حلقه مقدار اين دسته از متغيرها را محاسبه نمود. 

 وابستگي در بين تکرارهاي حلقه بخصوص در انديس آرايه ها مشهود است. اگر خانه اي از يک آرايه که مقداري در آن در يک تکرار حلقه محاسبه مي شود در يکي از تکرارهاي بعدي مورد استفاده قرار گيرد بين اين دو تکرار مسلما" وابستگي داده اي وجود دارد. دسترسي به خانه هاي آرايه معمولا" از طريق انديس آرايه انجام مي شود. مي بايست عباراتي که انديس خانه آرايه را در دو تکرار مورد نظر محاسبه مي کند مساوي با يکديگر قرار داد. به اين ترتيب از مساوي قرار دادن اين نوع عبارات دستگاه معادلات خطي و يا غير خطي وابسته به نوع عبارات ايجاد مي شود [11، 14، 27، 56، 64، 85 و 93]. از حل اين دستگاه معادلات تکرارهاي وابسته آرايه مشخص مي شوند. در اينجا مساله حل دستگاه معادلات است. بخصوص حل دستگاه معادلات غير خطي مي تواند مساله اي بسيار پيچيده باشد.    

بعد از اينکه تکرارهاي وابسته مشخص شدند مساله ديگر ايجاد حلقه موازي مي باشد. ممکن است تعداد تکرارهاي مستقل هزاران عدد باشد. در اين صورت مساله تعيين شماره تکرارهاي مستقل است. آيا بايد اين شماره ها را از يک فايل خواند که اين مغاير با افزايش سرعت اجرايي کد است. بهترين راه حل بدست آوردن رابطه اي است که بتوان با استفاده از آن شماره تکرارهاي مستقل را بدست آورد. با استفاده از روش هايي مثل حل معادله هاي ديوفانتين
 [11، 85 و 93]، تکرارهاي وابسته حلقه بر اساس مجموعه اي از بردارهاي پايه توصيف مي شود [56].  با استفاده از اين بردارها مي توان وابستگي بين تکرارهاي حلقه را مشخص نمود. البته با استفاده از اين روش برخي از تکرارهاي غير وابسته نيز به صورت وابسته تجلي مي کنند که اين در واقع مشکل اين روش است. 
پس از تشخيص وابستگيها در بين تکرارهاي حلقه و تعيين بردارهاي پايه که ازترکيب آنها بردارهاي وابستگي ايجاد مي شود مساله  ايجاد حلقه هاي موازي و سريال با در نظر گرفتن وابستگيهاي بين تکرارها است. با در دست داشتن فضاي وابستگي مي بايست تکرارهاي وابسته را دسته بندي نمود و هر دسته از تکرارهاي وابسته را در قالب يک حلقه ترتيبي يا در اصطلاح DoAcross و دسته هاي غير وابسته را در قالب حلقه هاي موازي يا در اصطلاح DoAll مشخص نمود. مساله تعيين اندازه و تکرارهاي وابسته موجود در داخل اين دسته مي باشد. مسلما" تکرارهاي داخل هر دسته که قرار است به صورت ترتيبي به اجرا در آيند وابسته به يکديگر مي باشند و ترجيحا" فاصله انديس اين تکرارها بايد قابل محاسبه در داخل يک حلقه باشد. با در نظر گرفتن اينکه وابستگيها به صورت منظم بر اساس بردارهاي پايه وابستگي در بين تکرارهاي حلقه در فضاي وابستگي يکنواخت مشخص شده اند، مي بايست فضاي هندسي و چند بعدي وابستگيها را با در نظر گرفتن اندازه حافظه پردازنده‏ها طوري دسته بندي نمود که وابستگي تکرارهاي درون دسته‏ها حداکثر ممکن و در بين دسته ها حداقل ممکن باشد. 

يک روش بسيار محدود تقسيم بندي فضاي تکرارها به اجزايي کاملا" يکسان به نام کاشي است. در اين روش فضاي يکنواخت وابستگي تکرارهاي حلقه به دسته هايي به نام کاشي
 تقسيم مي شود به قسمي که کمترين وابستگي بين کاشي‏ها وجود داشته باشد [2، 32، 44، 66 و 93]. هدف از کاشي بندي
 يافتن شکل و اندازه کاشي مناسب جهت موازي سازي حلقه هاست [47، 71 و 72]. يک کاشي، در برگيرنده مجموعه اي از تکرارهاي حلقه است که بايد بر روي يک پردازنده اجرا شوند. مسئله اصلي تعيين اندازه و شکل بهينه کاشي است؛ به قسمي که (1) بتوان هر کاشي را با توجه به منابع موجود يک پردازنده، روي آن به طور پيوسته
 و ترتيبي اجرا کرد. (2) ميزان ارتباط بين پردازنده ها کمينه شود. (3) هزينه هاي سرباري شامل ارتباط هاي ورودي/خروجي، ميزان حافظه مصرفي محلي و غيره به کمترين مقدار ممکن کاهش داده شود. اين يک مسئله بهينه سـازي از نوع NP-سخت است [5، 15،32، 36، 38، 40، 44، 56، 64، 66، 78، 85 و 93]. 

پس از کاشي بندي فضاي يکنواخت وابستگي بين تکرارهاي حلقه ها مساله اصلي تعيين کاشي هاي مستقل است که مي توانند به صورت موازي به اجرا در آيند. در اين راستا الگوريتم هاي موجود در اين زمينه بيشتر بر دو رويکرد ايجاد موج ها
 و يا دنباله اي از تکرارهاي وابسته
 استوار هستند [3، 25، 32، 52 و 66]. در رويکردي که به وسيله گوماس
 و آتاناساکي
 [31] ارايه شده است، از روش ايجاد موج ها استفاده مي شود.

نهايتا"، کد موازي حاصل از حلقه هاي ترتيبي تو در تو مي بايست بر روي يک معماري موازي زمان بندي
 مي شود. براي اين منظور نيز روش هاي مختلفي براي کاهش زمان اجراي تکرارهاي حلقه به طور موازي ارايه شده است [7، 21، 25، 32، 41، 52، 61، 66، 70 و 77]. اين روشها مبتني بر حذف ارتباط هاي بين پردازنده اي و با تخصيص کاشي هاي وابسته به پردازنده هاي يکسان مي باشد [52]. يکي از اين رويکردها به وسيله آتاناساکي [8] ارايه گرديده است. حال اگر کد ترتيبي داخل بدنه حلقه ها در نظر گرفته شود، آنگاه کد موازي حاصل از فضاي تکرار کاشي شده به همراه کد داخل بدنه حلقه مي توان به عنوان يک گراف وظايف در نظر گرفته شود. آنگاه يکي از مسايل NP-سخت، انجام زمان بندي برنامه موازي حاصل از کد ترتيبي بر روي يک سيستم چند پردازنده اي است [28]. در اين سيستم ها زمان بندي موثر براي اجراي يک برنامه موازي جهت نايل شدن به کارآيي بالا، امري حياتي است. اين زمان بندي بايد به گونه اي انجام گيرد که بتوان زمان اجراي کل برنامه را با توجه به زمان وظايف و ارتباط بين پردازنده ها، کمينه نمود. از آنجايي که مسئله زمان بندي گراف وظايف يک مسئله NP-سخت است [28]؛ رويکردهاي مبتني بر روش هاي قطعي در اين زمينه کارآيي چنداني نخواهند داشت. استفاده از رويکردهاي تکاملي و به طور عمده الگوريتم هاي ژنتيک
 با توجه به ماهيت غير قطعي که دارند؛ براي حل اين مسئله موثر مي باشد.

2.  تئوري وابستگي 

وابستگيها از اجراي موازي ممانعت مي کنند. وابستگيها در بين جملات و در بين تکرارهاي حلقه ها در متن برنامه ها مطرح هستند. استقلال جملات و تکرارهاي حلقه از يکديگر امکان اجراي موازي و همزمان آنها را با يکديگر فراهم مي نمايد. لذا، جهت تبديل اتوماتيک کد سريال به موازي در اولين گام مي بايست وابستگيها را تشخيص داد.  در ادامه در بخش 1-2 وابستگي بين جملات و در بخش 2-2 وابستگي بين تکرارهاي حلقه مطرح شده است.
1-2  وابستگي بين جملات  

وابستگيها در بين جملات در واقع قيوداتي هستند که موجب مي شوند دستورالعملهاي برنامه با ترتيب خاص بر طبق منطق برنامه به اجرا در آيند. وجود اين نوع قيودات مانعي در اجراي موازي جمله ها در داخل برنامه‏ها است. اصولا" دو نوع وابستگي در کد برنامه ها و در بين جملات برنامه وجود دارد. يک دسته وابستگيهاي داده اي مي باشند وابستگي داده اي بواسطه استفاده جمله وابسته از مقدار محاسبه شده در جمله اي ديگر بوجود مي آيد.  براي نمونه به قطعه کد ذيل توجه نماييد:
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 AREA=PI*R**2
از آنجائي كه 
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 از داده اي استفاده مي نمايد كه 
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توليد كرده اند، بنابراين از 
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 به 
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 يك وابستگي ايجاد مي شود. اين وابستگي دو جمله 
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 را مقيد به اجرا قبل از 
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 مي نمايد.

     وابستگي كنترلي نوع ديگري از وابستگي است كه براي حفظ ترتيب اجراي دستوراتي كه منطقا به يكديگر وابسته مي باشند مطرح است. براي نمونه  در قطعه کد ذيل 
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 نمي تواند قبل
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 اجرا شود زيرا اجراي 
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 وابسته به اجراي 
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 مي باشد.
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  IF (T.NE.10) GOTO S10
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 A=A/T 
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 Continue
تعريف1: وابستگي داده اي در صورتي بين جمله هاي 
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 وجود دارد که اولا"، هر دو جمله به يك مکان حافظه دسترسي پيدا كنند و  يكي از آنها ذخيره سازي باشد. ثانيا"، يکي قبل از ديگري اجرا شود. ثالثا"، يك مسير اجرايي ممكن از 
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 به 
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 وجود داشته باشد [56 و 93].

     براي تشخيص وابستگيهاي داده اي زنجيره هاي تعريف و استفاده ايجاد مي شود. اين نوع زنجيره ها در واقع محل مقدار دهي به يک متغير با محلهاي استفاده از آن مقدار را مرتبط مي کنند.  مشکل اسامي مستعار وتشخيص پارامترهاي مرجع در فراخوانيها است. براي تشخيص وابستگيهاي کنترلي نقاط تصميم گيري در داخل گراف جريان کنترلي مي بايستي مشخص شوند. ترکيب را گراف وظايف مي نامند. تشخيص وابستگيها جز مباحث کلاسيک در کتب کامپايلر است. دو نکته اصلي دانه بندي و زمانبندي گراف وابستگيها به نام گراف وظايف است. 
وابستگي داده اي به سه طريق واقعي
، متضاد
 و خروجي
 ممکن است در کدبرنامه ها مشاهده شود: [56 و 93].  براي نمونه به قطعه کد ذيل توجه نماييد:
        S1:    R := 55;

        S2:    S := R * 415;

        S3:    R := 12 / (D + E)

        S4:    R := (S * 3.8) / 2.71
در قطعه کد فوق, S2 به S1 وابستگی واقعی دارد. يعنی S1 بايد قبل از S2 اجرا شود. هم چنين S2 وابستگی عکس به S3 دارد؛ يعنی اگر جای دو دستور عوض شود, وابستگی واقعی ايجاد خواهد شد و در نهايت بين S3 و S4 وابستگی خروجی وجود دارد؛ يعنی با جا به جايی اين دو دستور خروجی برنامه فرق می کند. وابستگي های برعکس و خروجی را می توان با اعمال تبديل هاي مناسب از جمله تغيير نام متغير از بين برد. اين گونه از وابستگي ها بيشتر در زبان های امری
 مشاهده می گردند. به همين خاطر به اين نوع از وابستگي ها, وابستگي های مصنوعی
 گويند.
الف- وابستگي جريان
 يا وابستگي واقعي
وقتي که در يک تکرار حلقه مقداري به متغيري نسبت داده شود و در يکي از تکرارهاي  بعدي مورد استفاده يا خواندن قرار مي گيرد وابستگي واقعي بين اين دو تکرار وجود خواهد داشت. در قطعه کد ذيل وابستگي از دستور S1 به خودش وجود دارد زيرا مقدار نسبت داده شده به متغير A(I+1)  در تکرار بعدي حلقه مورد استفاده قرار مي گيرد و مي نويسيم S1 δ  S1 .

[image: image25.png]do I =1, N-1
St A(I*1) = A(I) + B(I)
enddo




چنانچه جمله S1  مقداري را ذخيره کند و جمله S2  آن مقدار استفاده نمايد در اينصورت وابستگي واقعي بين اين دو جمله وجود دارد.
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اين نوع وابستگي تضمين مي نمايد كه جمله دوم مقداري را دريافت مي كند كه توسط  جمله اول توليد شده است. اين نوع وابستگي را وابستگي جرياني نيز مي نامنـــــد و با علامت 
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 نمايش داده مي شود. قرار داد نمايش گرافيكي اين وابستگي فلش جهت داري از جمله منبع كه مقدار مورد استفاده را ايجاد مي کند به سوي جمله اي که مقدار را استفاده مي کند، است. 

ب-  ضد وابستگي

وقتي که درتکرار فعلي مقدار متغيري خوانده شود که در يکي از تکرارهاي بعدي در آن متغير مقداري نوشته مي شود و ابستگي را ضد وابستگي يا وابستگي متضاد مي نامند. در قطعه کد ذيل يک ضد وابستگي بين S1 با S2 وجود دارد زيرا متغير B(I,J) در S1 استفاده مي شود ولي در دستور بعدي مجددا" مقدار دهي مي گردد (در همان تکرار حلقه) که مي نويسيم: S1 δ' S2 .

[image: image29.png]do 1
do J
A(1,7)

N

1,

M

B(1,9) + 1

B(1.J) = C(1,9) -1

enddo
enddo




     در صورتيکه جمله اول از مكاني مقداري را بخواند كه جمله دومي در آن مقدار ذخيره نمايد، ضد وابستگي يا وابستگي متضاد بين دو جمله وجود دارد. 
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تعيين اين نوع  وابستگي در اين جا سبب مي‌شود كه جاي جمله 
[image: image31.wmf]2
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 و
[image: image32.wmf]1

S

 تعويض نگردد. اگر چنين اتفاقي بيفتد، 
[image: image33.wmf]1

S

 از مقداري استفاده مي نمايد كه توسط 
[image: image34.wmf]2

S

 توليد شده است. در حقيقت اين وابستگي بدين دليل تعيين و ترسيم مي گردد  كه يك وابستگي جديد از نوع ,واقعي که در برنامه اصلي موجود نمي‌باشد به وجود نيايد. اين وابستگي با 
[image: image35.wmf]2
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 نمايش داده مي‌شود. 
ج- وابستگي خروجي

چنانچه هر دو جمله 
[image: image36.wmf]2
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 و
[image: image37.wmf]1
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  در يک مکان مقدار بنويسند وابستگي از نوع خروجي در بين اين دو جمله وجود دارد. 
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ترسيم اين وايستگي سبب مي شود که جاي جمله 
[image: image39.wmf]1
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 و 
[image: image40.wmf]2
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 تعويض نگردد. در صورت تعويض اين دو جمله ممکن است جملات بعدي مقادير اشتباه را مصرف نمايند. براي مثال قطعه کد زير را در نظر بگيريد :

S1      X=1

S2      …..

S3         X=2

S4      W=X*Y

در اينجا اگر جاي 
[image: image41.wmf]1
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 عوض شودمقدار W به اشتباه تغيير مي‌كند. در سيستمهاي خط لوله
 اين وابستگي خروجي را مخاطره يا در اصطلاح Hazard مي نامند. وابستگي واقعي را Hazard RAW‌ (read after write) و وابستگي متضاد را Hazard WAR يا  (Write after read)‌ مي‌باشد. وابستگي خروجي را WAW Hazard نيز مي نامند.  

       وقتي که در يک تکرار حلقه  متغيري در دو دستور متواليا" مقدار دهي شود نوع وابستگي بين تکرارهاي حلقه وابستگي خروجي ناميده مي شود.  براي نمونه در قطعه کد زير، وابستگي خروجي بين S2 و S1 وجود دارد زيرا متغير B(I+1) در S2 مقدار دهي شده که ممکن است در تکرار بعدي حلقه توسط S1 مقدار دهي مجدد شود. اين نوع وابستگي به صورت S1 
[image: image42.wmf]o

 S2 δ مشخص مي شود.

[image: image43.png]do I =1, N-1
EN LE(A(I) > 0) B(I) = C(I)/A(I)
s B(I+1) =c(D) /2

enddo




     اغلب،  وابستگي ها داراي يک فاصله ثابت در هر بعد از فضاي تکرار هستند که آنرا با بردار فاصله
 نمايش مي دهند. مثلا براي قطعه کد ذيل، وابستگي ها مطابق با شکل 1 نمايش داده مي شوند. هر تکرار (i,j) به مقدار محاسبه شده در تکرار (i,j-1) وابسته است. فاصله وابستگي در حلقه i برابرصفر و در حلقه j يک مي باشد.


[image: image44.png]doI =1, N

doJ =2, M
8 A(1,3) = A(1,J-1) + B(1J)
enddo

enddo




[image: image45.png]



شکل  1 – وايستگي تکرارهاي حلقه

     در اکثر تبديلات حلقه ها علامت فاصله ها اهميت بيشتري نسبت به مقدار فاصله دارد. اين علامت را در بردار جهت
 نمايش مي دهند. مثلا بصورت {+,0,-} که در گذشته بصورت {<,=,>} نمايش داده مي شد. براي نمونه به قطعه کد ذيل توجه نماييد:

[image: image46.png]doI =1, N

do J N
8yt X(I+1,2%J) = X(I.J) + B(I)
enddo

enddo




     در نمايش ديگري، فقط سطح تودرتو بودن خارجي ترين حلقه با فاصله  مثبت را نگهداري مي کنند. بعنوان مثال در برنامه ارايه شده در شکل 3 فاصله تا حلقه خارجي تر صفر است ولي در حلقه داخلي تر فاصله مثبت دو مي باشد پس مي توان نوشت: S1 
[image: image47.wmf]2

. S2 δ اين وابستگي را محل حمل شدن
 با حلقه داخلي j مي دانيم. ممکن است که برخي از وابستگي ها حمل نشوند. مانند قطعه کد ذيل که ارجاع به A(I,J) وابستگي از S1 به S2 با فاصله صفر در هر حلقه دارد.

[image: image48.png]do I =1, N
doJ =2 M

A(1,9) B(1,J) + C(I
D(I,J) = A(1.J) + 1
enddo

enddo

)




      در اينصورت گفته مي شود که S1 δ(0,0) S2 يا S1 δ(=,=) S2 زيرا با هيچ يک از حلقه ها حمل نمي شود لذا گفته مي شود استقلال حلقه اي وجود دارد و يا به عبارت ديگرS2 
[image: image49.wmf]oo

 S2 δ.

2-2  فضاي تکرارهاي حلقه  

قبل از اينکه به بيان انواع وابستگيها در بين تکرارهاي حلقه پرداخته شود مفهوم فضاي تکرارهاي حلقه را بايد مشخص نمود. حلقه هاي تکرار تو در تو يک فضاي تکرار
 که در واقع فضاي کارتزين گسسته متناهي با ابعاد برابر با تعداد سطوح تو درتو بودن حلقه هاست ايجاد مي کنند. مثلا دو حلقه برنامه 1 فضاي تکرار دو بعدي شکل 2 را مي سازند. منطق يک حلقه سريال بيان مي کند که فضاي تکرار چگونه پيمايش مي شود. مثلا"، در شکل 2 مسير اجرايي از از چپ به راست و از بالا به پايين است. 
[image: image50.png]doI =15
do 3 =1, 10
A(I,J) = B(I,J) + C(I)*D(J)
enddo
enddo




يک نمونه حلقه
[image: image51.png]



شکل 2- فضاي برداري تکرارهاي حلقه

     البته الزامي نيست که فضاي تکرار مربعي باشد. در بسياري از الگوريتمهاي متداول حدود حلقه هاي داخلي به مقدار انديس حلقه هاي خارجي تر وابسته است. مثلا فضاي تکرار شکل 3 که مربوط به کد ذيل مي باشد مثلثي
 است. فضاي تکرار مي تواند اشکال ديگري مانند ذوزنقه
 و غيره نيز داشته باشد.

[image: image52.png]dou=1,5
A(1.J) = B(I,J) + C(I)*D(J)
enddo
enddo




[image: image53.png]



شکل3- فضاي تکرار مثلثي
3-2  وابستگي بين تکرارهاي حلقه  

بسط مفهوم وابستگي به حلقه‌ها نياز به اين دارد كه انديس حلقه‌ها نيز در بيان وابستگي جملات به كار گرفته شود. براي نمونه در قطعه کد ذيل با در نظر گرفتن مقدار انديس I و تاثير آن در دسترسي به خانه هاي دو آرايه A و B مشاهده مي شود که جمله S1 به خودش وابسته است. 
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به عبارت ديگر براي نمونه مقدار محاسبه شده در تکرار 5 از حلقه براي A[6] وابسته به مقدار محاسبه شده در تکرار 4 است. بنابراين هر تکرار اين حلقه وابسته به تکرار قبلي  آن مي باشد.  در مثال ذيل هر تكرار حلقه به مقداري كه در دو تكرار قبل توليد مي‌شود وابستگي دارد در صورتي كه در قطعه كد اولي هر تكرار به مقداري كه در تكرار قبلي آن توليد مي‌شود وابسته است.


[image: image55.wmf](

)

(

)

(

)

ENDDO

I

B

I

A

I

A

S

N

I

DO

+

=

+

=

2

1

,

1


بيان دقيق وابستگي در حلقه ها نياز به اين دارد كه انديس حلقه ها نيز به نوعي پارامتريك شود تا وابستگي بين جملات براساس انديس حلقه ها بيان گردد. بدين منظور برداري از اعداد صحيح كه نمايش از شماره تكرار حلقه ها در يك حلقه آشيانه اي مي باشد ساخته مي شود. براي مثال به حلقه ذيل توجه نماييد:
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در اين مثال شماره هر تكرار برابر با انديس حلقه مي باشد. براي تكرار اول، شماره تكرار يك. براي تكرار دوم، شماره تكرار 2 و غيره مي باشد. اما در قطعه کد ذيل به اين ترتيب نمي توان عمل نمود:
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     در تکرار دوم از مثال فوق مقدار شمارنده حلقه برابر با l + S  است. در بسياري از موارد استفاده از شماره تكرار نرمال شده مورد استفاده قرار مي گيرد. اين شماره نرمال شده از 1 شروع مي شود و نهايتا" مقدارآن مساوي با تعداد تکرارهاي حلقه مي شود. تا يك حد بالا اجرا مي شود.

تعريف 2-  براي يك حلقه دلخواه كه با انديس I از L تا U با گام هايي به طول S اجرا مي شود، شماره تكرار نرمال شده يك تكرار خاص I برابر با مقدار 
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مي باشد.

در يك حلقه تودرتو، عمق آشيانه اي حلقه برابر با تعداد حلقه هاي در بر گيرنده آن حلقه بعلاوه يك مي باشد. به عبارت ديگر، حلقه ها از خارجي ترين حلقه تا داخلي ترين انديس شده اند كه اين انديس از يك شروع مي شود.

تعريف 3-  با فرض n حلقه تو در تو، بردار تكرار I برداري از اعداد صحيح مي باشد كه شامل شماره تكرار براي هر كدام از حلقه ها به ترتيب سطح تو در تويي مي باشد. به عبارت ديگر بردار تكرار با 
[image: image59.wmf]}
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 نمايش داده مي شود به قسمي iR براي 
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 نمايش شماره تكرار براي حلقه در سطح 
[image: image61.wmf]R

 مي باشد. براي نمونه در قطعه کد زير S[2,1] شاخص جمله S در تکرار 2 از I و تکرار 1 براي J را نشان مي دهد.
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مجموعه همه بردارهاي تكرار براي يك حلقه، فضاي تكرار يا Iteration Space را براي آن حلقه مشخص مي نمايد. براي مثال براي جمله S  در قطعه کد فوق، فضاي تكرار 
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 مي باشد.

به دليل اهميت ترتيب اجراي وابستگي،يک بردار تكرار بايد براساس ترتيب اجراي حلقه هاي مربوطه مرتب شود. فرض نماييد كه i  يك بردار تکرار و i[1:k] بردار k تايي كه شامل k عنصر سمت چپ i مي باشد، است. ترتيب لغوي يا در اصطلاح Lexicographic بردارهاي تكرار به طول n به صورت ذيل تعريف مي شود.
تعريف 4-  تكرار i بعد از تكرار j مي آيد اگر و تنهااگر

1- 
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قضيه 1-  وابستگي حلقه

يك وابستگي از جمله 
[image: image67.wmf]1

S

 و به جمله 
[image: image68.wmf]2
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 در يك حلقه وجود دارد، اگر و تنها اگر دو بردار تكرار j   و  i وجود داشته باشد به قسمي که:
 (1) i<j يا i=j و يك مسير از 
[image: image69.wmf]1
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 يه 
[image: image70.wmf]2
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 در بدنه حلقه وجودد داشته باشد.

(2) عبارت 
[image: image71.wmf]1

S

 به مكان M حافظه در تكرار i دسترسي پيدا مي كند و 
[image: image72.wmf]2
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 در تكرار j به مكان M دسترسي پيدا مي كند.

(3) يكي از دسترسي ها نوشتن باشد.
تعريف 5 – دو محاسبه هم ارز مي باشند اگر با ورودي هاي بكسان، مقدارهاي يكسان براي متغيرهاي خروجي توليد كنند و عبارت خروجي با يك ترتيب خاص توليد شود.

تعريف 6- تبديل ترتيب مجدد يا در اصطلاح reordering به هر نوع جابجايي و تبديل در کد برنامه برنامه اتلاق مي شود كه منحصراً ترتيب اجراي كد را تغيير  دهد بدون اينكه اجراي عبارتي را اضافه و يا كم كند.

تعريف 7 – هر تبديل ترتيب مجدد يك وابستگي را حفظ مي كند اگر ترتيب اجراي منبع و مقصد وابستگي را تغيير ندهد.

قضيه 2- قضيه اساسي وابستگي
هر تبديل ترتيب مجدد كه همه وابستگي هاي يك برنامه را حفظ مي كند مفهوم برنامه را حفظ مي کند.

تعريف 8- يك تبديل براي يك برنامه معتبر است چنانچه در صورت اعمال آن بر کد برنامه، همه وابستگي ها را حفظ كند.

تعريف 9- فرض كنيد يك وابستگي از عبارت 
[image: image73.wmf]1
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 در تكرار i از حلقه تو در تو به عبارت 
[image: image74.wmf]2

S

 در تكرار j ام وجود دارد، در اين حالت بردار مسافت وابستگي d(i,j) به صورت برداري با طول n شاخص تفاضل تکرار i از j و به صورت ذيل تعريف مي شود:
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تعريف10- فرض كنيد يك وابستگي از عبارت 
[image: image76.wmf]1

S

 در تكرار i يك حلقه به عبارت 
[image: image77.wmf]2
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 در تكرار j وجود دارد، بنابراين بردار جهت وابستگي d(i,j) به عنوان برداري با طول n  که در آن n درجه تو در تويي حلقه مي باشد، تعريف مي شود به گونه اي كه:
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مثال:
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عبارت 
[image: image80.wmf]1
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 يك وابستگي ,واقعي به خودش دارد كه بردار جهت آن 
[image: image81.wmf])
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 مي باشد بدين مفهوم كه انديس حلقه خارجي در منبع كوچکتر از انديس مقصد مي باشد. انديس حلقه مياني در منبع و مقصد يكسان است و در حلقه داخلي انديس منبع بزرگتر از انديس مقصد وابستگي مي باشد.

در اين حلقه تو در تو در مجموع 90 وابستگي مختلف وجود دارد. در عمل، هيچ كامپايلري نمي تواند اين تعداد وابستگي را براي هر جمله در يك حلقه نگهدارد. بنابراين بايد روشي را براي خلاصه كردن وابستگي ها يافت. بدين منظور براي وابستگي هاي مختلف فقط بردارهاي وابستگي متفاوت و متمايز نگهداري مي شود. اگرچه با اين كاهش باز هم ممكن است تعداد زيادي بردار وابستگي وجود داشته باشد. براي مثال به قطعه كد ذيل توجه نماييد.
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براساس تئوري وابستگي، براي اين كه 
[image: image83.wmf]2

S

 وابسته داده اي به 
[image: image84.wmf]1

S

 باشد بايد دو شرط برقرار باشد. اولا"، يك مسير اجرايي وجود داشته باشد كه در آن هم 
[image: image85.wmf]1

S

 و 
[image: image86.wmf]2

S

 به يك مكان حافظه M دسترسي پيدا كنند. ثانيا"، اجراي 
[image: image87.wmf]1

S

 كه به مكان M دسترسي پيدا مي كند قبل از 
[image: image88.wmf]2

S

 باشد. براي اين سناريو دو حالت متصور است:

1- 
[image: image89.wmf]1

S

 و 
[image: image90.wmf]2

S

 در يك تكرار به M دسترسي پيدا كنند 

2-
[image: image91.wmf]1

S

 در يك تكرار به M دسترسي پيدا كند و 
[image: image92.wmf]2

S

 در تكرارهاي بعدي حلقه به اين مكان دسترسي پيدا كند.

حالت اول را وابستگي مستقل از حلقه و حالت دوم را وابستگي وابسته به حلقه يا در اصطلاح Loop Carried dependence گويند. وابستگي وابسته به حلقه در بين تكرارهاي حلقه به وجود مي آيد: براي مثال:
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در اين مثال در هر تكرار حلقه I به جز تكرار اول، 
[image: image94.wmf]2

S

 از مقداري از آرايه A استفاده مي نمايد كه توسط 
[image: image95.wmf]1

S

 توليد شده است. به عبارت ديگر نوع وابستگي خواندن بعد از نوشتن يا بطور خلاصه  (RAW)  است. بنابراين يك وابستگي true از 
[image: image96.wmf]1

S

 و 
[image: image97.wmf]2

S

 وجود دارد. 
[image: image98.wmf]2
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 مقدار توليد شده توسط 
[image: image99.wmf]1

S

 را در يک تکرار بعدي حلقه استفاده مي نمايد پس اين وابستگي، وابسته به حلقه مي باشد. همچنين 
[image: image100.wmf]2

S

 مقداز F را در يک تکرار توليد کرده و همان مقدار را
[image: image101.wmf]1

S

 در تکرار بعدي مصرف مي نمايد بنابراين يک وابستکي true از نوع وابسته به حلقه از
[image: image102.wmf]2

S

 به 
[image: image103.wmf]1

S

 وجود دارد.

نكته: اگر هر كدام از تكرارهاي حلقه به تنهايي انتخاب و اجرا شوند هيچ وابستگي وجود نخواهد داشت.

تعريف 11- جمله 
[image: image104.wmf]2

S

 يك وابستگي وابسته به حلقه به جمله 
[image: image105.wmf]1

S

 دارد اگر و تنها اگر 
[image: image106.wmf]1

S

 به مكان M در تكرار  i دسترسي پيدا كرده و 
[image: image107.wmf]2

S

 در تكرار j به همان مكان دسترسي پيدا كند و 
[image: image108.wmf]f

>

j)

d(i,

 باشئد و همچين d(i,j) شامل يك "<" به عنوان سمت چپ ترين عنصر كه "=" نيست باشد.

تعريف 12- يك وابستگي ناشي از حلقه از عبارت 
[image: image109.wmf]1

S

 به 
[image: image110.wmf]2

S

، رو به عقب يا در اصطلاح  backward مي باشد اگر 
[image: image111.wmf]2

S

 قبل از 
[image: image112.wmf]1

S

 در بدنه حلقه ظاهر شود و يا اين كه هر دو در يك عبارت باشد. يك وابستگي forward  مي باشد اگر 
[image: image113.wmf]2

S

 بعد از 
[image: image114.wmf]1

S

 در بدنه حلقه ظاهر شود.

تعريف 13- سطح يك وابستگي ناشي از حلقه انديس سمت چپ ترين غير مساوي "=" از D(i,j) براي وابستگي مي باشد.  براي مثال قطعه كد ذيل را در نظر بگيريد.
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D(i,j) در اين مثال 
[image: image116.wmf](
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 مي باشد بنابراين سطح وابستگي 3 مي باشد.

تعريف 14- يك وابستگي برآورده مي شود، اگر تبديلاتي كه نمي توانند آن را نگهدارند منع شوند.

قضيه 4- هر تبديل ترتيب مجدد يا در اصطلاح reordering كه (1) ترتيب تكرار حلقه سطح k را نگه مي دارد.(2) هيچ حلقه اي در سطح پايين تر از k به درون سطح k نيايد.(3) هيچ حلقه اي در سطح بزرگتر از k با موقعيتي خارج از سطح k تعويض نگردد همه وابستگي هاي سطح k را نگه مي دارد.

براي نمونه به مثال هاي ذيل توجه فرماييد:
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اين حلقه معادل با حلقه ذيل است :
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علت معادل بودن دو حلفه فوق اين است كه وابستگي ها در سطح 1 مي باشند و ترتيب تكرارها در سطح 1 حلقه تغييري نكرده است.  البته تبديل ذيل مجاز نمي باشد.
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علت اين است كه ترتيب اجراي تكرارهاي سطح يك كه وابستگي ها از آن منتج مي شوند را تغيير مي دهد. به عنوان نمونه اي ديگر به قطعه کد ذيل توجه فرماييد.
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از آنجائي كه وابستگي ها در سطح 1 مي باشند بنابراين در طرح بالاتر مي توان حلقه ها را با يكديگر جا نمود و همچنين ترتيب اجراي هر حلقه را نيز تغيير داد.
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وابستگي Level –L ميان 
[image: image122.wmf]1

S

 و 
[image: image123.wmf]2

S

 با 
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[image: image125.wmf]L

d

 
[image: image126.wmf]1
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 نمايش داده مي شود.  وابستگي مستقل از حلقه نتيجه موقعيت نسبي جملات مي باشد. بنابراين وابستگي هاي مستقل از حلقه ترتيب اجراي کد در درون حلقه هاي تو در تو را نشان مي دهد ولي وابستگي ها وابسته به حلقه  ترتيب اجراي حلقه ها را نمايش مي دهد.

تعريف 15- جمله 
[image: image127.wmf]2

S

 يك وابستگي مستقل از حلقه به جمله 
[image: image128.wmf]1

S

 دارد اگر و تنها اگر دو بردار وابستگي i و j وجود داشته باشد به نوعي كه (1) جمله 
[image: image129.wmf]1

S

 به مكان حافظه M در تكرار i دسترسي پيدا كرده و جمله 
[image: image130.wmf]2

S

 در تكرار j به اين مكان دسترسي پيدا كند و i=j باشد و (2) يك مسير جريان كنترلي از 
[image: image131.wmf]1

S

 به 
[image: image132.wmf]2

S

 در درون تكرار وجود داشته باشد.
قضيه 5- اگر يك وابستگي مستقل از حلقه از 
[image: image133.wmf]1

S

 به 
[image: image134.wmf]2
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 وجود داشته باشد هر reordering  اي كه عبارات را ميان تكرارها جايي نكنند و ترتيب اجراي 
[image: image135.wmf]1

S

 و  
[image: image136.wmf]2

S

 را در بدنه حلقه نگهدارد وابستگي ها را حفظ مي كنند.

به طور كلي مي توان گفت وابستگي ها مستقل و وابسته به حلقه مجموعه تمام وابستگي هاي داده را افراز مي كنند. وجود وابستگي  
[image: image137.wmf]2

S

 
[image: image138.wmf]d


[image: image139.wmf]1
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 بدين مفهوم است كه 
[image: image140.wmf]1
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 قبل از 
[image: image141.wmf]2
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 اجرا شود كه اين موضوع در دو حالت روي مي دهد،

1- زماني كه بردار مسافت براي وابستگي بزرگتر از صفر باشد.

2- زماني كه بردار مسافت برابر با صفر باشد و 
[image: image142.wmf]1

S

 در درون متن حلقه قبل از 
[image: image143.wmf]2

S

 رخ مي دهد.

حالت اول معيار وابستگي وابسته به حلقه و حالت دوم وابستگي مستقل از حلقه را توصيف مي نمايد. يك تبديل كه تكرارهاي سطح k را بدون هيچ تغيير ديگري reorder مي كند معتبر است اگر حلقه هيچ وابستگي ديگري را حمل نكند.
قضيه 6- فرض كنيد 
[image: image144.wmf]a

b

,

 دو بردار تكرار در فضاي تكراري زير باشند.
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[image: image151.wmf]ENDDO
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[image: image153.wmf]ENDDO


     يك وابستگي از 
[image: image154.wmf]1
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 به 
[image: image155.wmf]2
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 وجود دارد اگر و تنها اگر مقادير 
[image: image156.wmf]a

b
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 وجود داشته باشند بطوريكه (1) 
[image: image157.wmf]a

 كوچكتر يا مساوي( باشد (Lexicographically)‌(2) دستگاه معادلات ذيل برقرار باشد. 
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براي بررسي اين موضوع از علامت 
[image: image159.wmf]D

 استفاده مي نماييم كه اساس دلتا تست مي‌باشد. در اين حالت فرض مي‌كنيم كه به منبع در تكرار 
[image: image160.wmf]0

I

 و مقصد در تكرار 
[image: image161.wmf]I
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 دسترسي پيدا مي كنيم به نوعي كه 
[image: image162.wmf]I

D

 تعداد تكرارها ميان دو دسترسي ( منبع و مقصد) مي باشد.

مثال ذيل را فرض نماييد
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اگر بخواهيم يك وابستگي true داشته باشيم ،سمت چپ جمله S بايد در تكرار 
[image: image164.wmf]0
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 به مکان M از حافظه دسترسي پيدا كرده و سمت راست جمله S در تكرار 
[image: image165.wmf]I
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 به مكان M دسترسي پيدا كند بنابراين 
[image: image166.wmf](
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 و 
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 هر دو بايد به يك مكان حافظه دسترسي پيدا كنند. بنابراين بايد 
[image: image168.wmf]I
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  باشد كه نتيجه دهد 
[image: image169.wmf]I

D

 برابر 1 مي باشد. از انجاييكه 1 بزرگتر از صفر مي باشد و كوچكتر از حد بالا مي باشد ( يعني حتما اجرا مي شود) بنابراين يك وابستگي true با مسافت 1 و بردار(>) وجود دارد. اگر همين تست را براي ضد وابستگي انجام مي داديم  آنگاه بايد اين شرط برقرار باشد :
[image: image170.wmf]0
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  كه نتيجه مي دهد  1- = 
[image: image171.wmf]I

D

 بنابراين مي توان گفت كه چنين وابستگي وجود ندارد. مثال ديگري را در نظر بگيريد:
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[image: image173.wmf]ENDDO
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و بردار جهت آن 
[image: image175.wmf](
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 مي باشد. اگر انديس يكي از حلقه ها در منبع يا مقصذ ظاهر نشود مسافت آن قيد خاصي ندارد.بدين مفهوم كه مي تواند مسافت معتبري را بگيرد. جهت مربتط با آن را با * نشان مي دهند كه اجتماع هر سه جهت مي باشد.
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بردار وابستگي آن 
[image: image177.wmf](
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 مي باشد. مثالي ديگر رادر نظر بگيريد:
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بردار وابستگي در اين مثال 
[image: image179.wmf](
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 مي شودكه خود از سه بردار 
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 تشكيل شده است.
[image: image181.wmf](
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 به معني يك وابستگي true سطح 1، 
[image: image182.wmf](
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 به معني يك وابستگي true سح 2 مي باشد. 
[image: image183.wmf](
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 بدين مفهوم نمي باشد كه وابستگي وجود ندارد بلكه بدين مفهوم است كه منبع مفهوم و مقصد وابستگي اشتباه گرفته شده است بنابراين در جهت معكوس بردار 
[image: image184.wmf](

)

<

>

,

 را خواهيم داشت كه به مفهوم يك وابستگي anti مي باشد. اين وابستگي وجود دارد براي مثال در زماني كه I=2 , J=1 مي باشد مقدار A(2) خوانده مي شود كه در J=2 , I=1 نوشته مي شود. 

3.  افزايش توازي 

در اين بخش تكنيك‌هايي براي موازي سازي اتوماتيك حلقه ها با استفاده از تئوري وابستگي بررسي مي‌گردد. ميزان بزرگي اندازه قطعات موازي شده در قالب قطعات با دانه بندي نازک يا در اصطلاح Fine-Grained و قطعات با دانه بندي درشت  Coarse-Grained مطرح است. در اين بخش تکنيکهايي براي موازي سازي با دانه بندي نازک مطرح مي شود. 
1-3  تعويض حلقه  

تعويض حلقه يا در اصطلاح Loop Interchange بدين مفهوم مي‌باشد كه ترتيب حلقه‌هاي تودرتوبه فرم دلخواه درآيد. 

        DO I=1, N

         Do J=1 , 
[image: image185.wmf]m


S 
        A(I, J+1) = A (I, J) +B

       ENDDO 

   ENDDO

در اين مثال وابستگي را حلقه دروني حمل مي‌كند بنابراين  Vectorization‌امكان پذير نمي‌باشد. بنابراين تعويض حلقه مي تواند اين مشكل را حل نمايد زيرا با تعويض حلقه در سطح داخلي مي توان موازي سازي نمود.
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تعويض حلقه يكي از تبديلاات reordering محسوب مي شود زيرا كه ترتيب اجراي دستورات را تغيير مي دهد. همه تعويضات معتبر نيستند. براي نمونه به مثال ذيل توجه فرماييد.
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با تعويض جاي دو حلقه  مقصد وابستگي زودتر از منبع وابستگي اجرا خواهد شد. همانگونه كه مشاهده مي شود در قطعه كد اوليه در مكان A(2,2) در تكرار I=2 ، J=1 نوشته و در تكرار I=1 و J=2 از آن مي خواند زيرا تكرار I=2 ، J=1 قبل از I=1 و J=2 اجرا مي شود. ولي در قطعه كه تغيير يافته ابتدا در تكرار I=1 ، J=2 از مكان A(2,2) مي خوانيم و در تكرار  I=2 ، J=1 در آن مي نويسيم به عبارتي يك وابستگي داده در كد اوليه به يك وابستگي آنتي تبديل شده است.

تعويض
 حلقه ها ممکن است با چند هدف صورت گيرد. مثلا در قطعه کد ذيل حلقه خارجي نمي تواند به يک Do All موازي تبديل شود و نياز به همگام سازي بيشتري دارد. اما دو حلقه مي توانند تعويض گردند .

[image: image189.png]8y

do I =2 N

do g = 3,
A1)
enddo

enddo

M

A(1-1,3-2) + C(1)*D ()




    جابجايي حلقه ها در صورتي امکان پذير است که هيچ وابستگي توسط حلقه خارجي تر حمل نشود و يک فاصله منفي با حلقه داخلي داشته باشد (بردار جهت (<,>) نداشته باشيم). در بردار فاصله، جهت وابستگي هاي حلقه هاي تعويض شده جاي اجزاي بردار يا دراصطلاح المانها عوض مي شود. از آنجا که خارجي ترين حلقه با فاصله مثبت، حلقه خارجي تر j  مي باشد، حلقه j  وابستگي را حمل مي کند. در اينصورت حلقه i که وابستگي را حمل نمي کند مي تواند بصورت موازي اجرا گردد. پس تعويض حلقه امکان اجراي حلقه هاي ديگر را مي دهد.

[image: image190.png]doJ =3 M
do1=2 N
A(1,9) = A(I-1,J-2) + C(I)*D(J
enddo
enddo




تعريف 1- يك وابستگي با توجه به يك جفت از حلقه ها، جفظ کننده عير قابل تعويض يا در اصطلاح  interchange Preventing مي باشد اگر تغيير مكان آن حلقه ها نقطه پاياني وابستگي ها را دچار تغيير ترتيب recorder نمايد.

تعريف2- يك وابستگي حساس به تعويض يا در اصطلاح interchange sensitive مي باشد اگر بعد از انجام عمل تعويض نيز توسط همان حلقه حمل شود. به عبارتي ديگر، يك وابستگي حساس به تعويض با حمل كننده اوليه خود به مكان جديد منتقل مي گردد.

در يك وابستگي interchange Preventing ، بردار وابستگي پس از تعويض تغيير مي كند كه سبب مي شود داده ها به ترتيب ديگر دسترسي شوند.

قضيه 1- فرض كنيد D(i,j) بردار جهت براي وابستگي در يك حلقه n تايي تو در تو باشد. بردار جهت براي همان وابستگي بعد از جايگشت حلقه ها به وسيله اعمال همان جايگشت به عناصر D(i,j) مشخص مي گردد.

تعريف 3- ماتريس جهت براي يك حلقه تو در تو ماتريسي است كه هر سطر آن يك بردار جهت براي وابستگي موجود ميان جملات آن مي باشد.
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ماتريس جهت در اين حلقه
[image: image192.wmf]ú
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 مي باشد.

در اين حلقه اگر حلقه خارجي به داخلي ترين موقعيت برود، ماتريس براي ان به شكل زير در مي آيد:
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. سطر دوم، يك > به عنوان سمت چپ ترين عنصر نامساوي = پيدا كرده است كه سبب مي شود اين جايگشت نامعتبر شود زيرا همان گونه كه مي دانيم اين تغيير باعث جابجايي جهت وابستگي (منبع و مقصد وابستگي) مي شود.

قضيه 2- يك جايگشت از حلقه ها است اگر و تنها اگر ماتريس جهت پس از اعمال همان جايگشت به ستون هايش، در هيچ سطري > به عنوان سمت چپ ترين علامت كه = نيست نداشته باشد.

2-3  مورب سازي حلقه  

مورب سازي يا در اصطلاح Loop skewing تبديلي مي باشد كه فضاي تكرار را تغيير شكل مي دهد تا بتوان پتانسيل توازي در يك فضاي تكرار را با حلقه هاي موازي معمولي بيان نمود.
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در مثال بالا همان گونه كه مشاهده مي شود نقاطي كه داراي قابليت اجراي موازي مي باشند در يك تكرار قرار نمي گيرند. يكي از روش هاي انجام اين كار تغيير شكل دادن فضاي تكرار مي باشند به نوعي كه نقاط قرار گرفته به روي يك قطر در يك تكرار انجام شود. يكي از نگاشت هاي ممكن ايجاد متغير جديد انديس j مي باشد به نوعي كه 
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 است. با نگاشت معكوس 
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 خواهد شد.
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همان گونه كه مشاهده مي شود براي اين كه همان نقاط آرايه A دسترسي شوند بايد انديس آرايه ها در حلقه تغيير نمايند.j=J+I در نتيجه J=j-I  خواهد شد.
در حالت جديد نيز هر دو حلقه حامل وابستگي مي باشند بنابراين موازي سازي امكان ندارد. از آنجائي كه بردارهاي وابستگي
[image: image198.wmf](
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 مي باشد اگر جاي دو حلقه عوض شود بردار وابستگي به صورت 
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 در مي آيد يا به عبارتي هر دو وايستكي توسط حلقه بيروني حمل مي شود.


[image: image200.wmf])

1

,

(

)

,

1

(

)

(

min

),

,

1

max(

,

2

-

-

+

-

-

=

-

+

-

=

+

=

I

J

I

A

I

J

I

A

I

J

I

A

N

J

I

DO

N

N

J

DO


محدوده جديد حلقه ها ناشي از فضاي مثلثي تكرار مي باشد.  به شکل 4 توجه نماييد.
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[image: image359.emf]
شکل 4- فضاهي وابستگي مربعي و مثلثي
      در برخي از حلقه هاي تودرتو، وابستگي ها با همه حلقه ها حمل مي شود که مانع از اجراي موازي حلقه ها مي گردد. براي نمونه قطعه کد ارايه شده در شکل 5 توجه نماييد. بردارهاي وابستگي براي اينحلقه عبارتند از: 

S1 δ(0,1) S1
S1 δ(1,0) S1

S1 δ'(0,1) S1

S1 δ'(1,0) S1
[image: image202.png]8::

A(1,9)=0.2* (A(1-1,J) +A(I,J-1)
<A1, 3) +A(1+1,3) +A(1,3+1))
enddo
enddo




[image: image203.png]



شکل 5- يک حلقه و فضاي وابستگي آن

     براي تعيين تکرارهايي که به صورت موازي قابل اجرا هستند يک روش مورب سازي فضاي تکرارهاي حلقه است. بدين ترتيب کليه تکرارهايي که در شکل هندسي فضاي تکرار بر روي يک خط مورب قرار مي گيرند در اصطلاح در جلوي يک موج يا wavefront قرار مي گيرند در واقع با مورب سازي حلقه ها، شکل فضاي تکرار مربعي
 به متوازي السطوح
 تغيير مي کند. براي نمونه مي توان حلقهJ  قطعه کد فوق را با اضافه کردن I به حدود پايين و بالاي حلقه J مورب نمود. البته براي انجام اين کار لازم است که در درون حلقه، I را از J کم کرد. حلقه مورب شده و فضاي تکرار آن در شکل 6 ارايه شده است. 
[image: image204.png]do I =2, N-1
do J = I+2, IsM-1
A(I,J-1)=0.2% (A(I-1,J-1)+A(I,J-1-1)
4A(1,J-1) A (I+1,J-1) +A(1,J-1+1))
enddo
enddo





[image: image205.png]



شکل 6- حلقه مورب شده براي حلقه ارايه شده در شکل 5
     بردار جهت براي وابستگي ها در حلقه مورب شده از (d1,d2) به (d1,d1+d2) تغيير مي کند پس وابستگي ها نيز به مقدار زير تغيير مي يابند:

S1 δ(0,1) S1
S1 δ(1,1) S1

S1 δ'(0,1) S1

S1 δ'(1,1) S1
     براي تعويض جاي حلقه هاي مورب شده، نياز به تغييرات هوشمندانه اي در حدود حلقه است که در قطعه کد ذيل مشخص شده است.

[image: image206.png]£

do J = 4, N+M-2
do I = MAX(2,J-M+1), MIN(N-1,J-2)
A(1,J-1)=0.24 (A(I-1,J-I) +A(I,J-1-1)
SA(T,9-1) #A(141,J-1) +A(T,J-1+1))
enddo
enddo





همانند قبل، تعويض جاي حلقه ها نيازمند تعويض المانهاي متناظر در بردارهاي جهت مي باشد.

S1 δ(1,0) S1
S1 δ(1,1) S1

S1 δ'(1,0) S1

S1 δ'(1,1) S1

    نکته مهم اينکه در هر صورت مقدار مولفه اول بردار جهت مقدار مثبت است بدين معنا که هر وابستگي توسط حلقه خارجي تر (حلقه J) حمل مي شود. لذا حلقه مورب و تعويض شده I مي تواند موازي اجرا گردد.

2-3  نوار کشي
 حلقه ها  

غالباً كارايي كد موازي فقط به ميزان توازي كه در آن يافت مي شود بستگي ندارد بلكه به نحوه زمانبندي آن نيز بستگي دارد.  براي زمانبندي بهينه نياز به همگام نمودن وظايف موازي است. در اينجا عدم تساوي زمان اجرايي وظايف مي تواند همگام سازي را دچار مشکل نمايد. مسلما" هر چه تعداد وظايف همگام شونده کمتر باشد همگام سازي کمتري نياز خواهد بود. ابزار ايجاد توازن ميان موازي سازي و همگام سازي نوار بندي يا در اصطلاح Strip mining و خط لوله سازي يا در اصطلاح Pipelining مي باشد که در اين بخش توضيح داده خواهند شد. 

بسياري از حلقه هاي مستقل از وابستگي كه تكرارهايشان مي تواند به صورت موازي صحيح اجرا شوند، اگر زمان بندي هاي دقيق براي آنها به كار نرود اجراي موثري نخواهند داشت.

دسته بندي تكرارهاي حلقه به صورت مجموعه هايي كه واحد زمان بندي را تشکيل دهند مي تواند موجب استفاده كارا از توازي  گردد. اين نوع تبديل براي برداري كردن، نوار بندي يا در اصطلاح Strip mining  مي باشد. مثال ذيل استفاده از اين نوع تبديل را براي موازي سازي نشان مي دهد.
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اگر دقيقاً P پردازنده براي اجراي حلقه موجود باشد بهترين توزيع بار و همزمان سازي به صورت ذيل امكان پذير است.
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[image: image212.wmf]ENDDO


            
[image: image213.wmf]DO
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در حلقه‌هايي تو در تو مانند حلقه فوق كه همگي حلقه‌هاي داخلي به يك ميزان محاسبات نياز دارند، پيدا كردن توازن دقيق زماني كه تعداد پردازنده‌ها و تكرارهاي حلقه‌ها مشخص باشد آسان مي‌باشد. از آنجائي كه اين مقادير تا قبل از زمان اجرا معمولا" نامشخص هستند، نوار بندي را  به وسيله سخت ‌افزار خاص انجام مي‌دهند. 

در مواردي كه فاصله زمان اجرا ميان تكرارهاي مختلف متفاوت مي‌باشد فراهم‌سازي يك توازن موثر بسيار مشكل مي‌باشد و به جاي اين كه حلقه خارجي ميان مقسوم‌عليه‌اي از پردازنده‌ها تقسيم شود، انتخاب يك اندازه بلاك كوچكتر مناسب‌تر مي‌باشد. بدين وسيله، پردازنده‌هايي كه كار كمتري انجام داده و کارشانزودتر پايان مي‌پذيرد، مي‌توانند در حالي كه پردازنده‌هاي با باركاري بيشتر مشغول كار هستند،تعدادي از كارهاي باقيمانده را انجام دهند. اندازه بلاك كوچكتر اين فايده را نيز دارد كه به پردازنده‌هايي كه زودتر كار خود را شروع كرده‌اند اجازه مي‌دهد بار بيشتري را به عهده گيرند.

     کامپايلرهاي برداري اغلب يک حلقه را به يک جفت حلقه تبديل مي کنند که حداکثر تعداد دفعات تکرار حلقه داخلي برابر با حداکثر طول بردار ماشين است.  بعنوان مثال قطعه کد ذيل را در نظر بگيريد 

[image: image214.png]do I N
Sy. A(T) A(I) + B(I)
S C(I) = A(I-1) * 2
enddo





     در يک ماشين برداري Cray حلقه فوق به جفت حلقه هاي ذيل تبديل خواهد شد. به اين نوع تبديل در اصطلاح لفظ نوار کشي يا Strip mining اتلاق مي شود. 

[image: image215.png]do IS =1, N, 64
do I = IS, MIN(N,15+63)
A(I) = A(I) + B(I)
c(1) = A(I-1) * 2
enddo’
enddo




     در اينجاحلقه اصلي به نوار هايي با اندازه ماکزيمم بنام اندازه نوار
 تقسيم مي شود. در قطعه کد فوق، حلقه داخلي تر (بنام حلقه پايه
) داراي اندازه نوار 64 مي باشد که در واقع همان طول ثباتهاي بردار Cray است. حلقه خارجي تريعني حلقه IS (بنام حلقه نوار
) بين نوارها گام برمي دارد. (در ماشين Cray حلقه I مربوط به دستورات برداري
 مي باشد).

     تبديل نوار کشي همواره مجاز است حتي اگر تاثيري در رابطه وابستگي داده ها در حلقه داشته باشد. از آنجا که انجام نوارکشي حلقه اي را اضافه مي کند، در واقع يک بعد به فضاي تکرار اضافه خواهد شد پس بايد يک المان نيز به بردار فاصله يا به بردار جهت نيز اضافه گردد. اگر فاصله وابستگي حلقه اصلي بزرگتر از (يا مساوي با) اندازه نوار باشد، پس از انجام نوارکشي، حلقه نوار وابستگي را حمل خواهد کرد و لذا امکان اجراي موازي حلقه پايه را مي دهد.

مثال ذيل شکلي از حلقه که مناسب براي خط لوله سازي است را نشان مي دهد. در اين مثال نمونه‌هاي محتلف جمله 
[image: image216.wmf]1
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 مي‌توانند به صورت موازي مانند يک حلقه موازي انجام شوند اما، نمونه‌هاي 
[image: image217.wmf]2
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 بايد منتظر تكرار قبلي خود بمانند. در اين مثال POST (EV(I)) انجام رويداد EV(I) را اعلام مي‌نمايد و WAIT (EV(I)) تا هنگام رسيدن رويداد بلوكه مي‌شود.   
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[image: image223.wmf]ENDDO


     در ادامه مثالي كه موضوع را واضح‌تر مي‌نمايد ذكر قبل شده است. اين مثال قبلا با استفاده از تبديل مورب سازي  موزاي شده بود. 
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     نكته مهم در اينجا اين مي باشد كه  A(I+1,J)‌قبل از A(I,J) محاسبه نگردد. در اين مثال نيز همانند مثال قبل از آرايه‌اي از رويدادها به منظور اطمينان از درستي محاسبات استفاده مي‌شود. 
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     اگر سربار قابل توجه‌اي در سنكرون سازي باشد، ممكن است تكرارها  به منظور كاهش فركانس سنكرون‌سازي گروه‌بندي شوند. 
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 EMBED Equation.3  [image: image248.wmf]

[image: image249.wmf]ENDDO



 EMBED Equation.3  [image: image250.wmf]
     در اينجا براي كاهش سربار سنكرون سازي درجه موازي سازي كاهش يافته است به دليل اين كه ارزش  DOACROSS‌بسيار وابسته به ماشين مي‌باشد. تنها زماني به كار مي‌رود كه تنها راه افزايش كارايي باشد.

4.  کاشي کاري فضاي تکرار
هدف از کاشي بندي، دانه بندي مناسب تکرارهاي حلقه هاي ترتيبی تو در تو جهت توزيع بهينه تکرارها در بين پردازنده ها است به طوري که هزينه ارتباط ها و همگام سازي بين پردازنده ها کمينه گردد. براي اين منظور، فضاي يکنواخت وابستگي تکرارهاي حلقه به قطعاتي به نام کاشي با حداقل وابستگي افراز مي شود [32، 44 و 66]. کاشي بندي يک نوع افراز بندي يا خوشه بندي در فضاي دکارتي است. هدف ا يافتن شکل و اندازه کاشي مناسب جهت موازي سازي حلقه هاست [47، 71 و 72] به طوري که: (1) زنجيره اي از بردارهاي وابستگي بين دو تکرار وابسته در داخل يک کاشي، در داخل آن کاشي باشند، (2) تعداد بردارهاي وابستگي بين يک کاشي با کاشي هاي همسايه، کمينه باشد و (3) هر محدوديتي که به وسيله کاربر اعمال مي شود، بر آورده شود.

يکي از اولين تلاشها در زمينه کاشي بندي فضاي تکرار حلقه ها در اواسط دهه 1980 و توسط وولف به ثمر رسيد [78، 79، 80، 81 و 82]. در روش وولف فضای تکرار حلقه ها با استفاده از تکنيک مورب سازي به يک فضای متوازی السطوح تبديل شده و سپس کاشي بندی می شود. عمده مشکل اين رويکرد پيدا کردن يک تبديل بهينه جهت مورب سازي حلقه است به طوری که تعداد دسترسي ها به حافظه برای اجرای تکرارها بهينه گردد. پيدا کردن اين تبديل با افزايش عمق حلقه های تو در تو افزايش می يابد. برای اين منظور وولف يک الگوريتم مکاشفه ای را برای حل اين مشکل ارايه داده است. هم چنين اين مسئله به وسيله قريل و همکارانش [33] نيز مطرح شده است. اين رويکرد به عنوان يک روش بنياني مبنايي براي تحقيقهای بعدي در اين زمينه ها مورد استفاده واقع شده است. 
     با نوار کشي حلقه هاي تودرتو و جابجايي حلقه هاي نوار به خارجي ترين سطح فضاي تکرار کاشي کاري خواهد شد. براي نمونه قطعه کد ذيل که شامل دو حلقه تودرتو است را در نظر بگيريد: 

[image: image251.png]doI =1, N
doy =1,
A(1,J)
c(r.3)
enddo
enddo

A(IL3) + B(LJ)
A(I-1,0) * 2




     پس از نوار بندي اين حلقه تبديل به چهار حلقه تودرتوي ذيل مي گردد: 

[image: image252.png]do IT = 1, N, S8
do JT = 1, N, ss
do I = IT, MIN(N, IT+85-1)
do J = JT, MIN(N, JT+58-1)

A(L,9) = A(1,J) + B(L,J)
C(1.J) = A(1-1.3) * 2
enddo
enddo

enddo
enddo




     بعبارتي ديگر فضاي دو بعدي تکرار برنامه (15 – الف) به کاشي هايي که در شکل 5 نمايش داده شده است تقسيم مي شوند. هر کاشي مربوط به دو حلقه پايه داخلي است و دو حلقه خارجي تر بنام کاشي، بين کاشي ها گام برمي دارند.
[image: image360.emf]
شکل 5-  فضاي کاشي کاري شده
     کاشي کاري فضاي تکرار نامنظم بسيار پيچيده تر از فقط نوار کشي کردن هر حلقه خواهد بود. براي نمونه حلقه ذيل با فضاي تکرار مثلثي را در نظر بگيريد: 
[image: image253.png]



     کاشي کاري توسط نوارکشي مستقل هر حلقه، فضاي تکرار مناسبي را در اينجا ايجاد نمي کند. براي داشتن فضاي تکراري مناسب است بايد حلقه ها مانند به صورت ذيل نوارکشي شوند:
[image: image254.png]do i1 N, S8
do JT = IT, N, S8
do I = IT, MIN(N, IT+55-1)
do J = MAX(JT,I), MIN(N, JT+s5-1)





به عنوان يک نمونه قطعه کد ذيل را در نظر بگيريد:
for j1 = 0 to 9 do
     for j2 = 0 to 8 do
          a (-4j1 - j2, -j1 - 3j2 + 3) = …

          … = … a (-j1 + 1, -j2 + 4) …

دستگاه معادلات و نامعادلات حاصل از مساوي قرار دادن انديس آرايه ها در دو تکرار مختلف به صورت ذيل است:

  - 4j1- j2 = - j’1 + 1
  - j1 – 3 j2 + 3 = -j’2 + 4

دستگاه معادلات پس از انتقال مقادير ثابت به يک سمت تساوي به صورت ذيل خواهد بود:
  - 4j1 - j2 + j’1 = 1

   - j1 - 3j2 + j’2 = 1

پس از حل دستگاه معدلات به روش ديوفانتين تکرارهاي وابسته را مي توان مشخص نمود. البته مشکل در اينجا نگهداري شماره تکرارهاي وابسته است. براي اين منظور مي توان بر اساس معادلات پارامتريک حاصل از روش ديوفانتين بردارهاي اوليه که بر ميناي آنها مي توان تکرارهاي وابسته را مشخص نمودتعيين کرد. جهت سادگي اين بردارهاي اوليه به عنوان بردارهاي وابستگي در نظر گرفته مي شوند و به اين ترتيب فضاي وابستگي به يک فضاي يکنواخت تبديل مي شود. بردارهاي اوليه براي قطعه کد فوق به صورت ذيل است:

     BDVS = {(3, 1), (1, 2), (1, 1)} 
     براي کاشي بندي فضاي تکرار همانگونه که در بالا توضيح داده شد مي توان از روش مورب سازي حلقه ها و نواربندي استفاده نمود. براي نمونه فضاي کاشي بندي شده براي حلقه فوق به صورت ذيل است:

[image: image361.emf]
شکل 6 – فضاي يکنواخت کاشي بندي شده

    در روش وولف، فضاي يکنواخت تکرارهاي حلقه با استفاده از يک تبديل، به فضاي مورب مناسب براي کاشي بندي تبديل مي شود. با استفاده از اين تبديل  فضاي وابستگي بين تکرارها تبديل به فضايي مثبت با بردارهاي وابستگي در جهت مثبت مي شود.. براي نمونه به شکل 7 توجه نماييد. در اين شکل فضاي تکرارها شامل 6*7 نقطه ميباشد. در واقع هر نقطه نشانگر يک تکرار حلقه است. در اين شکل 
[image: image255.wmf]®
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 بردار وابستگي بين تکرارهاي حلقه مي باشد. در حالت کلي چنانچه تکرار 
[image: image256.wmf]1
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 قبل از 
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 مي بايست به اجرا در آيد در صورتيکه بردار فاصله 
[image: image258.wmf]®
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 وجود داشته باشد به قسميکه 
[image: image259.wmf]®
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+
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. در واقع بردار هاي وابستگي ترتيب اجرا تکرارها را مشخص مي کنند. بردار ي در صورتي از لحاظ الفبايي مثبت است 
[image: image262.wmf]0
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 در صورتيکه:
( i : di > 0 and ( j < i  : dj ( 0 

در شکل a.7 خانه هاي آرايه  aدر هر تکرار حلقه مقدار دهي مي شوند. مقدار  a[I2]از تکرار قبلي در حلقه داخلي حاصل مي گردد. در صورتيکه دو دسترسي ديگر يعني a[i1+1] و a[i1+2] هر دو وابسته به تکرارهاي حلقه خارجي هستند. لبه هاي وابستگي در اينجا همگي از لحاظ الفبايي مثبت و به صورت مجموعه {(1-، 0)، (1،0) ، (0،1)} = 
[image: image263.wmf]®
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 مشخص شده است.
	[image: image264.emf]


شکل7- نمونه اي از بکارگيري روش وولف براي کاشي بندي فضاي تکرار يک حلقه

  در قسمت بالاي شکل 7  يک حلقه و فضاي تکرار آن مشخص شده است. براي اينکه بتوان فظاي تکرارهاي حلقه را کاشي يندي کرد به قسمي که بتوان کاشي هاي مستقلي را بدست آورد که بتوانند بطور موازي با يکديگر به اجرا در آيند از تبديلاتي مثل تعويض حلقه ها يا در اصطلاح loop interchange، مورب سازي skewing و برگشت reversal استفاده مي شود. اين نوع تبديلات را مي توان توسط ماتريسهاي تبديل اعمال نمود. تعويض حلقه ها براي نمونه تکرار (j, i) را با (i, j) جايگزين مي کند. براي اين منظور مي توان از فرم ماتريسي به صورت ذيل استفاده نمود:
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از آنجاييکه يک تبديل يوتيماجولار تبديلي خط است بنابراين:

                                              
[image: image266.wmf]®
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T  = (
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بنابراين اگر در فضاي اوليه 
[image: image271.wmf]®
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 بردار فاصله باشد آنگاه در فضاي تبديل شده  
[image: image272.wmf]®

d

T  نماينگر بردار فاصله خواهد بود. بنابر اين در اينجا بردار (d2 ، d1) = 
[image: image273.wmf]®
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 به صورت ذيل تبديل مي شود:
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سه تبديل اوليه در حلقه ها وجود دارد. که عبارتند از:
· جابجايي: جابجايي يا در اصطلاح پرميوتيشن ( در يک حلقه تکرار (P1, P2, …Pn)  را به تکرار  (P(1, P(2, ..P(n)مي نمايد. براي اين منظور مي بايست سطرهاي ماتريس n(n يکه I را به اندازه  ( جابجا نمود تا ماتريس تبديل  I( بدست آيد. با استفاده از ماتريس تيديل بدست آمده مي توان عمل جابجايي ( را در فضاي تکرارهاي حلقه مورد نظر ايجاد نمود.
· برگشت: برگشت يا ريورسال i امين حلقه با استفاده از ماتريس يکه که عنصر i ام بر روي قطر آن مساوي با 1- است حاصل مي گردد. 
· مورب سازي: مورب سازي حلقه Ij نسبت به حلقه Ii به اندازه فاکتور صحيح f تکرار:
   (P1, P2, …, Pi-1, Pi, Pi+1, …, Pj-1, Pj, Pj+1, … Pn)
                 به صورت ذيل تبديل مي کند:
   (P1, P2, …, Pi-1, Pi, Pi+1, …, Pj-1, Pj + f Pi , Pj+1, … Pn)

    ماتريس تبديل T براي عمل مورب سازي با اين تغيير در ماتريس يکه بدست مي آيد که عنصر tj,i در ابن ماتريس بجاي صفر مساوي با مقدار f قرار داده مي شود. از آنجاييکه i < j  است ماتريس تبديل T مي بايست زير مثلثي باشد. به عنوان نمونه جهت مورب سازي فضاي تکرار شکل a.7  به شکل b.7 تبديل شود، ماتريس تبديل  ذيل لازم مي باشد
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کليه اين تبديلات توسط ماتريسهاي يونيماجولار انجام مي شود. يک ماتريس يونيماجولار داراي سه خاصيت مهم مي باشد. اولا"، مربعي است به اين مفهوم که يک فضاي تکرار n بعدي را به فضاي تکرار n بعدي تصوير مي نمايد. ثانيا"، کليه عناضر را در نظر مي گيرد و هيچ عنصري را ناديده نمي گيرد. بنابراين يک وکتور از شمارنده هاي حلقه که اعداد  صحيح مي باشند را به وکتوري از اعداد صحيح تبديل مي کند. ثالثا" قدر مطلق دترمينان آن يک مي باشد. بخاطر اين سه ويژگي حاصل ضرب و معکوس يک ماتريس يونيماجولار نيز يونيماجولار مي باشد. مي توان تبديلات ترکيبي را از دنباله اي از تبدلات حاصل نمود.  

پس از اعمال الگوريتم وولف فضاي تکرار مورب شده و حلقه مطابق شکل b.7 خواهد بود. بعد از اعمال تبديل های لازم بر روی فضای يکنواخت تکرارهای وابسته حلقه نوبت به کاشی بندی جهت اجرای موازی تکرارهای حلقه در قالب دانه بندي درشت می رسد. شکل 8 نمايانگر فضاي کاشي بندي شده و کد موازي حاصل از پيمايش فضاي کاشي بندي شده است. در کد ارايه شده در شکل 8، دو حلقه داخلی سبب اجرای ترتيبی نقاط داخل کاشي ها می شود و دو حلقه بيرونی سبب اجرای کاشی ها بر روی پردازنده ها می شود. 
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شکل8-   فضاي کاشي بندي شده حاصل از رويکرد وولف و کد موازي حاصل از پيمايش کاشي ها
5.  توليد کد موازي 

براي توليد کد موازي مي توان فضاي کاشي بندي شده را پيمايش نمود. نکته اصلي بدست آوردن تعداد ماکزيمم کاشي هايي است که به صورت موازي در هر زمان قابل اجرا هستند. کاشي هايي را که به صورت همزمان مي توانند به اجرا در آيند ابتدا بر روي خطوطي به نام جلوي موج يا در اصطلاح Wavefront مشخص مي کنند [3، 25، 32، 52، 66 و 92]. براي نمونه به موجهاي مشخص شده در شکل 6 توجه نماييد بر اساس اين خطوط امواج مي توان کد موازي براي حلقه مربوطه را به صورت ذيل ايجاد نمود:
For WaveFrontNumber := -1 To 3 Do

     ForAll js1 := -2 To 3 Do

          ForAll js2 := -1 To 2 Do

               If js1 + js2 := WaveFrontNumber Then 

                    For j1 := max (0, 3js1 + 2js2) To min (9, 3js1 + 2js2 - 4) Do

                         For j2 := max (0, js1 + 4js2) To min (8, js1 + 4js2 - 4) Do

                              If ((HJ(()(= Js Then

                                  a[- 4j1 - j2, - j1 - 3j2 + 3] := …

                                  … := … a[- j1 + 1, - j2 + 4] …

                              EndIf

                         EndFor

                    EndFor

               EndIf

          EndForAll

     EndForAll

EndFor
      در روش ارايه شده توسط گوماس و آتاناسکي [31] بعد از کاشی بندی فضای تکرار حلقه ها، کد موازی برای فضای تکرار کاشی شده با استفاده از روش فوريه-موتخين ايجاد می شود. در اين روش سعی بر آن است که حدود حلقه های کد جديد به صورت يک عبارت محاسباتی بر اساس روش فوريه-موتخين محاسبه گردد. برای اين منظور به جای استفاده از تبديل های يک ريخت که کار توليد کد را ساده می کنند، از تبديل های غير يک ريخت استفاده می شود. توليد کد برای تبديل غير يک ريخت مشکل تر از تبديل يک ريخت می باشد. در اين رويکرد برای توليد کد موازی از همان ماتريس تبديلی استفاده می شود که برای نمايش يک کاشی به کار برده می شود. شکل 9 نمونه هايی از نحوه تبديل های يک ريخت و غير يک ريخت را نشان می دهد.
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شکل 9-  استفاده از تبديل های يک ريخت و غير يک ريخت در [31]
6.  مثالي از موازي سازي حلقه

براي بدست آوردن تکرارهاي وابسته در حلقه هاي تو در تو مي توان از روش ديوفانيت استفاده نمود. در حالت کلي دستگاه معادلات ذيل که در آن ضرايب همگي اعداد صحيح هستند را در نظر بگيريد:

a11x1 + a21x2 + … + am1xm = c1
a12x1 + a22x2 + … + am2xm = c2
                        …

a1nx1 + a2nx2 + … + amnxm = cn
در دستگاه معادلات فوق تمام ضرايب aij و ضرايب ci اعداد صحيح هستند. فرض کنيد U يک ماتريس Uniodular با ابعاد m(m و S ماتريس اخلون m(n است به قسمي که UA = S آنگاه دستگاه معادلات XA = C داراي جواب است اگر و تنها فقط اگر برداري از اعداد صحيح مثل T وجود داشته باشد به قسمي که TS = C باشد. هنگامي که جوابي موجود باشد آنگاه مجموعه جوابها از رابطه X = TU  بدست مي آيد. در اين حالت T يک بردار از اعداد صحيح است و در رابطه TS = C صدق مي نمايد زيرا:
C = XA = TUA = TS

در صورت وجود همچنين T اي آنگاه کليه جوابها فرم X= TU را خواهند داشت. براي نمونه حلقه ذيل را در نظر بگيريد:

                                                     /* Original Sequential Code: */
for j1 = 0 to 5

     for j2 = 0 to 5

            S:         a (-j2, -j1 + 3) = …

            T:         … = … a (-2j2 + 1, j1 + 4) …

     end

end

با مساوي قرار دادن ضرايب رابطه ذيل دستگاه معادلات خطي به شرح ذيل حاصل مي گردد:

    -j2 = - j’2 + 1                                                  -j2 + j’2 = 1
    -2j1 + 3 = -j’1 + 4                   (                   -2j1 + j’1 = 1
مي توان با در نظر گرفتن دستگاه معادلات فوق رابطه ذيل را ايجاد نمود:
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با تبديل ماتريس A به فرم اخلون ماتريسهاي U و S حاصل مي گردند که در واقع ماتريس U شاخص تغييراتي است که جهت تبديل A به S بر روي ماتريس يکه انجام شده است. در واقع U يک ماتريس Unimodular و S ماتريس اخلون است.  در ادامه اين دو ماتريس مشخص شده اند:
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                U =

       and S =

در اين صورت راه حل عمومي براي مساله   [t1 t2 t3 t4] ( S = [1 1]به صورت خواهد بود. به اين ترتيب يک پاسخ صحيح براي دستگاه معادلات خطي به صورت ذيل وجود دارد. 
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X = TU = [1 1 t3 t4]
              = [t3  t4  2t3 + 1  t4 + 1]

بردارهاي وابستگي به صورت ذيل خواهند بود:

D = (d1, d2) = (j’1 - j1, j’2 - j2) = (t3 + 1, 1)

در فرم ماتريسي مي توان بردار D را به صورت ذيل مشخص نمود:
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در مثال فوق BDVS يا مجموعه بردارهاي پايه وابستگي {(1،1) ،(1،0)} است زيرا، بر طيق رابطه فوق بردار وابستگي D = t3 ( (1, 0) + (1, 1) است. فضاي وابستگي کاشي يندي شده و موجها براي آن در شکل 8 مشخص شده است.

BDVS = 

UB = (5, 5) ( LB = (0, 0), UBs = (2, 2)

J2 = {J = (j1, j2) | 0 ( j1, j2 ( 5} ( Js2 = {Js = (js1, js2) | 0 ( js1, js2 ( 2}

     With using the proposed tiling algorithm, we get the following tiling matrix:
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P =                     , H = 

| J2 | = (ub1 + 1) ( (ub2 +1) = (5 + 1) ( (5 +1) = 6 ( 6 = 36 ( | Js2 | = | J2 | / |P 2(2| = 36 / 4 = 9
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شکل 8- فضاي کاشي بندي شده

همانگونه که در شکل فوق مشخص است، تعداد کاشي ها 9 عدد و تعداد لبه هاي موج 5 عدد مي باشد. ابه اين ترتيب ميزان توازي مي تواند تا 5/9 بدست آيد. حلقه موازي با در نظر گرفتن شکل 8 به صورت ذيل براي حلقه فوق حاصل مي گردد:
Parallel forms:

1)

for w = 0 to 4 in sequential
     for js1 = 0 to 2 in parallel
          for js2 = 0 to 2 in parallel
               if js1 + js2 = w then
                    for j1 = 2js1 to 2js1 + 1 in sequential
                         for j2 = 2js2 to 2js2 + 1 in sequential
                 S:         a (-j2, -j1 + 3) = …

                 T:         … = … a (-2j2 + 1, j1 + 4) …

2)

for w = 0 to 4 in sequential
     for js1 = max( 0, w - 2) to min (w , 2) in parallel
          for js2 = max( 0, w - 2) to min (w, 2) in parallel
               if js1 + js2 = w then
                    for j1 = 2js1 to 2js1 + 1 in sequential
                         for j2 = 2js2 to 2js2 + 1 in sequential
                 S:         a (-j2, -j1 + 3) = …

                 T:         … = … a (-2j2 + 1, j1 + 4) …

3)

for w = 0 to 4 in sequential
     for js1 = min (w , 2), js2 = max( 0, w - 2) to max( 0, w - 2), min (w , 2) step -1, +1 in parallel
          for j1 = 2js1 to 2js1 + 1 in sequential
               for j2 = 2js2 to 2js2 + 1 in sequential
       S:         a (-j2, -j1 + 3) = …

       T:         … = … a (-2j2 + 1, j1 + 4) …

7. زمانبندي

همانگونه که در بالا توضيح داده شد مساله تشخيص توازي در کد ترتيبي به تعيين گراف وظايف منتهي شد. تشخيص وابستگي در بين تکرارهاي حلقه به مساله تشخيص لبه هاي امواج بر روي فضاي کاشي بندي شده تکرارهاي حلقه خاتمه يافت. زمانبندي بهينه گراف وظايف براي اجراي موازي يکي از مسائل عمده در پردازش موازي مي باشد.هدف از زمانبندي تخصيص بهينه وظايف به پردازنده هاي موازي است به قسمي که برنامه مورد نظر در حداقل زمان لازم به اجرا در مي آيد. زمانبندي در چنين روشي به اين صورت انجام مي‌شود كه تقدم در ميان وظايف برنامه حفظ مي‌شوند . زمان اتمام كل يك برنامه موازي عموما طول برنامه يا زمان شروع تا پايان خوانده مي‌شود بعضي از الگوريتم‌هاي ديگر تلاش بر كاهش هزينه‌هاي پردازشگرهاي موازي دارند.

     دو روش ايستا و پويا در اين راستا مطرح است. نکته قابل توجه NP-Complete  بودن مساله زمانبندي گراف وظايف است. براي اين منظور الگوريتمهاي مکاشفه اي و روشهاي قطعي مطرح شده اند. يکي از روشهاي ايستا و قطعي مطرح الگوريتم MCP است که براي گرافهاي نسبتا" کوچک در عمل پاسخهاي بهينه ايجاد نموده است. 
     الگوريتم اصلی MCP  : يک DAG شامل مجموعه گره های 
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 به همديگر متصل شده اند. هر گره نشان دهندة يک Task می- باشدو وزن گره يعنی
[image: image280.wmf])

(

i

n

n

w

زمان اجرای Task است . هر يال نشان دهندة پيغام ارسالی از گره ها به يکديگر است و وزن يال يعنی
[image: image281.wmf])
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برابر با زمان انتقال پيغام است . زمانيکه دو گره به يک پردازندة واحد زمانبندی گردند ، وزن يال اتصالی آنها صفر خواهد بود. هر DAG دو گره با وزن صفر وجود دارد. گره شروع که شروع برنامه را نشان می- دهد و گره پايانی يا خروجی که مشخص کنندة پايان برنامه است. قبل از هر چيزيبه شرح چند اصطلاح بايد پرداخت:

· 
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 : طول طويلترين مسير از گره 
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 به گره پايانی است که وزن گره 
[image: image284.wmf]i

n

 را شامل آن نيست.

· 
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 : : طول طويلترين مسير از گره 
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 به گره پايانی است که وزن گره 
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 را نيز شامل می شود. . طول مسير شامل وزن گره ها و يالهاست.

· طول مسير بحرانی ، يعنی 
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L

 برابر با 
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 برای گره شروع می- باشد .

· ديرترين زمان ممکن ( As – Late – As – Possible ( ALAP ))  يعنی 
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 برابر است با :        
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الگوريتم زير زمانبندی يک DAG را روی تعداد محدودی از پردازنده ها نشان می دهد.
  [image: image298.emf]    
     هنگام زمانبندی گره ها روی پردازنده ها ، ممکن است حفره هايی ميان گره هابوجود آيد که علتش وجود وابستگی ميان گره هاست. در الگوريتم بالا ، گره روی اولين حفرة موجود زمانبندی می گردد که اين روش،روش درجی نام دارد. درصورتيکه گره پس از آخرين گره زمانبندی شده و بدون درنظر گرفتن حفره ها زمانبندی گردد ، روش غيردرجی نام خواهد داشت. روش درجی بهتر از روش غيردرجی اجرا می گردد. پيچيدگی روش غيردرجی با داشتن N گره و P پردازنده، برابر O( NP ) است ، درحاليکه برای روش درجی 
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 می باشد. پيچيدگی گام اول O ( E ) ، پيچيدگی گام دوم 
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 و پيچيدگی گام سوم با روش درجی 
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  می باشد . بنابراين پيچيدگی اين الگوريتم 
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     پياده سازی MCP بصورت کارا تر در اين بخش جزئيات يک پياده سازی کارا برای MCP را ارائه می دهيم. ابتدا الگوريتم اصلی را کمی تغيير می دهيم تا پيچيدگی آن را کاهش دهيم. درگام دوم از الگوريتم اصلی ، تساويها با استفاده از تمام فرزندان شکسته می شوند. تجربه نشان داده است که بکار بردن تمام فرزندان برای شکستن تساويها ضروری نيست. بجای آن فقط از فرزندان يک سطح برای شکستن تساويها استفاده می کنيم که نتايج مشابهی را دربردارد و پيچيدگی گام دوم را به مقدار O ( E + N Log  N ) کاهش می دهد. اين الگوريتم برای MCP در زير آمده است.
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     جزئيات پياده سازی الگوريتم MCP در زير آمده است. در گام اول، برای محاسبة زمان 
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 ابتدا 
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 محاسبه می گردد.مقادير
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 از پيمايش روبه بالا با شروع از هر يال گره خروجی بدست می آيند. در همين زمان طول مسير بحرانی يعنی 
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نيز محاسبه می گرددکه مساوی با 
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 برای گره شروع است. آنگاه زمان ALAP از فرمول زير بدست می آيد :
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     درگام دوم ، گره ها بترتيب صعود زمانهای ALAP مرتب می گردند. تساويها بر اساس يک فرزند بحرانی که کوچکترين زمان ALAP را دارد ، شکسته می شوند. اگر چندين فرزند بحرانی دارای زمان ALAP يکسان باشند ، تساويها بطور تصادفی شکسته می شوند. اين کار با مرتب سازی زمانهای ALAP توسعه يافته انجام می گيرد که در آن زمانهای ALAP گره و فرزند بحرانی به هم پيوند می يابند. آخرين و سختترين گام ، تمام گره ها را برای m پردازنده زمانبندی می کند تا طول زمانبندی را کمينه نمايد و هر گره را به پردازنده ای تخصيص می دهد و زمان شروع گره روی پردازنده را تعيين می نمايد .
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برای شرح مختصر آخرين گام ، اصطلاحات زير تعريف می گردد :

1- برای هر گره 
[image: image314.wmf]i
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 ، زمان ورود پيغام از گره والدين برابر است با :
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      که در آن 
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 زمان شروع گره والدين 
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 است .

2- از منظر گره ، زمان آماده شدن يعنی 
[image: image318.wmf]ready
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 زودترين زمان آماده شدن گره با درنظر گرفتن تمام زمانهای ورود پيغامهای والدين می باشد.

3- از منظر پردازنده ها ، زمان دردسترس بودن يعنی 
[image: image319.wmf]avail
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 زودترين زمان در دسترس بودن و آماده بودن پردازنده با در نظر گرفتن تمام گره های تخصيص يافته به پردازنده می باشد .
4- زودترين زمان شروع يعنی 
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 کمترين مقدار 
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 در ميان پردازنده ها می باشد.
     گره هايک به يک بترتيب ليست زمانبندی می گردند. برای هر گره، زمان آماده شدن در هر پردازنده محاسبه می گردد. سپس زمان دردسترس بودن يعنی 
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 برای هر پردازنده از طريق جستجو در ليست حفره ها بدست می آيد. سرانجام زودترين زمان شروع يعنی 
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برای گره مشخص می گردد.برای محاسبة زمان آماده شدن گره 
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  بايد زمان ورود پيغام از والدينش يعنی 
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 محاسبه گردد. 
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 پردازنده ای است که گره والدی که بيشترين مقدار 
[image: image327.wmf]msg

T

 را دارد ، روی آن قرار می گيرد. تمامی پردازنده ها باستثناء 
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زمان آماده شدن يکسانی برابر با 
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 دارند . گره
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 ممکن است زمان آماده شدن کوچکتری روی 
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 داشته باشد ، چون وزن يال ميان گره فرزند و والد صفر است. بنابراين زمان آماده شدن دوبار محاسبه می گردد. يک بار برای 
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 و بار دوم برای پردازنده های ديگر محاسبه زمان محاسبه مي شود.

زمان آماده شدن ، زودترين زمان ممکن برای آماده شدن گره برای اجرا همراه با در نظر گرفتن پيغامهای ورودی است.همچنين فضای کافی برای زمانبندی گره بايد وجود داشته باشد. برای انجام جستجوی اولين حفرة موجود يک ليست حفره برای هر پردازنده ساخته می شود . هر حفره در اين ليست دارای يک زمان شروع  
[image: image333.wmf]holestart
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 و يک زمان پايان 
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 است .  

     درصورتيکه رابطة 
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 برقرار باشد،گره می تواند زمانبندی گردد و 
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 معين شود .زودترين زمان شروع کمترين مقدار 
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  ميان تمامی پردازنده هاست و گره برای پردازنده ای زمانبندی می گردد که زودترين زمان شروع را فراهم آورد. پس از آن زمانهای شروع و پايان حفره بروز رسانده می شود . در حالتی که 
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 باشد ، حفره دو تکه خواهد گرديد .

     تحليل پيچيدگی : در گام اول ، زمان ALAP با استفاده از پيمايش هر يال در گراف محاسبه می گردد که پيچيدگی اش برابر O ( E ) است . گام دوم ، گره ها را بترتيب صعود زمانهای ALAP  مرتب می کند که پيچيدگی آن برابر O ( N log N ) می باشد. تساويها فقط توسط اولين فرزندی که کوچکترين زمان ALAP را دارد ، شکسته می شود. هزينة مقايسة هر فرزند گره برابر 
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 است و برای N گره ، هزينه برابر 
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 خواهد بود . بنابراين پيچيدگی گام دوم بصورت  O ( E + N log N ) است .گام سوم درپی يافتن زمان آماده شدن برای هر گره 
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 است که هزينه اش برابر 
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 است ، چون تمامی والدهای گره 
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 بررسی می گردند . لذا برای N گره هزينه بصورت 
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 خواهد بود . سپس گره
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 بدنبال زودترين زمان 
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 می گردد که برای اين کار ليستهای حفرة هر پردازنده را جستجو می نمايد . چون تعداد کل حفره ها کمتر از N  است ، پيچيدگی زمانبندی يک گره واحد O ( N ) است و پيچيدگی گام سوم برای زمانبندی N گره بصورت 
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 خواهد بود. بنابراين پيچيدگی الگوريتم MCP  برابر با 
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8. نتيجه گيري
تبديل اتوماتيک کد ترتيبي به موازي در دو مرحله اصلي امکانپذير است. در يک مرحله توازي در بين جملات برنامه. در مرحله ديگر توازي در بين تکرارهاي حلقه تشخيص داده مي شود. جهت تشخيص توازي در اجراي جملات دو نوع وابستگي داده اي و کنترلي در بين جملات را بايد مشخص نمود. مسلما" جملات وابسته قابل اجرا به صورت موازي با يکديگر نيستند. حاصل تشخيص وابستگيها در قالب گراف وظايف نمايش داده مي شود. مساله در اينجا دانه بندي و زمانبندي وظايف است. 

    مقوله زمانبندي در ارتباط با چگونگي تخصيص بهينه وظايف به پردازنده ها مطرح مي شود.  زمانبندي را مي توان به دو صورت ايستا در قبل از اجرا و پويا در حين اجرا انجام داد. مساله زمانبندي از نوع غير چند جمله اي سخت است. لذا، روشهاي مکاشفه اي و غير قطعي براي زمانبندي گرافهاي بزرگ وظايف مي تواند بسيار حايز اهميت باشند. 
      مساله تشخيص توازي در بين تکرارهاي حلقه به تعيين مکانهايي از حافظه که در يک تکرار حلقه مقداردهي و در تکرارهاي بعدي استفاده مي شوند منجر مي گردد. در اينجا مساله تعيين متغيرهايي که بر اساس تکرارهاي حلقه مقدراشان تعيين مي شود مطرح است.و همچنين مساله ديگر ارجاع به يک خانه آرايه است که در يک تکرار مقدار دهي و در تکرار ديگر مورد استفاده قرار گرفته است. بدست آوردن اينگونه متغيرها منجر به حل دستگاه معادلات و نامعادلات خطي و غير خطي مي شود.  در حالت خطي مي توان از معادلات ديوفانتين براي حل دستگاه معادلات اقدام نمود. با بدست آوردن بردارهاي پايه مي توان مساله تعيين رابطه در بين بردارهاي وابستکي بواسطه تعداد زياد آنها را از ميان برداشت. به اين ترتيب فضاي يکنواخت وابستگيها در بين تکرارهاي حلقه ايجاد مي شود. 
     براي افزايش دانه بندي مي توان فضاي يکنواخت تکرارهاي حلقه را کاشي بندي کرد. براي کاشي بندي مي توان از الگوريتم وولف استفاده نمود. در روش وولف با تبديل فضاي تکرارهاي حلقه به فضايي با قابليت تعيين سريع کاشيها عمل مي شود. مشکل در اينجا بدست آوردن ماتريس تبديل است. در مورد تعيين کاشيها، مساله تشخيص کاشيهايي است که مي توانند مستقلا" با يکديگر به اجرا در آيند. براي اين منظور از تکيکاهاي لبه امواج مي توان استفاده کرد.
9. تعيين وابستگی بين تکرارهای حلقه
هدف محاسبه تکرارهايي است که وابستگي داده اي را ايجاد مي کنند بايد دستگاه معادله های حاصل از مساوي قرار دادن انديس ها را حل نمود.   از بين مقادير بدست آمده از حل دستگاه معاده هاي خطي مي بايست آن مقاديري را انتخاب نمود که در سرحد تعيين شده براي حلقه قرار دارند. براي نمونه قطعه کد زير را در نظر بگيريد:

For i := 1 To 1000 Do

     For j := 1 To 1000 Do

          For k := 1 To 1000 Do

               S1: d := X [ i + 2 * k + 5, 4 * k - j]

          EndFor

          S2: X [i - j, i + j] := …

     EndFor

EndFor
     در حلقه  فوق، بين دو جمله S1 و S2 به شرط وجود حداقل دو تکرار(i1, j1, k1)  و(i2, j2, k2)  با مقادير انديس مساوي در S1 و S2 مي تواند وابستگي داده اي وجود داشته باشد. به اين ترتيب با مساوي قرار دادن انديس آرايه ها براي دو تکرار(i1, j1, k1)  و(i2, j2, k2)  در S1 و S2، شرط وجود وابستگي به صورت زيل مي باشد:

    i1 + 2k1 + 5 = i2 - j2 

    4k1 - j1 = i2 + j2
     از حل دو معادله فوق مقادير(i2, j2, k2)  بر اساس مقادير مختلف(i1, j1, k1)  حاصل می گردد. البته تنها مقاديري مورد قبول خواهند بود که در حدود داده شده براي حلقه ها؛ يعني 1 تا 1000 قرار گيرد. مقادير مورد قبول برای مثال فوق در جدول شکل 4 نشان داده شده است. در اين جدول بردار وابستگي، فاصله بين مقصد و مبدا را نمايش مي دهد.

	بردار وابستگي
(i2 - i1, j2 - j1)
	مقصد وابستگي

(i2, j2)
	مبدا وابستگی

(i1, j1, k1)

	(30, 0)
	(46, 1)
	(16, 1, 12)

	(33, 1)
	(49, 2)
	(16, 1, 13)

	(36, 2)
	(52, 3)
	(16, 1, 14)

	(39, 3)
	(54, 4)
	(16, 1, 15)

	(32, -2)
	(48, 1)
	(16, 3, 13)

	…
	…
	…


شکل 4- وابستگي ها در حلقه های ترتيبی تو در تو

     در حالت کلي مي توان حلقه هاي تو در تو و وابستگيهايي که از طريق انديس حلقه ها در بين تکرارهاي حلقه ايجاد مي شود را به صورت مشخص نمود:

For i1 := L1 To U1 Do Step ST1
     For i2 := L2 To U2 Do Step ST2
          …

          For ip := Lp To Up Do Step STp
               …
               For in := Ln to Un Do Step STn
                    S1: X [h1 (i1, i2, …, in), h2 (i1, i2, …, in), …, hm (i1, i2, …, in)] := …
                    S2: … := X [g1 (i1, i2, …, in), g2 (i1, i2, …, in), …, gm (i1, i2, …, in)]

               EndFor

          EndFor

          …

     EndFor  Endfor

براي تعيين وابستگي بين تکرارهاي حلقه مي بايست انديسهاي آرايه X  را براي دو تکرار مختلف با يکديگر مساوي قرار داد. بدين ترتيب دستگاه معادلات و نامعادلات ذيل حاصل مي شود:

Lp ( ip, jp ( Up,     p = 1, 2, …, n
hq (i1, i2, …, in) = gq (j1, j2, …, jn),     q = 1, 2, …, m
در رابطه فوق سرحد هر حلقه ممکن است تابعي از شمارنده يا انديس حلقه هاي در برگيرنده آن باشد. به عبارت ديگر مي توان سرحد حلقه در عمق P را به صورت زير مشخص نمود:

Lp = Lp (i1, i2, …, iP - 1),

Up = Up (i1, i2, …, iP - 1), 

STp = STp(i1, i2, …, iP - 1),     p = 1, 2, …, n
برای ساده تر شدن مساله با انجام يک سري تبديلات سرحد پاييني شمارنده حلقه را صفر يا 1 مي کنند. همچنين گام يا مقدار اضافه شونده در هر تکرار به شمارنده حلقه را مساوي با 1 مي کنند.  به اين عمل در اصطلاح نرمالسازي حلقه گفته مي شود. براي نمونه حلقه 

     For i := m1 To m2 Step m3 do Loop-Body 

به حلقه ذيل تبديل مي شود. 

     For i := 1 To (m2 - m1 + m3) div m3 Step 1 do Loop_BodyNorm 

در داخل بدنه حلقه هر جا که شمارنده حلقه i ظاهر مي شود آنرا با عبارت ذيل بايد جايگزين نمود:

     m1 + max ((m2 - m1 + m3) div m3, 0) * m3
همانگونه که مشاهده مي شود از مساوي قرار دادن انديس آرايه ها تعدادي معادله بدست مي آيد و همچنين با در نظر گرفتن سر حد آرايه ها تعدادي نا معادله بدست مي آيد. بنابراين مساله تعيين تکرارهاي وابسته به حل دستگاه معادلات و نامعادلات صحيح منتج شود.  روشهايي مثل حذف فوريه-موتخين [11، 14] و امگا [64 و 84] فقط نامعادلات حاصل از سرحد حلقه ها  را حل مي کنند.   اينها در واقع محدوده شماره تکرارهاي وابسته را مشخص مي کنند. براي بدست آوردن شماره تکرار هاي وابسته روشهايي مثل حل معادلات  ديوفاتين
 خطی [11، 14، 16، 84 و 93] ، روش حذف گوسی صحيح
  [27 و 84] و دلتا [43] را مي توان مورد استفاده قرار داد. همچنين روش هاي ديگری مثل متغير شاخص صفر
 [43 و 84]، متغير شاخص منفرد
 [84]، متغير شاخص چند تايی
 [43 و 84]، [43 و 84]، ( [84], سيمپلکس اوليه و دوتايی صحيح [27 و 57] نيز از معادله ها و هم از نامعادله ها برای تحليل وابستگي داده ای استفاده می کنند.

9-1  تعيين وابستگي بين تکرارهاي حلقه
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براي تعيين وابستگي بين تکرارهاي حلقه همانطور که در بالا توضيح داده شد نياز به حل دستگاه معادلات خطي حاصل از متساوي قرار دادن انديس آرايه ها است. براي اين منظور بايد ابتدا ماتريس را به فرم Echelon تبديل نمود. بنا به تعريف يک ماتريس در صورتي در فرم Echelon  است که تمام عناصر زير اولين ستون غير صفر هر سطر از ماتريس همگي صفر باشند.  براي تبديل ماتريس A به ماتريس S در فرم Echelon ، ماتريس تبديل U ايجاد مي شود به قسمي که S = UA مي شود. براي اين منظور جهت تبديل ماتريس A  به فرم Echelon صورت زير عمل مي شود:

الگوريتم تبديل ماتريس A با ابعاد m( n به صورت زير است.

Set   U ((m
Do  j = 1,n,1
       If there is at least one non zero 
براي حل دستگاه نامعادله ها و اعمال محدوديتها که در واقع سرحدهاي حلقه ها ايجاد مي کنند، از روش حذف فوريه استفاده مي شود که در ادامه ارائه خواهد شد.

4-6-2  حل دستگاه معادلات و نامعادلات   
در اين قسمت روشهايي براي حل دستگاه شامل چند نامعادله و معادله ارائه مي شود. روشهاي ارائه شده تحت شرايط خاص عمل نموده، کلي نيستند. چنانچه دو جمله S1  و S2  به خانه هاي آرايه X  از طريق به ترتيب تابع خطيh(i1, i2, …, ik)  و  g(i1, i2, …, ik) دسترسي داشته باشند، آنگاه در بين اين دو جمله وابستگي داده اي در صورتي وجود دارد که دو تکرار از حلقه وجود داشته باشد به قسمي که:

                 h(i1, i2, …, ik)  =  g(j1, j2, …, jk)

     بايد توجه داشته باشيد که معادله a1i1 + a2i2 + … akik= b  که در آن ضرايب a1 اعداد صحيح هستند، در صورتي قابل حل است که b ضريبي از بزرگترين مضرب مشترک ضرايب  ai و يا  gcd(a1 , a2 , … ak ) باشد.چنانچه رابطه برقرار باشد کل سيستم مستقل خطي است. اثبات موضوع به این صورت است که:
  :فرضa = gcd(a1 , a2 , … ak )
 :معادله اولیهa1i1 + a2i2 + … akik= b
a*( a1/a* i1 + a2 /a * i2 + … + an / a* in ) = b
در صورتی که معادله قابل حل باشد مقدار داخل پرانتز یک عدد صحیح مثل T خواهد بود. بنابراین:

a*T = b 
بنابراین می بایست b برa بخش پذیر باشد. همچنين با در نظر گرفتن اينکه انديسهاي حلقه در بين سرحدهاي حلقه قرار مي گيرند در نتيجه چنانچه سرحد پاييني با حرف L  و سرحد بالايي با U مشخص شده باشد، آنگاه بايد :

                                a1L1 + a2L2 + … akLk ( b ( a1U1 + a2U2 + … akUk
براي استفاده از روش حذف گوس صحيح جهت حل کردن دستگاه نا معادله ها مي بايست يکي از ضرايب در معادله ها +1  يا -1 باشد.  به اين ترتيب با حذف گوسي آن متغير مربوط به آن ضريب مي توان دستگاه معادلات را کوچکتر نمود. براي نمونه به مثال ذيل توجه کنيد:

                                x1 + x2            ( 10

                                        x2 - 4x3   ( 12

                             -6x1 + x2 - 7x3  = -4

                             -4x1+3x2 - 2x3  = -1

بر اساس سومين سطر مي توان مقدار x2  را به صورت ذيل محاسبه نمود:

                        x2 = 6x1 + - 7x3 - 4

بنابراين با جايگزيني x2  خواهيم داشت

                               7x1 +  7x3   (  14

                               6x1 + 3x3    (  16

                             14x1+ 19x3  =  11

بنابراين براي بدست آوردن جواب و استفاده از روش حذف گوسي مي بايست روشي جهت تبديل ضرايب به يک وجود داشته باشد.  شايد در هنگام بدست آوردن کوچکترين مضرب مشترک بتوان به اين نتيجه رسيد که با تقسيم طرفين به ضريب مشترک يکي از  متغيرها ضريبش 1 خواهد شد.  روش ديگر براي تبديل ضرايب به 1 ( جمع و تفريق معادله ها و نامعادله هاي داخل دستگاه شايد موثر واقع شود. براي اين منظور چنانچه در حالت کلي بتوان دستگاه معادله هاي:

                                         ai1x1 + ai2x2 + … aikxk= di

                                         aj1x1 + aj2x2 + … ajkxk= dj

را با معادله هاي : 
                                        (i(ai1x1 + ai2x2 + … aikxk) +(j(aj1x1 + aj2x2 + … ajkxk ) =  (i di + (j dj
                                        ((i ai1 + (j aj1 ) x1 + ((i ai2 + (j aj2)x2 + … ((i aik+(j ajk)xk  =  (i di + (j dj
 به شرط اينکه  = (1 (i aik+(j ajk گردد، جايگزين نمود. تنها هنگاميکه aik و ajk نسيت به يکديگر اول باشند مي توان به اين نتيجه رسيد زيرا، در غير اين صورت مي توان از بزرگترين مقسوم عليه مشترک آنها فاکتور گرفت. اگر f   باشد سمت راست نمي تواند 1 شود. براي نمونه سيستم ذيل را در نظر بگيريد:

                                x1 + x2            ( 10

                                        x2 - 4x3   ( 12

                             -2x1 +5x2 +3x3  = 2

                             -4x1 +3x2 - 2x3  = -1

بنابراين با ضرب کردن طرفين اولين معادله با  (1 = -1  و ضرب طرفين دومين معادله با (2 = 2 و جمع کردن اين دو معادله  مي توان به اين نتيجه رسيد که :

                               -6x1 + x2 - 7x3  = -4

بنابراين دستگاه به صورت ذيل تبديل مي شود.

                                  x1 + x2            ( 10

                                        x2 – 4x3   ( 12

                               -6x1 + x2 – 7x3  = -4

                             -4x1 +3x2 – 2x3  = -1

اکنون مي توان مقدارx2 را از طريق معادله ها محاسبه و جايگزين نمود.

    در روش فوق نياز بود که ضرايب نسبت به يکديگر اول باشند. براي اين منظور دستگاه معادله ها را به صورت زير مي توان تبديل نمود.

                    a1x1 + a2x2 + …  akxk= d1     , t1 =  a1x1 + a2x2   (  t1  + …  akxk = d1
     با فرض اول بودن a1 و a2 نسبت به یکدیگر می توان (1 و (2 را بگونه ای مشخص نمود که رابطه ذیل برقرار گردد:
(1 a1 + (2 a2 = 1        

با در نظر گرفتن : 

t2 =  b1x1 + b2x2
       where   b1 = -  (2 , b2 =  (1  

 اکنون با در نظر گرفتن دو رابطه ذیل :

t1 =  a1x1 + a2x2
t2 =  b1x1 + b2x2
برای بدست آوردن مقادیر x1 و x2 بر اساس t1 و t2 لازم است که a1b2 –a2b1 = (1 باشد. علت را می توان در حل 
[image: image374.emf]
                  t1 = a1 x1 + a2 x2                 

                  t2 = b1 x1+ b2 x2
                                 و خواهیم داشت :                 

                 x1 =    b2 t1 –a2 t2
                 x2 =  -b1 t1 + a1 t2
بنابراين مي توان x1  و x2  را با t1 و  t2جايگزين نمود. به اين ترتيب خواهيم داشت:

                 t1 = d1 – a3x3 … - akxk
بايد توجه نمود که از رابظه a1b2 –a2b1 = (1 مي توان به اين نتيجه رسيد که محدوديت اين روش در اين است که بايد بزرگترين مقسوم عليه مشترک a1 و a2 مساوي با 1 باشد. براي نمونه به مثال قبلي توجه نماييد.

               x1 +   x2            ( 10                                                                        
               x2 – 4x3   ( 12                                                 
               -2x1 + 5x2 + 3x3  = 2                                                      

               -4x1 +3x2 – 2x3  = -1               
    : با فرض  t1 = -4x1+3x2     (                  a1=-4  ,   a2=3
با توجه به (1 a1 + (2 a2 = 1   داریم     (2 =-1 = -1 ,  (1  و بنابراین b1=1 و b2=-1  و در نتیجه     t2=x1-x2و در نهایت داریم : 

x1 = -t1 -3 t2
x2 = -t1 -4 t2
حال با جایگزینی x1 , x2 در معادلات فوق 4 معادله خواهیم داشت که در یکی از آنها ضریب متغیر t1 برابر یک خواهد بود که می توان همانند قبل اقدام به حذف آن نمود.

-2 t1 - 7t2                  (  10

-   t1   - 4t2 -   4 x3    ( 12
-3 t1  - 14t2 + 3 x3     = 2
    t1            -  2 x3     = -1

 اکنون مي توان حذف گوسي را بر t1 اعمال نمود. 

       چنانچه بزرگترين مقسوم عليه مشترک a1 و a2 مساوي با p باشد، آنگاه مي توان ضريب t1 را به قسمي محاسبه نمود که :

      pt1= a1x1 + a2x2    (  t1= (a1/p)x1 + (a2/p)x2    

که در اين نتيجه به مورد قبلي مي رسيم. اکنون (1 و (2 را آنچنان محاسبه مي کنيم که :

      (1 (a1/t1)  + (2 (a2/t2) = 1      
شود. حالا مي توان تغيير متغير ذيل را اعمال نمود.

                                  t1 = (a1/p)x1 + (a2/p)x2
                                  t2 = (1 x1  + (2 x2
بنابراين                                                                 

[image: image375.emf]                                  x1 = (1 t1 - (a1/p)t1 

                                  x2 = (2 t2 - (a2/p)t2
4-6-3  حل دستگاه معادلات با روش ديوفانتين
همانگونه که در بالا توضیح داده شد، آزمونهای وابستگی معمولاً منجر به حل دستگاه معادلات و نامعادلات خطی می شوند.   لذا، از معادلات دیوفانتین برای بدست آوردن پاسخ برای معادلات و با استفاده از حذف فوریه برای حل نامعادلات استفاده خواهد شد. معادله دیوفانتین خطی  در حالت کلی به صورت ذیل می باشد:
a1 x1 + a2 x2 + ....+ an xn = c                                                 (1)
مقادیر حاصل از این معادله اعداد صحیح می باشند، اگر و تنها فقط اگر C ضریبی از بزرگترین مضرب مشترک ضرایب a1 تاan  C باشد. به عبارت دیگر:

Gcd(a1, a2, ...., an ) divides  c

می توان با استفاده از استقرا این مساله را اثبات نمود. بدین ترتیب که برای حالتی که تعداد متغیرها یک عدد است معادله به صورت:
a1 x1 = c

می باشد. این معادله دارای جواب صحیح می باشد اگر و تنها فقط اگر C بر a1 قابل تقسیم باشد یا در اصطلاح آنرا عاد نماید. اگر کوچکترین ضریب برای مثال a1=1 باشد، آنگاه gcd(a1, a2, ...., an ) مساوی با 1 خواهد بود. در این صورت رابطه (1) دارای جواب ذیل است:
(c- a2 t2 – a3 t3 - ....+ an tn , t2, t3, …, tn)  
در حالت کلی فرض کنید که a1 کوچکترین اندیس باشد و داشته باشیم:

t = x1 + (a2 /a1( x2 + ....+ (an / a1( xn                                       (2)
می توان رابطه (1) را به صورت ذیل بازنویسی نمود:

a1 x1 + a2 x2 + ....+ an xn = c                                                 
a1 x1 + a1*(a2 /a1( +(a2 mod a1) x2 + ....+ a1 * (an / a1( +(an mod a1)xn = c
با جایگزینی t در رابطه فوق رابطه (3) به صورت ذیل بدست می آید:
a1t  + (a2 mod a1) x2 + ....+ (an mod a1)xn = c                                                              (3)
رابطه فوق دارای جواب صحیح است اگر و تنها فقط اگر رابطه (1) دارای جواب صحیح باشد. اکنون مشخص است که :
gcd(a,b) = gcd(a mod b, b) => gcd(a1,a2,...,an) = gcd(a1, (a2 mod a1),..,(an mod a1))

=> gcd(a1, (a2 mod a1),..,(an mod a1)) divides c.
به این ترتیب a1 چنانچه در رابطه (1) کوچکترین ضریب  باشد، بقیه ضرایب می بایست صفر باشند زیرا بقیه ضرایب باقیمانده تقسیم بر a1 را مشخص می کنند که مسلماً از a1  کوچکتر است. در غیر اینصورت مقدار کوچکترین ضریب کاهش بافته که نشانگر موفقیت در استقرا است. به مثالهای ذیل توجه نمایید:
(1)    2x = 3              =>             هیچ جوابی ندارد
(2)    2x = 6              =>              x = 3

(3)    2x + y = 3        =>              x = t, y = 3 -2t                 Gcd(2, 1) = 1 which divides 3

(4)     2x + 3y = 3     =>               z = t, y = 3- 2t     =>       x = 3t -3,   y = 3 -2t     
     برای حل دستگاه معادلات خطی Ax = b می توانUk, …, U2, U1  را به قسمی مشخص نمود که رابطه ذیل برقرار گردد:

Ax = b

L = A*U1*U2*...*Uk is lower triangular 

Solve Lx’ = b (easy)

Compute x = (U1*U2*...*Uk)*x’
اثبات:

(A*U1*U2...*Uk)x’ = b  => A(U1*U2*...*Uk)x’ = b  => x = (U1*U2...*Uk)x’

برای نمونه به مثال ذیل توجه نمایید:
[image: image376.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

»

2

1

3

3

7

2

A


شکل 5- نمونه ای از حل معادلات دیوفانتین با استفاده از حذف گوسی
به عنوان نمونه ای دیگر به مثال ذیل توجه نمایید:
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شکل 6- نمونه ای از حل معادلات دیوفانتین با استفادع از ماتریس یونیماجولار

تعویض ستونها، منفی کردن یک سطر و بالاخره جمع و تفریق مضربی از سطرها با یکدیگر راه مثلثی نمودن ماتریس ضرایب است. 

4-6-3 ماتريس اخلون

برای محاسبه رنک یا مرتبه، دترمینان و معکوس یک ماتریس می توان آن را به فرم اخلون تبدیل نمود. ماتریس اخلون دارای دو ویژگی ذیل است:

1- سطهای صفر در پایین قرار دارند

2- سمت چپ ترین عنصر غیر صفر در هر سطر در سمت راست عنصر غیر صفر سطح پایین آن قرار دارد.
برای تبدیل یک ماتریس به فرم اخلون معمولاً سه عمل ذیل رایج است:

1- تعویض دو سطر

2- ضرب یک مقادیر یک سطر در عددی مخالف صفر
3- جایگزینی یک سطر با حاصل جمع آن سطر با سطرهای دیگر
با استفاده از سه عمل ساده فوق می توان ماتریسها را تبدیل به فرم اخلون نمود.  در ذیل مراحل تبدیل به فرم اخلون ارایه شده است. روش تبدیل را حذف گوسی می نامند.

1- سطوح ماتریس جابجا شود تا سطرها با سمت چپ ترین عنصر غیر صفر در بالای ماتریس قرار بگیرند.

2- مضربی از هر سطر را با مضربی از بالاترین سطر با سمت چپ ترین عنصر غیر صفر جمع نمایید تا عنصری از صطر که زیر عنصر غیر صفر قرار می گیرد مساوی با صفر شود.
3- تکرار مراحل فوق تا تبدیل ماتریس به فرم اخلون
دیوفانتین ماتریسهای Unimodular مطرح هستند. ماتریس یونیماجولار ماتریسی است که درایه های آن اعداد صحیح و دترمینان آن 1+ یا 1- است. ماتریسE:m×n یک ماتریسEchelon است اگر عنصر Ei,j در سطر i ام اولین عنصر غیر صفر باشد آنگاه کلیه عناصر Ei+1,jتا Em,j همگی مساوی صفر باشند. برای بدست آوردن ماتریس تبدیل U:m×m جهت تبدیل A:m×n به ماتریس اخلون S:m×n  به قسمی که 

S:m×n = U:m×m × A:m×n
گردد. ابتدا U را به صورت یک ماتریس یکه در نظر بگیرند و هر عملی که لازم است بر روی A انجام شود تا به فرم اخلون تبدیل شود بر روی U نیز اعمال می شود. در ادامه الگوریتمی ساده برای ایجاد ماتریس تبدیل ارایه شده است:

Algorithm Echelon

   Input : A:m×n

   Output : U:m×m , S:m×n

  Init:      U := Im ;  S := A; i0 := 0;
  Body:

         For j := 1 to n do

برای نمونه فرض کنید ماتریس A به صورت ذیل تعریف شده است:
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Iniitially :  
سطر سوم از سطر دوم کم شود

















4-6-3  حل دستگاه  نامعادلات   با روش حذف فوريه
در اين بخش امکان ساده سازي دستگاه نامعادله ها مورد بررسي قرار مي گيرد. روش حذف فوريه براي جوابهاي صحيح بطور دقيق پاسخگو نيست. براي بکارگيري اين روش ابتدا بايد x1 از سايرين مجزا شود.به قسميکه سرحدهاي پاييني و بالايي براي x1 بر اساس ساير متغيرها مشخص شود. مسلم است که کليه سرحدهاي پاييني براي يک متغير بايد از کليه سرخد بالايي کمتر باشنند. در غير اينصورت يک تناقض وجود داد. از روش حذف فوريه در اين قسمت براي کاهش سيستم با حذف متغيرها عمل مي شود. براي اين منظور به صورت زير اقدام مي شود:

1- در هر نامعادله x1  جدا مي شود به قسميکه براي آن سرحدهاي پاييني و بالايي بر اساس سايرين مشخص مي شود.

2- سيستم در صورتي سازگار خواهد بود که سرحدهاي پاييني کوچکتر از بالايي باشند.
3- به اين ترتيب از درون نامعادله ها x1  حذف مي شود . همين عمل براي سايرين تکرار مي شود.
4- چنانچه در ضمن حذف تناقضي مشاهده نشود پاسخ وجود دارد که ممکن است اعشاري باشد. 

       فرض کنيد تعداد نامعادله ها m باشد اين نامعادله ها  را به سه دسته تقسيم مي توان نمود. دسته اول شامل متغيرها با ضريب مثبت براي x1 به تعداد  m1 عدد است. دسته دوم شامل نامعادله ها با ضريب منفي براي x1 به تعداد m2 عدد است. دسته سوم شامل نامعادله هايي است که اصلا" x1 در آنها وجود ندارد. به اين ترتيب تعداد m2 حد پاييني و m1 حد بالايي براي x1 مي توان مشخص نمود. سيستمي شامل m1*m2 نامعادله ايجاد مي شود. زيرا هر حد پاييني بايد از کليه سرحدهاي بالايي کوچکتر باشد و بالعکس. پس از جايگزيني x1 در صورتي سيستم نامعادلات مشابه قبلي خواهد بود که : 

                          معيار 1-   مقدار هر ضريب مثبت از x1  مساوي 1 باشد

                          معيار 2-  مقدار هر ضريب منفي از x1 مساوي -1 باشد

بنابراين در صورتي مي توان عمل جايگزيني را انجام داد که يکي از دو معيار فوق برقرار باشد. تعداد نامعادله ها در اينجا هنوز به عنوان يک مشکل مطرح است.واضح است که تعداد نامعادله ها در موارد زير اضافه نمي شود:

                        مورد 1-      m1 ( 1 

                        مورد 2-  m2 ( 1      

                        مورد 3-     m1 = 2 ( m2 = 2  

4-6-4  معرفي متغيرهاي غير منفي
در حالت کلي مسائل برنامه ريزي خطي نيازمند اين هستند که مقدار متغيرها مثبت باشد. بنا براين براي حل دستگاه نامعادله ها آنها را تبديل به دستگاهي بايد نمود که متغيرها همه در آن مثبت هستند. با افزايش مقادير مثبت به سيستم نامعادله ها مي توان آنها را تبديل به معادله نمود. و با استفاده از روش حذف گوسي مي توان از داخل نامعادله ها متغيرهاي قبلي را خذف نمود و دستگاه را تبديل به تعدادي نامعادله با متغيرهاي مثبت نمود. فرض کنيد سيستم از نامعادله ها به صورت ذيل موجود است:

4-6-4  حل نهايي دستگاه نامعادله ها و معادله ها
با استفاده از تکنيکهايي که مبتني بر الگوريتم شناخته شده سيمپلکس هستند در اين قسمت مبادرت به حل دستگاهي از متغيرها با مقادير مثبت مي شود. هدف در روش سيمپلکس حل مساله بهينه سازي ذيل است:
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الگوريتم سيمپلکس را هنگامي مي توان مورد استفاده قرار داد که مقادير di ها غير منفي باشند. الگوريتم دوجنبه اي سيمپلکس را زماني مي توان بکار گرفت که ضرايب cj غير منفي هستند. براي ارجاع به هر نامعادله يک متغير ظاهري ايجاد مي شود. به اين تريب در اولين مرحله دستگاه به صورت زير مشخص مي شود.

          Z = c1x1  + c2x2 + … - 0

          xn+i :  ai1 x1 + ai2 x2 + … ( di                   
متغيرهايي که درون تابع z ظاهر مي شوند به عنوان متغيرهاي خارج از زمينه و متغيرهايي که درون نامعادله ها مشخص مي شوند به نام متغيرهاي زمينه مشخص مي شوند. الگوريتم سيمپلکس مبتني بر اين مشاهده است که اگر ضرايب cj  غير منفي باشند . همچنين ضرايب di غير منفي باشند آنگاه مساله با مقدار صفر به هر متغير خارج از زمينه و مقدار di براي هر متغير زمينه حل خواهد شد. با تغيير متغيرها مي توان اين دو شرط را براي سيستم ايجاد کرد. تبديل اصلي يک حذف گوسي است. براي اين منظور از روش حذف گوس استفاده مي شود تا هر بار يک متغير زمينه xk را از داخل زمينه ها به خارج از زمينه ها و يک متغير  xn+r از خارج از زمينه ها به درون زمينه ها انتقال داده شود.
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